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МЕТОД ОЦЕНКИ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ПОГРЕШНОСТИ РЕШЕНИЯ
В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ СПЕКТРОСКОПИИ

Предложен метод получения коридора статистической погрешности решения обратной задачи спек-

троскопии, для оценки статистической ошибки экспериментальных данных которой может быть

применим нормальный закон распределения. С помощью математического моделирования стати-

стической ошибки парциальных спектральных составляющих, полученных по численному устой-

чивому решению обратной задачи, стало возможным указать погрешность соответствующего ре-

шения. Проблема получения коридора погрешности решения обратных задач является актуальной,

поскольку существующие способы оценки погрешности решения построены на анализе гладких

функциональных зависимостей при наложении жестких ограничений на область допустимых реше-

ний (компактность, монотонность и т.п.). Их использование при компьютерной обработке реальных

экспериментальных данных крайне затруднительно и поэтому, как правило, не применяется. В ра-

боте, на основе выделения парциальных спектральных составляющих и оценки их погрешности,

предложен способ получения коридора статистической погрешности решения обратных задач спек-

троскопии. На примерах обработки мёссбауэровских спектров продемонстрирована необходимость

и значимость нахождения коридора погрешности решения для обеспечения достоверных результа-

тов.
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Введение

Очевидно, что при решении обратных некорректных задач вопрос погрешности полу-

чаемого решения является принципиально важным [1, 2]. Такое свойство некорректных за-

дач, как неустойчивость к погрешностям входных данных является существенным пре-

пятствием к нахождению истинного решения задачи и его погрешности. На сегодняшний

день разработано большое количество математических методов решения некорректных за-

дач [3–7], которые обеспечивают получение устойчивого решения. Однако, их развитие

и усовершенствование продолжается, и связано это с повышением требований к свойствам

получаемых решений (гладкость высокого порядка, неотрицательность, разрешимость ли-

ний и т. п.) [8–10]. В них, как правило, предлагаются оценки ошибки решения по норме

пространства, в котором решение ищется [11–14], что не всегда доступно в реальном экс-

перименте. Например, в обратных задачах спектроскопии [15] истинное решение далеко

не всегда является нормальным, т. е. минимальным по норме, как предполагается в методе

регуляризации [16]. Для получения физически значимого решения и корректной интерпре-

тации результатов обработки данных в этих задачах необходимо привлекать априорную

информацию об искомом решении [17, 18] и уметь находить коридор ошибки получаемого

решения [19]. Иногда, для уменьшения влияния погрешности экспериментальных данных

на устойчивость решения, применяют специальные фильтровочные функции [20], или вы-

полняют предварительную обработку спектральных данных с помощью машин с экстре-

мальным обучением [21]. Несмотря на сложность и трудоемкость решения обратных задач,

актуальность развития методов их решения постоянно возрастает. Последние исследова-

ния при установлении диагноза и рассмотрении возможности раннего лечения пациентов,
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переболевших COVID-19, показали необходимость своевременного проведение магнитно-

резонансной томографии больных [22]. В проблеме снижения воздействия на окружаю-

щую среду при добыче нефти и газа путем преобразования метана и других газообразных

углеводородов в CO2 огромную роль имеет потенциальное использование спектрометров

с преобразованием Фурье изображения [23]. Применение высокочувствительного экспери-

ментального метода исследования локальной атомной структуры с разрешением 1–2 Å по

глубине в многослойных малоконтрастных тонких пленках [2] также является актуальной

задачей.

К сожалению, в большинстве научных публикаций, посвященных решению обратных

задач предлагаются способы оценки погрешности решения, построенные на анализе мо-

дельных гладких функциональных зависимостей при наложении жестких ограничений на

оператор задачи [3, 5, 14, 24] и/или область допустимых решений (компактность, монотон-

ность и т. п.) [18]. Их применение при обработке экспериментальных данных со статистиче-

ской ошибкой и неизвестной гладкостью решения чрезвычайно затруднительно. Существу-

ют единичные работы с указанием коридора ошибки решения, полученного либо прямым

моделированием ошибок входных параметров [25, 26], либо без описания способа его по-

лучения [27].

§ 1. Постановка задачи

В мёссбауэровском эксперименте исследуется зависимость интенсивности N(V ) про-

шедшего через образец излучения от относительной скорости источника излучения V . Как

правило, для расшифровки мёссбауэровских спектров используется нормированный сигнал:

y(V ) =
N(∞)−N(V )

N(∞)
, (1)

где N(V ) — количество импульсов при значении скорости V , N(∞) — количество им-

пульсов в отсутствии резонансного поглощения. Реальный спектр снимается в дискретном

поканальном режиме, когда каждому каналу спектра i соответствует скорость Vi, поэтому

реальный нормированный сигнал (1) является дискретным:

yi(V ) =
N(∞)−Ni(V )

N(∞)
, (2)

где i = 1, . . . , n — количество каналов регистрации, Ni — количество зарегистрированных

импульсов в i-ом канале. Известно, что вероятность наблюдения γ-квантов за время изме-

рения в мёссбауэровском эксперименте определяется закономерностями распада и задается

распределением Пуассона:

p(N) =
NN

0

N !
exp(−N0),

которое при N → ∞ стремится к нормальному распределению с математическим ожида-

нием M(N) = N0 и дисперсией σ2 = N0:

p(N) =
1√
2πN0

exp
(

−(N −N0)
2

2N0

)

.
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Рис. 1. Модель экспериментального спектра (точки) с четырьмя парциальными составляю-

щими (штриховые линии): а) исходный спектр с интенсивностями парциальных составля-

ющих Ik лоренцовской формы; б) нормированный спектр
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В мёссбауэровском эксперименте обычно количество импульсов в каждом канале Ni >
> 105, поэтому для оценки статистической погрешности эксперимента можно использовать

нормальный закон распределения. Тем самым погрешность или среднеквадратичное откло-

нение экспериментального сигнала в каждой точке равно σ2
i = Ni.

Резонансная линия поглощения мёссбауэровского спектра является функцией Лоренца,

и выделенный из эксперимента нормированный сигнал описывается суперпозицией эле-

ментарных функций Лоренца вида:

Li(V ) =
1

1 +
4

Γ2
(Vi − V )2

,

где Γ — ширина элементарной линии Лоренца. В формировании мёссбауэровских спектров

принимают участие поглощающие ядра атомов, в общем случае не являющиеся химиче-

ски и кристаллографически эквивалентными. Каждой неэквивалентной позиции (локальной

конфигурации) резонансных ядер соответствует отдельная элементарная функция Лоренца

в мёссбауэровском спектре. Таким образом, математическая модель мёссбауэровского спек-

тра представляет собой сумму парциальных Лоренцовских линий (рис. 1), интенсивности

которых пропорциональны вероятностям отдельных позиций pk:

Yi =
∑

k

pk

1 +
4

Γ2
(Vi − Vk)2

. (3)

При наличии большого числа неэквивалентных позиций k для описания мёссбауэров-

ских спектров используют непрерывное представление линейной суперпозиции (3):

Yi =

∫

+∞

−∞

pHdVH

1 +
4

Γ2
(Vi − VH)2

, i = 1, . . . , n, (4)

где pH — функция плотности вероятности распределения локальных конфигураций. Ин-

тегральное уравнение Фредгольма первого рода (4) описывает обратную задачу мёссбауэ-

ровской спектроскопии по определению функции pH ∈ L2[Hmin, Hmax], соответствующей

вектору экспериментальных данных Yi, i = 1, . . . , n. В данной работе, на примере мёсс-

бауэровской спектроскопии, предлагается оригинальная методика получения коридора ста-

тистической ошибки решения обратных задач, для оценки статистической погрешности

экспериментальных данных которых применим нормальный закон распределения.

§ 2. Методика оценки погрешности решения

Каждая точка нормированного мёссбауэровского спектра yi описывается суммой пар-

циальных лоренцовских линий, заданных на всем интервале съемки экспериментального

спектра. В точке i в интенсивность yi дает вклад каждая парциальная линия лоренцовской

зависимости. Таким образом, можно записать

yi = Yk +
∑

j 6=i

pjL(Vi − Vj), где Yk = pkL(Vi − Vk=i). (5)

При k = i вклад Yk равен вероятности pk, так как L(Vi − Vk=i) = 1. При j 6= i вклады от

остальных составляющих учитываются в сумме (5), например при j = k+1 вклад равен вы-

ражению L(Vk − Vk+1)Yk+1 (рис. 1, б). Поскольку при k = i вклад Yk равен вероятности pk,
то, используя Yk вместо yk, в формуле (2) всегда можно найти Nk, соответствующее пар-

циальному вкладу в реальный ненормированный экспериментальный спектр, и вычислить

погрешность ∆Nk =
√
Nk, пользуясь формулой (2),
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∆Nk =
√

N∞(1− Yk), (6)

и величину погрешности парциальной линии

∆Yk =
∆Nk

N∞

=

√

(1− Yk)√
N∞

.

Тогда в точке i = k погрешность решения определяется как ∆pk = ∆Yk.

В случае непрерывного представления линейной суперпозиции (4) погрешность парци-

альной линии связана с погрешностью решения следующим уравнением:

∆YH = ∆pH=k

∫ VH=k+1

VH=k

L(Vi − VH)dVH , (7)

где pH — функция плотности вероятности распределения локальных конфигураций, кото-

рая определена на интервале [Hmin, Hmax], и существует взаимно однозначное соответствие

[Vmin, Vmax] ↔ [Hmin, Hmax].
Таким образом, чтобы найти погрешность решения достаточно смоделировать интен-

сивности парциальных лоренцовских линий Yk, дающих вклад в каждую точку нормиро-

ванного мёссбауэровского спектра yi. Поскольку интенсивности Yk пропорциональны ве-

роятностям отдельных позиций pk, то на первом шаге следует найти решение обратной

задачи (3) (или, для непрерывного случая, задачи (4)).

Для определения решения обратной задачи следует использовать методы, обеспечива-

ющие восстановление экспериментальных данных и гарантирующие пропорциональность

погрешности решения статистической ошибке измерений. Критерием достоверности реше-

ния и восстановления экспериментальных данных является критерий χ2 ≈ 1 Пирсона [28]:

χ2 =
n
∑

i=1

(yi − Yi)
2

n · σ2
yi

.

Здесь относительная среднеквадратичная ошибка экспериментальных данных в точке i
определяется аналогично выражению (6) заменой k на i, то есть Ni = N∞(1− yi):

σ2

yi
=

1− yi
N∞

.

Для оценки погрешности решения pH используется восстановленное значение среднеквад-

ратичной ошибки парциальной интенсивности σ2
H =

1− YH

N∞

в точке H и критерий χ2 [29].

Покажем на примере классического и самого успешного метода решения обратных за-

дач — метода регуляризации Тихонова, развитию которого посвящено в последнее время

много работ [30–33], методику определения функции распределения pH из обратной задачи

мёссбауэровской спектроскопии. Уравнение, связывающее экспериментальный сигнал y(V )
с функцией плотности вероятности распределения параметра H (сверхтонкое магнитное

поле), имеет вид:

Ap ≡
∫ Hmax

Hmin

L(H, V )p(H)dH = y(V ), V ∈ [Vmin, Vmax], (8)

где y(V ) — мёссбауэровский спектр; p(H) — искомая функция распределения параметра;

L(H, V ) — функции Лоренца, задающие форму элементарных или парциальных составля-

ющих; [Hmin, Hmax] — интервал существования непрерывного распределения p(H).
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Уравнение (8) представляет собой интегральное уравнение Фредгольма первого рода

c вполне непрерывным оператором A : L2[Hmin, Hmax] → L2[Vmin, Vmax], где L(H, V ) — дей-

ствительная функция непрерывная в прямоугольнике {Hmin6 H 6 Hmax, Vmin 6 V 6 Vmax}.
Вместо точной правой части уравнения y0(V ) известно приближенное значение y(V ):
‖y − y0‖L2

6 δ. На искомую функцию накладываются дополнительные ограничения:

(1) p(H) — непрерывно дифференцируемая функция, p(H) ∈ W 1
2 [Hmin, Hmax] и

‖ p(H) ‖W 1
2
=

(∫ Hmax

Hmin

p2(H)dH +

∫ Hmax

Hmin

( dp

dH

)2

dH

)1/2

;

(2) p(Hmin) = 0 или p′(Hmin) = 0, p(Hmax) = 0 или p′(Hmax) = 0, — граничные условия;

(3) p(H) > 0 на [Hmin, Hmax] — условие неотрицательности.

Введем в рассмотрение функционал Q[p(H)]:

Q[p(H)] =
{

‖ Ap− y ‖2L2
+α ‖ p ‖2W 1

2

}

, или (9)

Q[p(H)] =











Vmax
∫

Vmin





Hmax
∫

Hmin

L(H, V )p(H)dH − y(V )





2

dV + α

Hmax
∫

Hmin

(

p2(H) +

[

dp

dH

]2
)

dH











,

где α — параметр регуляризации, контролирующий гладкость решения.

Для построения конечно-разностной аппроксимации функционала (9) на отрезках

[Hmin, Hmax] и [Vmin, Vmax] выбираются сетки {Hj}kj=1 и {Vi}ni=1 с шагами ∆H и ∆V со-

ответственно. Выполняется дискретная аппроксимация функций p(H), y(V ) векторами pj ,
j = 1, . . . , k, yi, i = 1, . . . , n, а интегрального оператора — матрицей A = {aij} с помощью

метода коллокаций [34]:

aij =

∫ Hj+1

Hj

L(H, Vi)dH

В результате аппроксимации непрерывного пространства L2 дискретным простран-

ством l2 на равномерных сетках, а производной d/dH разностным отношением, имеем

дискретную аппроксимацию функционала (9):

Q[pk] =

{ n
∑

i=1

∆V
(

k
∑

j=1

aijpj − yi

)2

+ α

k
∑

j=1

(

p2j +
(pj+1 − pj

∆H

)2
)

∆H

}

,

Известно, что достаточным условием минимума функционала является обращение

в ноль его первой вариации (уравнение Эйлера), которая определяется соотношением

Q[pk +∆p]−Q[pk] = ∆Q[pk,∆p]∆p+ o(∆p),

где ∆p — малое приращение вектора pk. Таким образом, задача сводится к решению систе-

мы линейных алгебраических уравнений:

(A∗A+ B)pk = A∗yn, (10)

где A∗ — сопряженная матрица, B — матрица вида:

8



B =

































α +
2α

∆H2
− α

∆H2
0 . . . 0

− α

∆H2
α +

2α

∆H2
− α

∆H2
. . . 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 − α

∆H2
α +

2α

∆H2

































. (11)

В результате вместо некорректного уравнения первого рода (8) решается система линей-

ных уравнений (10) с параметром регуляризации α. При построении матрицы B учитыва-

ется тип граничных условий, например, при p(Hmin) = 0 и p′(Hmax) = 0 матрица B имеет

вид (11). Параметр α выбирается из условия минимума невязки ‖Ap − y‖ 6 δ и априор-

ных ограничений на искомое решение — условие (1). Матрица A∗A является симметричной

и положительно определенной, и, следовательно, матрица (A∗A+ B) не вырождена.

В методе регуляризации Тихонова показано, что система линейных алгебраических

уравнений (10) разрешима при α > 0 и ее решение сходится к решению непрерывной

задачи по норме соболевского пространства W 1
2 . Полученное решение pα является прибли-

женным, но оно принадлежит к тому классу решений, элементом которого является точное

решение p0 уравнения (8). Если уровень погрешности исходных данных стремится к ну-

лю (δ → 0), то можно найти такое α(δ), при котором приближенное решение сходится

к точному решению ‖pα − p0‖W 1
2
→ 0 при δ → 0.

Следующий этап регуляризованного алгоритма заключается в удовлетворении требо-

ванию неотрицательности решения на всей области определения параметра H . Для этого

применяется итерационный алгоритм сужения области определения решения [35]:

pit+1

a =
(

(Ait+1)∗(Ait+1) + B
)−1

(Ait+1)∗y,

в котором на первом шаге it = 1 в качестве начального интервала задается вся область

определения решения [Hmin, Hmax], а следующий интервал определяется правилом обнуле-

ния элементов основной матрицы системы:

aij =

{

aij, p(Hj) > 0,

0, p(Hj) < 0,
j = 1, . . . , k, i = 1, . . . , n.

Таким образом, область поиска решения уточняется на каждом шаге итерации. Одновре-

менно с отрицательными осцилляциями исчезают и ложные положительные, а истинные

локальные максимумы остаются. Как правило, после нескольких итераций получается пол-

ностью неотрицательное решение.

Следовательно, для определения коридора статистической погрешности решения обрат-

ной задачи спектроскопии выполняется последовательность действий:

(1) нахождение решения обратной задачи pk, обеспечивающее восстановление экспери-

ментального спектра в рамках критерия χ2;

(2) построение парциальных спектральных составляющих Yk, соответствующих pk;

(3) моделирование экспериментальной интенсивности Nk парциальной составляющей

спектра;
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(4) вычисление статистической погрешности ∆Nk парциальной составляющей;

(5) вычисление статистической погрешности нормированной ∆Yk парциальной состав-

ляющей и, соответственно, ∆pk = ∆Yk.

Таким образом, решается проблема построения коридора погрешности решения об-

ратной задачи спектроскопии методом выделения парциальных спектральных составля-

ющих. Достоинство метода заключается в том, что он использует принцип разложения

спектрального сигнала на парциальные составляющие, который является основой спектро-

скопических исследований и успешно реализован в многочисленных методах обработки

спектров [15, 23, 25].

§ 3. Демонстрационные примеры

Эффективность предложенной методики проиллюстрирована на примерах обработки

двух мёссбауэровских спектров: использованный в работе [36] модельный спектр с хорошо

разрешенными парциальными спектральными линиями (рис. 2, а), и полученный на спек-

трометре ЯГРС-4М спектр разупорядоченного сплава Fe75Ge25 (рис. 2, б). Статистический

набор составлял соответственно N∞ = 106 и N∞ = 8 · 105 импульсов. Для обработки спек-

тров была записана обратная задача мёссбауэровской спектроскопии в виде уравнения (8),

из которого определялась функция распределения плотности вероятности pH методами ре-

гуляризации [36, 37] и погрешность решения по формуле (7). Для спектра с хорошо раз-

решенными парциальными спектральными линиями восстановление экспериментальных

данных произошло с выполнением критерия χ2 < 1. Из рис. 2, а видно, что величина ошиб-

ки решения существенно меньше значений вероятностей в точках локальных максимумов

на кривой распределения pH . Тем самым, полученное решение можно считать достовер-

ным. В спектре разупорядоченного сплава Fe75Ge25, в отличие от смоделированного спек-

тра, указать количество парциальных составляющих и их интенсивности без качественной

математической обработки невозможно. В этой ситуации для оценки достоверности ре-

зультатов обработки огромное значение имеет коридор погрешности решения. На рис. 2, б

видно, что в области H > 170 кЭ количество локальных максимумов на кривой распределе-

ния pH с учетом полученного коридора погрешности определяется однозначно. А в области

H < 170 кЭ без указания коридора погрешности решения полученные на распределении pH
два локальных максимума могли быть отнесены к ошибке метода обработки. Несмотря на

то, что коридор ошибки был построен с учетом полученного при восстановлении экспери-

ментальных данных значения χ2 = 1.6, два локальных максимума в области H < 170 кЭ

оказались статистически достоверны [29].

Полученные результаты показывают, что когда количество парциальных составляю-

щих k относительно невелико и их относительные интенсивности Yk значительно превыша-

ют величину ∆Y (спектр на рис. 2, а), для экономии трудовых затрат и энергетических ре-

сурсов можно уменьшить величину статистического набора эксперимента с 106 до 105. Если

∆Y сравнима с относительной интенсивностью парциальных составляющих (рис. 2, б), то

для уменьшения относительной погрешности и увеличения точности количественных оце-

нок необходимо увеличение статистического набора спектра.

Заключение

Предложенный способ получения коридора статистической погрешности решения об-

ратной задачи спектроскопии в условиях нормального закона распределения статистиче-

ской ошибки экспериментальных данных основан на выделении парциальных спектраль-

ных составляющих и оценки их погрешности. С помощью математического моделирова-

ния статистической ошибки парциальных спектральных составляющих стало возможным
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Рис. 2. Мёссбауэровские спектры (слева) и решения обратной задачи мёссбауэровской спек-

троскопии с указанием коридора погрешности (справа): а) модельный спектр с хорошо раз-

решенными парциальными спектральными линиями; б) спектр разупорядоченного спла-

ва Fe75Ge25

указать погрешность численного решения. К достоинству метода следует отнести тот мо-

мент, что разложение спектрального сигнала на парциальные составляющие является ос-

новой спектроскопических исследований. Определение коридора погрешности позволяет

корректно интерпретировать результаты экспериментальных исследований и обеспечивает

достоверность результатов.
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A method for obtaining the interval of statistical error of the solution of the inverse spectroscopy problem,

for the estimation of the statistical error of experimental data of which the normal distribution law can

be applied, has been proposed. With the help of mathematical modeling of the statistical error of

partial spectral components obtained from the numerically stable solution of the inverse problem, it has

become possible to specify the error of the corresponding solution. The problem of getting the inverse

solution error interval is actual because the existing methods of solution error evaluation are based on the

analysis of smooth functional dependences under rigid restrictions on the region of acceptable solutions

(compactness, monotonicity, etc.). Their use in computer processing of real experimental data is extremely

difficult and therefore, as a rule, is not applied. Based on the extraction of partial spectral components

and the estimation of their error, a method for obtaining an interval of statistical error for the solution

of inverse spectroscopy problems has been proposed in this work. The necessity and importance of

finding the solution error interval to provide reliable results is demonstrated using examples of processing

Mössbauer spectra.
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Izvestiya, 2010, vol. 7, pp. 343–361 (in Russian). http://mi.mathnet.ru/eng/semr292

19. Nemtsova O. M. Ageev A. L., Voronina E. V. The estimation of the error of the hyperfine interaction
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