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О СПЕКТРЕ МНОГОМЕРНОГО ПЕРИОДИЧЕСКОГО МАГНИТНОГО
ОПЕРАТОРА ШРЁДИНГЕРА С СИНГУЛЯРНЫМ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ
ПОТЕНЦИАЛОМ

Для периодического n-мерного оператора Шрёдингера при n > 4 доказана абсолютная непрерыв-

ность спектра, если магнитный потенциал A и электрический потенциал V +
∑

fjδSj удовлетворяют

некоторым ограничениям и, в частности, можно предполагать выполнение следующих условий:

(1) магнитный потенциал A : Rn → R
n либо имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, либо при-

надлежит какому-либо из пространств H
q
loc(R

n;Rn), 2q > n − 1, или C(Rn;Rn) ∩ H
q
loc(R

n;Rn),
2q > n− 2;
(2) функция V : Rn → R принадлежит пространству Морри L 2, p, p ∈

(
n−1
2 , n2

]
, периодических

функций (с заданной решеткой периодов) и

lim
τ→+0

sup
0<r6τ

sup
x∈Rn

r2
((

v(Bn
r )
)−1

∫

Bn
r (x)

|V(y)|pdy
)1/p

6 C,

где Bn
r (x) — замкнутый шар радиуса r > 0 с центром в точке x ∈ R

n, Bn
r = Bn

r (0), v(B
n
r ) — объем

шара Bn
r , C = C(n, p;A) > 0;

(3) δSj — δ-функции, сосредоточенные на периодических C1-(кусочно-)гладких гиперповерхно-

стях Sj , fj ∈ L
p
loc(Sj), j = 1, . . . ,m. На гиперповерхности Sj накладываются дополнительные гео-

метрические условия, от которых зависит выбор числа p > n−1. В частности, если Sj — C2-гладкие

гиперповерхности и для какого-либо единичного вектора e из некоторого плотного множества на

единичной сфере Sn−1, зависящего от магнитного потенциала A, нормальная кривизна гиперпо-

верхностей Sj вдоль направления вектора e во всех точках касания с прямыми {x0 + te : t ∈ R},
x0 ∈ R

n, ненулевая, то можно выбрать число p > 3n
2 − 3, n > 4.
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Введение и основные результаты

Рассматривается периодический оператор Шрёдингера

Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σν}) =
n∑

j=1

(
−i ∂

∂xj
− Aj

)2

+ V + F({fν}, {Σν}),

действующий в L2(Rn), n > 2. Магнитный потенциал A : Rn → R
n и функция V : Rn → R

предполагаются периодическими с общей решеткой периодов Λ ⊂ R
n,

F({fν}, {Σν}) =
m∑

ν=1

∑

γ ∈Λ

fν(·+ γ) δΣν (·+ γ),

где δΣν — δ-функции, сосредоточенные на компактных C1-(кусочно-)гладких гиперповерх-

ностях в R
n, fν : Σν → R — функции, определенные на Σν , m ∈ N. Обобщенная функция

V +F({fν}, {Σν}) рассматривается как (периодический с решеткой периодов Λ) электриче-

ский потенциал.
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Пусть {El} — некоторый базис решетки Λ, и K =
{
x =

n∑
l=1

ξlEl : 0 6 ξl < 1,

l = 1, . . . , n
}

— элементарная ячейка решетки Λ, соответствующая базису {El}; Λ∗ — об-

ратная решетка с базисными векторами E∗
j , для которых (E∗

j , El) = δjl, и соответствующей

им элементарной ячейкой K∗ (где δjl — символ Кронекера, (·, ·) и | · | — скалярное про-

изведение и длина векторов в R
n). Функции, определенные на элементарной ячейке K,

в дальнейшем будут отождествляться с их периодическими продолжениями на все про-

странство R
n. Скалярные произведения и нормы в просранствах L2(Rn) и L2(K) вводятся

обычным образом (при этом предполагается линейность скалярных произведений по второ-

му аргументу), Hq(Rn) — классы Соболева порядка q > 0, H0(Rn) = L2(Rn). Через H̃q(K),

C̃ l(K), l ∈ Z+ = N ∪ {0}, и C̃∞(K) обозначаются пространства функций ϕ : K → C, пе-

риодические продолжения которых (с решеткой периодов Λ) принадлежат Hq
loc(R

n), C l(Rn)
и C∞(Rn) соответственно. Эти пространства можно также отождествить с пространства-

ми Hq(Tn), C l(Tn) и C∞(Tn), где T
n = R

n/Λ — n-мерный тор.

Обозначим через Bn
r (x) = {y ∈ R

n : |x − y| 6 r} и Sn−1
r (x) = {y ∈ R

n : |x − y| = r}
замкнутый шар и сферу радиуса r > 0 с центрами в точке x ∈ R

n; Bn
r
.
= Bn

r (0), S
n−1 .

=
.
= Sn−1

1 (0). Пусть v(·) — мера Лебега на R
n.

Через Lα, p(K), где p > 1, 0 < α 6 n
p
, обозначим пространства Морри периодических

(с решеткой периодов Λ) функций V ∈ Lp(K), для которых

‖V‖α, p .
= sup

0<r61
sup
x∈Rn

rα
((
v(Bn

r )
)−1

∫

Bn
r (x)

|V(y)|pdy
)1/p

< +∞.

Положим также

‖V‖∗α, p
.
= lim

τ→+0
sup

0<r6τ
sup
x∈Rn

rα
((
v(Bn

r )
)−1

∫

Bn
r (x)

|V(y)|pdy
)1/p

;

‖V‖∗α, p 6 ‖V‖α, p. Справедливо равенство Ln/p, p(K) = Lp(K) и, более того, для всех функ-

ций V ∈ Lp(K)
(
v(Bn

r )
)1/p ‖V‖n/p, p = max

x∈Rn

(∫

Bn
r (x)

|V(y)|pdy
)1/p

.

В частности, Ln/2(K) = L 2, n/2(K).
Пусть Lpw(K), p > 1, — пространство измеримых периодических (с решеткой перио-

дов Λ) функций V : Rn → C (слабое Lp-пространство [1, § IX.4]), для которых конечна

квазинорма

‖V‖(w)p
.
= sup

t> 0
t
(
v({x ∈ K : |V(x)| > t})

)1/p
.

Для функций V ∈ Lpw(K) также положим

‖V‖(w),∞p
.
= lim

t→+∞
t
(
v({x ∈ K : |V(x)| > t})

)1/p
,

‖V‖(w), ∗p
.
= lim

r→+0
sup
x∈Rn

sup
t> 0

t
(
v({y ∈ Bn

r (x) : |V(y)| > t})
)1/p

,

при этом ‖V‖(w), ∗p 6 ‖V‖(w),∞p 6 ‖V‖(w)p ;

Lp, 0w (K)
.
= {V ∈ Lpw(K) : ‖V‖(w),∞p = 0}.

Если 1 6 p < n
2
, n > 3, то L

n/2
w (K) ⊂ L 2, p(K) и для любой функции V ∈ L

n/2
w (K)

выполняется оценка ‖V‖∗2, p 6 C ‖V‖(w), ∗n/2 , где C = C(n, p) > 0.
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Периодическая (с решеткой периодов Λ) функция V ∈ L1(K;R) ограничена относи-

тельно оператора −∆ = −
n∑

j=1

∂ 2/∂x2j в смысле квадратичных форм, если существуют

числа b > 0 и C > 0 такие, что для всех функций ϕ : Rn → C из пространства Шварца

S(Rn) ∣∣∣∣
∫

Rn

V |ϕ|2dx
∣∣∣∣ 6 b

n∑

j=1

∫

Rn

∣∣∣∣
∂ϕ

∂xj

∣∣∣∣
2

dx+ C

∫

Rn

|ϕ|2dx. (0.1)

В приведенном определении вместо функций V ∈ L1(K;R) можно рассматривать более

широкий класс обобщенных функций типа производной от меры V = dµ/dx, где µ —

периодическая (с решеткой периодов Λ) знакопеременная (борелевская) мера (с локально

ограниченной полной вариацией |µ|). Для таких обобщенных функций

∫

Rn

V Φ dx
.
=

∫

Rn

Φ dµ, Φ ∈ S(Rn).

Неравенство (0.1) распространяется также на функции ϕ ∈ H1(Rn), при этом интеграл

в левой части неравенства (0.1) понимается как предел последовательностей интегралов∫
Rn V |ϕν |2dx для функций ϕν ∈ S(Rn), ν ∈ N, для которых ‖ϕ − ϕν‖H1(Rn) → 0 при

ν → +∞. Точная нижняя грань b form(V) чисел b > 0, для которых оценка (0.1) при неко-

торых C = C(b,V) > 0 выполняется для всех ϕ ∈ H1(Rn), называется гранью функции

V относительно оператора −∆ в смысле квадратичных форм. Для функций V ∈ L 2, p(K),
1 < p 6 n

2
, n > 3, имеет место неравенство b form(V ) 6 C ′‖V ‖∗2, p, где C ′ = C ′(n, p) [2] (см.

также [3]).

Положим Λ′ = {γ ∈ Λ\{0} : sγ /∈ Λ для всех s ∈ (0, 1)}.
Через

ϕN =
(
v(K)

)−1
∫

K

ϕ(x) e−2πi (N,x)dx, N ∈ Λ∗,

обозначаются коэффициенты Фурье функций ϕ ∈ L1(K;CM ), M ∈ N.

Пусть M — множество четных знакопеременных борелевских мер µ̃ на R (|µ̃|(R) < +∞
для полной вариации |µ̃| меры µ̃). Через Mh, h > 0, обозначим множество мер µ̃ ∈ M, для

которых ∫

R

e iptdµ̃(t) = 1

при всех p ∈ (−h, h). Множествам Mh, h > 0, принадлежит мера Дирака δ0.
В настоящей работе предполагается, что периодический с решеткой периодов Λ маг-

нитный потенциал A : Rn → R
n, n > 3, для некоторого вектора γ ∈ Λ′ удовлетворяет

следующим двум условиям1:

(A1(γ)) отображение

R
n ∋ x 7→

{
[0, 1] ∋ ξ 7→ A(x+ ξγ)

}
∈ L2

(
[0, 1];R

)

непрерывно,

(A2(γ)) для некоторого h > 0 существует мера µ̃ ∈ Mh такая, что

max
x∈Rn

max
ẽ∈Sn−1[γ]

∣∣∣∣A0 −
∫

R

dµ̃(t)

∫ 1

0

A(x+ ξγ + tẽ) dξ

∣∣∣∣ <
π

|γ| , (0.2)

где A0 =
(
v(K)

)−1 ∫
K
A(x) dx и Sn−1[γ]

.
= {ẽ ∈ Sn−1 : (ẽ, γ) = 0}.

1Можно требовать выполнения условий A1(γ) и A2(γ) для некоторого вектора γ ∈ Λ\{0}.
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При выполнении условия A1(γ) функция

R
n ∋ x 7→

∫ 1

0

A(x+ ξγ) dξ ∈ R

непрерывна.

Если A ∈ H̃q(K;Rn), 2q > n−1, то для всех векторов γ ∈ Λ′ справедливо условие A1(γ).
В случае

∑
N ∈Λ∗

‖AN‖Cn < +∞ также для любого вектора γ ∈ Λ′ выполняется условие A1(γ)

и существует вектор γ ∈ Λ′ такой, что

∑

N ∈Λ∗\{0} : (N,γ)= 0

‖AN‖Cn <
π

|γ| (0.3)

(см. [4]). Поэтому для этого вектора при выборе меры Дирака µ̃ = δ0 имеет место неравен-

ство (0.2).

Если A ∈ H̃q(K;Rn), 2q > n − 2, то неравенство (0.2) выполняется для некоторых

вектора γ ∈ Λ′ и меры µ̃ ∈ Mh, h > 0. Более того, при выборе меры µ̃ ∈ Mh, h > 0, для

которой dµ̃ = F (t) dt, где F — четная функция из пространства Шварца S(R;R) и

∫

R

e ipt F (t) dt = 0 (0.4)

при |p| > h1 > h, существует вектор γ ∈ Λ′ (см. [4]) такой, что

max
x∈Rn

max
ẽ∈Sn−1[γ]

∣∣∣∣A0 −
∫

R

dµ̃(t)

∫ 1

0

A(x+ ξγ + tẽ) dξ

∣∣∣∣ 6

6 max
ẽ∈Sn−1[γ]

∑

N ∈Λ∗\{0} : (N,γ)=0

∣∣∣∣
∫

R

e 2πit (N,ẽ)dµ̃(t)

∣∣∣∣ · ‖AN‖Cn <
π

|γ| .
(0.5)

Исследованию спектра периодических дифференциальных операторов и доказательству

его абсолютной непрерывности посвящено много работ и, в частности, обзорные ста-

тьи [5–7], в которых можно найти подробные ссылки. Известные доказательства абсолют-

ной непрерывности спектра основаны на методе Томаса, предложенном в [8] для трехмер-

ного оператора Шрёдингера с периодическим электрическим потенциалом V ∈ L2
loc(R

3;R).
При применении метода Томаса периодический оператор Шрёдингера с помощью преобра-

зования Флоке–Блоха–Гельфанда приводится к оператору, разлагающемуся в прямой инте-

грал «послойных» операторов (с компактной резольвентой), зависящих от квазиимпульса k,

и для доказательства абсолютной непрерывности спектра достаточно доказать, что любое

число λ ∈ R не является собственным значением «послойных» операторов для некоторых

значений квазиимпульса k (зависящих от λ).

Двумерный периодический оператор Шрёдингера Ĥ(A) + V и его обобщения рассмат-

ривались в [9–13]. В [14, 15], в частности, доказана абсолютная непрерывность спектра

двумерного периодического оператора Ĥ(A) + V , если b form(V ) = b form(|A|2) = 0. При

n > 3 абсолютная непрерывность спектра периодического оператора Шрёдингера Ĥ(A)+V
доказана в [16] при V ∈ Lp(K;R), p > n − 1, и A ∈ C2n+3(Rn;Rn). В дальнейшем усло-

вие на магнитный потенциал A было ослаблено в статье [6], в которой предполагалось, что

A ∈ Hq
loc(R

n;Rn), 2q > 3n−2. В [5,17] были также ослаблены условия на электрический по-

тенциал V (и в [17] рассматривался периодический магнитный потенциал A ∈ C̃1(K;Rn),
удовлетворяющий для некоторого вектора γ ∈ Λ\{0} условию A2(γ)). В [18] при n > 3

абсолютная непрерывность спектра оператора Ĥ(A) + V доказана, если периодический
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магнитный потенциал A для некоторого вектора γ ∈ Λ\{0} удовлетворяет условиям A1(γ)

и A2(γ) и V ∈ L
n/2
w (K;R), ‖V ‖(w),∞n/2 6 C, где C = C(n,Λ;A) > 0 (условия на магнитный

потенциал были получены из соответствующих условий на A для периодического оператора

Дирака [19,20]). В [3] условие на электрический потенциал V (при тех же условиях на маг-

нитный потенциал A) было ослаблено до условия V ∈ L 2, p(K), p ∈
(
n−1
2
, n
2

]
, ‖V ‖∗2, p 6 C,

где C = C(n, p;A) > 0. При n > 3 и A ≡ 0 периодические электрические потенциалы V из

пространств Морри L 2, p(K), p ∈
(
n−1
2
, n
2

]
, в случае ‖V ‖∗2, p 6 C, где C = C(n, p,Λ) > 0, и,

в частности, потенциалы V ∈ L
n/2
w (K) при ‖V ‖(w),∞n/2 6 C, где C = C(n,Λ) > 0, рассмат-

ривались ранее в [2] и [21]. В [22] при n = 3 доказана абсолютная непрерывность спектра

периодического оператора Шрёдингера Ĥ(A) + V , если для магнитного потенциала A при

некотором γ ∈ Λ\{0} выполнены условия A1(γ) и A2(γ), V ∈ L1(K;R) и b form(|V |) 6 C,

C = C(Λ;A) ∈ (0, 1) (если A ≡ 0, то C — универсальная постоянная).

Периодический оператор Ĥ(A) + V +
m∑
ν=1

fν δSν при n > 3 исследовался в рабо-

те [23], в которой доказана абсолютная непрерывность его спектра, если A ∈ Hq
loc(R

n;Rn),

2q > 3n − 2, V ∈ L
n/2, 0
w (K;R) при n = 3, 4, V ∈ Ln−2, 0

w (K;R) при n > 5, {Sν} — система

периодических C3-(кусочно-)гладких гиперповерхностей в R
3 или система периодических

C1-(кусочно-)гладких гиперповерхностей в R
n при n > 3 в случае существования транс-

версального всем гиперповерхностям Sν вектора e ∈ Sn−1, fν : Sν → R — периодические

функции, для которых fν ∈ Ln−1, 0
w (Sν ∩ K), ν = 1, . . . ,m. В [24] при n = 4 (и A ≡ 0)

рассматривался периодический оператор −∆ + fδS , при этом гиперповерхность S пред-

полагалась C4-(кусочно-)гладкой и с ненулевой гауссовой кривизной (вплоть до границы),

f ∈ Lp(S ∩ K), p > 6. В [25] при n > 4 (и A ≡ 0) доказана абсолютная непрерывность

спектра периодического оператора −∆+ V +
m∑
ν=1

fν δSν для Cn-(кусочно-)гладких гиперпо-

верхностей Sν при fν ∈ Lp(Sν ∩K), p > n− 1, ν = 1, . . . ,m, и V ∈ Ln/2(K;R).

В ряде работ рассматривался оператор Шрёдингера в случае периодичности только по

части переменных. В частности, абсолютная непрерывность спектра оператора Шрёдингера

в цилиндре доказана в [25–29]. В [30] рассматривался также оператор Максвелла с периоди-

ческими коэффициентами в цилиндре (для которого используются результаты, полученные

для оператора Шрёдингера). В [31] исследовался оператор Шрёдингера с коэффициентами,

которые являются периодическими по части переменных и быстро убывают по оставшим-

ся переменным. Оператор Шрёдингера −div (g∇·) + V , где g = g1 + g2, V = V1 + V2,
коэффициенты g1 и V1 являются периодическими по всем переменным, а коэффициенты g2
и V2 периодичны только по части переменных и быстро убывают по оставшимся, рассмат-

ривался в [32] (см. также [33]). Статьи [34, 35] посвящены исследованию периодических

квантовых волноводов (см. также [36]), [37,38] — оператору Шрёдингера на периодических

дискретных графах и [39] (см. также [36]) — на периодическом квантовом графе. Метод

Томаса применяется также для доказательства абсолютной непрерывности спектра двумер-

ного оператора Шрёдингера с периодическим электрическим потенциалом и однородным

магнитным полем B с рациональным потоком (2π)−1Bv(K) (см. [40–44]).

В настоящей работе рассматривается периодический оператор Шрёдингера Ĥ(A)+V +

+
m∑
ν=1

fν δSν при n > 4 в случае C1-(кусочно-)гладких гиперповерхностей Sν (в отличие

от [24,25], где требовались Cn-гладкость гиперповерхностей Sν и более жесткое условие на

V и предполагалось, что A ≡ 0), но на них накладываются дополнительные геометрические

ограничения. Эта статья является продолжением статьи [45], посвященной доказательству

абсолютной непрерывности спектра периодического оператора Ĥ(A) + dµ/dx при n = 3,
если магнитный потенциал A для некоторого вектора γ ∈ Λ′ удовлетворяет условиям A1(γ)
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и A2(γ), а µ — периодическая знакопеременная мера, для которой b form(d|µ|/dx) < C, где

C = C(A) ∈ (0, 1).

Пусть n > 3 и Ln, l , l ∈ N, — множество компактных C l-гладких гиперповерхностей Σ
в R

n (без самопересечений) с C l-гладкой границей ∂Σ или без нее (∂Σ = ∅). В окрест-

ностях своих точек гиперповерхности Σ ∈ Ln, l в некоторых ортонормированных системах

координат задаются уравнениями x ′
1 = F(x ′

2, . . . , x
′
n), где F — функции класса C l и все

их частные производные до порядка l включительно непрерывно продолжаются до то-

чек, определяющих границу ∂Σ (с координатами x ′
1 = F(x ′

2, . . . , x
′
n), x

′
2, . . . , x

′
n). Вектор

e ∈ Sn−1 называется трансверсальным к гиперповерхности Σ ∈ Ln, 1, если существует чис-

ло ε ∈ (0, 1] такое, что для любого единичного вектора нормали ν(X) к гиперповерхности Σ
в любой ее точке X (в том числе и на границе ∂Σ) имеет место неравенство |(ν(X), e)| > ε.
Пусть Ln, 1(e) — множество гиперповерхностей Σ ∈ Ln, 1, к которым трансверсален вектор

e ∈ Sn−1. Все такие гиперповерхности двусторонние.

При κ > 0, e ∈ Sn−1 обозначим

Π̃κ(e;κ) = {x ∈ R
n : |x− (x, e)e| < κ

−1}, σ̃κ(e,Σ) = sup
x∈Rn

∫

Σ∩ (Π̃κ(e;κ)+x)

dSΣ ,

где dSΣ — элемент (n − 1)-мерного объема гиперповерхности Σ . При n > 4 определим

множества гиперповерхностей

L∗
n, 1(e) =

{
Σ ∈ Ln, 1 : κ

n−2 σ̃κ(e,Σ) → 0 при κ → +∞
}
,

L(θ)
n, 1(e) =

{
Σ ∈ Ln, 1 : σ̃κ(e,Σ) 6 Cκ−(n−1)+θ для некоторого числа C = C(θ, e,Σ) > 0

}
,

θ ∈ [0, 1); L(0)
n, 1(e) = Ln, 1(e) и L(θ1)

n, 1(e) ⊂ L(θ2)
n, 1(e) ⊂ L∗

n, 1(e) при θ1 < θ2. Пусть L̃n, 2(e) —

множество гиперповерхностей Σ ∈ Ln, 2 таких, что во всех точках касания гиперповерх-

ностей Σ и прямых {x0 + te : t ∈ R}, x0 ∈ R
n, нормальная кривизна гиперповерхностей Σ

вдоль направления касательного вектора e ненулевая2.

Л е м м а 0.1. Для всех e ∈ Sn−1 (при n > 4) справедливо вложение L̃n, 2(e) ⊂ L(1/2)
n, 1 (e).

Доказательство леммы 0.1 приведено в § 2.

Аналогично пространствам Lp(K) и Lp, 0w (K), p > 1, для гиперповерхностей Σ ∈ Ln, 1

определяются пространства Lp(Σ) и Lp, 0w (Σ) (см. также [23]). В частности, для функций

f ∈ Lp(Σ) определена норма

‖f‖Lp(Σ) =

( ∫

Σ

|f |p dSΣ

)1/p

.

Для гиперповерхности Σ ∈ Ln, 1 и функции f ∈ Ln−1, 0
w (Σ;R) определим периодическую

обобщенную функцию

F(f,Σ) =
∑

γ ∈Λ

f(·+ γ) δΣ(·+ γ),

2Это условие требуется и для точек границ x ∈ ∂Σ ν , для которых считается, если нормальная кривизна

вдоль направления касательного вектора e непосредственно не определена, что она совпадает с пределом

последовательностей нормальных кривизн вдоль направлений касательных векторов ej ∈ Sn−1 в точках

xj ∈ Σ ν\ ∂Σ ν при ej → e, xj → x, j → +∞.

23



где δΣ — δ-функция, сосредоточенная на гиперповерхности Σ. При этом допускаются пере-

сечения и частичные совпадения гиперповерхностей Σ + γ (сдвинутой на вектор γ гипер-

поверхности Σ) при разных векторах γ ∈ Λ. Для функций ψ, ϕ ∈ S(Rn;C)

(
ψ,F(f,Σ)ϕ

)
L2(Rn)

.
=

∑

γ ∈Λ

∫

Σ

f(x)ψ(x− γ)ϕ(x− γ) dSΣ(x).

Справедливо равенство b form(F(f,Σ)) = 0 [23]. При рассмотрении нескольких гиперповерх-

ностей Σν и функций fν , ν = 1, . . . ,m, будет использоваться обозначение

F({fν}, {Σν}) .
=

m∑

ν=1

F(fν ,Σν).

Из условия A1(γ) следует [46], что для любого ε > 0 существует число Cε =
= Cε(n,Λ;A) > 0 такое, что для всех ϕ ∈ H1(Rn)

∥∥ |A|ϕ
∥∥2

L2(Rn)
6 ε

n∑

j=1

∥∥∥∥
∂ϕ

∂xj

∥∥∥∥
2

L2(Rn)

+ Cε ‖ϕ‖2L2(Rn) . (0.6)

Если при n > 3 для периодического (с решеткой периодов Λ) магнитного потенциала

A : Rn → R
n (при любом ε > 0) выполняется оценка (0.6), V ∈ L1(K;R), b form(V ) < 1,

Σ ν ∈ Ln, 1 и fν ∈ Ln−1, 0
w (Σ ν) (в этом случае b form

(
F(fν ,Σ ν)

)
= 0), ν = 1, . . . ,m, m ∈ N, то

замкнутая квадратичная форма

W
(
A, V + F({fν}, {Σ ν});ψ, ϕ

)
=

=
n∑

j=1

((
−i ∂
∂xj

−Aj
)
ψ,

(
−i ∂
∂xj

−Aj
)
ϕ

)

L2(Rn)

+(ψ, V ϕ)L2(Rn)+
(
ψ,F({fν}, {Σ ν})ϕ

)
L2(Rn)

,

определенная в L2(Rn) и имеющая областью определения класс Соболева H1(Rn), по-

луограничена снизу и, следовательно [47, теорема VIII.15], порождается самосопряжен-

ным оператором Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σ ν}) в L2(Rn) с некоторой областью определения

D(Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σ ν})) ⊂ H1(Rn).
Следующие две теоремы являются основным результатом настоящей работы.

Т е о р е м а 0.1. Пусть n = 4, A : R4 → R
4 — периодический магнитный потенци-

ал с решеткой периодов Λ ⊂ R
4, удовлетворяющий для некоторого вектора γ ∈ Λ′

условиям A1(γ) и A2(γ); e = |γ|−1γ. Тогда для любого p ∈ (3
2
, 2] существует число

C = C(p;A) > 0 такое, что при всех V ∈ L 2, p(K;R), для которых ‖V ‖∗2, p 6 C, и всех

Σ ν ∈ L∗
4, 1(e), fν ∈ L pν (Σ ν ;R), pν > 3, ν = 1, . . . ,m, m ∈ N, спектр периодического

оператора Шрёдингера Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σ ν}) абсолютно непрерывен.

Т е о р е м а 0.2. Пусть при n > 5 периодический с решеткой периодов Λ ⊂ R
n магнит-

ный потенциал A : Rn → R
n удовлетворяет для некоторого вектора γ ∈ Λ′ условиям A1(γ)

и A2(γ); e = |γ|−1γ. Тогда для любого p ∈ (n−1
2
, n
2
] существует число C = C(n, p;A) > 0

такое, что для всех периодических функций V из пространства Морри L 2, p(K;R), для

которых ‖V ‖∗2, p 6 C, всех гиперповерхностей Σ ν ∈ L(θν)
n, 1(e), θν ∈ (0, 1), и функций

fν ∈ L pν (Σ ν ;R), pν > n
2
+ 1 + n−4

2(1−θν) , ν = 1, . . . ,m, m ∈ N, спектр периодического

оператора Шрёдингера Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σ ν}) абсолютно непрерывен.

Теорема 0.3 дополняет и усиливает теорему 1.5 из [23].
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Т е о р е м а 0.3. Пусть n > 4. Предположим, что периодический магнитный потен-

циал A : Rn → R
n (с решеткой периодов Λ) либо имеет абсолютно сходящийся ряд

Фурье, либо принадлежит какому-либо из пространств H̃q(K;Rn), 2q > n − 1, или

C(Rn;Rn) ∩ H̃q(K;Rn), 2q > n − 2. Тогда для любого p ∈ (n−1
2
, n
2
] существует число

C = C(n, p;A) > 0 такое, что для любой периодической функции V : Rn → R из про-

странства Морри L 2, p(K), для которой ‖V ‖∗2, p 6 C, любого e ∈ Sn−1 и любых гипер-

поверхностей Σ ν ∈ Ln, 1(e) и функций fν ∈ Ln−1, 0
w (Σ ν ;R), ν = 1, . . . ,m, m ∈ N, спектр

периодического оператора Шрёдингера Ĥ(A) + V +F({fν}, {Σ ν}) абсолютно непрерывен.

З а м е ч а н и е 1. Из теорем 1.4, 2.2 и 2.3 следует, что в условиях теоремы 0.2 к функциям

F(fν ,Σ ν), где Σ ν ∈ L(θν)
n, 1(e), θν ∈ (0, 1), и fν ∈ L pν (Σ ν ;R), pν > n

2 + 1 + n−4
2(1−θν) , можно добавить

функции F(fν ,Σ ν), для которых Σ ν ∈ Ln, 1(e) и fν ∈ L
n−1, 0
w (Σ ν ;R). Также и в условиях теоре-

мы 0.1 (при n = 4) можно к рассматриваемым функциям F(fν ,Σ ν) добавить функции F(fν ,Σ ν),

для которых Σ ν ∈ L 4, 1(e) и fν ∈ L
3, 0
w (Σ ν ;R) (см. теоремы 1.4, 2.1 и 2.3).

При доказательстве теоремы 0.3 необходимы теоремы 0.4 и 0.5, которые усиливают

соответствующие результаты из [4].

Т е о р е м а 0.4. Пусть n > 3. Предположим, что ряд Фурье периодического (с ре-

шеткой периодов Λ) магнитного потенциала A : Rn → R
n абсолютно сходится. Тогда

для любых e ∈ Sn−1 и ε ∈ (0, 2] существует вектор γ ∈ Λ′ такой, что |e − |γ|−1γ| 6 ε
и выполняется оценка (0.3) (тогда также выполняется условие A1(γ)).

Т е о р е м а 0.5. Пусть n > 3, A ∈ H̃q(K;Rn), 2q > n − 2. Тогда для любых e ∈ Sn−1,

ε ∈ (0, 2], h > 0, h1 > h и любой меры µ̃ ∈ Mh, для которой dµ̃ = F (t) dt, где F —

четная функция из пространства Шварца S(R;R), и при |p| > h1 > h имеет место

равенство (0.4), существует вектор γ ∈ Λ′, для которого |e − |γ|−1γ| 6 ε и справедлива

оценка (0.5) (следовательно, выполняется условие A2(γ)).

Теоремы 0.4 и 0.5 доказываются аналогично доказательству теоремы 3 в [4] с исполь-

зованием теоремы 0.6, доказательство которой приведено в § 3 (в [4] вместо теоремы 0.6

использовался ее частный случай, когда ε = 2 (см. [48])).

Т е о р е м а 0.6. Пусть Λ — решетка в R
n, n > 3. Тогда для любого ε ∈ (0, 2] суще-

ствуют числа cj = cj(n,Λ, ε) > 0, j = 1, 2, 3, такие, что для любой неотрицательной

борелевской меры µ ′ на Sn−1, любого вектора e ∈ Sn−1, любого h ∈ (0, 1] и любого R0 > c3
найдется вектор γ ∈ Λ\{0}, для которого

(1) γ ∈ Bn
R0
\Bn

R0/2
,

(2) |e− |γ|−1γ| 6 ε,

(3) если (γ, γ∗) = 0 для некоторого вектора γ∗ ∈ Λ∗\{0}, то |γ∗| > c1R
1/(n−1)
0 ,

(4) µ ′({e ′ ∈ Sn−1 : |(e ′, |γ|−1γ)| 6 h}
)
6 c2 max

{
h,R

−n/(n−1)
0

}
µ ′(Sn−1).

При доказательстве теорем 0.1, 0.2 и 0.3 ключевую роль играют теорема 1.4 и теоре-

мы 2.1, 2.2 и 2.3. Теорема 1.4 доказана в § 1. При доказательстве используются некоторые

результаты из [3] и [18]. В § 2 приведены доказательства теорем 2.1, 2.2 и 2.3, а в § 3 —

доказательство теоремы 0.6.

§ 1. Теория Флоке–Блоха и некоторые вспомогательные утверждения

Пусть n > 3. Предположим, что для периодического магнитного потенциала A : Rn →
R
n при любом ε > 0 для всех функций ϕ ∈ H1(Rn) выполняется неравенство (0.6). Тогда

для любого ε > 0, любого вектора k ∈ R
n и любой функции ϕ ∈ H̃1(K)

∥∥ |A|ϕ
∥∥2

L2(K)
6 ε

n∑

j=1

∥∥∥∥
(
kj −

∂

∂xj

)
ϕ

∥∥∥∥
2

L2(K)

+ Cε ‖ϕ‖2L2(K) , (1.1)
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где Cε = Cε(n,Λ;A) — числа из неравенств (0.6) (см., например, доказательство теоремы 3

в [3]). В дальнейшем рассматриваются обобщенные функции V = V + F({fν}, {Σ ν}), где

V ∈ L 2, p(K), p ∈
(
n−1
2
, n
2

]
, Σ ν ∈ Ln, 1 и fν ∈ Ln−1, 0

w (Σ ν ;R), ν = 1, . . . ,m. Для них (так

как b form(F({fν}, {Σ ν})) = 0 [23]) b form(V) = b form(V ) 6 C ′ ‖V ‖∗2, p , где C ′ = C ′(n, p) > 0,
и (в силу определения грани b form(V)) для любого b > b form(V) существует число C =
= C(b,V) > 0 такое, что для всех ϕ ∈ H1(Rn) выполняется оценка (0.1). Тогда также для

любого b > b form(V), любого вектора k ∈ R
n и любой периодической функции ϕ ∈ H̃1(K)

справедлива оценка3

∣∣∣∣
∫

K

V |ϕ|2dx
∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣
∫

K

V |ϕ|2dx
∣∣∣∣+

m∑

ν=1

∑

γ ′ ∈Λ

∫

(Σ ν − γ ′)∩K
|fν(x+ γ ′)| |ϕ(x)|2 dSΣ ν − γ ′(x) 6

6 b

n∑

j=1

∥∥∥∥
(
kj −

∂

∂xj

)
ϕ

∥∥∥∥
2

L2(K)

+ C ‖ϕ‖2L2(K) (1.2)

с той же константой C = C(b,V) (где dSΣ ν−γ ′ — элемент (n − 1)-мерного объема гипер-

поверхности Σ ν − γ ′, которая получается из гиперповерхности Σ сдвигом на вектор −γ ′.
При этом точная нижняя грань чисел b > 0, для которых при некоторых k ∈ R

n и C > 0
оценка (1.2) выполняется для всех ϕ ∈ H̃1(K), совпадает с b form(V).

При k ∈ R
n, e ∈ Sn−1 и κ ∈ R рассмотрим в L2(K) полуторалинейную форму

W
(
A,V ; k+iκe;ψ, ϕ

)
=

n∑

j=1

((
−i ∂
∂xj

−Aj+kj−iκej
)
ψ,

(
−i ∂
∂xj

−Aj+kj+iκej
)
ϕ

)

L2(K)

+

+

∫

K

V ψϕdx+
m∑

ν=1

∑

γ ′ ∈Λ

∫

(Σ ν − γ ′)∩K
fν(x+ γ ′)ψ(x)ϕ(x) dSΣ ν − γ ′(x)

с областью определения Q
(
W

(
A,V ; k+ iκe; ·, ·

))
= H̃1(K). Если для магнитного потенциа-

ла A при любом ε > 0 справедлива оценка (0.6) и b form(V) < 1, то W
(
A,V ; k + iκe; ·, ·

)
— за-

мкнутая секториальная форма, порождаемая m-секториальным оператором Ĥ(A,V ; k+iκe)
[47, § VIII.15], действующим в L2(K) и имеющим область определения D(Ĥ(A,V ; k +

+ iκe)) ⊂ H̃1(K), не зависящую от комплексного вектора k + iκe ∈ C
n. Операторы

Ĥ(A,V ; k + ζe), ζ ∈ C, при любых k ∈ R
n и e ∈ Sn−1 образуют самосопряженное ана-

литическое семейство типа (B) [49, § VII.4]. При κ = 0 операторы Ĥ(A,V ; k) являются са-

мосопряженными операторами с компактной резольвентой и, следовательно, с дискретным

спектром. Оператор Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σ ν}) унитарно эквивалентен прямому интегралу

∫ ⊕

2πK∗

Ĥ(A,V ; k) dk

(2π)nv(K∗)
(1.3)

(см. [6, 23, 50]). Унитарная эквивалентность устанавливается с помощью преобразования

Флоке–Блоха–Гельфанда. Из разложения в прямой интеграл (1.3) и аналитической тео-

ремы Фредгольма следует, что число λ ∈ R является собственным значением оператора

Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σ ν}) тогда и только тогда, когда λ — собственное значение операто-

ров Ĥ(A,V ; k + iκe) при всех комплексных векторах k + iκe ∈ C
n, при этом сингулярный

спектр оператора Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σ ν}) отсутствует. Поэтому справедлива следующая

теорема (см. [5, 6, 23, 50]).

3Интегралы
∫
(Σ ν−γ ′)∩K

|fν(x + γ ′)| |ϕ(x)|2 dSΣ ν−γ ′(x) для функций ϕ ∈ H̃1(K) определяются как

пределы последовательностей таких же интегралов для функций ϕj ∈ C̃∞(K), j ∈ N, для которых

‖ϕ− ϕj‖H̃1(K) → 0 при j → +∞.
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Т е о р е м а 1.1. Пусть n > 3. Предположим, что для периодического (с решеткой

периодов Λ) магнитного потенциала A : Rn → R
n при любом ε > 0 выполняется оцен-

ка (0.6), V = V + F({fν}, {Σ ν}), где V ∈ L 2, p(K), p ∈
(
n−1
2
, n
2

]
, b form(V ) < 1, Σ ν ∈ Ln, 1

и fν ∈ Ln−1, 0
w (Σ ν ;R), ν = 1, . . . ,m. Тогда спектр оператора Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σ ν})

абсолютно непрерывен, если для любого λ ∈ R найдется комплексный вектор k+ iκe ∈ C
n

(зависящий от λ) такой, что число λ не является собственным значением оператора

Ĥ(A,V ; k + iκe).

В дальнейшем предполагается, что периодический магнитный потенциал A для неко-

торого вектора γ ∈ Λ′ удовлетворяет условиям A1(γ) и A2(γ) (в частности, если A ≡ 0,
то γ — любой вектор из Λ′). Обозначим e = |γ|−1γ ∈ Sn−1, и для векторов x ∈ R

n пусть

x‖ = (x, e) ∈ R, x⊥ = x− (x, e)e ∈ R
n. Для всех N ∈ Λ∗, k ∈ R

n и κ > 0 положим

G±
N = G±

N(k + iκe)
.
=

(
(k‖ + 2πN‖)

2 + (κ ± |k⊥ + 2πN⊥|)2
)1/2

.

Имеет место равенство

G+
NG

−
N =

∣∣∣∣
n∑

j=1

(kj + 2πNj + iκej)
2

∣∣∣∣ .

Определим оператор

Ĥ(k + iκe) =
n∑

j=1

(
− i

∂

∂xj
+ kj + iκej

)2

,

D(Ĥ(k+iκe)) = H̃2(K) ⊂ L2(K). При α > 0 определим также неотрицательные операторы

Ĝα
± ϕ =

∑

N ∈Λ∗

(G±
N)

αϕN e
2πi (N,x),

действующие в L2(K), ϕ ∈ D(Ĝα
±) = H̃α(K); Ĝ±

.
= Ĝ1

±. Справедливо полярное разложение

Ĥ(k+ iκe) = Û(k+ iκe)|Ĥ(k+ iκe)|, где |Ĥ(k+ iκe)| = Ĝ+Ĝ−, D(|Ĥ(k+ iκe)|) = H̃2(K)

и Û(k + iκe) — унитарный оператор в L2(K), для которого

Û(k + iκe)ϕ =
∑

N ∈Λ∗

(G+
NG

−
N)

−1

( n∑

j=1

(kj + 2πNj + iκej)
2

)
ϕN e

2πi (N,x), ϕ ∈ L2(K).

Векторы k ∈ R
n будут далее выбираться так, что |(k, γ)| = π. Тогда (для всех N ∈ Λ∗

и κ > 0)
G+
N > G−

N > π|γ|−1, G+
N > κ, G+

NG
−
N > 2π|γ|−1

κ.

В этом случае существуют обратные операторы Ĝ−α
±

.
= (Ĝα

±)
−1, D(Ĝ−α

± ) = L2(K), α > 0;

|Ĥ(k + iκe)|±1/2 = Ĝ
±1/2
+ (k + iκe)Ĝ

±1/2
− (k + iκe), D(|Ĥ(k + iκe)| 1/2) = H̃1(K).

Через W (A; k + iκe; ·, ·) обозначим полуторалинейную форму W (A,V ; k + iκe; ·, ·) при

V ≡ 0.
Следующая теорема доказана в [18].

Т е о р е м а 1.2. Пусть n > 3 и A : Rn → R
n — периодический (с решеткой периодов Λ)

магнитный потенциал, удовлетворяющий при некотором векторе γ ∈ Λ′ условиям A1(γ)

и A2(γ); e = |γ|−1γ. Тогда найдутся числа C̃ = C̃(n;A) ∈ (0, 1] и κ0 > 0 такие, что для
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всех κ > κ0, всех векторов k ∈ R
n, для которых |(k, γ)| = π, и всех функций ϕ ∈ H̃1(K)

выполняется неравенство

sup
ψ ∈ H̃1(K) : ‖ |Ĥ(k+iκe)| 1/2ψ ‖L2(K) 6 1

|W (A; k + iκe;ψ, ϕ)| > C̃ ‖ |Ĥ(k + iκe)| 1/2ϕ ‖L2(K)

(C̃ = 1 при A ≡ 0).

При 0 6 a < κ обозначим

K a = K a(k + iκe) = {N ∈ Λ∗ : G−
N(k + iκe) 6 a},

H a = H a(k + iκe) = {ϕ ∈ L2(K) : ϕN = 0 при всех N ∈ Λ∗\K a}.
Пусть Î — единичный оператор в L2(K). Определим ортогональные проекторы P̂a в L2(K)
на подпространства H a:

P̂a ϕ = ϕ−
∑

N ∈Λ∗\K a

ϕN e
2πi (N,x), ϕ ∈ L2(K).

Для векторов γ ∈ Λ′ и чисел δ > 0 обозначим через B(γ, δ) множество обобщенных

функций F({fν}, {Σ ν}), где Σ ν ∈ Ln, 1 и fν ∈ Ln−1, 0
w (Σ ν ;R), ν = 1, . . . ,m, для которых

существует число κ
′
0 > 0 такое, что для всех κ > κ

′
0, всех векторов k ∈ R

n, для которых

|(k, γ)| = π, и всех функций ϕ ∈ Hκ/2(k + iκe)

m∑

ν=1

∑

γ ′ ∈Λ

∫

(Σ ν − γ ′)∩K
|fν(x+ γ ′)| · |ϕ(x)|2 dSΣ ν − γ ′(x) 6

6 δ ‖ |Ĥ(k + iκe)| 1/2ϕ ‖2L2(K) = δ ‖Ĝ 1/2
+ G

1/2
− ϕ‖2L2(K)

(1.4)

(где e = |γ|−1γ).

Л е м м а 1.1. Если F({fν}, {Σ ν}) ∈ B(γ, δ), то существует число κ
′
1 > κ

′
0 > 0 такое,

что для всех κ > κ
′
1, всех векторов k ∈ R

n, для которых |(k, γ)| = π, и всех функций

ϕ ∈ H̃1(K) выполняется оценка

m∑

ν=1

∑

γ ′ ∈Λ

∫

(Σ ν − γ ′)∩K
|fν(x+ γ ′)| · |ϕ(x)|2 dSΣ ν − γ ′(x) 6 2 δ ‖Ĝ 1/2

+ G
1/2
− ϕ‖2L2(K). (1.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как b form(F({|fν |}, {Σ ν})) = 0 (см. [23]), то существует чис-

ло C ′ = C ′(C,F({|fν |}, {Σ ν})
)
> 0 такое, что для всех k ∈ R

n и всех функций ϕ ∈ L2(K)

m∑

ν=1

∑

γ ′ ∈Λ

∫

(Σ ν − γ ′)∩K
|fν(x+ γ ′)| ·

∣∣((Î − P̂κ/2)ϕ
)
(x)

∣∣2 dSΣ ν − γ ′(x) 6

6
δ

4
v(K)

∑

N ∈Λ∗\K
κ/2

|k + 2πN |2 |ϕ|2 + C ′v(K)
∑

N ∈Λ∗\K
κ/2

|ϕN |2.
(1.6)

Если N ∈ Λ∗\Kκ/2, то |k + 2πN | < G+
N , |k + 2πN | < 3G−

N и, следовательно, |k + 2πN |2 <
< 3G+

NG
−
N . С другой стороны, при выполнении условия |(k, γ)| = π (и для всех N ∈ Λ∗

и κ > 0) G+
NG

−
N > 2π|γ|−1

κ. Поэтому для всех κ > κ
′
1
.
= max

{
x ′
0 , 2C

′|γ|(πδ)−1
}
, всех
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векторов k ∈ R
n, для которых |(k, γ)| = π, и всех функций ϕ ∈ H̃1(K) правая часть

неравенства (1.6) не превосходит

(
3δ

4
+
C ′|γ|
2πκ

)
v(K)

∑

N ∈Λ∗\K
κ/2

G+
NG

−
N |ϕN |2 6 δ ‖ |Ĥ(k + iκe)| 1/2(Î − P̂κ/2)ϕ ‖2L2(K). (1.7)

Из оценок (1.6), (1.7) и неравенства (1.4), которое справедливо для функций P̂κ/2 ϕ,

ϕ ∈ H̃1(K), (для всех κ > κ
′
1, всех векторов k ∈ R

n, для которых |(k, γ)| = π, и всех

функций ϕ ∈ H̃1(K)) следует неравенство (1.5). Лемма 1.1 доказана. �

Так как для всех V ∈ L 2, p(K), p ∈
(
n−1
2
, n
2

]
, n > 3, и λ ∈ C имеет место равенство

‖V − λ‖∗2, p = ‖V ‖∗2, p, то следующая теорема является следствием теоремы 6 из [3].

Т е о р е м а 1.3. Для n > 3 и p ∈
(
n−1
2
, n
2

]
существует постоянная C ′ = C ′(n, p) > 0

такая, что для любой периодической (с решеткой периодов Λ) функции V : Rn → R из

пространства Морри L 2, p(K), любых λ ∈ R и δ > 0 существует число κ
′′
0 > 0 такое,

что для всех κ > κ
′′
0 , всех векторов k ∈ R

n, для которых |(k, γ)| = π, и всех функций

ϕ ∈ H̃1(K) справедлива оценка

∫

K

|V − λ| · |ϕ|2dx 6 C ′(δ + ‖V ‖∗2, p) ‖Ĝ 1/2
+ Ĝ

1/2
− ϕ‖2L2(K) .

Т е о р е м а 1.4. Пусть n > 3 и для периодического магнитного потенциала A : Rn →
R
n (с решеткой периодов Λ) при некотором γ ∈ Λ′ выполняются условия A1(γ) и A2(γ).

Предположим, что θ1 > 0, θ2 > 0, θ1 + θ2 < 1, для функции V ∈ L 2, p(K;R), p ∈
(
n−1
2
, n
2

]
,

справедливо неравенство ‖V ‖∗2, p 6 θ1(C
′)−1C̃ и F({fν}, {Σ ν}) ∈ B(γ, 1

2
θ2C̃), где C̃ и C ′ —

постоянные из теорем 1.2 и 1.3. Тогда спектр периодического оператора Шрёдингера

Ĥ(A) + V + F({fν}, {Σ ν}) абсолютно непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть λ ∈ R, e = |γ|−1γ и θ3 ∈ (0, 1 − θ1 − θ2). Из теорем 1.2,

1.3 (при выборе числа δ = (C ′)−1C̃θ3) и леммы 1.1 для обобщенной функции V = V −
− λ + F({fν}, {Σ ν}) получаем, что для всех κ > max {κ0,κ

′
1,κ

′′
0 }, всех векторов k ∈ R

n,

для которых |(k, γ)| = π, и всех функций ϕ ∈ H̃1(K)

sup
ψ ∈ H̃1(K) : ‖ |Ĥ(k+iκe)| 1/2 ψ ‖L2(K) 6 1

|W (A,V ; k + iκe;ψ, ϕ)| >

> sup
ψ ∈ H̃1(K) : ‖ |Ĥ(k+iκe)| 1/2 ψ ‖L2(K) 6 1

|W (A; k + iκe;ψ, ϕ)| −

−
(
C ′(δ+ ‖V ‖∗2, p)+ C̃θ2

)
‖Ĝ 1/2

+ Ĝ
1/2
− ϕ‖L2(K) > C̃(1− θ1− θ2− θ3) ‖ |Ĥ(k+ iκe)| 1/2ϕ ‖L2(K).

Поэтому для всех ϕ ∈ D(Ĥ(A, V + F({fν}, {Σ ν}); k + iκe)) ⊂ H̃1(K) (и всех рассматрива-

емых чмсел κ и векторов k ∈ R
n) справедливо неравенство

‖ |Ĥ(k + iκe)|−1/2Ĥ(A, V − λ+ F({fν}, {Σ ν}); k + iκe)ϕ ‖L2(K) >

> C̃(1− θ1 − θ2 − θ3) ‖ |Ĥ(k + iκe)| 1/2ϕ ‖L2(K) > C̃(1− θ1 − θ2 − θ3)
√

2π|γ|−1κ ‖ϕ ‖L2(K)

и, следовательно, число λ ∈ R не может быть собственным значением оператора Ĥ(A, V +
+ F({fν}, {Σ ν}); k + iκe). Так как число λ ∈ R выбирается любым, то абсолютная непре-

рывность спектра оператора Ĥ(A)+V +F({fν}, {Σ ν}) вытекает из теоремы 1.1. Теорема 1.4

доказана. �

Теорема 1.4 (при n > 4) используется при доказательстве теорем 0.1, 0.2 и 0.3.
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§ 2. Доказательства теорем 0.1, 0.2 и 0.3

Пусть γ ∈ Λ′ и периодический (с решеткой периодов Λ) магнитный потенциал A : Rn →
R
n, n > 4, удовлетворяет условиям A1(γ) и A2(γ). В силу теоремы 1.4 для доказатель-

ства теорем 0.1 и 0.2 достаточно показать, что обобщенные функции F({fν}, {Σ ν}), удо-

влетворяющие условиям этих теорем, для любого δ > 0 принадлежат множеству B(γ, δ).
В условиях теоремы 0.3 задается вектор e ∈ Sn−1, который трансверсален ко всем гиперпо-

верхностям Σ ν , ν = 1, . . . ,m. Тогда при достаточно малом ε > 0 все векторы e ′ ∈ Sn−1, для

которых |e ′−e| < ε, также трансверсальны к гиперповерхностям Σ ν . Поэтому из теорем 0.4

и 0.5 следует, что найдется вектор γ ∈ Λ′, для которого вектор |γ|−1γ ∈ Sn−1 трансверсален

ко всем гиперповерхностям Σ ν и для периодического магнитного потенциала A выполня-

ются условия A1(γ) и A2(γ). Следовательно, при доказательстве теоремы 0.3 (как и тео-

рем 0.1 и 0.2) можно предполагать, что (для заданного вектора γ ∈ Λ′) e = |γ|−1γ, и (в силу

теоремы 1.4) достаточно показать, что F({fν}, {Σ ν}) ∈ B(γ, δ) для всех δ > 0. Кроме того,

если F(fν ,Σ ν) ∈ B(γ, δ) для всех δ > 0, ν = 1, . . . ,m, то также F({fν}, {Σ ν}) ∈ B(γ, δ) для

всех δ > 0. Поэтому теоремы 0.1, 0.2 и 0.3 вытекают из теоремы 1.4 и следующих теорем.

Т е о р е м а 2.1. Пусть n = 4, γ ∈ Λ′, e = |γ|−1γ, Σ ∈ L∗
4, 1(e) и f ∈ Lp(Σ;R), p > 3.

Тогда F(f,Σ) ∈ B(γ, δ) для любого δ > 0.

Т е о р е м а 2.2. Пусть n > 5, γ ∈ Λ′, e = |γ|−1γ, Σ ∈ L(θ)
n, 1(e), где θ ∈ (0, 1),

и f ∈ Lp(Σ;R), p > n
2
+ 1 + n−4

2(1−θ) . Тогда F(f,Σ) ∈ B(γ, δ) для любого δ > 0.

Т е о р е м а 2.3. Пусть n > 4, γ ∈ Λ′, e = |γ|−1γ, Σ ∈ Ln, 1(e) и f ∈ Ln−1, 0
w (Σ;R). Тогда

F(f,Σ) ∈ B(γ, δ) для всех δ > 0.

Зафиксируем вектор γ ∈ Λ′, e = |γ|−1γ. В дальнейшем предполагается, что n > 4,
Σ ∈ Ln, 1 и f ∈ Ln−1, 0

w (Σ;R) (кроме теоремы 2.5 и следствия 2.1, в которых рассматривают-

ся функции f ∈ Lp(Σ), p > n/2, и f ∈ Lpw(Σ), p > n/2, n > 3). Через diamK∗ обозначается

диаметр элементарной ячейки K∗. Пусть p(n) = 2n
n−2

, n > 3.

Т е о р е м а 2.4 (см. [3]). Пусть (при n > 3) κ > 2π diamK∗ и π diamK∗ 6 a 6 κ/2.
Тогда для любого вектора k ∈ R

n и любой функции Φ ∈ Ha(k + iκe) справедливо неравен-

ство

‖Φ‖Lp(n)(K) 6 C a
1
2
+ 1

n κ
1
2
− 1

n ‖Φ‖L2(K),

где C = C(n) > 0.

Выберем четную функцию Ω ∈ S(R;R), для которой преобразование Фурье

Ω̂(η) =

∫

Rn

Ω(ξ) e−iηξ dξ, η ∈ R,

удовлетворяет условиям: Ω̂(η) = 1 при |η| 6 1, 0 6 Ω̂(η) 6 1 при 1 < |η| 6 2 и Ω̂(η) = 0
при |η| > 2.

Пусть {e ′j} — ортонормированный базис в R
n, для которого e ′n = e. Если x ∈ R

n, то

x⊥ = (x ′
1, . . . , x

′
n−1), x

′
j = (x, e ′j), j = 1, . . . , n− 1, и x‖ = x ′

n.

При κ > 0 и 0 < a 6 κ положим

Ωκ, a(x) = 2a (3κ)n−1 Ω(2ax ′
n)

n− 1∏

j=1

Ω(3κx ′
j), x ∈ R

n.
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Определим также функции

Ω̃κ, a(x) =
∑

γ ′ ∈Λ

Ωκ, a(x+ γ ′), Gκ, a(x) =

∫

Σ

|f(y)| Ω̃κ, a(x− y) dSΣ(y), x ∈ K.

Пусть

Ξ(κ, a) = Ξ(Λ,Ω,Σ;κ, a) = max
x∈K

∫

Σ

|Ω̃κ, a(x− y)| dSΣ(y).

Далее будет использоваться краткое обозначение a0 = π diamK∗.

Т е о р е м а 2.5. Пусть Σ ∈ Ln, 1 и f ∈ Lp(Σ), p > n/2, n > 3. Тогда для всех κ > 4a0,
всех a ∈ [a0,κ/2], всех векторов k ∈ R

n и всех функций ϕ ∈ Ha(k + iκe) выполняются

неравенства

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕ(x)|2 dx =
∑

γ ′ ∈Λ

∫

(Σ− γ ′)∩K
|f(x+ γ ′)| · |ϕ(x)|2 dSΣ− γ ′(x) 6

6 C1a
n+2
2p κ

n−2
2p

(
Ξ(κ, a)

) p−1
p ‖f‖Lp(Σ) ‖ϕ‖2L2(K),

(2.1)

где C1 = C1(n, p,Ω) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как для коэффициентов Фурье функций |ϕ|2 имеет место

равенство (|ϕ|2)N = 0, если π|N‖| > a или 2π|N ′
j | > 3κ при некотором j ∈ {1, . . . , n − 1},

то для функций

(
|ϕ|2 ∗ Ωκ, a

)
(x) =

∫

Rn

|ϕ(x− y)|2 Ωκ, a(y) dy, x ∈ R
n,

при всех N ∈ Λ∗

(
|ϕ|2 ∗ Ωκ, a

)
N

= (|ϕ|2)N Ω̂
(
πa−1|N‖|

) n− 1∏

j=1

Ω̂
(
2π(3κ)−1|N ′

j |
)
= (|ϕ|2)N .

Следовательно, ∫

K

F(|f |,Σ) |ϕ(y)|2 dy = (2.2)

=
∑

γ ′ ∈Λ

∫

(Σ− γ ′)∩K
|f(y + γ ′)|

( ∫

Rn

|ϕ(x)|2 Ωκ, a(y − x) dx

)
dSΣ− γ ′(y) =

=

∫

Rn

|ϕ(x)|2
( ∑

γ ′ ∈Λ

∫

(Σ− γ ′)∩K
|f(y + γ ′)|Ωκ, a(x− y) dSΣ− γ ′(y)

)
dx =

=

∫

Rn

|ϕ(x)|2
( ∫

Σ

|f(y)|Ωκ, a(x− y) dSΣ(y)

)
dx =

∫

Rn

|ϕ(x)|2 Gκ, a(x) dx.

Для b > 0 определим функции

K ∋ x 7→ G b, ↓
κ, a(x) =

{
Gκ, a(x) , если Gκ, a(x) 6 b,
0 в противном случае,

G b, ↑
κ, a(·) = Gκ, a(·)− G b, ↓

κ, a(·). Тогда

∫

K

|ϕ(x)|2 Gκ, a(x) dx =

∫

K

|ϕ(x)|2
(
G b, ↓

κ, a(x) + G b, ↑
κ, a(x)

)
dx, (2.3)
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∫

K

|ϕ(x)|2 G b, ↓
κ, a(x) dx 6 b ‖ϕ‖2L2(K), (2.4)

и в силу теоремы 2.4 (и неравенства Гёльдера)

∫

K

|ϕ(x)|2 G b, ↑
κ, a(x) dx 6

(∫

K

(
G b, ↑

κ, a(x)
)n/2

dx

)2/n(∫

K

|ϕ| p(n)dx
)(n−2)/n

6

6 C 2 b 1−
2p
n a 1+ 2

n κ
1− 2

n ‖Gκ, a‖
2p
n

Lp(K) ‖ϕ‖2L2(K).

(2.5)

При b = C
n
p a

n+2
2p κ

n−2
2p ‖Gκ, a‖Lp(K) (если ‖Gκ, a‖Lp(K) > 0) из (2.3), (2.4) и (2.5) получаем

∫

Rn

|ϕ(x)|2 Gκ, a(x) dx 6 2C
n
p a

n+2
p κ

n−2
2p ‖Gκ, a‖Lp(K) ‖ϕ‖2L2(K). (2.6)

С другой стороны, в силу неравенства Гёльдера

‖Gκ, a‖Lp(K) =

( ∫

K

∣∣∣∣
∫

Σ

|f(y)| Ω̃κ, a(x− y) dSΣ(y)

∣∣∣∣
p

dx

)1/p

6

( ∫

K

( ∫

Σ

|f(y)|p | Ω̃κ, a(x− y)| dSΣ(y)

)( ∫

Σ

| Ω̃κ, a(x− y)| dSΣ(y)

)p−1

dx

)1/p

6

6

( ∫

R

|Ω(ξ)| dξ
)n

p (
Ξ(κ, a)

) p−1
p ‖f‖Lp(Σ).

(2.7)

Неравенство (2.1) теперь следует из (2.2), (2.6) и (2.7), при этом C1 = 2C n/p ‖Ω‖n/pL1(R) (и C —

постоянная из теоремы 2.4). Теорема 2.5 доказана. �

С л е д с т в и е 2.1. Пусть Σ ∈ Ln, 1 и f ∈ Lpw(Σ), p > n/2, n > 3. Тогда для всех

κ > 4a0, всех a ∈ [a0,κ/2], всех векторов k ∈ R
n и всех функций ϕ ∈ Ha(k + iκe)

выполняются неравенства

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕ(x)|2 dx 6 C ′
1 a

n+2
2p κ

n−2
2p

(
Ξ(κ, a)

) p−1
p ‖f‖(w)p ‖ϕ‖2L2(K), (2.8)

где C ′
1 = C ′

1(n, p,Ω) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 0 < ε 6 p− n
2

. При b > 0 определим функции

Σ ∋ x 7→ f ↑
b (x) =

{
f(x) при |f(x)| > b,
0 в противном случае,

f ↓
b (·) = f(·)− f ↑

b (·). Тогда

‖f ↑
b ‖ p−εLp−ε(Σ) 6

+∞∑

j=1

(2jb) p−ε SΣ

(
{x ∈ Σ: 2j−1b < |f(x)| 6 2jb}

)
6

6

+∞∑

j=1

(2jb) p−ε
(
2−j+1b−1‖f‖(w)p

)p
= 2 p(2b)−ε

(
1− 2−ε

)−1(‖f‖(w)p

)p
,

‖f ↓
b ‖ p+εLp+ε(Σ) 6

+∞∑

j=1

(2−j+1b) p+ε SΣ

(
{x ∈ Σ: 2−jb < |f(x)| 6 2−j+1b}

)
6
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6

+∞∑

j=1

(2−j+1b) p+ε
(
2jb−1‖f‖(w)p

)p
= 2 p bε

(
1− 2−ε

)−1(‖f‖(w)p

)p
,

где SΣ(·) — (n − 1)-мерная мера Лебега измеримых множеств на гиперповерхности Σ.

Из (2.1) следует оценка
∫

K

F(|f |,Σ) |ϕ(x)|2 dx =

∫

K

F(|f ↑
b |,Σ) |ϕ(x)|2 dx +

∫

K

F(|f ↓
b |,Σ) |ϕ(x)|2 dx 6

6 C ′′
1

( ∑

±

(
a

n+2
2 κ

n−2
2

(
Ξ(κ, a)

)−1
2 p

(
1− 2−ε

)−1(‖f‖(w)p

)p
b±ε

) 1
p±ε

)
Ξ(κ, a) ‖ϕ‖2L2(K) ,

(2.9)

где C ′′
1 = C ′′

1 (n, p,Ω, ε) = max
{
C1(n, p+ε,Ω), C1(n, p−ε,Ω)

}
. Положив ε = p− n

2
и выбрав

число b > 0 так, чтобы слагаемые в сумме в правой части неравенства (2.9) были равны,

из (2.9) для всех κ > 4a0, всех a ∈ [a0,κ/2], всех векторов k ∈ R
n и всех функций

ϕ ∈ Ha(k + iκe) получаем оценку (2.8), где

C ′
1(n, p,Ω) = 4

(
1− 2−(p−n

2
)
)−1

max
{
C1(n, 2p−

n

2
,Ω), C1(n,

n

2
,Ω)

}
.

Следствие 2.1 доказано. �

При κ > 0 и a > 0 обозначим

Πκ =
{
x ∈ R

n : − (2κ)−1
6 x ′

j 6 (2κ)−1, j = 1, . . . , n− 1
}
,

Πκ, a =
{
x ∈ Πκ : − (2a)−1

6 x ′
n 6 (2a)−1

}
,

Πκ, a(ν1, . . . , νn) = Πκ, a +
n− 1∑

j=1

νjκ
−1e ′j + νna

−1e ′n,

где νj ∈ Z, j = 1, . . . , n. Пусть

σκ, a(e,Σ) = sup
x∈Rn

∫

(Σ−x)∩Πκ, a

dSΣ−x , σκ(e,Σ) = sup
x∈Rn

∫

(Σ−x)∩Πκ

dSΣ−x ;

σ̃κ/2(e,Σ) 6 σκ(e,Σ) 6 σ̃√n−1κ/2(e,Σ); σκ, a(e,Σ) 6 σκ(e,Σ) 6 SΣ(Σ) (где SΣ(Σ) — (n− 1)-
мерный объем гиперповерхности Σ).

Л е м м а 2.1. Существует число C3 = C3(n,Λ, a0,Ω,Σ) > 0 такое, что для всех κ > a0
и a ∈ [a0,κ/2]

Ξ(κ, a) 6 C3 aκ
n−1σκ(e,Σ). (2.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Ω ∈ S(R;R), то для всех x ∈ Πκ, a(ν1, . . . , νn) справед-

лива оценка

|Ωκ, a(x)| 6 C4 aκ
n−1

n∏

j=1

(1 + |νj|)−2,

где C4 = C4(Ω) > 0. Тогда

Ξ(κ, a) 6 max
x∈K

∑

γ ′ ∈Λ

∫

Σ− γ ′

|Ωκ, a(x− y)| dSΣ− γ ′(y) 6 (2.11)

6 C4 aκ
n−1

+∞∑

ν1,..., νn =−∞

n∏

j=1

(1 + |νj|)−2 sup
x∈K

∑

γ ′ ∈Λ

∫

(Σ− γ ′)∩ (Πκ, a(ν1,...,νn)+x)

dSΣ− γ ′ .
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С другой стороны, Σ — компактная гиперповерхность, поэтому существует число C5 =
= C5(n,Λ, a0,Σ) ∈ N такое, что для любых x ∈ K и ν1, . . . , νn ∈ Z существует не более

C5 векторов γ ′ ∈ Λ, для которых (Σ − γ ′) ∩ (Πκ, a(ν1, . . . , νn) + x) 6= ∅ и, следовательно,

оценка (2.10) вытекает из оценки (2.11), при этом

C3 = C4C5

n∏

j=1

+∞∑

νj =−∞
(1 + |νj|)−2.

Лемма 2.1 доказана. �

Если Σ ∈ Ln, 1(e), e ∈ Sn−1, n > 4, то существует число C6 = C6(e,Σ) > 0 такое, что

для всех κ > 0 имеет место неравенство σκ(e,Σ) 6 C6 κ
−(n−1). Так как (при всех κ > 0

и a > 0) σκ, a(e,Σ) 6 σκ(e,Σ), то справедлива простая лемма 2.2.

Л е м м а 2.2. Если Σ ∈ Ln, 1(e), n > 4, где e ∈ Sn−1, то для всех κ > 0 и a > 0

aκ n−1 σκ, a(e,Σ) 6 C6 a.

Пусть Σ ∈ Ln, 1, n > 4. Выберем число ε0 = ε0(Σ) > 0 так, что для любой точки X ∈ Σ
в некоторой ортогональной системе координат с началом в этой точке гиперповерхность

Σ ∩ Bn
ε0
(X) задается уравнением x ′′

1 = g(x ′′
2 , . . . , x

′′
n ) (если X ∈ ∂Σ, то не все точки

из Bn
ε0
(X), задаваемые этим уравнением, принадлежат Σ∩Bn

ε0
(X)), где g — непрерывно диф-

ференцируемая функция, единичный вектор нормали ν(X) в точке X направлен по оси Xx ′′
1

и для единичных векторов нормали ν(X ′) в точках X ′ ∈ Σ∩Bn
ε0
(X) выполняется неравен-

ство
(
ν(X ′), ν(X)

)
> 1

2
. Пусть a ′

0 = a ′
0(Σ) > 0 — такое число, что при κ > a > a ′

0 и для лю-

бых x ∈ R
n, e ∈ Sn−1 и X ∈ Σ∩(Πκ, a ′

0
+x) (если Σ∩(Πκ, a ′

0
+x) 6= ∅) справедливо вложение

Πκ, a ′
0
+x ⊂ Bn

ε0
(X). Тогда (n−1)-мерный объем ортогональной проекции множества Πκ, a+x

на перпендикулярную единичному вектору нормали ν(X) гиперплоскость не превосходит

C ′
7 a

−1
κ

−(n−2), где C ′
7 = C ′

7(n) > 0 и, следовательно, σκ, a(e,Σ) 6 2C ′
7 a

−1
κ

−(n−2). Если

a < a ′
0 6 κ, то σκ, a(e,Σ) 6

(
[a ′

0 a
−1]+1

)
σκ, a ′

0
(e,Σ) < 2 a ′

0 a
−1 σκ, a ′

0
(e,Σ) 6 4C ′

7 a
−1

κ
−(n−2)

(где [ξ] — целая часть числа ξ ∈ R). Поэтому для всех κ > 0 (в силу компактности ги-

перповерхности Σ) σ̃κ(e,Σ) 6 σκ(e,Σ) 6 C ′′
7 κ

−(n−2), где C ′′
7 = C ′′

7 (Σ) > 0, и справедлива

лемма 2.3.

Л е м м а 2.3. Если Σ ∈ Ln, 1, n > 4, то для всех e ∈ Sn−1, κ > 0 и a ∈ (0,κ]

aκ n−1 σκ, a(e,Σ) 6 C7 κ,

где C7 = C7(Σ, a
′
0) > 0.

Следующая простая лемма используется при доказательстве леммы 0.1.

Л е м м а 2.4. Пусть h > 0, T > 0, [ξ1, ξ2] ⊂ R, ξ1 < ξ2, f ∈ C2([ξ1, ξ2];R) и d2f/dξ2 > T
при всех ξ ∈ [ξ1, ξ2]. Тогда множество {ξ ∈ [ξ1, ξ2] : 0 6 f(ξ) 6 h} либо пустое, либо

состоит из одного или двух (непересекающихся) отрезков (которые могут вырождаться

в точки) с суммарной длиной, не превосходящей 2
√
2hT−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 0.1. Предположим, что Σ ∈ Ln, 2, n > 5, и во всех точках

касания гиперповерхности Σ и прямых {x0 + te : t ∈ R}, x0 ∈ R
n, нормальная кривизна

гиперповерхности Σ вдоль направления касательного вектора e ненулевая. Обозначим через

Σ e множество точек касания гиперповерхности Σ и прямых {x0 + te : t ∈ R}, x0 ∈ R
n.

Можно выбрать число ε ′
0 ∈ (0, ε0], замкнутое множество (гиперповерхность, которая может

состоять из нескольких несвязных частей) Σ e(ε
′
0) ⊆ Σ, для которого Σ e ⊆ Σ e(ε

′
0), и числа

T > 0 и δ0 ∈ (0, 1] такие, что

34



(1) для каждой точки X ∈ Σ e(ε
′
0) гиперповерхность Σ ∩ Bn

ε ′
0
(X) в некоторой ортого-

нальной системе координат с началом в точке X задается уравнением x ′′′
1 = g̃(x ′′′

2 , . . . , x
′′′
n ),

где g̃ — дважды непрерывно дифференцируемая функция, вектор e направлен по оси Xx ′′′
n ,

единичный вектор нормали ν(X) лежит в двумерной плоскости Xx ′′′
1 x

′′′
n ,

∣∣(ν(X ′), e
)∣∣ 6 1

2
,(

ν(X ′), ν(X)
)
> 1

2
и |∂2g̃/∂(x ′′′

n )
2| > T для всех точек X ′ = (x ′′′

1 , x
′′′
2 , . . . , x

′′′
n ) ∈ Σ∩Bn

ε ′
0
(X),

(2) для всех X ∈ Σ \Σ e(ε
′
0) выполняется неравенство |(ν(X), e)| > δ0.

Выберем число a ′′
0 = a ′′

0 (e,Σ) > a ′
0 такое, что для всех κ > a ′′

0 , всех x ∈ R
n

и X ∈ Σ e(ε
′
0) ∩ (Πκ, a ′′

0
+ x) (при Σ e(ε

′
0) ∩ (Πκ, a ′′

0
+ x) 6= ∅) имеет место вложе-

ние Πκ, a ′′
0
+ x ⊂ Bn

ε ′
0
(X). Из условия (1) и леммы 2.4 следует, что при κ > a ′′

0 ,

x ∈ R
n и при заданных координатах x ′′′

2 , . . . , x
′′′
n−1 мера Лебега множества {x ′′′

n : X ′ =
=

(
g̃(x ′′′

2 , . . . , x
′′′
n−1, x

′′′
n ), x

′′′
2 , . . . , x

′′′
n−1, x

′′′
n

)
∈ Πκ, a ′′

0
+ x} не превосходит C ′

8 κ
−1/2, где C ′

8 =
= C ′

8(n, T ) > 0. Тогда также
∫

Σ e(ε ′
0)∩ (Π

κ, a ′′
0

+x)

dSΣ 6 2
n+1
2 C ′

8 κ
−(n− 3

2
).

Откуда

σκ(e,Σ e(ε
′
0)) 6 C ′′

8 κ
−(n− 3

2
), (2.12)

где C ′′
8 = C ′′

8 (e,Σ, a
′′
0 ) > 0. С другой стороны, из условия (2) (которое означает, что вектор e

трансверсален к гиперповерхности Σ \Σ e(ε
′
0)) при всех κ > 0 вытекает оценка

σκ(e,Σ \Σ e(ε
′
0)) 6 C ′

6 κ
−(n−1), (2.13)

где C ′
6 = C ′

6(e,Σ, δ0) > 0. Из оценок (2.12) и (2.13) при всех κ > 0 получаем

σκ(e,Σ) 6 σκ(e,Σ e(ε
′
0)) + σκ(e,Σ \Σ e(ε

′
0)) 6 C κ

−(n− 3
2
),

где C = C(e,Σ) > 0. Поэтому Σ ∈ L(1/2)
n, 1 (e). Лемма 0.1 доказана.

Пусть Σ ∈ L∗
n, 1(e). Тогда σκ(e,Σ) 6 κ

−(n−2)Fe,Σ(κ) для всех κ > 0, где [0,+∞) ∋ κ 7→
7→ Fe,Σ(κ) ∈ (0,+∞) — невозрастающая функция, для которой Fe,Σ(κ) → 0 при κ → +∞,

и из леммы 2.3 непосредственно вытекает лемма 2.5.

Л е м м а 2.5. Если Σ ∈ L∗
n,1(e), e ∈ Sn−1, n > 4, то существует число C9 = C9(e,Σ) > 0

такое, что для всех κ > 0 и a ∈ (0,κ]

aκ n−1 σκ, a(e,Σ) 6 C9 κ min {1, aFe,Σ(κ)}.
Из леммы 2.3 также непосредственно следует лемма 2.6.

Л е м м а 2.6. Пусть Σ ∈ L(θ)
n, 1(e), θ ∈ (0, 1), e ∈ Sn−1, n > 4. Тогда существует число

C10 = C10(e,Σ, θ) > 0 такое, что для всех κ > 0 и a ∈ (0,κ]

aκ n−1 σκ, a(e,Σ) 6 C10 κ min {1, aκ θ−1}.
Пусть n > 4, γ ∈ Λ′, e = |γ|−1γ, Σ ∈ Ln, 1 и f ∈ Lp(Σ), p > n/2. Для чисел κ > 4a0

выберем числа ñ = ñ(a0;κ) > 2 и aµ = 2µ−ñ−1
κ, µ = 1, . . . , ñ, так, что a0 6 a1 < 2a0.

Для (векторов k ∈ R
n и) функций ϕ ∈ Hκ/2(k + iκe) определим функции ϕa1 = P̂a1ϕ,

ϕaµ = P̂aµϕ − P̂aµ−1ϕ, µ = 2, . . . , ñ. Из теоремы 2.5 и леммы 2.1 для всех κ > 4a0, всех

векторов k ∈ R
n, всех функций ϕ ∈ Hκ/2(k + iκe) и всех µ = 1, . . . , ñ(a0;κ) следуют

неравенства
∫

K

F(|f |,Σ) |ϕaµ |2 dx 6

6 C1C
p−1
p

3 ‖f‖Lp(Σ) a
n+2
2p κ

n−2
2p

(
aµκ

n−1σκ, a(e,Σ)
) p−1

p ‖ϕaµ‖2L2(K),

(2.14)
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При условии |(k, γ)| = π для всех N ∈ Λ∗ (и всех κ > 0) выполняется оценка G−
N(k+iκe) >

> π|γ|−1, поэтому

‖ϕa1‖2L2(K) 6 π−1|γ|κ−1 ‖Ĝ
1
2
+Ĝ

1
2
−ϕa1‖2L2(K) . (2.15)

Если µ > 2, то

‖ϕaµ‖2L2(K) 6 a−1
µ−1κ

−1 ‖Ĝ
1
2
+Ĝ

1
2
−ϕaµ‖2L2(K) = 2 a−1

µ κ
−1 ‖Ĝ

1
2
+Ĝ

1
2
−ϕaµ‖2L2(K) . (2.16)

В случае p > n− 1 для числа ε ′ > 0 выберем числа βµ = a ε
′

µ , µ = 1, . . . , ñ. Тогда
ñ∑

µ=1

β−1
µ 6

6
(
1− 2−ε

′
)−1

a−ε
′

0 и из (2.14) в силу неравенства Коши–Буняковского получаем

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕ|2 dx 6

( ñ∑

µ=1

β−1
µ

) ñ∑

µ=1

βµ

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕaµ |2 dx 6

6 C11 ‖f‖Lp(Σ)

ñ∑

µ=1

a
n+2
2p

+ ε ′

µ κ
n−2
2p

(
aµκ

n−1σκ, aµ(e,Σ)
) p−1

p ‖ϕaµ‖2L2(K),

(2.17)

где C11 = C1C
p−1
p

3

(
1− 2−ε

′
)−1

a−ε
′

0 . Оценки (2.15), (2.16) и (2.17) используются при доказа-

тельстве теорем 2.1 и 2.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.1. Пусть n = 4, Σ ∈ L∗
4, 1(e), где e = |γ|−1γ,

γ ∈ Λ′, и f ∈ Lp(Σ), p > n− 1. Выберем произвольное число δ > 0 и пусть p1 =
1
2
(p + 3),

ε ′ = 3
(

1
p1

− 1
p

)
. Из (2.15), (2.16) и (2.17) для всех κ > 4a0, всех векторов k ∈ R

n, для

которых |(k, γ)| = π, и всех функций ϕ ∈ Hκ/2(k + iκe) следует оценка

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕ|2 dx 6 (2.18)

6 C11C
p−1
p

9 ‖f‖Lp(Σ) κ

ñ∑

µ=1

a
3
p1
µ

(
min {1, aµFe,Σ(κ)}

) p−1
p ‖ϕaµ‖2L2(K) 6

6 C11C
p−1
p

9 ‖f‖Lp(Σ)

(
π−1|γ| a

3
p1

+ p−1
p

1

(
Fe,Σ(κ)

) p−1
p ‖Ĝ

1
2
+Ĝ

1
2
−ϕa1‖2L2(K)+

+2
ñ∑

µ=2

a
−(1− 3

p1
)

µ

(
min {1, aµFe,Σ(κ)}

) p−1
p ‖Ĝ

1
2
+Ĝ

1
2
−ϕaµ‖2L2(K)

)
.

Так как 1 − 3
p1
> 0, то найдется число ñ1 > 2 такое, что при ñ > ñ1 (если κ > 2 ñ1a0 >

> 2 ñ1 − 1a1) для всех µ = ñ1, . . . , ñ

2C11C
p−1
p

9 ‖f‖Lp(Σ) a
−(1− 3

p1
)

µ 6 δ. (2.19)

С другой стороны, Fe,Σ(κ) → 0 при κ → +∞, поэтому существует число κ
′
0 > 2 ñ1a0 такое,

что при κ > κ
′
0

π−1|γ|C11C
p−1
p

9 ‖f‖Lp(Σ) a
3
p1

+ p−1
p

1

(
Fe,Σ(κ)

) p−1
p 6 δ (2.20)

и для всех µ = 2, . . . , ñ1 − 1

2C11C
p−1
p

9 ‖f‖Lp(Σ) a
p−1
p

− (1− 3
p1

)

µ

(
Fe,Σ(κ)

) p−1
p 6 δ. (2.21)
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Из (2.18), (2.19), (2.20), (2.21) и ортогональности функций Ĝ
1
2
+Ĝ

1
2
−ϕaµ при разных индек-

сах µ следует, что для всех κ > κ
′
0, всех векторов k ∈ R

n, для которых |(k, γ)| = π, и всех

функций ϕ ∈ Hκ/2(k + iκe)

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕ|2 dx 6 δ ‖Ĝ
1
2
+Ĝ

1
2
−ϕ‖2L2(K) .

Теорема 2.1 доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.2. Пусть n > 5, Σ ∈ L(θ)
n, 1(e), где e = |γ|−1γ,

γ ∈ Λ′, θ ∈ (0, 1), и f ∈ Lp(Σ), p > n
2
+ 1 + n−4

2(1−θ) . Выберем число ε ′ ∈ (0, 1) так, что

(1−ε ′)p− n
2
−1− n−4

2(1−θ)
.
= ε̃ > 0. Из (2.15), (2.16), (2.17) и леммы 2.6 для всех κ > 4a0, всех

векторов k ∈ R
n, для которых |(k, γ)| = π, и всех функций ϕ ∈ Hκ/2(k + iκe) получаем

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕ|2 dx 6 (2.22)

6 C11C
p−1
p

10 ‖f‖Lp(Σ)

(
π−1|γ| a

n
2p

+1+ε ′

1 κ
n−4
2p

−(1−θ) p−1
p ‖Ĝ

1
2
+Ĝ

1
2
−ϕa1‖2L2(K)+

+2
ñ∑

µ=2

a
n+2
2p

+ε ′−1
µ κ

n−4
2p

(
min {1, aµ κ θ−1}

) p−1
p ‖Ĝ

1
2
+Ĝ

1
2
−ϕaµ‖2L2(K)

)
.

Так как n−4
2p

− (1− θ) p−1
p

= −
(
ε̃+ n

2
+ ε ′p

)
< 0, при µ > 2 и aµ 6 κ

1−θ

a
n+2
2p

+ε ′−1
µ κ

n−4
2p

(
min {1, aµ κ θ−1}

) p−1
p = a

n
2p

+ε ′

µ κ
n−4
2p

−(1−θ) p−1
p 6 κ

− (1−θ)
p

ε̃

и при (µ > 2 и) aµ > κ
1−θ также

a
n+2
2p

+ε ′−1
µ κ

n−4
2p

(
min {1, aµ κ θ−1}

) p−1
p = a

− 1
p

(
ε̃+ n−4

2(1−θ)

)
µ κ

n−4
2p 6 κ

− (1−θ)
p

ε̃,

то для заданного числа δ > 0 существует число κ
′
0 > 4a0 такое, что для всех κ > κ

′
0, всех

векторов k ∈ R
n, для которых |(k, γ)| = π, и всех функций ϕ ∈ Hκ/2(k+ iκe) выполняются

оценки

π−1|γ|C11C
p−1
p

10 ‖f‖Lp(Σ) a
n
2p

+1+ε ′

1 κ
n−4
2p

−(1−θ) p−1
p 6 δ,

2C11C
p−1
p

10 ‖f‖Lp(Σ) a
n+2
2p

+ε ′−1
µ κ

n−4
2p

(
min {1, aµ κ θ−1}

) p−1
p 6 δ, µ = 2, . . . , ñ.

Тогда из (2.22) и ортогональности функций Ĝ
1
2
+Ĝ

1
2
−ϕaµ при разных индексах µ следует, что

F(f,Σ) ∈ B(γ, δ). Теорема 2.2 доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.3. Пусть n > 4, Σ ∈ Ln, 1(e), где e = |γ|−1γ,

γ ∈ Λ′, и f ∈ Ln−1, 0
w (Σ). Выберем любое число δ > 0. Для всех κ > 4a0 определим числа

βµ = 2−
n

4(n−1)
(µ−ñ−1)

, µ = 1, . . . , ñ(a0;κ). Тогда
ñ∑

µ=1

β−1
µ < (1 − 2−1/4)−1 < 10. Существуют

числа m̃ ∈ N и κ̃
′
0 > 2 m̃+2a0 > 2 m̃+1a1 такие, что при κ > κ̃

′
0

10 π−1|γ|C ′
1

(
C3C6

)n−2
n−1 ‖f‖(w)n−1 a

n
4(n−1)

+1

1 κ
− n

4(n−1) 6 δ (2.23)

и при µ = 2, . . . , ñ− m̃

20C ′
1

(
C3C6

)n−2
n−1 ‖f‖(w)n−1 2

n
4(n−1)

(µ−ñ−1)
6 δ, (2.24)
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где C ′
1, C3 и C6 — числа из следствия 2.1 и лемм 2.1 и 2.2. Тогда из следствия 2.1, лемм 2.1

и 2.2, а также оценок (2.15), (2.16), (2.23) и (2.24), для всех κ > κ̃
′
0, всех векторов k ∈ R

n,

для которых |(k, γ)| = π, и всех функций ϕ ∈ Hκ/2(k+ iκe) с помощью неравенства Коши–

Буняковского получаем

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕ|2dx 6

( ñ∑

µ=1

β−1
µ

) ñ∑

µ=1

βµ

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕaµ |2dx 6 (2.25)

6 10C ′
1

(
C3C6

)n−2
n−1 ‖f‖(w)n−1

(
π−1|γ| a

n
4(n−1)

+1

1 κ
− n

4(n−1) ‖Ĝ1/2
+ Ĝ

1/2
− ϕa1‖2L2(K) +

+ 2
ñ−m̃∑

µ=2

2
n

4(n−1)
(µ−ñ−1) ‖Ĝ1/2

+ Ĝ
1/2
− ϕaµ‖2L2(K)

)
+

+20
ñ∑

µ= ñ−m̃+1

2−
n

4(n−1)
(µ−ñ−1)

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕaµ |2dx 6

6 δ
ñ−m̃∑

µ=1

‖Ĝ1/2
+ Ĝ

1/2
− ϕaµ‖2L2(K) + 20

ñ∑

µ= ñ−m̃+1

2−
n

4(n−1)
(µ−ñ−1)

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕaµ |2dx .

С другой стороны, b form
(
F(|f |,Σ)

)
= 0 (см. [23]), поэтому для любого ε > 0 существует

число Cε = Cε(f,Σ) > 0 такое, что для всех κ > κ̃
′
0, всех векторов k ∈ R

n, всех функций

ϕ ∈ Hκ/2(k + iκe) и всех µ = ñ− m̃+ 1, . . . , ñ
∫

K

F(|f |,Σ) |ϕaµ |2dx 6

6 ε v(K)
∑

N ∈Kaµ\Kaµ−1

|k + 2πN |2 |ϕN |2 + Cε v(K)
∑

N ∈Kaµ\Kaµ−1

|ϕN |2.
(2.26)

Если N ∈ Kκ/2\Kañ−m̃
, то |k + 2πN | < G+

N , |k + 2πN | < 3
2
κ и G−

N > añ−m̃ = 2−m̃−1
κ,

поэтому |k + 2πN |2 < 3 · 2 m̃G+
NG

−
N . Кроме того, G+

N > κ и из условия |(k, γ)| = π следует

оценка G−
N > π|γ|−1. Поэтому из (2.26) (выбирая достаточно малое число ε > 0) получаем,

что существует число κ
′
0 > κ̃

′
0 такое, что для всех κ > κ

′
0, всех векторов k ∈ R

n, для

которых |(k, γ)| = π, всех функций ϕ ∈ Hκ/2(k + iκe) и всех µ = ñ− m̃+ 1, . . . , ñ

20 · 2− n
4(n−1)

(µ−ñ−1)

∫

K

F(|f |,Σ) |ϕaµ |2dx 6 δ ‖Ĝ1/2
+ Ĝ

1/2
− ϕaµ‖2L2(K) . (2.27)

Тогда из (2.25), (2.27) и ортогональности функций Ĝ
1/2
+ Ĝ

1/2
− ϕaµ при разных индексах µ

вытекает вложение F(|f |,Σ) ∈ B(γ, δ). Теорема 2.3 доказана.

§ 3. Доказательство теоремы 0.6

Пусть ε ∈ (0, 2]. Через N (M) будет обозначаться количество векторов конечных мно-

жеств M ⊂ Λ∗. Положим (Λ∗)′ = {γ∗ ∈ Λ∗ \{0} : sγ∗ /∈ Λ∗ для всех s ∈ (0, 1)}. Будем далее

(в основном без дополнительных пояснений) обозначать через c ′j > 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, неко-

торые константы, зависящие от n и Λ, а через cj > 0, j = 1, . . . , 9, — константы, зависящие

от n, Λ и ε.
При e ∈ Sn−1 и R0 > 0 обозначим

M ′(e, R0) =
{
γ ∈ Λ ∩

(
Bn
R0
\Bn

R0/2

)
: |e− |γ|−1γ| 6 ε

}
.

Справедливы следующие три простые леммы (приводимые без доказательств).
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Л е м м а 3.1. Для любого k = 1, . . . , n − 1 объем элементарной ячейки любой (n − k)-
мерной подрешетки решетки Λ, которая является подмножеством пересечения решет-

ки Λ и некоторого (n − k)-мерного подпространства пространства R
n, не меньше

c ′1 = c ′1(n,Λ) > 0.

Л е м м а 3.2. Если Λ̃ — некоторая (n − k)-мерная решетка, k = 0, 1, . . . , n − 1,

и Ẽ ′
1, . . . , Ẽ

′
n−k ∈ Λ̃ — линейно независимые векторы, то существуют базисные векто-

ры Ẽs, s = 1, . . . , n − k, решетки Λ̃ (и соответствующая им элементарная ячейка), для

которых Ẽs =
n− k∑
j=1

αsjẼ
′
j , αsj ∈ (0, 1], s, j = 1, . . . , n− k.

Л е м м а 3.3. Существуют числа c3 = c3(n,Λ, ε) > 0 и c4 = c4(n,Λ, ε) > 0 такие, что

для всех R0 > c3 справедливо неравенство

N (M ′(e, R0)) > c4R
n
0 .

Л е м м а 3.4. Существует число c ′2 = c ′2(n,Λ) > 0 такое, что для любых R0 > 0
и R1 ∈ (0, R0) имеется не более c ′2R

n−1
1 Rn−1

0 векторов γ ∈ Λ ∩ Bn
R0

, для которых суще-

ствуют векторы γ∗ ∈ (Λ∗ \ {0}) ∩Bn
R1

такие, что (γ, γ∗) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для векторов γ∗ ∈ (Λ∗)′ ∩ Bn
R1

обозначим

MR0(γ
∗) =

{
γ ∈ Λ ∩ Bn

R0
: (γ, γ∗) = 0

}
.

Пусть γ∗ =
n∑

j=1

bjE
∗
j ∈ (Λ∗)′ ∩ Bn

R1
, где E∗

j — (зафиксированные) базисные векторы решет-

ки Λ∗ и bj ∈ Z. Через bjk , k = 1, . . . , n−m, и bj ′
k
, k = 1, . . . ,m, m ∈ {0, . . . , n−1}, обозначим

(как-либо перенумерованные) числа bj , для которых bjk 6= 0 и bj ′
k
= 0. Тогда векторы Ej ′

k
,

k = 1, . . . ,m, и (при m 6 n− 1) векторы −bjk+1
Ejk + bjkEjk+1

, k = 1, . . . , n−m− 1, линей-

но независимы, ортогональны вектору γ∗ и их длины не превосходят c ′3
n∑

j=1

|bj| (где Ej —

базисные векторы решетки Λ, для которых (Ej, E
∗
s ) = δjs). В силу леммы 3.2 существу-

ют базисные векторы E1(γ
∗), . . . , En−1(γ

∗) (n − 1)-мерной решетки {γ ∈ Λ: (γ, γ∗) = 0},
которым соответствует элементарная ячейка K(γ∗) и для которых

|Ej(γ∗)| 6 n c ′3

n∑

j=1

|bj| 6 c ′4 |γ∗| < c ′4R0.

При этом (n − 1)-мерный объем элементарной ячейки K(γ∗) (так как γ∗ ∈ (Λ∗)′) равен

|γ∗| v(K) и, следовательно4,

N
(
MR0(γ

∗)
)
6

(
|γ∗| v(K)

)−1
v(B n−1

1 )
(
(nc ′4 + 1)R0

)n−1

(где v(K) — объем элементарной ячейки K решетки Λ). Так как каждый вектор γ ∈ Λ∩Bn
R0

,

для которого существуют векторы γ∗ ∈ (Λ∗ \ {0})∩Bn
R1

такие, что (γ, γ∗) = 0, принадлежат

по крайней мере одному из множеств MR0(γ
∗), γ∗ ∈ (Λ∗)′ ∩ Bn

R1
, то таких векторов не

больше, чем

c ′5R
n−1
0

∑

γ∗ ∈ (Λ∗)′

|γ∗|−1
6 c ′2R

n−1
1 Rn−1

0 .

Лемма 3.4 доказана. �

4Используются стандартные оценки для числа точек решеток, принадлежащих множествам в R
n, с помо-

щью оценок объема окрестностей этих множеств (см., например, [51, с. 64]).
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Л е м м а 3.5. Существуют числа c1 = c1(n,Λ, ε) > 0 и c5 = c5(n,Λ, ε) > 0 такие, что

при всех R0 > c3 множество M∗(e, R0) векторов γ ∈ M ′(e, R0) таких, что для любого

вектора γ∗ ∈ Λ∗ \ {0}, для которого (γ, γ∗) = 0, справедливо неравенство |γ∗| > c1R
1/(n−1)
0 ,

содержит не менее c5R
n
0 векторов.

Лемма 3.5 непосредственно следует из лемм 3.3 и 3.4.

В дальнейшем считаем, что R0 > c3, и множество M∗(e, R0) рассматривается при вы-

бранных константах c1 и c5.
При e ′ ∈ Sn−1 и 0 < h 6 1 определим множества

Mh(e
′; e, R0) =

{
γ ∈ M∗(e, R0) : |(e ′, |γ|−1γ)| 6 h

}
.

Если множество Mh(e
′; e, R0) принадлежит некоторому (n− k)-мерному подпростран-

ству пространства R
n, k = 0, . . . , n−1, и содержит n−k линейно независимых векторов, то

оно является подмножеством некоторой (n−k)-мерной решетки Λh(e
′; e, R0). Из леммы 3.2

следует, что решетка Λh(e
′; e, R0) имеет n−k базисных векторов Ẽ1, . . . , Ẽn−k , для которых

|Ẽj| 6 (n− k)R0 и которым соответствует элементарная ячейка Kh(e
′; e, R0). Поэтому при

k > 1

N
(
Mh(e

′; e, R0)
)
6 v(B n−k

1 )
(
v(Kh(e

′; e, R0))
)−1 (

((n− k)2 + 1)Ro

)n−k
. (3.1)

Если k > 2, то из леммы 3.1 следует оценка v(Kh(e
′; e, R0)) > c ′1, поэтому из (3.1) получаем

N
(
Mh(e

′; e, R0)
)
6 c6R

n−k
0 . (3.2)

Если k = 1, то для каждого вектора γ∗ ∈ Λ∗ \ {0}, для которого |γ∗| 6 c1R
1/(n−1)
0 , най-

дется базисный вектор Ẽj такой, что (Ẽj, γ
∗) 6= 0. Последнее означает, что для векторов

γ∗ ∈ Λ∗\{0}, для которых (Ẽj, γ
∗) = 0 при всех j = 1, . . . , n − 1, выполняется оценка

|γ∗| > c1R
1/(n−1)
0 и, следовательно, v(Kh(e

′; e, R0)) > c1R
1/(n−1)
0 v(K). Тогда из (3.1) полу-

чаем

N
(
Mh(e

′; e, R0)
)
6 c7R

n−1− 1
n−1

0 . (3.3)

Пусть теперь k = 0. В силу леммы 3.2 для всех базисных векторов Ẽj , j = 1, . . . , n, имеет

место неравенство |(Ẽj, e ′)| 6 nhR0, и в этом случае

N
(
Mh(e

′; e, R0)
)
6

(
v(K)

)−1
(n2 + 1)hR0 v(B

n−1
1 )

(
(n2 + 1)R0

)n−1
6 c8 hR

n−1
0 . (3.4)

Из оценок (3.2), (3.3) и (3.4) вытекает оценка

N
(
Mh(e

′; e, R0)
)
6 c9R

n
0 max

{
h,R

− n
n−1

0

}
. (3.5)

Для всех γ ∈ M∗(e, R0) обозначим

M(γ) = µ ′({e ′ ∈ Sn−1 : |(e ′, |γ|−1γ)| 6 h
})
.

Тогда ∑

γ ∈M∗(e,R0)

M(γ) =

∫

Sn−1

N
(
Mh(e

′; e, R0)
)
dµ ′(e ′). (3.6)

В силу леммы 3.5 N (M∗(e, R0)) > c5R
n
0 . Поэтому из (3.5) и (3.6) следует, что существует

вектор γ ∈ M∗(e, R0), для которого

M(γ) 6 c2 max
{
h,R

− n
n−1

0

}
µ ′(Sn−1),

где c2 = c−1
5 c9. Теорема 0.6 доказана.

Финансирование. Работа поддержана программой финансирования № 121030100005-1.
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We prove absolute continuity of the spectrum of a periodic n-dimensional Schrödinger operator for n > 4.
Certain conditions on the magnetic potential A and the electric potential V +

∑
fjδSj are supposed to be

fulfilled. In particular, we can assume that the following conditions are satisfied.

(1) The magnetic potential A : Rn → R
n either has an absolutely convergent Fourier series or belongs to

the space H
q
loc(R

n;Rn), 2q > n− 1, or to the space C(Rn;Rn) ∩H
q
loc(R

n;Rn), 2q > n− 2.
(2) The function V : Rn → R belongs to Morrey space L2,p, p ∈

(
n−1
2 , n2

]
, of periodic functions (with

a given period lattice), and

lim
τ→+0

sup
0<r6τ

sup
x∈Rn

r2
((

v(Bn
r )
)−1

∫

Bn
r (x)

|V(y)|pdy
)1/p

6 C,

where Bn
r (x) is a closed ball of radius r > 0 centered at a point x ∈ R

n, Bn
r = Bn

r (0), v(B
n
r ) is volume

of the ball Bn
r , C = C(n, p;A) > 0.

(3) δSj are δ-functions concentrated on (piecewise) C1-smooth periodic hypersurfaces Sj , fj ∈ L
p
loc(Sj),

j = 1, . . . ,m. Some additional geometric conditions are imposed on the hypersurfaces Sj , and these

conditions determine the choice of numbers p > n− 1. In particular, let hypersurfaces Sj be C2-smooth,

the unit vector e be arbitrarily taken from some dense set of the unit sphere Sn−1 dependent on the

magnetic potential A, and the normal curvature of the hypersurfaces Sj in the direction of the unit

vector e be nonzero at all points of tangency of the hypersurfaces Sj and the lines {x0 + te : t ∈ R},
x0 ∈ R

n. Then we can choose the number p > 3n
2 − 3, n > 4.
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