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В конечномерном нормированном пространстве рассматривается дискретная игровая задача задан-

ной продолжительности. Терминальное множество определяется условием принадлежности нормы

фазового вектора заданному отрезку с положительными концами. Множество, определяемое данным

условием, названо в статье кольцом. В каждый момент времени вектограммой управлений первого

игрока является некоторое кольцо. Управления второго игрока в каждый момент времени берутся

из шаров с заданными радиусами. Цель первого игрока заключается в том, чтобы в фиксированный

момент времени привести фазовый вектор на терминальное множество. Цель второго игрока про-

тивоположна. В рассматриваемой задаче найдены необходимые и достаточные условия окончания

и построены оптимальные управления игроков.
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Введение

В статье рассматривается дискретный конфликтно-управляемый процесс (см., напри-

мер, [1, с. 65–87], [2–7]). Дискретные процессы управления возникают, как правило, при

решении прикладных задач. Это связано с тем, что получить информацию о состоянии

реальных управляемых систем и скорректировать в них управления (см, например, [6]) воз-

можно только в дискретные моменты времени. Кроме того, принцип действия некоторых

элементов, входящих в систему, может быть дискретным.

Задачи управления дискретными динамическими системами, подверженными воздей-

ствию со стороны неконтролируемых помех, могут быть рассмотрены в рамках теории

адаптивного управления (см, например, [2, 5]). К таким задачам применим также игровой

подход (см, например, [3, 4, 7]).

Актуальными являются дискретные задачи преследования с невыпуклым терминальным

множеством. Так, например, в работах [8,9] рассмотрена дискретная задача преследования,

в которой вектограммами игроков являются n–мерные шары, а терминальным множеством

является кольцо (множество, которое определяется условием принадлежности нормы фазо-

вого вектора отрезку с положительными концами). В работе [8] построено семейство мно-

жеств, определяющее необходимые и достаточные условия возможности окончания в этой

задаче. В работе [9] по указанному семейству множеств из [8] построены оптимальные

управления игроков. Используя построенные управления, проведено компьютерное моде-

лирование игрового процесса. Также получено решение для постановки задачи, в которой

у первого игрока в заранее неизвестный ему момент времени происходит изменение в ди-

намике

В данной статье рассматривается модификация задачи из [8, 9], в которой вектограммы

первого игрока могут быть n–мерными кольцами. Кроме того, в рассматриваемой поста-

новке задачи предполагается дискриминация первого игрока. Для данной задачи найдены

необходимые и достаточные условия окончания, а также построены соответствующие оп-

тимальные управления игроков.

48



§ 1. Постановка задачи

Рассматривается дискретная игровая задача с заданной продолжительностью N > 1,
уравнение движения в которой имеет вид:

z(i+ 1) = z(i)− u+ b(i)v, (1.1)

где z ∈ R
n, n > 1, u ∈ S(a1(i), a2(i)) — управление первого игрока, v ∈ S — управление

второго игрока, 0 6 a1(i) 6 a2(i), b(i) > 0, i = 0, N − 1. Здесь обозначено

S = {s ∈ R
n : ‖s‖ 6 1}, S(δ1, δ2) = {s ∈ R

n : δ1 6 ‖s‖ 6 δ2}

при 0 6 δ1 6 δ2.
Правило перехода от z(i) к z(i + 1), i = 0, N − 1. В момент времени i, зная значе-

ние z(i), первый игрок выбирает управление u ∈ S(a1(i), a2(i)), сообщая о своем выборе

второму игроку.

Затем второй игрок, зная z(i) и выбранное управление первого игрока, выбирает управ-

ление v ∈ S. После этого для двух выбранных управлений по формуле (1.1) реализуется

z(i+ 1).
Пусть заданы числа 0 6 ε1 6 ε2. Цель первого игрока заключается в осуществлении

включения

z(N) ∈ S(ε1, ε2). (1.2)

Цель второго игрока противоположна.

§ 2. Необходимые и достаточные условия окончания

Для каждого i = 0, N − 1 требуется определить множество позиций z(i), откуда первый

игрок может гарантировать включение (1.2) при любом допустимом управлении второго

игрока. Введем оператор программного поглощения Tk [10], который для каждого числа

k = 0, . . . , N и каждому множеству Y ⊂ R
n ставит в соответствие множество Tk(Y ), опре-

деляемое следующим образом: точка z ∈ Tk(Y ) тогда и только тогда, когда существует

управление u(k) ∈ S(a1(k), a2(k)), гарантирующее включение

z(k + 1) = z(k)− u(k) + b(k)v(k) ∈ Y

при любом управлении v(k) ∈ S второго игрока. Отсюда получим, что

Tk(Y ) = (Y −̇b(k)S) + S(a1(k), a2(k)). (2.1)

Здесь A + B — сумма Минковского множеств A + B = {z = a + b ∈ R
n : a ∈ A, b ∈ B};

A−̇B — геометрическая разность множеств A−̇B = {z ∈ R
n : z + B ⊂ A} [11].

Положим Tk(∅) = ∅. Обозначим

W (i) = Ti(Ti+1(. . . (TN−1(Y )))), i = 0, . . . , N − 1. (2.2)

Используя введенный оператор программного поглощения, получим, что множество z(i),
откуда первый игрок может гарантировать выполнение (1.2), можно записать как W (i).

Для вычисления оператора (2.1) при Y = S(ε1, ε2) потребуются следующие леммы.

Л е м м а 2.1 (см. [12]). Для любых чисел 0 6 ε1 6 ε2 и δ > 0 выполнено равенство

S(ε1, ε2) + δS = S(max(0; ε1 − δ), ε2 + δ).
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Л е м м а 2.2 (см. [12]). Для любых чисел 0 6 ε1 6 ε2 и δ > 0 выполнено равенство

S(ε1, ε2)−̇δS =

{

S(f(ε1, δ), ε2 − δ) при f(ε1, δ) + δ 6 ε2,
∅ при f(ε1, δ) + δ > ε2,

где f(0, δ) = 0 при любом δ > 0; f(σ, δ) = σ + δ при любых σ > 0 и δ > 0.

Л е м м а 2.3. Пусть заданы числа ε > 0, a > 0 и вектор z ∈ R
n (n > 1) такие, что

max(ε− a; a− ε) 6 ‖z‖ 6 a+ ε. (2.3)

Тогда существует решение уравнения ‖z − u‖ = ε при u ∈ S(a, a) ⊂ R
n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное утверждению леммы.

Пусть ‖z−u‖ > ε при любом u ∈ S(a, a). Предположим, что ‖z‖ > a. Тогда ‖z‖−a > ε.
Следовательно, a + ε < ‖z‖, что противоречит второму неравенству в (2.3). Предположим,

что ‖z‖ < a. Тогда a − ‖z‖ > ε. Следовательно, ‖z‖ < a − ε, что противоречит первому

неравенству в (2.3).

Пусть ‖z−u‖ < ε при любом u ∈ S(a, a). Тогда ‖z‖+a < ε. Следовательно, ‖z‖ < ε−a,

что противоречит первому неравенству в (2.3).

Пусть существует u1 ∈ S(a, a) такое, что ‖z − u1‖ > ε, и существует u2 ∈ S(a, a) такое,

что ‖z − u2‖ < ε. Из того, что функция g(u) = ‖z − u‖ является непрерывной, а множество

S(a, a) при n > 1 является связным компактом, следует существование решения уравнения

g(u) = ε. �

Л е м м а 2.4. Для любых чисел 0 6 δ1 6 δ2 и 0 6 ε1 6 ε2 выполнено равенство

S(ε1, ε2) + S(δ1, δ2) = S(F (δ1, δ2, ε1, ε2), δ2 + ε2), (2.4)

если S(ε1, ε2) ⊂ R
n, S(δ1, δ2) ⊂ R

n, n > 1.

Здесь обозначено

F (δ1, δ2, ε1, ε2) =

{

max(0; δ1 − ε2) при δ1 > ε1,

max(0; ε1 − δ2) при δ1 6 ε1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай δ1 6 ε1. Тогда равенство (2.4) примет вид

S(ε1, ε2) + S(δ1, δ2) = S(max(0; ε1 − δ2), δ2 + ε2). (2.5)

Пусть δ1 = 0. Тогда получим утверждении леммы 2.1 с δ = δ2.
Пусть δ1 > 0. Заметим, что, согласно лемме 2.1, имеет место равенство

S(ε1, ε2) + δ2S = S(max(0; ε1 − δ2), δ2 + ε2).

Отсюда, из разложения δ2S = δ1S ∪ S(δ1, δ2) и свойства суммы Минковского

A+ (B
⋃

C) = (A+ B)
⋃

(A+ C)

получим

(S(ε1, ε2) + δ1S)
⋃

(S(ε1, ε2) + S(δ1, δ2)) = S(max(0; ε1 − δ2), δ2 + ε2).

Если покажем включение

S(ε1, ε2) + δ1S ⊆ S(ε1, ε2) + S(δ1, δ1), (2.6)
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то получим требуемое равенство (2.5).

Пусть точка z принадлежит множеству в левой части включения (2.6). Представим z
как z = u + (z − u), где u ∈ S(δ1, δ1). Если показать включение z − u ∈ S(ε1, ε2), то это

будет означать, что z ∈ S(ε1, ε2) + S(δ1, δ1). Тогда отсюда и из произвольности z получим

включение (2.6).

Из леммы 2.1 следует равенство

S(ε1, ε2) + δ1S = S(ε1 − δ1, ε2 + δ1).

Случай 1. Пусть ε1 + δ1 < ‖z‖ 6 ε2 + δ1. Возьмем

u =
δ1z

‖z‖
∈ S(δ1, δ1).

Тогда ε1 < ‖z − u‖ = ‖z‖ − δ1 6 ε2.
Случай 2. Пусть ε1 − δ1 6 ‖z‖ 6 ε1 + δ1. Воспользуемся леммой 2.3 с ε = ε1 и a = δ1,

откуда получим, что существует u ∈ S(δ1, δ1), при котором ‖z − u‖ = ε1.
Равенство (2.4) в случае δ1 > ε1 доказывается аналогично. �

Т е о р е м а 2.1. Пусть W (N) = S(ε1, ε2). При i = 0, N − 1 множество W (i) определя-

ется следующим образом. Если W (i+ 1) = ∅, то W (i) = ∅. Иначе

W (i) =







S(f1(i), f2(i)) при f
(

f1(i+ 1), b(i)
)

6 f2(i+ 1)− b(i),

∅ при f
(

f1(i+ 1), b(i)
)

> f2(i+ 1)− b(i).

Здесь обозначено

f2(i) = f2(i+ 1) + a2(i)− b(i), (2.7)

f1(i) = F

(

f
(

f1(i+ 1), b(i)
)

, f2(i+ 1)− b(i), a1(i), a2(i)

)

. (2.8)

Доказательство теоремы 2.1 непосредственно следует из формул (2.1), (2.2) и лемм 2.2, 2.4.

§ 3. Задача преследования

Т е о р е м а 3.1. Пусть z(i) ∈ W (i), тогда найдется управление первого игрока u(i) ∈
∈ S(a1(i), a2(i)), гарантирующее выполнение включения z(i + 1) ∈ W (i + 1) при любом

управлении второго игрока v(i) ∈ S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что из условия z(i) ∈ W (i) следуют неравенства

f1(i) 6 ‖z(i)‖ 6 f2(i); (3.1)

f2(i+1)−b(i) > 0 при f1(i+1) = 0, f1(i+1)+b(i) 6 f2(i+1)−b(i) при f1(i+1) > 0. (3.2)

Кроме того, из условия W (i) 6= ∅ следует W (i+1) 6= ∅. Таким образом, для доказательства

включения z(i+ 1) ∈ W (i+ 1) достаточно показать, что

f1(i+ 1) 6 ‖z(i+ 1)‖ 6 f2(i+ 1).

Случай 1. Пусть f1(i+ 1) = 0.
Случай 1.1. Пусть a2(i) < ‖z(i)‖. Тогда первый игрок берет управление

u(i) =
a2(i)z(i)

‖z(i)‖
.

51



Отсюда, из (2.7) и второго неравенства в (3.1) получим

‖z(i+ 1)‖ 6 ‖z(i)‖ − a2(i) + b(i) 6 f2(i+ 1).

Случай 1.2. Пусть a1(i) 6 ‖z(i)‖ 6 a2(i). Тогда первый игрок берет управление

u(i) = z(i). Отсюда и из первого условия в (3.2) получим неравенства

‖z(i+ 1)‖ 6 b(i) 6 f2(i+ 1).

Случай 1.3. Пусть ‖z(i)‖ < a1(i).
Случай 1.3.1. Пусть

a1(i)− f2(i+ 1) + b(i) 6 0. (3.3)

Тогда первый игрок берет управление

u(i) =
a1(i)z(i)

‖z(i)‖
при ‖z(i)‖ > 0, u(i) = a1(i)s при ‖z(i)‖ = 0. (3.4)

где s — любой вектор с ‖s‖ = 1. Отсюда, используя (3.3), получим неравенства

‖z(i+ 1)‖ 6 ‖z(i)− u(i)‖+ b(i) 6 a1(i) + b(i) 6 f2(i+ 1).

Случай 1.3.2. Пусть f1(i) = a1(i) − f2(i + 1) + b(i) > 0. Следовательно, выполнены

неравенства

a1(i)− f2(i+ 1) + b(i) 6 ‖z(i)‖ < a1(i). (3.5)

Покажем, что при u(i) (3.4) верно неравенство ‖z(i) − u(i)‖ 6 f2(i + 1) − b(i). Пред-

положим противное ‖z(i) − u(i)‖ > f2(i + 1) − b(i). Тогда, используя второе неравенство

из (3.5), имеем a1(i) − ‖z(i)‖ > f2(i + 1) − b(i). Отсюда получим противоречие с первым

неравенством из (3.5).

Таким образом, получим

‖z(i+ 1)‖ 6 ‖z(i)− u(i)‖+ b(i) 6 f2(i+ 1)− b(i) + b(i) = f2(i+ 1).

Случай 2. Пусть f1(i+ 1) > 0.
Учитывая второе неравенство в (3.2), предположим, что первый игрок выбрал такое

управление u(i) ∈ S(a1(i), a2(i)), что

f1(i+ 1) + b(i) 6 ‖z(i)− u(i)‖ 6 f2(i+ 1)− b(i). (3.6)

Тогда, согласно (1.1),

f1(i+ 1) 6 ‖z(i)− u(i)‖ − b(i) 6 ‖z(i+ 1)‖ 6 ‖z(i)− u(i)‖+ b(i) 6 f2(i+ 1).

Далее, для различных случаев построим u(i) ∈ S(a1(i), a2(i)), при которых выполняются

неравенства (3.6).

Случай 2.1. Пусть

f2(i+ 1)− b(i) + a1(i) 6 ‖z(i)‖ 6 f2(i+ 1)− b(i) + a2(i).

Первый игрок берет управление

u(i) = z(i)−
(f2(i+ 1)− b(i))z(i)

‖z(i)‖
∈ S(a1(i), a2(i)).

Тогда ‖z(i)− u(i)‖ = f2(i+ 1)− b(i), откуда следует выполнение (3.6).
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Случай 2.2. Пусть

f1(i+ 1) + b(i) + a1(i) < ‖z(i)‖ < f2(i+ 1)− b(i) + a1(i). (3.7)

Первый игрок берет управление u(i) (3.4). Можно показать, что ‖z(i)−u(i)‖ = ‖z(i)‖−a1(i).
Отсюда и из (3.7) получим неравенства

f1(i+ 1) + b(i) < ‖z(i)− u(i)‖ < f2(i+ 1)− b(i),

а, следовательно, z(i)− u(i) удовлетворяет (3.6).

Случай 2.3. Пусть

max(a1(i)− f1(i+ 1)− b(i); f1(i+ 1) + b(i)− a1(i)) < ‖z(i)‖ 6 a1(i) + f1(i+ 1) + b(i).

Воспользуемся леммой 2.3 с ε = f1(i+1)+b(i) и a = a1(i), откуда получим, что существует

u(i) ∈ S(a1(i), a1(i)) ⊂ S(a1(i), a2(i)), при котором ‖z(i)− u(i)‖ = f1(i+ 1) + b(i).
Случай 2.4. Пусть

f1(i) 6 ‖z(i)‖ 6 max(a1(i)− f1(i+ 1)− b(i); f1(i+ 1) + b(i)− a1(i)). (3.8)

Случай 2.4.1. Пусть a1(i) > f1(i+1)+b(i). Тогда, согласно (2.8), неравенства (3.8) примут

вид

max(a1(i)− f2(i+ 1) + b(i); 0) 6 ‖z(i)‖ 6 a1(i)− f1(i+ 1)− b(i). (3.9)

Первый игрок берет управление u(i) (3.4). Можно показать, что ‖z(i)−u(i)‖ = a1(i)−‖z(i)‖.
Отсюда и из (3.9) следует

−f2(i+ 1) + b(i) 6 ‖z(i)‖ − a1(i) = −‖z(i)− u(i)‖ 6 −f1(i+ 1)− b(i).

Отсюда получим, что для z(i)− u(i) выполнены неравенства (3.6).

Случай 2.4.2. Пусть a1(i) 6 f1(i+1)+b(i). Тогда, согласно (2.8), неравенства (3.8) примут

вид

max(f1(i+ 1) + b(i)− a2(i); 0) 6 ‖z(i)‖ 6 f1(i+ 1) + b(i)− a1(i).

Первый игрок берет управление

u(i) = z(i)−
(f1(i+ 1) + b(i))z(i)

‖z(i)‖
∈ S(a1(i), a2(i)).

Тогда ‖z(i)− u(i)‖ = f1(i+ 1) + b(i). �

З а м е ч а н и е 1. Покажем, как можно построить управление u(i) в случае 2.3 доказательства

теоремы 3.1. Отметим, что в данном случае ‖z(i)‖ > 0. Будем искать вектор u(i) как линейную

комбинацию следующего вида:

u(i) = d1
z(i)

‖z(i)‖
+ d2w̃, (3.10)

где d1, d2 ∈ R; w̃ ∈ R
n — любой вектор, для которого выполнено 〈z(i), w̃〉 = 0 и ‖w̃‖ = 1. Здесь

〈·, ·〉 — скалярное произведение в R
n. Согласно случаю 2.3 доказательства предыдущей теоремы,

вектор u(i) удовлетворяет следующим равенствам

‖z(i)− u(i)‖ = f1(i+ 1) + b(i), (3.11)

‖u(i)‖ = a1(i). (3.12)

Поставим (3.10) в (3.11) и в (3.12). Получим равенства

(‖z(i)‖ − d1)
2 + d22 = (f1(i+ 1) + b(i))2,
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d21 + d22 = (a1(i))
2,

соответственно. Отсюда получим

d1 =
‖z(i)‖2 + (a1(i))

2 − (f1(i+ 1) + b(i))2

2‖z(i)‖
,

d2 = ±

√

(a1(i))2 −

(

‖z(i)‖2 + (a1(i))2 − (f1(i+ 1) + b(i))2

2‖z(i)‖

)2

.

§ 4. Задача уклонения

Т е о р е м а 4.1. Пусть z(i) /∈ W (i), тогда для любого управления первого игрока u(i) ∈
∈ S(a1(i), a2(i)) найдется управление второго игрока v(i) ∈ S, гарантирующее выполнение

условия z(i+ 1) /∈ W (i+ 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о.

Случай 1. Пусть W (i) 6= ∅ и W (i + 1) 6= ∅. Тогда условие z(i) /∈ W (i) равносильно

выполнению одного из неравенств ‖z(i)‖ > f2(i) или ‖z(i)‖ < f1(i).
Случай 1.1. Пусть ‖z(i)‖ > f2(i). Тогда второй игрок берет управление

v(i) =
z(i)− u(i)

‖z(i)− u(i)‖
при ‖z(i)− u(i)‖ > 0; v(i) = s при ‖z(i)− u(i)‖ = 0, (4.1)

где s — любой вектор с ‖s‖ = 1. Отсюда, из (1.1) и (2.7) получим

‖z(i+ 1)‖ = ‖z(i)− u(i)‖+ b(i) > ‖z(i)‖ − a2(i) + b(i) > f2(i+ 1).

Случай 1.2. Пусть

‖z(i)‖ < f1(i). (4.2)

Случай 1.2.1. Пусть

f1(i) = f1(i+ 1)− a2(i) + b(i). (4.3)

Отметим, что в этом случае f1(i+ 1) > 0.
Пусть ‖z(i)− u(i)‖ > b(i). Тогда второй игрок берет управление

v(i) = −
z(i)− u(i)

‖z(i)− u(i)‖
.

Отсюда, из (4.2) и (4.3) получим

‖z(i+ 1)‖ = ‖z(i)− u(i)‖ − b(i) 6 ‖z(i)‖+ a2(i)− b(i) < f1(i+ 1).

Пусть ‖z(i)− u(i)‖ 6 b(i). Тогда второй игрок берет управление

v(i) = −
z(i)− u(i)

b(i)
при b(i) > 0; v(i) = s при b(i) = 0,

где s — любой вектор с ‖s‖ = 1. Отсюда получим

‖z(i+ 1)‖ = 0 < f1(i+ 1).

Случай 1.2.2. Пусть

f1(i) = a1(i)− f2(i+ 1) + b(i). (4.4)
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Тогда второй игрок берет управление (4.1). Отсюда, из (4.2) и (4.4) следуют неравенства

‖z(i+ 1)‖ = ‖z(i)− u(i)‖+ b(i) > ‖u(i)‖ − ‖z(i)‖+ b(i) >

> a1(i)− ‖z(i)‖+ b(i) > f2(i+ 1).

Случай 2. Пусть W (i) = ∅ и W (i+ 1) 6= ∅. Из этих условий следует, что

f2(i+ 1)− b(i) < 0 при f1(i+ 1) = 0, f2(i+ 1)− b(i) < f1(i+ 1) + b(i) при f1(i+ 1) > 0.

Таким образом, при любом u(i) ∈ S(a1(i), a2(i)) должно выполниться одно из неравенств

‖z(i)− u(i)‖ > f2(i+ 1)− b(i) (4.5)

или

‖z(i)− u(i)‖ < f1(i+ 1) + b(i). (4.6)

Причем неравенство (4.6) может быть выполнено только при f1(i+ 1) > 0.
Пусть выполнено неравенство (4.5). Заметим, что управление (4.1) гарантирует равен-

ство ‖z(i+ 1)‖ = ‖z(i)− u(i)‖+ b(i). Отсюда получим ‖z(i+ 1)‖ > f2(i+ 1).
Пусть выполнено неравенство (4.6). Заметим, что управление v(i), описанное в слу-

чае 1.2.1 доказательства данной теоремы, гарантирует равенство

‖z(i+ 1)‖ = max(‖z(i)− u(i)‖ − b(i); 0).

Отсюда получим ‖z(i+ 1)‖ < f1(i+ 1).
Случай 3. Пусть W (i + 1) = ∅. Тогда второй игрок может брать любое управление

v(i) ∈ S. �

Финансирование. Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ (проект

№ 19-11-00105).
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In a normed space of finite dimension, a discrete game problem with fixed duration is considered. The

terminal set is determined by the condition that the norm of the phase vector belongs to a segment

with positive ends. In this paper, a set defined by this condition is called a ring. At each moment,

the vectogram of the first player’s controls is a certain ring. The controls of the second player at each

moment are taken from balls with given radii. The goal of the first player is to lead a phase vector to the

terminal set at a fixed time. The goal of the second player is the opposite. In this paper, necessary and

sufficient termination conditions are found, and optimal controls of the players are constructed.
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