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Рассматривается задача маршрутизации транспорта, который движется в среде с динамически из-

меняющимися свойствами. Постановка задачи очень актуальна в современных условиях, когда сто-

имость доставки имеет устойчивую тенденцию к росту и, зачастую, сопоставима со стоимостью

самого товара. Отличительной особенностью исследования является то, что в качестве критерия оп-

тимальности принимается минимум времени доставки, а не пройденное при этом расстояние, как

в большинстве работ, посвященных данной тематике. В качестве инструмента исследования при-

меняется развиваемый авторами оптико-геометрический подход, основанный на аналогии между

распространением света в оптически неоднородной среде и минимизацией интегрального функци-

онала. При этом для описания волновых фронтов используются точные и приближенные решения

уравнений эйконала. Предложены и программно реализованы два оригинальных численных алго-

ритма построения маршрута. Выполнен вычислительный эксперимент, показавший эффективность

предложенного модельно-алгоритмического инструментария.
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Введение

Задачи маршрутизации транспорта играют важную роль в современной транспортной

логистике. В условиях, когда стоимость доставки часто бывает сопоставима со стоимостью

самого товара, а скорость доставки — один из главных приоритетов, задача нахождения

оптимального маршрута приобретает огромное значение. Весь спектр возникающих задач

можно разделить на два класса: маршрутизация на графе и бесконечномерная маршрути-

зация. К первому классу относятся задача о коммивояжере, ее многочисленные варианты

и обобщения [1–5], ко второму — задачи прокладки воздушных или морских маршрутов,

а также наземных маршрутов с бесконечным числом допустимых траекторий [6–9]. Дан-

ные задачи, как известно, относятся к классу NP-трудных.

В классических задачах маршрутизации, как правило, ключевую роль играют расстояние

между пунктами и ограничения, связанные непосредственно с транспортными средствами

(вместимость, рабочая скорость, расход топлива и так далее), а внешние факторы, влия-

ющие на скорость движение транспорта, считаются постоянными, то есть внешняя среда

рассматривается как статическая. Методы решения таких задач основаны на теории гра-

фов, наиболее известными являются алгоритмы Дейкстры [10], Флойда–Уоршелла [11, 12],

A* [13], D* [14]. Их удобно использовать в статической среде, поскольку построение графа

требует использование полной априорной информации. Иначе говоря, при описании окру-

жающей среды не учитываются факторы, изменение которых влияет на движение транс-

портных средств.

Однако в ряде случаев подобными изменениями влияния окружающей среды нельзя

пренебречь [15–18], в частности, когда появляются препятствия, которые могут либо дви-

гаться, либо изменять свою форму. При решении задачи маршрутизации в динамической
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среде обычно используются эвристические стратегии поиска, которые дают приемлемое ре-

шение задачи в большинстве значимых случаев. Типичный пример эвристической страте-

гии — динамический вариант алгоритма А*. Сам по себе A* не обрабатывает такие аспекты,

как перемещение препятствий, изменение карты, оценку опасных областей, радиусы пово-

рота, размеры объектов, сглаживание путей. Тем не менее, за счет специального выбора

эвристической функции близости к цели на его основе разработаны алгоритмы, позволяю-

щие учесть указанные ограничения.

Так, в работе [19] представляется два алгоритма для нахождения пути движения в сре-

де со статическими и динамическими препятствиями. Оба алгоритма построены на осно-

ве алгоритма A*. В случае динамических препятствий последние движутся с известными

скоростью и направлением. В работе [20] рассматривается задача автономной навигации

беспилотного летательного аппарата и предлагается алгоритм, позволяющий строить тра-

ектории движения без столкновений с динамическими объектами. В работах [21,22] авторы

вместе с А* применяют подход адаптивной размерности (adaptive dimensionality approach)

для построения маршрута в среде с подвижными препятствиями с известными траектория-

ми. Отметим также работы [23,24], где перед применением А* выполняется дискретизации

окружающей среды в виде графа путевых точек, а в процессе решения используется филь-

трация путевых точек и разбиение границ для уменьшения размера графа.

Отдельный класс задач построения траектории движения для роботов составляют зада-

чи, в которых движения препятствий заранее неизвестны [25–27]. Для разработки процеду-

ры навигации мобильных роботов в динамической среде в работе [28] авторы предложили

подход на основе быстрого исследования случайного дерева (rapidly exploring random tree).

Данный подход позволяет найти маршрут быстро, но не гарантирует его оптимальность.

В работе [29] рассматривается задача об изменении спланированного маршрута при изме-

нении расположения препятствий или появлении новых препятствий. Авторы предложили

метод деформирования спланированного пути таким образом, что робот огибает препят-

ствия.

Современные исследования в области маршрутизации затрагивают и случаи, когда ра-

бочее пространство достаточно быстро меняется. В таких случаях траектории движения

необходимо определять в режиме реального времени, чтобы решение было корректно, пока

среда не изменилась снова. Например, в работе [15] авторы определяют операции перепла-

нирования, которые должны быть завершены в течение 200 мс, чтобы имитировать время

реакции человека.

В работах [16–18] рассматривается задача формирования оптимальных маршрутов дви-

жения объектов с учетом прогноза погодных условий. Целью является отыскание траекто-

рии движения, для которой либо время движения, либо расход топлива будут минималь-

ны. При формировании маршрутов учитываются статические препятствия и динамические

ограничения. Последние — это запрещенные для движения зоны с опасными погодными

условиями.

При исследовании проблемы построения маршрута для автономных подводных робо-

тов в работах [30, 31] представлен двухуровневый подход к решению задачи динамической

маршрутизации группы подводных роботов, в соответствии с которым они должны посе-

тить и обследовать заданное множество целей с рекомендуемой частотой. Задача маршрути-

зации заключается в построении такого допустимого группового маршрута, который обес-

печивает своевременное обследование всех целей в условиях периодической смены состава

действующей группировки для осуществления подзарядки аккумуляторных батарей.

Таким образом, можно утверждать, что задачи, связанные с построением маршрутов как

в статической, так и в динамической средах, не теряют своей актуальности. В настоящей ра-

боте рассматривается проблема построения оптимального маршрута в динамической среде,

которая изменяет свое состояние через определенные промежутки времени. Целью является
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построение быстрейшего маршрута между двумя точками с обходом барьеров и уклонени-

ем от динамических препятствий. Предлагаемые алгоритмы основаны на разрабатываемом

авторами оптико-геометрическом подходе, который, в свою очередь, базируется на аналогии

между распространением света в неоднородной среде и нахождением минимума интеграль-

ного функционала [33].

§ 1. Постановка задачи и метод решения

Пусть в области X ⊂ R
2 заданы точки A(xa, ya), B(xb, yb) и функция f(t, x, y) > 0 —

мгновенная скорость движения в каждой точке (x, y) ∈ X , причем если f(t, x, y) = 0,
то прохождение через эту точку запрещено. Функция f(t, x, y) — кусочно непрерывна по

пространственным переменным x, y и кусочно постоянна по t с известными точками пере-

ключения ti, i = 1, . . . , n. Требуется найти маршрут, доставляющий минимум функционалу
∫

G

dG

f(t, x, y)
→ min

G∈G(A,B)
, (1)

где G(A,B) — множество всех непрерывных кривых, соединяющих точки A и B.

С точки зрения геометрической оптики, интеграл (1) определяет время, за которое свет,

выпущенный их точки A, достигает точки B, двигаясь в оптически неоднородной сре-

де [33]. Согласно принципу Гюйгенса любую точку области X , которой свет уже достиг,

можно рассматривать в качестве самостоятельного источника света [34]. Таким образом,

выпустив световую волну из точки A, можно построить траекторию ее движения и зафикси-

ровать фотон, который первым достигнет точки B. Далее, двигаясь в обратном направлении

по времени, можно восстановить траекторию движения этого фотона, которая и будет иско-

мой кривой. При этом очевидно, что если задача разрешима, то будет найдено глобальное

решение.

Поскольку среда является кусочно постоянной по времени, ключевым моментом здесь

является построение фронта световой волны в моменты смены состояния. Указанные фрон-

ты определяются из решения уравнения эйконала [35], которое представляет собой нели-

нейное неоднородное дифференциальное уравнение в частных производных первого по-

рядка

‖∇u(x)‖ = 1/f(x), (2)

где ∇ — оператор градиента, ‖·‖ — евклидова норма.

Линии уровня искомой функции u(x) = const задают положения фронта волны в раз-

личные моменты времени.

Решение уравнения (2) является отдельной задачей. Отметим, что для определенных

классов функции f(x) известны точные решения и, соответственно, формы лучей и фрон-

тов [36, 37], в общем случае решение строится численно [38].

§ 2. Алгоритмы и вычислительный эксперимент

Для решения задачи (1) мы предлагаем два алгоритма, основанных на одних и тех же

принципах распространения света в оптически неоднородной среде, но отличающиеся стра-

тегией поиска пути. Поскольку функция f(t, x, y) кусочно постоянна по t, на каждом отрез-

ке времени [ti−1, ti) ее можно заменить функцией fi(x, y), не зависящей от t.
Идея первого алгоритма состоит в следующем. На первом этапе необходимо решить

уравнение эйконала (2) с источником в начальной точке A(xa, ya) и f(x) ≡ f1(x, y), и опре-

делить фронт t1 = u(x). На втором шаге в качестве источника выступает найденный фронт,

а f(x) ≡ f2(x, y). Процесс продолжается до тех пор пока фронт световой волны не до-

стигнет точки B(xb, yb). Оптимальный маршрут строится попятным движением из точ-

ки B(xb, yb).
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Достоинством данного алгоритма является то, что он гарантирует нахождение глобаль-

ного решения, поскольку вместе с фронтами световой волны определяются и кратчайшие

пути движения фотонов. Кроме того, он не требует введения сетки. Недостатком же явля-

ется необходимость решения уравнения (2) с распределенным источником.

В основе второго алгоритма лежит идея прицеливания. На первом этапе также необхо-

димо решить уравнение эйконала (2) с источником в начальной точке A и f(x) ≡ f1(x, y).
В отличие от первого алгоритма, здесь мы не ограничимся промежутком времени [0, t1],
а определим фронт, проходящий через точку и найдем маршрут, который является опти-

мальным, если tB 6 t1, где tB — время достижения точки B. Иначе говоря, если среда

не успевает измениться, двигаясь по найденному маршруту, найдем точку A1, которую

достигнет световая волна за время t1. На следующем этапе будем решать уравнение (2)

с источником в точке A1 и f(x) ≡ f2(x, y). Процесс продолжается до достижения точки B.

Достоинством данного алгоритма является то, что он работает только с точечными ис-

точниками в уравнении эйконала. Недостаток же заключается в том, что нахождение опти-

мальных путей на каждом отрезке времени не гарантирует оптимальность пути в целом.

Алгоритмы реализованы на языке программирования C# с использованием Visual

Studio 2012.

Перейдем к примерам. Расчеты выполнены с использованием ПК следующей конфигу-

рации: Intel(R) Core(TM) i5-3570K (частота 3.4 ГГц, 8 Гб ОЗУ) и операционная система

Windows 10.

П р и м е р 1. Для оценки работоспособности предложенных алгоритмов рассмотрим

задачу, описанную в работе [32]: требуется построить маршрут между двумя точками на

плоскости при наличии с неподвижных и подвижных препятствий и известным законом

движения. Кроме появления подвижного препятствия других изменений среды не происхо-

дит. В этом случае функция f(t, x, y) принимает только два значения: 0, если препятствие

есть, и 1, если его нет. Следовательно, здесь используется евклидово расстояние, тогда

кратчайший маршрут будет и быстрейшим, поэтому, следуя работе [32], будем сравнивать

длины маршрутов и процессорное время решения задачи. Рассмотрим два случая.

А. Все препятствия являются неподвижными. Результаты решения представлены в таб-

лице 1. На рис. 1, а показаны маршруты, найденные в [32], на рис. 1, б и 1, в — полученные

с помощью алгоритмов 1 и 2, соответственно.

Таблица 1. Результаты вычисления длины маршрута в динамической среде

Алгоритм Fuzzy Genetic Potential Road А* Lateral Алг. 1 Алг. 2
logic alg. field map accelerat.

Время расчета (с) 0.763 2.827 0.383 2.122 2.551 0.462 1.061 0.717
Длина (м) 18.807 16.534 5.881 17.672 18.120 16.246 13.259 13.475

Из таблицы 1 можно видеть, что алгоритм 1 нашел наилучшее решение за конкуренто-

способное время.
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Рис. 1. Результаты расчетов
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Б. Пусть кроме неподвижных препятствий имеется одно подвижное препятствие с из-

вестной траекторией движения. Найденные маршруты представлены на рис. 2: 2, а — марш-

рут из работы [32], 2, б, 2, в и 2, г показывают конфигурацию препятствий и оптимальный

маршрут, найденный алгоритмом 1, в разные моменты времени. Можно видеть, что длина

маршрута, построенного алгоритмом 1, меньше представленного маршрута в работе [32].

Start

Target

а) б) в) г)

Рис. 2. Результаты расчетов в случае подвижного препятствия

П р и м е р 2. Среда описывается линейной функцией f(t, x, y) = 1 + atx. Рассмотрим

следующие случаи.

А. Среда является статической, коэффициент at = 1. Построенные маршруты представ-

лены на рис. 3. Здесь и далее, рисунок а соответствует первому алгоритму, рисунок б —

второму.

а) l = 96.6577 б) l = 96.9380

Рис. 3. Маршруты в линейной статической среде

Из рис. 3 можно видеть, что маршрут, построенный алгоритмом 2, не оптимален и имеет

изломы. Тем не менее, маршруты имеют похожую конфигурацию и сопоставимое время

преодоления: 96.6577 и 96.9380 для первого и второго алгоритмов, соответственно.

Б. Среда изменяется через интервал времени ∆t = 5 следующим образом: a0 = 1;
at+∆t = at+∆a. Результаты расчетов представлены в таблице 2, здесь T — время, требуемое

на преодоление маршрута.

Из таблицы 2 видно, что с увеличением коэффициента at растет относительная погреш-

ность, то есть чем быстрее изменяется среда, тем хуже работает алгоритм 2.

П р и м е р 3. Функция среды определяется формулами:

R = 32
√

(x− at)2 + (y − bt)2 + 0.001, f(t, x, y) = 1 + 4
sin(R)

R
. (3)
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Таблица 2. Результаты вычислений для динамической среды

Алгоритм 1 Алгоритм 2 Относительная

∆a T Число точек T Число точек погрешность

переключения переключения %

0.01 91.3969 21 93.3569 22 2.14

0.02 87.2273 20 90.3618 21 3.59

0.03 83.2703 20 87.6626 21 5.27

0.04 79.6980 20 85.2378 20 6.95

0.05 77.3283 19 83.1172 20 7.49

0.10 66.2915 18 75.0979 18 13.28

0.15 59.2706 17 69.6506 18 17.51

0.20 54.5402 16 65.4354 16 19.98

Рассмотрим следующие случаи.

А. Среда является статической: at = 0.5; bt = 0.5.

а) l = 137.6679 б) l = 138.1335

Рис. 4. Маршруты в статической среде

Б. Функция среды изменяется следующим образом: bt = 0.5; a0 = 0; at+∆t = at + 0.02.
Построенные маршруты показаны на рис. 5.

Отметим, что в случае статической среды конфигурация построенных маршрутов раз-

личаются незначительно. Напротив, для динамической среды траектории существенно от-

личаются. Также в последнем случае растет и погрешность.

П р и м е р 4. Зададим среду следующим образом:

• на интервале времени [0, 50] среда статическая, то есть f(t, x, y) ≡ 1;

• начиная с t = 50, функция среды определяется формулой

f(t, x, y) = 1− e−at((x−0.5)2+(y−0.5)2), (4)

где a50 = 80, at+∆t = at − 1.

Подобное задание среды означает, что скорость движения тем меньше, чем ближе к цен-

тру области, точка (0.5, 0.5) является непроходимой. С течением времени скорость движе-

ния возрастает. Оптимальный маршрут показан на рис. 6.
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а) l = 133.4887 б) l = 136.9403

Рис. 5. Маршруты в динамической среде

а) l = 150.5003 б) l = 153.2397

Рис. 6. Маршруты в динамической среде

Из рис. 6 можно видеть, что на отрезке времени [0, 50] путь, найденный алгоритмом 2,

является отрезком прямой, соединяющей точки A и B; когда же скорость движения замед-

ляется, алгоритм начинает обходить «медленный» участок. Алгоритм 1 за счет нахождения

всего фронта волны сразу корректирует траекторию, чтобы обойти медленный участок по

более выигрышному маршруту.

§ 3. Заключение

В ходе работы были рассмотрены известные задачи о построении оптимального марш-

рута между двумя пунктами в динамической среде. Тематика весьма актуальная и востре-

бованная, в первую очередь, в связи с многочисленными приложениями. Особенностью

настоящего исследования, отличающей его от большинства аналогичных (см. библиогра-

фический обзор), является то, что в качестве расстояния между точками рассматривается

минимальное время, необходимое для перемещения между ними. Кроме того, авторы при

построении маршрутов использовали решения уравнения эйконала, что позволило отказать-

ся от рассмотрения задачи на графе.

Для построения решения авторы предложили два алгоритма на основе оптико-геомет-

рического подхода, которые позволяют строить маршруты не только в обычной среде, но

и в динамической среде с неевклидовой метрикой. При этом первый алгоритм обеспечи-

вает оптимальное решение, второй же позволяет быстро находить допустимое решение.

В ходе проведенных вычислительных экспериментов эти алгоритмы показали свою работо-
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способность в различных случаях. Более того, при решении тестовых задач предложенный

подход в ряде случае показал преимущество перед известными, хотя, строго говоря, ав-

торы не ставили перед собой задачу разработки наилучшего метода построения решения

рассмотренной задачи. Главной целью исследования являлся перенос разработанного ранее

для статической среды модельно-алгоритмического инструментария на новый класс задач,

что и было успешно реализовано.

В дальнейшем авторы планируют развивать предложенные алгоритмы для учета размера

движущегося объекта в динамической среде с подвижными препятствиями. Стратегической

целью работ, началом которых, как рассчитывают авторы, станет настоящая статья, является

построение оптимальных покрытий и упаковок в динамической среде.

Финансирование. Исследования выполнены в рамках госзадания Минобрнауки России по

проекту «Теоретические основы, методы и высокопроизводительные алгоритмы непрерыв-

ной и дискретной оптимизации для поддержки междисциплинарных научных исследова-

ний», № гос. регистрации: 121041300065-9.
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mogeneous medium and the minimization of the integral functional, is used as a research tool. We use
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is performed that justified the effectiveness of the proposed model-algorithmic tools.
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