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Об управлении верхним показателем Боля 
линейных периодических систем  
в бесконечномерных пространствах

В.А. Зайцев

УдМУртскИй ГосУдарствеННый УНИверсИтет (Ижевск)
UnivesiTäT würzBUrg (würzBUrg)

Рассматривается линейная система управления в бесконечномерном 
пространстве, с непрерывным временем, с переменными линейными 
ограниченными операторными коэффициентами, периодическими 
по времени. Управление в системе имеет форму линейной обратной 
связи по состоянию с переменной линейной ограниченной операторной 
функцией усиления. Исследуется проблема управления верхним пока-
зателем Боля замкнутой системы. Установлено, что если исходная 
система в точности управляема, то верхний показатель Боля зам-
кнутой системы глобально управляем.

Ключевые слова: линейная система управления, бесконечномерное 
пространство, обратная связь, точная управляемость, верхний пока-
затель Боля.

Одной из классических задач математической теории управления 
является задача модального управления (или, по-другому, задача раз-
мещения собственных значений). В этой задаче требуется для линей-
ной автономной управляемой системы (в конечномерном прост- 
ранстве)

построить управление в виде линейной автономной статической обрат-
ной связи по состоянию

u = Kx
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так, чтобы замкнутая система

имела произвольное (допустимое) наперед заданное расположение 
спектра собственных значений в комплексной плоскости. В указан-
ной постановке эта задача была решена в работе [1] для комплекс-
ного фазового пространства, в работе [2] для вещественного фазового 
пространства. Исходя из этих результатов, можно сделать выводы 
о глобальной управляемости других асимптотических характери-
стик замкнутой системы (таких, как характеристические показа-
тели Ляпунова, генеральные показатели Боля, центральные показа-
тели Винограда и т.п.), в частности выводы о стабилизации управ-
ляемых систем. Позже результаты о модальном управлении были 
обобщены на периодические системы [3], а впоследствии и на произ-
вольные нестационарные линейные управляемые системы с непре-
рывным временем в конечномерном пространстве [4]. Достаточные 
условия для глобальной управляемости показателей Боля нестаци-
онарных систем в конечномерных пространствах были получены в 
работах [5, 6].

Задача управления спектром для линейных автономных управляе-
мых систем в бесконечномерном гильбертовом пространстве посред-
ством статической обратной связи по состоянию была решена в рабо-
тах [7—9]. Перенос этих результатов на нестационарные системы в бес-
конечномерных пространствах встречает существенные трудности 
даже на уровне определений: для таких систем требуется корректное 
и содержательное обобщение понятия спектра. Для таких понятий, 
как верхний показатель Боля и старший показатель Ляпунова, такое 
обобщение существует (см. [10]), и возможна корректная постановка 
задачи об управлении этими асимптотическими характеристиками. 
В настоящей работе установлены достаточные условия глобальной 
управляемости верхнего показателя Боля линейной нестационарной 
периодической системы в бесконечномерном гильбертовом простран-
стве посредством линейной статической нестационарной обратной 
связи. Полученные результаты вносят новый вклад в теорию управ-
ления асимптотическими характеристиками нестационарных систем 
в бесконечномерных пространствах.
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Рассмотрим линейную управляемую систему

 (1)

Здесь t Î R, x Î X u Î U; X, U — бесконечномерные банаховы про-
странства; при каждом t операторы A(t): X → X и B(t): U → X явля-
ются линейными ограниченными операторами; функции A(t), B(t) 
кусочно непрерывны по t и равномерно ограничены по норме на R. 
Через Φ(t, s) обозначим эволюционный оператор [10, c. 147] свободной  
системы

 (2)

Допустимыми управлениями в системе (1) на промежутке [t0, t1], по 
определению, являются функции u(•) Î Lp([t0, t1], U), p ≥ 1. Для вся-
кого допустимого управления u(•) существует единственное реше-
ние задачи Коши (1) с начальным условием x(t0) = x0, выражаемое 
формулой

Верхним показателем Боля [10, c. 172] системы (2) называется число

Верхний показатель Боля системы (2) характеризует асимптотиче-
ское поведение решений системы (2): условие отрицательности верхнего 
показателя Боля является необходимым и достаточным условием рав-
номерной экспоненциальной устойчивости всех решений системы (2).

Определение 1. Система (1) называется в точности управляемой 
на промежутке [t0, t1], если для любых x0, x1 Î X существует допусти-
мое управление u(t), t Î [t0, t1], переводящее решение системы (1) из 
точки x(t0) = x0 в точку x(t1) = x1.
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Предположим, что управление в системе (1) имеет вид линейной 
обратной связи по состоянию

u(t) = K(t)x(t), (3)

где оператор K(t): X → U является линейным ограниченным при каж-
дом t Î R, функция K(t) кусочно непрерывна по t и равномерно огра-
ничена по норме на R. Операторную функцию обратной связи, удов-
летворяющую таким условиям, называем допустимой. Замкнутая 
система (1), (3) принимает вид

 (4)

Определение 2. Говорят, что верхний показатель Боля системы (1) 
глобально управляем посредством линейной обратной связи по состо-
янию (3), если для любого μ Î R существует допустимая операторная 
функция обратной связи K(•) такая, что для показателя Боля замкну-
той системы (4) имеет место равенство

β(A + BK) = μ.

Предположим, что выполнены следующие условия:
(a) X и U — сепарабельные гильбертовы пространства;
(b) система (1) является периодической, т.е. существует ω > 0 такое, 

что для всех t Î R выполнены равенства:

A(t + ω) = A(t), B(t + ω) = B(t).

Теорема 1. Пусть выполнены условия (a) и (b). Предположим, что 
система (1) в точности управляема на некотором промежутке [t0, 
t1]. Тогда верхний показатель Боля системы (1) глобально управляем 
посредством линейной обратной связи по состоянию (3).

Теорема 2. Пусть выполнены условия (a) и (b). Предположим, что 
система (1) в точности управляема на некотором промежутке [t0, t1]. 
Тогда система (1) равномерно экспоненциально стабилизируема с про-
извольным наперед заданным показателем устойчивости посредством 
линейной обратной связи по состоянию (3).
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