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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ПРОСТОГО ПРЕСЛЕДОВАНИЯ ДВУХ ЖЕСТКО
СКООРДИНИРОВАННЫХ УБЕГАЮЩИХ

В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой пресле-

дователей двух убегающих, описываемая системой вида

żij = ui − v, ui, v ∈ V.

Предполагается, что убегающие используют одно и то же управление. Преследователи используют

контрстратегии на основе информации о начальных позициях и предыстории управления убегаю-

щих. Множество допустимых управлений V — шар единичного радиуса с центром в начале коорди-

нат, целевые множества — начало координат. Целью группы преследователей является поимка хотя

бы одного убегающего двумя преследователями или поимка двух убегающих. В терминах начальных

позиций и параметров игры получено достаточное условие поимки. При исследовании в качестве

базового используется метод разрешающих функций, позволяющий получить достаточные условия

разрешимости задачи сближения за некоторое гарантированное время.
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Введение

Теория лифференциальных игр, создание которой начал Р. Айзекс [1], в настоящее время

представляет собой глубокий содержательный раздел математики, в котором развиваются

различные подходы к анализу конфликтных ситуаций, описываемых дифференциальными

уравнениями [2–8]. Были разработаны различные методы решения игровых задач: метод

Айзекса, метод стабильных мостов Красовского, метод альтернированного интеграла Понт-

рягина и другие. Развитием данной теории стало изучение задачи преследования группой

преследователей и задачи уклонения от группы преследователей одного убегающего [9–15].

Естественным обобщением данных задач группового преследования является ситуация кон-

фликтного взаимодействия группы преследователей и группы убегающих Целью группы

преследователей является поимка заданного числа убегающих, цель группы убегающих

противоположна. Задача уклонения хотя бы одного убегающего от группы преследовате-

лей из любых начальных позиций рассматривалась в работах [16–18]. Достаточные условия

уклонения хотя бы одного убегающего из счетного числа убегающих от счетного числа пре-

следователей в задаче простого преследования с интегральными ограничениями на управ-

ления представлены в [19]. В работах [20–23] получены достаточные, а в некоторых случаях

и необходимые условия поимки хотя бы одного убегающего при условии, что участники об-

ладают равными возможностями, а все убегающие используют одно и то же управление. За-

дача о поимке заданного числа убегающих при условии, что участники обладают равными

возможностями, убегающие используют программные стратегии, каждый преследователь

ловит не более одного убегающего представлена в [24–26]. Задача об оптимальной по вре-

мени поимке группы убегающих группой преследователей на плоскости в случае простого

движения рассмотрена в [27]. Мультиагентный подход к исследованию задачи преследо-

вания группой преследователей группы убегающих рассмотрен в [28]. В работах [29, 30]
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кроме преследователей и убегающих вводится еще один класс участников — защитники

убегающих. Достаточные условия поимки двух убегающих в нелинейных дифференциаль-

ных играх получены в [31]. В работах [32,33] получены достаточные условия поимки двух

жестко скоординированых убегающих в линейных рекуррентных дифференциальных играх

и в линейной задаче группового преследования с простой матрицей.

В данной работе рассматривается задача простого преследования группой преследовате-

лей двух жестко скоординированных убегающих. Вводится новое понятие поимки. Счита-

ется, что поимка произошла, если либо какого-то убегающего ловят два различных пресле-

дователя, либо найдутся два преследователя такие, что один преследователь ловит одного

убегающего, а второй — другого. Получены достаточные условия поимки.

§ 1. Постановка задачи

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n+2) n+2 лиц:

n преследователей P1, . . . , Pn и двух убегающих E1, E2.

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

ẋi = ui, xi(0) = x0
i , ui ∈ V. (1.1)

Закон движения каждого из убегающих Ej имеет вид

ẏj = v, yj(0) = y0j , v ∈ V. (1.2)

Здесь I = {1, . . . , n}, j ∈ {1, 2}, xi, yj , ui, v ∈ R
k, V = {v | ‖v‖ 6 1} . Кроме того,

x0
i 6= y0j для всех i ∈ I, j = 1, 2. Введем новые переменные zij = xi − yj. Тогда вместо

систем (1.1), (1.2) получим систему

żij = ui − v, zij(0) = z0ij = x0
i − y0j . (1.3)

Измеримая функция v : [0,∞) → R
k называется допустимой, если v(t) ∈ V для всех t > 0.

Предысторией vt(·) функции v(·) в момент t назовем сужение функции v на отрезок [0, t].
Действия убегающих можно трактовать следующим образом: имеется центр, который

для убегающих E1, E2 выбирает одно и то же управление v(t).

О п р е д е л е н и е 1.1. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi,
если определено отображение Ui(t, z

0, vt(·)), ставящее в соответствие начальному состоя-

нию z0 = (z0ij), моменту t и произвольной предыстории управления vt(·) убегающих Ej

измеримую функцию ui(t) = Ui(t, z
0, vt(·)) со значениями в V.

О п р е д е л е н и е 1.2. В игре Γ(n + 2) происходит поимка, если существуют момент

T0 = T (z0), квазистратегии U1, . . . ,Un преследователей P1, . . . , Pn такие, что для любой

измеримой функции v(·), v(t) ∈ V , t ∈ [0, T0] выполнено хотя бы одно из следующих

условий:

a) найдутся номера l, m ∈ I (m 6= l), j ∈ {1, 2}, моменты τ1, τ2 ∈ [0, T0] такие, что

zlj(τ1) = 0, zmj(τ2) = 0;
b) найдутся номера l, m ∈ I (m 6= l), моменты τ1, τ2 ∈ [0, T0] такие, что zl1(τ1) = 0,

zm2(τ2) = 0.

З а м е ч а н и е 1. Условие поимки означает, что либо два каких-то преследователя осуществ-

ляют поимку одного убегающего, либо один преследователь ловит одного убегающего, а второй —

другого. Такая ситуация может возникнуть, если система состоит из двух блоков и для того, чтобы

ее вывести из строя нужно либо уничтожить один из блоков, либо повредить оба блока.
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§ 2. Вспомогательные результаты

О п р е д е л е н и е 2.1 (см. [34]). Векторы a1, a2, . . . , as образуют положительный ба-

зис в R
k, если для любого x ∈ R

k существуют неотрицательные вещественные числа

α1, α2, . . . , αs такие, что

x = α1a1 + α2a2 + . . .+ αsas.

Обозначим через IntX , coX соответственно внутренность, выпуклую оболочку множе-

ства X ⊂ R
k.

Т е о р е м а 2.1 (см. [34]). Векторы a1, a2, . . . , am образуют положительный базис в R
k

тогда и только тогда, когда

0 ∈ Int co {a1, . . . , am}.

Л е м м а 2.1. Пусть a1, . . . , am, c ∈ R
k таковы, что для всех l ∈ J = {1, . . . , m} имеет

место включение

0 ∈ Int co {ai, i ∈ J, i 6= l, c}.

Тогда для любых b1, b2 ∈ R
k существует вещественное число µ > 0 такое, что для всех

l ∈ J1 = {1, . . . , m+ 2} имеет место включение

0 ∈ Int co {ai, i ∈ J1, i 6= l},

где am+1 = b1 + µc, am+2 = b2 + µc.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что утверждение леммы не верно. Тогда суще-

ствуют b1, b2 ∈ R
k такие, что для каждого µ > 1 найдется номер l(µ) ∈ J1, для которого

0 /∈ Int co {ai, i ∈ J1, i 6= l(µ)}.

Следовательно, существуют последовательность {µs}, lim
s→∞

µs = +∞, и номер l ∈ J1, для

которых для всех s верно

0 /∈ Int co {ai, i ∈ J1, i 6= l}, (2.1)

где am+1 = b1 + µsc, am+2 = b2 + µsc. Из (2.1) следует, что существует последовательность

{ps}, ps ∈ R
k, ‖ps‖ = 1, такая, что

(ai, ps) 6 0 для всех i ∈ J1, i 6= l.

Из последовательности {ps} можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Счита-

ем, что последовательность {ps} сама сходится к вектору p. Тогда ‖p‖ = 1.
Если l ∈ J, то имеем

(ai, ps) 6 0, i ∈ J, i 6= l, (b1 + µsc, ps) 6 0, (b2 + µsc, ps) 6 0.

Отсюда получаем, что справедливы неравенства

(ai, p) 6 0, i ∈ J, i 6= l, (p, c) 6 0.

Это означает, что 0 /∈ Int co {ai, i ∈ J, i 6= l, c}, что противоречит условию леммы. Если

l = m+ 1, то имеем

(ai, ps) 6 0, i ∈ J, (b2 + µsc, ps) 6 0.
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Отсюда следует, что справедливы неравенства

(ai, p) 6 0, i ∈ J, (p, c) 6 0,

что противоречит условию леммы. Лемма доказана. �

Введем следующие обозначения.

λ(h, v) = sup{λ > 0 | − λh ∈ V − v}, Ω(J) = {(i1, i2)
∣

∣i1, i2,∈ J, i1 6= i2},

где J — конечное множество натуральных чисел.

Л е м м а 2.2 (см. [14, лемма 8.1, с. 89]). Пусть a1, . . . , am ∈ R
k таковы, что для всех

l ∈ J = {1, . . . , m} выполнено включение

0 ∈ Int co {ai, i ∈ J, i 6= l}.

Тогда

δ = min
v∈V

max
Λ∈Ω(J)

min
i∈Λ

λ(ai, v) > 0.

Л е м м а 2.3. Пусть a1, . . . , am ∈ R
k таковы, что для всех l ∈ J = {1, . . . , m} выполнено

включение

0 ∈ Int co {ai, i ∈ J, i 6= l}.

Тогда существует момент T > 0 такой, что для любой допустимой функции v(·) найдутся

номера r, q ∈ J, моменты времени τ1, τ2 ∈ [0, T ] такие, что
∫ τ1

0

λ(ar, v(s)) ds > 1,

∫ τ2

0

λ(aq, v(s)) ds > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольная допустимая функция. Тогда имеем

max
Λ∈Ω(J)

min
j∈Λ

∫ t

0

λ(aj, v(s)) ds > max
Λ∈Ω(J)

∫ t

0

min
j∈Λ

λ(aj, v(s)) ds. (2.2)

Для любых неотрицательных чисел γΛ (Λ ∈ Ω(J)) имеет место неравенство

max
Λ∈Ω(J)

γΛ >
1

C2
m

∑

Λ∈Ω(J)

γλ, где C2
m =

m!

2!(m− 2)!
.

Поэтому

max
Λ∈Ω(J)

∫ t

0

min
j∈Λ

λ(aj , v(s)) ds >
1

C2
m

∫ t

0

∑

Λ∈Ω(J)

min
j∈Λ

λ(aj , v(s)) ds >

>
1

C2
m

∫ t

0

max
Λ∈Ω(J)

min
j∈Λ

λ(aj , v(s)) ds.

В силу леммы 2.2 справедливо неравенство

max
Λ∈Ω(J)

min
j∈Λ

λ(ajv) > δ > 0

для всех v ∈ V. Следовательно, из (2.2) получаем

max
Λ∈Ω(J)

min
j∈Λ

∫ t

0

λ(aj, v(s)) ds >
δt

C2
m

.

Из последнего неравенства следует, что при T > C2
m/δ справедливо неравенство

max
Λ∈Ω(J)

min
j∈Λ

∫ t

0

λ(aj , v(s)) ds > 1,

откуда следует справедливость утверждения леммы. Лемма доказана. �
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§ 3. Достаточные условия поимки

Т е о р е м а 3.1. Пусть существует множество I0 ⊂ I , |I0| = n − 2, такое, что для

всех l ∈ I0

Int co {x0
i , i ∈ I0, i 6= l} ∩ co {y01, y

0
2} 6= ∅. (3.1)

Тогда в игре Γ(n+ 2) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия (3.1) следует [35], что для всех l ∈ I0 набор {x0
i −

− y01, x
0
i − y02, i ∈ I0, i 6= l} образует положительный базис R

k. Обозначим c = y01 − y02. Так

как

x0
i − y02 = x0

i − y01 + c,

то для всех l ∈ I0 положительный базис R
k образует набор {z0i1, i ∈ I0, i 6= l, c}. Считаем,

что I0 = {1, . . . , n − 2}. Из леммы 2.1 следует, что существует число µ > 0 такое, что для

всех l ∈ I векторы {w0
i , i ∈ I, i 6= l} образуют положительный базис R

k, где

w0
i =











z0i1, если i ∈ I0,

z0n−12 + µc, если i = n− 1,

z0n2 + µc, если i = n.

Следовательно, в силу теоремы 2.1 получаем, что для всех l ∈ I

0 ∈ Int co {w0
i , i ∈ I, i 6= l}.

Из лемм 2.2, 2.3 следует, что число

T0 = min{T > 0
∣

∣ inf
v(·)

max
Λ∈Ω(I)

min
j∈Λ

∫ T

0

λ(w0
j , v(s)) ds > 1}

конечно. Пусть v(·) — допустимое управление убегающих. Определим функции

hi(t) = 1−

∫ t

0

λ(w0
i , v(s)) ds.

Из леммы 2.3 следует, что существуют номера l, m ∈ I, моменты τ1, τ2 ∈ [0, T0] такие, что

hl(τ1) = 0, hm(τ2) = 0. (3.2)

В дальнейшем будем считать, что если hq(τ) = 0 при некоторых q ∈ I , τ ∈ [0, T0),
то λ(w0

q , v(s)) = 0 для всех s ∈ [τ, T0]. Тогда из условия (3.2) получаем, что существу-

ют номера l, m ∈ I для которых

hl(T0) = 0, hm(T0) = 0. (3.3)

Задаем управления преследователей Pi, i ∈ I на отрезке [0, T0] полагая

ui(t) = v(t)− λ(w0
i , v(t))w

0
i .

Тогда из системы (1.3) следует, что для всех t ∈ [0, T0]

zi1(t) = z0i1hi(t), i ∈ I0,

zn−12(t) = z0n−12 −

∫ t

0

λ(w0
n−1, v(s)) dsw

0
n−1 = z0n−12hn−1(t)− µc(1− hn−1(t)),

zn2(t) = z0n2hn(t)− µc(1− hn(t)).
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Из условия (3.3) и определения управлений преследователей Pi, i ∈ I, вытекает, что воз-

можны следующие варианты.

1. Существуют l, m ∈ I0, для которых выполняются условия (3.3). В этом случае пре-

следователи Pl, Pm осуществляют поимку убегающего E1, что означает, что в игре Γ(n+2)
происходит поимка.

2. Условие (3.3) выполняется для l ∈ I0, m ∈ {n − 1, n}. Это означает, что преследо-

ватель Pl осуществляет поимку убегающего El. Пусть l = n − 1. Тогда zn−12(T0) = −µc.
Докажем, что

y2(T0) ∈ Int co {xi(T0), i ∈ I, i 6= l}. (3.4)

Так как для всех i ∈ I0, i 6= l, справедливы следующие равенства:

zi1(T0) = z0i1hi(T0), zi2(T0) = zi1(T0) + c = z0l1hi(T0) + z0i2 − z0i1,

то

z0i1 =
zi1(T0)

hi(T0)
, z0i2 = zi2(T0) +

zi1(T0)(1− hi(T0))

hi(T0)
.

Из условия теоремы следует, что набор {z0i1, z
0
i2, i ∈ I0, i 6= l} образует положительный базис

R
k. Следовательно, положительный базис R

k образуют векторы

{zi1(T0)

hi(T0)
, zi2(T0) +

zi1(T0)(1− hi(T0))

hi(T0)
, i ∈ I0, i 6= l

}

.

Из условия hi(T0) ∈ (0, 1] для всех i ∈ I0, i 6= l, получаем, что положительный базис R
k

образует набор

{zi1(T0), zi2(T0), i ∈ I0, i 6= l}. (3.5)

Из равенства zn−12(T0) = µ(y2(T0)−y1(T0)) получаем, что для всех i ∈ I0, i 6= l имеет место

равенство

zi1(T0) = xi(T0)− y1(T0) = xi(T0)− y2(T0) + y2(T0)− y1(T0) = zi2(T0) +
1

µ
zn−12(T0). (3.6)

Из (3.5), (3.6) следует, что положительный базис R
k образует набор

{zi2(T0), i ∈ I0 ∪ {n− 1}, i 6= l}.

Из последнего соотношения и теоремы 2.1 вытекает (3.4). Принимая момент T0 за началь-

ный и используя теорему Пшеничного [9], получаем, что преследователи Pi, i ∈ I, i 6= l,
осуществляют поимку убегающего E2. Следовательно, в игре Γ(n+ 2) происходит поимка.

3. Условие (3.3) выполняется для l = n−1, m = n. Тогда zn−12(T0) = −µc, zn2(T0) = −µc.
Отметим, что для всех i ∈ I0 zi1(T0) = z0i1hi(T0). Докажем, что в этом случае для всех l ∈ I
выполняется включение

y2(T0) ∈ Int co {xi(T0), i ∈ I, i 6= l}. (3.7)

Предположим, что существует l ∈ I, для которого

y2(T0) /∈ Int co {xi(T0), i ∈ I, i 6= l}. (3.8)

Возможны следующие ситуации.
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3.1. l ∈ I0. Из (3.8) следует, что набор {zi2(T0), i ∈ I, i 6= l} не образует положительный

базис R
k. Поэтому существует единичный вектор p ∈ R

k, для которого (p, zi2(T0)) 6 0 для

всех i ∈ I , i 6= l.
Из условия zn−12(T0) = −µc получаем, что (p, c) > 0. Так как для всех i ∈ I0 zi2(T0) =

= zi1(T0) + c, то для всех i ∈ I0, i 6= l,

(p, zi1(T0)) = (p, zi2(T0))− (p, c) 6 0.

Следовательно, (p, z0i1) 6 0 для всех i ∈ I0, i 6= l. Кроме того, из равенства

z0i2 = zi2(T0) + z0i1(1− hi(T0))

и ранее доказанного получим, что (p, z0i2) 6 0 для всех i ∈ I , i 6= l. Получили, что набор

{z0i1, z
0
i2, i ∈ I0, i 6= l} не образует положительный базис R

k, что противоречит условию

теоремы. Тем самым включение (3.7) доказано.

3.2. l ∈ {n−1, n}. Считаем, что l = n. Проводя рассуждения, аналогичные рассуждениям

пункта 3.1. получаем, что векторы {z0i1, z
0
i2, i ∈ I0} не образуют положительного базиса R

k,

что противоречит условию теоремы. Тем самым включение (3.7) доказано.

Принимая момент времени T0 за начальный и используя результаты работы [36] полу-

чим, что найдутся преследователи Pq, Pr, q 6= r, осуществляющие поимку убегающего E2.
Теорема доказана. �
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In a finite-dimensional Euclidean space, the problem of pursuit by a group of pursuers of two evaders

described by a system of the form

żij = ui − v, ui, v ∈ V

is considered. It is assumed that all evaders use the same control. The pursuers use counterstrategies

based on information about the initial positions and control history of the evaders. The set of admissible

controls V is unit ball centered at zero, target sets are the origin. The goal of the pursuers’ group is to

capture at least one evader by two pursuers or to capture two evaders. In terms of initial positions and

game parameters a sufficient condition for the capture is obtained. In the study, the method of resolving

functions is used as a basic one, which allows obtaining sufficient conditions for the solvability of the

approach problem in some guaranteed time.
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5. Hájek O. Pursuit games, Academic Press, 1975.

6. Narmanov A. Ya., Shchelchkov K. A. The evasion problem in a nonlinear differential game with

discrete control, Izvestiya Instituta Matematiki i Informatiki Udmurtskogo Gosudarstvennogo Univer-

siteta, 2018, vol. 52, pp. 75–85 (in Russian). https://doi.org/10.20537/2226-3594-2018-52-06

7. Averboukh Yu. Stackelberg solution of first-order mean field game with a major player, Izvestiya

Instituta Matematiki i Informatiki Udmurtskogo Gosudarstvennogo Universiteta, 2018, vol. 52,

pp. 3–12. https://doi.org/10.20537/2226-3594-2018-52-01

8. Casini M., Criscuoli M., Garulli A. A discrete-time pursuit–evasion game in convex polygonal envi-

ronments, Systems and Control Letters, 2019, vol. 125, pp. 22–28.

https://doi.org/10.1016/j.sysconle.2018.12.008

9. Pshenichnyi B. N. Simple pursuit by several objects, Cybernetics, 1976, vol. 12, issue 3, pp. 484–485.

https://doi.org/10.1007/BF01070036

10. Chernous’ko F. L. A problem of evasion from many pursuers, Journal of Applied Mathematics and

Mechanics, 1976, vol. 40, issue 1, pp. 11–20. https://doi.org/10.1016/0021-8928(76)90105-2

11. Rikhsiev B. B. Differentsial’nye igry s prostym dvizheniem (Differential games with simple mothion),

Tashkent: Fan, 1989.

12. Chikrii A. Conflict-controlled processes. Dordrecht: Springer, 1997.

https://doi.org/10.1007/978-94-017-1135-7

13. Grigorenko N. L. Matematicheskie metody upravleniya neskol’kimi dinamicheskimi protsessami

(Mathematical methods of control a few dynamic processes), Moscow: Moscow State University,

1990.

64



14. Blagodatskikh A. I., Petrov N. N. Konfliktnoe vzaimodeistvie grupp upravlyaemykh ob”ektov (Conflict

interaction of groups of controlled objects), Izhevsk: Udmurt State University, 2009.
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