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О ГИБКОСТИ СИСТЕМЫ ОГРАНИЧЕНИЙ ПРИ АППРОКСИМАЦИИ ЗАДАЧ
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Для конечномерных задач математического программирования (аппроксимирующих задач), полу-

чаемых путем параметрической аппроксимации управляющих функций в сосредоточенных задачах

оптимального управления с функциональными ограничениями типа равенства, вводятся понятия

жесткости и гибкости системы ограничений. Жесткость в данной допустимой точке понимается

в том смысле, что эта точка является изолированной точкой допустимого множества; в противном

случае называем систему ограничений гибкой в данной точке. При использовании параметрической

аппроксимации управления с помощью функций Гаусса и при выполнении некоторых естественных

предположений устанавливается, что для обеспечения гибкости системы ограничений в данной до-

пустимой точке достаточно увеличения размерности пространства параметров аппроксимирующей

задачи. Проверка сделанных предположений иллюстрируется на примере задачи о мягкой посадке

на Луну.

Ключевые слова: сосредоточенные задачи оптимального управления с функциональными ограниче-

ниями типа равенства, параметрическая аппроксимация управления, жесткость и гибкость системы

ограничений, функции Гаусса, квадратичные экспоненты.

DOI: 10.35634/2226-3594-2022-59-08

Введение

На данный момент для практического решения задач оптимального управления дина-

мическими системами разработан уже достаточно большой арсенал методов, см., напри-

мер, [1]. В частности, широко известны классические подходы, основанные на вариаци-

онном исчислении и принципе максимума Понтрягина, динамическом программировании,

методе моментов, методе обратных задач динамики, алгебраические подходы и т. д. Об-

щепризнанной основой формирования оптимального программного управления являются

вариационное исчисление и принцип максимума Понтрягина. Этот подход особенно эффек-

тивен для решения линейных и линейно-квадратичных задач. Однако в случае нелинейных

динамических систем его применение зачастую оказывается сопряжено с определенными

трудностями (в частности, с необходимостью решения соответствующей двухточечной кра-

евой задачи). В связи с этим у прикладников наблюдается также значительный интерес

и к исследованию так называемых прямых методов поиска оптимального программного

управления. Суть этого подхода состоит в том, что целевой функционал рассматривает-

ся как функционал, зависящий только от управления за счет того, что состояние системы

трактуется как специальная функция, зависящая от управления. Такая трактовка задачи

оптимального управления корректна в случае, когда имеет место тотально (по всем до-

пустимым управлениям) глобальная разрешимость управляемой динамической системы.

Для численного решения полученной в рамках прямого метода задачи оптимизации управ-

ляющая функция подвергается конечномерной дискретизации, в результате чего приходим

к обычной конечномерной задаче математического программирования. На этой идее основа-

ны различные техники параметризации управления, см., например, [2]. Что касается инже-

нерных приложений метода параметризации управления, укажем, например, [3–6]. Помимо
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классических постановок задач оптимального управления, метод параметризации управле-

ния демонстрирует свою эффективность и при численном решении задач неклассического

типа. В частности, в случае управляемых систем с дробными производными и запаздывани-

ем по времени [7–9]. Отметим, наконец, что идея параметризации управления оказывается

эффективной и для формирования оптимального управления с обратной связью [10, 11].

Как уже было сказано выше, при условии тотального (по всем допустимым управлени-

ям) сохранения однозначной глобальной разрешимости управляемой системы задачи опти-

мального управления с функциональными ограничениями могут быть представлены в виде

задачи математического программирования с функционалами, зависящими только от управ-

ления. В частности, задача с ограничениями типа равенства часто представляется в виде:

J0[u] → min, Jj [u] = 0, j = 1, µ, u ∈ D, (0.1)

где D =
{
u ∈ Ls

∞(Π) : u(t) ∈ [0; σ] для п. в. t ∈ Π
}
, Π ⊂ R

n — ограниченное, измери-

мое по Лебегу множество, Jj : D → R — непрерывные функционалы, дифференцируемые

в смысле Фреше, j = 0, µ. В свою очередь, с помощью той или иной конечномерной ап-

проксимации управления u = u{ρ}, ρ ∈ R
ν , задача (0.1) аппроксимируется конечномерной

задачей математического программирования:

J0{ρ} → min, (0.2)

Jj{ρ} = 0, j = 1, µ, ρ ∈ R
ν , (0.3)

где Jj{ρ} = Jj
[
u{ρ}

]
, j = 0, µ. Для решения аппроксимирующей задачи (0.2), (0.3) можно

использовать соответствующий арсенал численных методов конечномерной оптимизации.

В этом состоит основная идея метода параметризации управления, демонстрирующего до-

статочно высокую эффективность при решении задач оптимального управления нелиней-

ными системами, см., например, [2, 12–18] и указанную там библиографию.

Однако надо отметить, что при параметризации управления мы, фактически, сужаем

допустимое множество. Поэтому существует опасность, что результат этого сужения ока-

жется либо пустым, либо одноточечным, либо состоящим из набора изолированных точек.

Все эти случаи критичны для численного решения аппроксимирующей задачи математиче-

ского программирования. Поэтому для того или иного конкретного способа параметриза-

ции управления полезно иметь гарантии того, что при подходящем увеличении количества

параметров эти критические случаи могут быть исключены.

Систему ограничений (0.3) естественно назвать жесткой, если она имеет не более од-

ного решения ρ ∈ R
ν , и жесткой в данной допустимой точке, если эта точка является

изолированной точкой допустимого множества. Систему ограничений, жесткую в каждой

допустимой точке, естественно назвать локально жесткой. В случае жесткой системы огра-

ничений задача оптимизации (0.2), (0.3) теряет смысл как задача оптимизации на пустом

или одноточечном множестве. В случае жесткой или локально жесткой системы ограни-

чений численные методы конечномерной оптимизации, как правило, дают очень плохой

результат с существенным нарушением ограничений. Для устойчивости процесса оптими-

зации тем или иным численным методом система ограничений (0.3) должна быть гибкой

в текущей допустимой точке ρ в том смысле, что эта точка не является изолированной

точкой соответствующего допустимого множества.

Простейший метод обеспечения гибкости связан с релаксацией (ослаблением) ограниче-

ний. Укажем, например, следующий. Зададимся достаточно малым числом ε > 0 и заменим

систему ограничений (0.3) системой вида

J̃{ρ} =

µ∑

j=1

(
Jj{ρ}

)2
−ε < 0. (0.4)
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В случае непрерывной параметризации управления функции Jj{ρ}, а следовательно,

и функция J̃{ρ}, будут непрерывными. Если точка ρ – допустимая: J̃{ρ} < 0, то в си-

лу непрерывности функции J̃{ρ} и теоремы об устойчивости знака непрерывной функ-

ции, неравенство (0.4) сохраняется также и в некоторой малой окрестности точки ρ. Фор-

мально говоря, отсюда следует гибкость системы (0.4). Но такая гибкость носит несколько

условный характер, поскольку возможность выхода из точки ρ обеспечивается лишь за счет

некоторого «ухудшения» выполнения ограничений (0.3), а даже малое «ухудшение» может

оказаться критическим (как в задаче о мягкой посадке на Луну [17]).

Далее мы покажем, что в некоторых случаях гибкость можно обеспечить именно для

системы вида (0.3) за счет увеличения размерности ν пространства параметров. Этот спо-

соб представляется более естественным, поскольку увеличение размерности ν означает,

фактически, повышение точности аппроксимации исходной задачи (0.1), (0.2). При прак-

тической реализации можно на начальном этапе отдельно решать задачу минимизации ви-

да
µ∑

j=1

(
Jj{ρ}

)2
→ min, ρ ∈ R

ν . Если оказалось, что значение этой задачи больше нуля

и не является достаточно малым, то в любом случае требуется увеличение размерности

пространства параметров. Вообще говоря, интуитивно очевидно, что увеличение размер-

ности пространства параметров увеличивает количество степеней свободы управляющего

режима, а тем самым, должно повышать гибкость системы ограничений. Именно проблеме

строгого математического обоснования этой общей идеи для одного конкретного способа

параметризации управления посвящена данная статья.

§ 1. О проблеме выбора шаблона параметризации управления

На первый взгляд может показаться, что выбор того или иного конкретного шаблона

параметризации управления не имеет принципиального значения, поскольку это «факторы

нулевой меры». Приведем контраргументы. Начнем с простой аналогии.

Допустим, мы хотим сделать табурет. Есть кусок доски треугольной формы и нужно

выбрать 3 точки, в которых надо прикрепить ножки. Здесь очевидно следующее.

1) Если эти 3 точки выбраны вблизи вершин треугольника, то табурет будет стоять устойчи-

во. Если же их разместить вдоль прямой линии, то он вообще стоять не будет. Хотя и в том,

и в другом случае множество параметров имеет нулевую меру, но устойчивость системы

обеспечивается лишь при использовании определенного шаблона.

2) Если количество точек для размещения ножек меньше трех, то табурет вообще стоять

не будет. Поэтому для обеспечения устойчивости требуется еще, чтобы количество пара-

метров было не меньше некоторого критического значения, зависящего от выбора шаблона.

3) Если количество точек равно 4 и используется квадратный шаблон, то табурет будет ша-

таться при небольшом отличии длины ножек, опираясь то на одну тройку, то на другую.

Поэтому количество параметров не должно быть и чрезмерным. Перейдем теперь от этой

простой аналогии к конкретной задаче оптимального управления, в которой удивительным

образом все сделанные выше наблюдения проявляются.

В [17,18] рассматривались вопросы численного решения задачи о мягкой посадке на Лу-

ну. Там структура теоретического оптимального управления известна из принципа макси-

мума: сначала, на отрезке времени [0; τ ] — нулевой расход топлива, затем — на отрезке

[τ ;T ] — максимальный расход топлива в единицу времени. Казалось бы, достаточно най-

ти численно момент переключения τ и финальное время T (в [17] описывается методика,

которая позволяет это сделать с любой заданной степенью точности). Однако численные

эксперименты показывают, что отклонение уже в десятом знаке после запятой в значении τ
приводит к тому, что в одном случае космический аппарат врезается в поверхность Лу-

ны на большой скорости, а в другом случае — не долетая до нее порядка 100 метров, снова
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улетает вверх («табурет падает — то на одну, то на другую сторону»). Более того, в [17] про-

водится строгое теоретическое обоснование этого явления. Таким образом, режим управ-

ления, соответствующий теоретически оптимальному, оказывается сильно неустойчивым

по отношению к малейшей погрешности вычислений, и чем точнее «вписываться» в такой

режим, тем сильнее проявляется эффект неустойчивости численного решения. Косвенно

на этот факт указывается в [19, глава III, § 3, п. 3, с. 126]. Это и есть проявление жестко-

сти системы ограничений при двух параметрах. Это явление неустойчивости численного

решения аналогично тому, которое известно для жестких систем дифференциальных урав-

нений. Поэтому в [17] был введен термин «жесткость параметризованной системы ограни-

чений» для задач оптимального управления. Для преодоления описанных проявлений жест-

кости при решении задачи о мягкой посадке в [19, глава III, § 3] предлагается использовать

управление с обратной связью, начиная с некоторого момента τ1 ∈ (τ ;T ). Но этот комби-

нированный способ, относящийся больше к вопросу практической реализации управления

(а не численной оптимизации), применим лишь при данной или схожей, и во всяком случае,

известной структуре оптимального управления. Мы же показываем, что при выполнении

определенных условий гибкость параметризованной системы ограничений можно обеспе-

чивать за счет использования специального шаблона параметризации управления. Что ка-

сается задачи о мягкой посадке, в [18] описаны результаты численной оптимизации при

использовании кусочно постоянного шаблона управления на подвижной сетке. Для обес-

печения устойчивости численного решения тут потребовалось разбивать [0;T ] по крайней

мере на 10 частей (это как с табуретом — на одной и двух ножках положение равновесия

неустойчиво, а на трех при правильном выборе шаблона — устойчиво; при неправильном —

их и десяти может не хватить). Кроме того, приходится разрешать варьирование констан-

ты на каждом участке. Стало быть, всего требуется по крайней мере 20 параметров. Это

и есть гибкость, достигаемая за счет увеличения количества параметров. Вообще, увели-

чение количества параметров требуется не только (а в случае жесткости и не столько) для

того, чтобы лучше «вписаться» в теоретическое оптимальное управление (оптимальный

статус которого вследствие погрешностей размывается), а и для того, чтобы при неизбеж-

ном возникновении погрешностей (численного решения или самой модели) «не выпасть

слишком сильно» из допустимого множества. Если дальше увеличивать количество пара-

метров, то, как показывают численные эксперименты, устойчивость численного решения

некоторым (некритическим) образом понижается («табурет шатается на четырех ножках»).

Здесь наблюдается еще один интересный эффект: приближенное решение, близкое по виду

к теоретическому оптимальному управлению, находит метод Хука–Дживса (применяемый

к штрафному функционалу), то есть метод нулевого порядка. Методы первого порядка на-

ходят приближение лишь в смысле близости по значению функционала (то есть по расходу

топлива при высокой точности выполнения ограничений), но график такого приближения

может значительно отличаться от графика теоретического оптимального управления. И при-

чину такого эффекта нетрудно понять, поскольку методы первого порядка ориентируются

на малость градиента, а вследствие высокой чувствительности к отклонениям от оптималь-

ных значений параметров, норма градиента принимает большие значения в малой окрест-

ности оптимума, и оптимум теряется в процессе численного решения, но зато вместо него

обнаруживается существенно более устойчивое решение, близкое по значению функциона-

ла.

В [16, 17] был предложен способ параметризации управления, основанный на аппрок-

симации неизвестного оптимального управления линейными комбинациями квадратичных

экспонент (функций Гаусса) с варьируемыми (управляемыми) параметрами. Аппроксима-

ция функций, заданных на всей числовой оси, линейными комбинациями квадратичных

экспонент, признается одним из достаточно эффективных методов и активно изучается,

см., например, [20]. При этом параметрами аппроксимации выступают обычно весовые
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коэффициенты функций Гаусса в соответствующих линейных комбинациях. Отдельно ука-

жем работу [21], где исследовался вопрос о наилучшем выборе параметров формы. В ра-

боте [22], в отличие от традиционного подхода, данный вид аппроксимации исследовался

для функций, заданных на конечном фиксированном отрезке при варьировании параметров

всех трех типов. В [16] показано, что материнский вейвлет «мексиканская шляпа» на любом

конечном фиксированном отрезке сколь угодно точно аппроксимируется линейной комби-

нацией в точности двух квадратичных экспонент. Именно этим объясняется эффективность

данного способа аппроксимации, поскольку вейвлеты известны как весьма эффективный

инструмент. Отметим, что функции Гаусса являются частным случаем радиальных базис-

ных функций, см., например, [23]. Вообще, использование экспоненциальных функций мо-

жет быть интересным в виду того, что для них установлен ряд специальных неравенств,

которые могут оказаться полезными [24].

Как показано в [17], использование шаблона параметризации управления с помощью

функций Гаусса в задаче о мягкой посадке позволяет обойтись всего лишь тремя парамет-

рами для обеспечения устойчивости численного решения. Более того, управление оказыва-

ется гладким (то есть более щадящим к оборудованию и персоналу, если таковой имеется),

и при этом удается удовлетворить ограничениям с высокой степенью точности, совершен-

но несущественным образом проиграв по расходу топлива. Сравнение по эффективности

численного решения при использовании различных способов параметризации управления

см. также в [16] (на примере задачи о прокладке трассы; в [25] см. результаты численного

решения при использовании сплайн-интерполяции управления).

Общие условия относительно исходной задачи оптимального управления, гарантиру-

ющие строго теоретически гибкость параметризованной системы ограничений в рамках

шаблона с функциями Гаусса при достаточном количестве параметров, — это и есть основ-

ной результат данной статьи. С практической точки зрения важно знать эти условия, чтобы

не «потерпеть фиаско» при численных расчетах. Кроме того, на примере задачи о мягкой

посадке иллюстрируется методика проверки этих условий.

Вероятно, для кусочно постоянного шаблона управления с подвижной (управляемой)

сеткой можно доказать что-то похожее (в численных экспериментах сходный эффект про-

является). Но с практической точки зрения, такой результат был бы менее важен, поскольку

шаблон с функциями Гаусса демонстрирует большую эффективность.

§ 2. Достаточные условия гибкости системы ограничений

Далее, имея в виду чисто теоретическое исследование, будем считать, что система (0.3)

имеет решение ρ = ρ ∈ R
ν . Кроме того, далее будем рассматривать более конкретный

случай, когда Π = [a; b] ⊂ R, s = 1, и используется параметризация вида

u(t) = Φ
(
Φν [ρ]

)
, ρ = (α, β, γ) ∈ R

3ν+1, α = (α0, . . . , αν) ∈ R
ν+1,

β, γ ∈ R
ν ; Φν [ρ](t) = α0 +

ν∑
j=1

αj exp

[
−
(t− βj)

2

γ2j + ε

]
,

где ε > 0 — достаточно малое число, нужное для того, чтобы избежать нуля в знаменателе.

Здесь предполагается, что Φ(t) — функция, отображающая числовую ось в интервал (0; σ)
и обладающая непрерывной положительной производной. В частности, можно считать, что

Φ(t) =
σ

2

(
1 +

2

π
arctg t

)
, t ∈ R. С помощью функции вида Φν [ρ](t) можно при достаточ-

но большом ν сколь угодно точно аппроксимировать любую функцию как в C[a; b], так

и в Lp[a; b], p ∈ [1; +∞), см. [16, 17, 22], а также следующее утверждение. Соответственно,

данный способ параметризации позволяет при достаточно большом ν сколь угодно точно

аппроксимировать любую функцию как в C[a; b], так и в Lp[a; b], p ∈ [1; +∞), со значениями

в [0; σ].
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Т е о р е м а 2.1. Пусть [a; b] ⊂ R — произвольно фиксированный конечный отрезок.

Тогда любой полином степени n > 0 можно сколь угодно точно в метрике C[a; b] аппрок-

симировать некоторой функцией вида

α0 +

n∑

j=1

αjϕβ,γj(t), γj = γ/
√
j, ϕβ,γ(t) = exp

[
−(t− β)2/γ2

]
,

при всех достаточно больших числах β > 0 и γ > 0 и соответствующем выборе коэффи-

циентов αj , j = 0, n (здесь, очевидно, ϕβ,γj = ϕj
β,γ).

Доказательство теоремы 2.1 получается очевидной модификацией доказательства ана-

логичной теоремы из [17].

Кроме того, далее будем считать, что набор ρ = ρ допустим, то есть Jj{ρ} = 0, j = 1, µ,

причем градиенты ∇Jj[u{ρ}] допускают интегральное представление:

∇Jj(u{ρ})[∆u] =

b∫

a

ωj(t)∆u(t) dt, j = 1, µ, ∆u ∈ L∞[a; b].

Отсюда нетрудно получить, что существуют частные производные

∂Jj{ρ}

∂α0
=

b∫

a

ωj(t)Φ(t) dt,
∂Jj{ρ}

∂αi

=

b∫

a

ωj(t)Φ(t) exp

[
−
(t− βi)

2

γ2i + ε

]
dt,

∂Jj{ρ}

∂βi
=

b∫

a

ωj(t)Φ(t) exp

[
−
(t− βi)

2

γ2i + ε

]
αi

[
2(t− βi)

γ2i + ε

]
dt,

∂Jj{ρ}

∂γi
=

b∫

a

ωj(t)Φ(t) exp

[
−
(t− βi)

2

γ2i + ε

]
αiγi

[
2(t− βi)

2

(γ2i + ε)2

]
dt,

где i = 1, ν, j = 1, µ, Φ(t) = Φ[ρ](t) = Φ′
(
Φν [ρ](t)

)
.

Непосредственно из теоремы Люстерника [26, глава 4, § 2, лемма 2.2, с. 154] получаем,

что справедлива

Л е м м а 2.1. Пусть Jj{ρ} = 0, j = 1, µ, а градиенты
∂Jj
∂ρ

{ρ}, j = 1, µ, вместе

с некоторыми векторами gµ+1, . . . , g3ν+1 ∈ R
3ν+1 образуют базис в пространстве R

3ν+1.

Предположим, что существует ненулевой вектор h ∈ R
3ν+1, удовлетворяющий условию:〈

∂Jj
∂ρ

{ρ}, h

〉
= 0, j = 1, µ. Тогда найдется (3ν + 1)-мерная вектор-функция r(τ), τ ∈ R,

такая, что для точки вида ρτ = ρ + τh + r(τ), имеем: Jj{ρτ} = 0, j = 1, µ, 〈gj, r(τ)〉 = 0,
j = µ+ 1, 3ν + 1, при всех достаточно малых τ , r(τ) = o(τ).

Непосредственно из леммы 2.1 вытекает

Л е м м а 2.2. Пусть Jj{ρ} = 0, j = 1, µ, µ < 3ν + 1, а градиенты
∂Jj
∂ρ

{ρ}, j = 1, µ,

линейно независимы. Тогда система Jj{ρ} = 0, j = 1, µ, является гибкой в точке ρ = ρ.
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Далее покажем, что в случае линейной независимости функций ωj(t), t ∈ [a; b], для

любого допустимого набора ρ ∈ R
3ν+1, то есть такого, что Jj{ρ} = 0, j = 1, µ, за счет по-

вышения размерности пространства параметров, систему
∂Jj
∂ρ

{ρ}, j = 1, µ, в расширенном

пространстве можно сделать линейно независимой, а тем самым, в расширенном простран-

стве система ограничений становится гибкой по лемме 2.2.

Т е о р е м а 2.2. Пусть функции ωj(t), j = 1, µ, суммируемы и линейно независимы

на [a; b]. Тогда для любого допустимого набора ρ ∈ R
3ν+1, то есть такого, что Jj{ρ} = 0,

j = 1, µ, найдутся ν1 ∈ N, ν1 > ν, α̃i = 0, β̃i, γ̃i ∈ R, i = ν + 1, ν1, такие, что для

расширенного набора ρ̃ = (α̃, β̃, γ̃),

α̃ = (α, α̃ν+1, . . . , α̃ν1), β̃ = (β, β̃ν+1, . . . , β̃ν1), γ̃ = (γ, γ̃ν+1, . . . , γ̃ν1),

получим, что Jj{ρ̃} = 0, j = 1, µ, а градиенты
∂Jj
∂ρ̃

{ρ̃}, j = 1, µ, линейно независимы. Тем

самым, в точке ρ̃ система становится гибкой в пространстве R
3ν1+1.

Доказательство теоремы 2.2 приведено в § 4.
З а м е ч а н и е 1. Пусть функции ωj(t), j = 1, µ, суммируемы и линейно независимы на [a; b].

Ясно, что градиенты
∂Jj

∂ρ
{ρ}, j = 1, µ, будут линейно зависимы лишь тогда, когда для соот-

ветствующей нетривиальной (и очевидно, тождественно не равной нулю) линейной комбинации

ψ(t) =
µ∑

j=1
λjωj(t) одновременно выполняются равенства

b∫

a

ψ(t)Φ[ρ](t) dt = 0,

b∫

a

ψ(t)Φ[ρ](t) exp

[
−
(t− βi)

2

γ2i + ε

]
dt = 0,

b∫

a

ψ(t)Φ[ρ](t) exp

[
−
(t− βi)

2

γ2i + ε

]
αi

[
2(t− βi)

γ2i + ε

]
dt = 0,

b∫

a

ψ(t)Φ[ρ](t) exp

[
−
(t− βi)

2

γ2i + ε

]
αiγi

[
2(t− βi)

2

(γ2i + ε)2

]
dt = 0,

для i = 1, ν . Понятно, что, вообще говоря, это событие достаточно маловероятное, причем веро-

ятность уменьшается с ростом ν. Значение теоремы 2.2 — в том, что даже если такое маловероят-

ное событие и случится, то оно не будет критическим, поскольку гибкость системы ограничений

все равно можно обеспечить, если некоторым образом увеличить количество параметров ν. Таким

образом, ключевым условием для обеспечения гибкости системы ограничений является линейная

независимость функций ωj(t), j = 1, µ.

З а м е ч а н и е 2. Вообще говоря, мы не утверждаем, что аналог теоремы 2.2 нельзя доказать

для классических способов параметризации управления (этот вопрос заслуживает отдельного ис-

следования). Способ параметризации с помощью функций Гаусса нас интересует вследствие его

эффективности, которая обнаруживается в численных экспериментах и подтверждается теоретиче-

ски. Поэтому имеет смысл его всестороннее изучение, в частности, и на предмет гибкости.

§ 3. Пример: задача о посадке на Луну

Рассмотрим управляемую систему из задачи о мягкой посадке на Луну, см., например,

[19, глава III, § 3, п. 3, с. 125–128] (здесь h — высота, v — скорость, m — масса, u — расход

топлива в единицу времени):

h′ = v, v′ = −g +
k

m
u, m′ = −u; h(0) = H, v(0) = V, m(0) =M. (3.1)
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Ограничение на значения управления: u(t) ∈ [0; σ∗], t ∈ [0;T ]. Значения параметров:

k = 3000, σ∗ = 7.08, g = 1.62, H = 190000, V = −2650, M = 500.

Условие мягкой посадки: h[u](T ) = v[u](T ) = 0. (3.2)

Функционал цели: m[u](T ) → max.

Фактически, имеем управляемую двухточечную краевую задачу (3.1), (3.2). Чтобы обес-

печить дифференцируемость правой части по фазовым переменным, переобозначим пере-

менные: x1 = h, x2 = v, x3 =
1

m
. Здесь мы исходим из того, что для искомого оптимального

управления масса аппарата m(t) > 0, t ∈ [0;T ] (а на самом деле, с физической точки зрения,

m(t) > M0, где M0 — сухая масса спускаемого аппарата). В результате задача переформу-

лируется следующим образом:
{
x′1 = x2, x′2 = −g + kx3u, x′3 = (x3)

2u;

x1(0) = H, x2(0) = V, x3(0) = 1/M ;

xi[u](T ) = 0, i = 1, 2; x3[u](T ) → min.

(3.3)

Финальное время маневра T является здесь свободным. Поэтому при использовании того

или иного способа параметризации управления u(t) в число параметров, по которым вы-

числяется значение функционалов задачи, следует включить также и T . Однако к обсуждае-

мой теме это не имеет непосредственного отношения, поскольку введение дополнительного

параметра не испортит линейной независимости градиентов функционалов по набору пара-

метров. Способ вычисления производных функционалов (а также обоснования существова-

ния этих производных) по параметрам, и в том числе, по T , можно уяснить из работы [18];

см. также [25].
З а м е ч а н и е 3. Из аналитического решения задачи минимизации (3.3) с помощью принципа

максимума Л. С. Понтрягина известна структура оптимального управления:

u∗(t) =

{
0, если t ∈ [0; τ ],
σ∗, если t ∈ (τ ;T ].

Момент переключения τ и финальное время T нам, вообще говоря, неизвестны. В соответствии

с информацией о структуре оптимального управления естественным образом возникает мысль опре-

делить набор параметров α = (α1, α2) ∈ R
2 и произвести параметризацию искомого управления

в виде:

τ = α2
1, T = α2

1 + α2
2, u[α](t) =

{
0, t ∈ [0; τ),
σ∗, t ∈ [τ ;T ].

Однако, как показано в работе [17], система параметризованных ограничений в этом случае оказыва-

ется жесткой, и более того, плохо обусловленной (иначе говоря, сильно неустойчивой к малейшим

погрешностям вычислений); попытка численного решения аппроксимирующей задачи минимиза-

ции приводит к очень плохим результатам (см. на этот счет также [18]); использование парамет-

ризации с помощью функций Гаусса позволяет получить успешное численное решение уже при

ν = 1, причем система параметризованных ограничений оказывается разрешимой с высокой сте-

пенью точности и по результатам численных экспериментов демонстрирует гибкость и хорошую

обусловленность.

Далее для функционалов Ji[u, T ] = xi[u](T ), i = 1, 2, получим формулы производных

Фреше по управлению u в пространстве L∞[0;T ]. С этой целью перепишем их в интеграль-

ной форме:

J1[u, T ] = x1(0) +

T∫

0

x2(t) dt, J2[u, T ] = x2(0)− gT + k

T∫

0

x3(t)u(t) dt.
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Управляемая задача Коши может быть переписана в виде

x = θ + A[f(., x, u)], x ∈ L1[0;T ],

где оператор A : L1[0;T ] → L1[0;T ] определяется формулой A[z](t) =
t∫
0

z(s) ds, при-

чем θ = (H, V, 1/M)∗, f(t, x, u) = (x2,−g + kx3u, x
2
3u)

∗. Для интегрального функционала

J [u] =
T∫
0

F
(
t, x[u](t), u(t)

)
dt стандартным образом, см., например, [18], устанавливается,

что при естественных предположениях относительно функций f и F производная Фреше

определяется формулой

J ′(u)[∆u] =

T∫

0

ω(t)∆u(t) dt, ∆u ∈ L∞[0;T ],

где ω(t) = ψ∗(t)f ′
u

(
t, x[u](t), u(t)

)
+ F ′

u

(
t, x[u](t), u(t)

)
, ψ(t) — решение сопряженного урав-

нения

ψ = A∗
[
(f ′

x)
∗ψ + (F ′

x)
∗
]
, ψ ∈ L∞[0;T ]; A∗[z](t) =

T∫

t

z(s) ds.

Иначе говоря, ψ(t) — абсолютно непрерывное решение (в смысле п. в.) сопряженной задачи

ψ′ = −(f ′
x)

∗ψ − (F ′
x)

∗, ψ(T ) = 0; f ′
x = f ′

x

(
t, x[u](t), u(t)

)
, F ′

x = F ′
x

(
t, x[u](t), u(t)

)
.

Конкретизируем выписанные формулы для функционалов J1 и J2. Имеем:

f ′
x =




0 1 0
0 0 ku
0 0 2x3u


 ⇒ (f ′

x)
∗ =




0 0 0
1 0 0
0 ku 2x3u


; f ′

u = (0, kx3, x
2
3)

∗.

1. Рассмотрим функционал J1. В данном случае F (t, x, u) = x2, откуда F ′
x = (0, 1, 0),

F ′
u = 0. Сопряженная задача:





ψ′
1 = 0,

ψ′
2 = −ψ1 − 1,

ψ′
3 = −kuψ2 − 2x3uψ3;

ψ(T ) = 0.

Соответственно, ω1 = ψ∗f ′
u + F ′

u = kψ2x3 + ψ3x
2
3. Очевидно, ψ1 ≡ 0, откуда ψ2 = T − t.

Стало быть, ψ′
3 = k(t− T )u− 2x3uψ3, ω1 = k(T − t)x3 + ψ3x

2
3.

2. Рассмотрим функционал J2. В данном случае F (t, x, u) = kx3u, следовательно, F ′
x =

= (0, 0, ku), F ′
u = kx3. Сопряженная задача:





ϕ′
1 = 0,

ϕ′
2 = −ϕ1,

ϕ′
3 = −kuϕ2 − 2x3uϕ3 − ku;

ϕ(T ) = 0.

Соответственно, ω2 = ϕ∗f ′
u + F ′

u = kϕ2x3 + ϕ3x
2
3 + kx3. Очевидно, ϕ1 ≡ 0, откуда ϕ2 ≡ 0.

Стало быть, ϕ′
3 = −2x3uϕ3 − ku, ω2 = ϕ3x

2
3 + kx3.

Получим для данного примера условие применимости теоремы 2.2.
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Т е о р е м а 3.1. Пусть выполнено условие

T∫

0

u(t) dt 6=M. (3.4)

Тогда функции ω1(t) и ω2(t) линейно независимы на [0;T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего, заметим, что x3(t) > 0 для всех t ∈ [0;T ]. Далее

этот факт будем неоднократно использовать. Возможен один и только один из следующих

двух случаев.

1) ω2 ≡ 0. Тогда x3 (ϕ3x3 + k) ≡ 0, откуда ϕ3x3 ≡ −k. Следовательно,

ϕ′
3 = k(2u− u) = ku ⇒ ϕ3 = −k

T∫

t

u(s) ds ⇒
1

x3
=

T∫

t

u(s) ds.

С другой стороны, непосредственно из (3.3) получаем:

∫
dx3
x23

=

∫
u dt ⇒

1

x3
=M −

t∫

0

u(s) ds. (3.5)

Таким образом,
T∫

t

u(s) ds =M −

t∫

0

u(s) ds ⇒

T∫

0

u(s) ds =M.

Получили противоречие с условием (3.4).

2) ω2 6≡ 0. Рассуждая от противного, предположим, что функции ω1(t) и ω2(t) линейно

зависимы на [0;T ]. Тогда существуют константы C1, C2, одновременно не равные нулю

и такие, что

C1ω1(t) + C2ω2(t) ≡ 0 на [0;T ].

Если бы C1 = 0, то C2 6= 0, а в таком случае, ω2(t) ≡ 0 на [0;T ]. Но это противоречит

предположению. Таким образом, C1 6= 0 и при C = −C2/C1 получаем:

ω1(t) = Cω2(t) ⇒ k(T − t)x3 +ψ3x
2
3 = C

{
ϕ3x

2
3 + kx3

}
⇒ x3(Cϕ3 −ψ3) = k(T − t)−Ck.

В частности, при t = T имеем: Ck = 0, следовательно, C = 0,
1

x3
= −

ψ3

k(T − t)
. При этом

ψ′
3 = k(t− T )u− 2x3uψ3 = k(t− T )u− 2k(t− T )u = k(T − t)u,

откуда

ψ3 = −k

T∫

t

(T − s)u(s) ds ⇒
1

x3
=

1

T − t

T∫

t

(T − s)u(s) ds.

Принимая во внимание соотношение (3.5), получаем:

T∫

t

(T − s)u(s) ds = (T − t)


M −

t∫

0

u(s) ds


 , ∀t ∈ [0;T ].
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Дифференцируя это тождество по t ∈ [0;T ], получаем:

(t− T )u(t) = −



M −

t∫

0

u(s) ds



− (T − t)u(t),

следовательно,
t∫
0

u(s) ds ≡ M , откуда u(t) ≡ 0, и 0 = M , что невозможно. Таким образом,

наше предположение неверно, следовательно, функции ω1(t) и ω2(t) линейно независимы

на [0;T ].

§ 4. Доказательство теоремы 2.2

Доказательство теоремы 2.2 основано на следующих леммах.

Прежде всего, для простоты рассмотрим случай, когда функции ωj(t) непрерывны. По-

скольку в конкретных приложениях ωj(t) являются зачастую абсолютно непрерывными

решениями некоторой сопряженной задачи, то этот случай, сам по себе, представляется

достаточно содержательным.

Л е м м а 4.1. Пусть функция ω(t) непрерывна и ω(t) 6≡ 0 на [a; b]. Тогда найдутся

ν1 ∈ N, δ0 ∈ R, αi, βi, γi ∈ R, i = ν + 1, ν1, такие, что для функции

ψ(t) = δ0 +

ν1∑

i=ν+1

αi exp

[
−
(t− βi)

2

γ2i + ε

]

будет выполнено неравенство
b∫
a

ω(t)Φ(t)ψ(t) dt 6= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию, а также с учетом положительности функции Φ(t),
имеем:

ω0(t) = ω(t)Φ(t) 6≡ 0.

Поэтому существует t0 ∈ (a; b): ω0(t0) 6= 0. Предположим, для определенности, что

ω0(t0) > 0. Тогда по теореме об устойчивости знака непрерывной функции найдется от-

резок [σ1; σ2] ⊂ (a; b), на котором функция ω0(t) > 0. По теореме Вейерштрасса, найдется

число σ0 > 0: ω0(t) > σ0 для всех t ∈ [σ1; σ2]. Определим функцию

ϕ(t) =

{
(t− σ1)(σ2 − t), t ∈ [σ1; σ2],

0, иначе.

Соответственно,

b∫

a

ω0(t)ϕ(t) dt =

σ2∫

σ1

ω0(t)ϕ(t) dt > σ0

σ2∫

σ1

ϕ(t) dt = σ3 > 0.

Функция ω0(t) непрерывна, следовательно, ограничена, то есть |ω0(t)| 6 σ4 для всех

t ∈ [a; b]. Поскольку ϕ(t) на [a; b] непрерывна, то в соответствии с теоремой 2.1 и аппрок-

симационной теоремой Вейерштрасса (об аппроксимации непрерывных функций полино-

мами), функцию ϕ(t) можно сколь угодно точно в метрике C[a; b] приблизить функцией

вида ψ(t). Таким образом, можно считать, что

|ψ(t)− ϕ(t)| 6
σ3

2σ4(b− a)
∀t ∈ [a; b].
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Тогда получаем:

b∫

a

ω0ψ dt =

b∫

a

ω0ϕdt+

b∫

a

ω0(t)
[
ψ(t)− ϕ(t)

]
dt > σ3 − σ4

b∫

a

∣∣ψ(t)− ϕ(t)
∣∣ dt > σ3

2
> 0. �

Л е м м а 4.2. Пусть функции ωj(t), j = 1, µ, непрерывны и линейно независимы на [a; b].
Тогда для любого допустимого набора ρ ∈ R

3ν+1, то есть такого, что Jj{ρ} = 0, j = 1, µ,

найдутся ν1 ∈ N, ν1 > ν, α̃i = 0, β̃i, γ̃i ∈ R, i = ν + 1, ν1, такие, что для расширенного

набора ρ̃ = (α̃, β̃, γ̃),

α̃ = (α, α̃ν+1, . . . , α̃ν1), β̃ = (β, β̃ν+1, . . . , β̃ν1), γ̃ = (γ, γ̃ν+1, . . . , γ̃ν1),

получим, что Jj{ρ̃} = 0, j = 1, µ, а градиенты
∂Jj
∂ρ̃

{ρ̃}, j = 1, µ, линейно независимы. Тем

самым, в точке ρ̃ система становится гибкой в пространстве R
3ν1+1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего, рассмотрим случай, когда не все градиенты
∂Jj
∂ρ

{ρ}, j = 1, µ, равны нулю. В этом случае данная система градиентов имеет линейно

независимую подсистему. Тогда, выбрав произвольно один из оставшихся градиентов, мо-

жем единственным образом разложить его по этой линейно независимой подсистеме, все

остальные градиенты можно включить в соответствующую нулевую линейную комбина-

цию с нулевыми коэффициентами. Как мы покажем далее, при заданном способе выбора

коэффициентов линейной комбинации, найдется такой способ расширения набора парамет-

ров ρ до некоторого набора ρ̃, для которого система ограничений останется выполненной

и при этом линейная комбинация с теми же коэффициентами градиентов по расширенному

набору параметров будет ненулевой. Последнее будет означать, что линейно независимая

подсистема системы градиентов по расширенному набору параметров расширилась на один

вектор. Продолжая этот процесс, за конечное число шагов путем расширения набора пара-

метров придем к ситуации, когда вся система градиентов станет линейно независимой.

Итак, пусть заданы числа λj ∈ R, j = 1, µ, одновременно не равные нулю и такие, что
µ∑

j=1

λj
∂Jj
∂ρ

{ρ} = 0. Положим ω(t) =
µ∑

j=1

λjωj(t). Поскольку выполнены условия леммы 4.1,

то справедливо ее утверждение. При этом, учитывая, что в соответствии с формулой Ма-

клорена, константу можно сколь угодно точно на [a; b] аппроксимировать квадратичной

экспонентой, можем считать, без ограничения общности рассуждений, что δ0 = 0. Примем

α̃i = 0, β̃i = βi, γ̃i = γi ∈ R, i = ν + 1, ν1. Тогда очевидно, что Φν1 [ρ̃] ≡ Φν [ρ]. Пред-

положим, что
µ∑

j=1

λj
∂Jj
∂ρ̃

{ρ̃} = 0. Расписывая данное векторное равенство по компонентам,

отвечающим параметрам α̃i для i = ν + 1, ν1, получаем:

b∫

a

(
µ∑

j=1

λjωj(t)

)
Φ(t) exp

[
−
(t− βi)

2

γ2i + ε

]
dt = 0, i = ν + 1, ν1.

Домножая i-е равенство на параметр αi из леммы 4.1 и складывая, получаем соотношение

b∫

a

(
µ∑

j=1

λjωj(t)

)
Φ(t)ψ(t) dt = 0,

которое противоречит лемме 4.1. Стало быть, наше предположение неверно.

125



Рассмотрим теперь случай, когда все градиенты
∂Jj
∂ρ

{ρ}, j = 1, µ, равны нулю. Однако,

в силу линейной независимости функций ωj(t), j = 1, µ, ни одна из них не может быть

тождественным нулем. Тогда, выбрав в качестве функции ω(t) любую из них и пользуясь

леммой 4.1, аналогично тому, как это было сделано выше, заключаем, что существует такой

способ расширения набора параметров ρ, при котором выполнение ограничений сохраня-

ется, а соответствующий градиент становится ненулевым. �

Далее мы покажем, что лемма 4.1 обобщается на случай ω ∈ L1[a; b].

Л е м м а 4.3. Пусть функция ω(t) суммируема и mes
{
t ∈ [a; b] : ω(t) 6= 0

}
> 0. Тогда

найдутся ν1 ∈ N, δ0 ∈ R, αi, βi, γi ∈ R, i = ν + 1, ν1, такие, что для функции

ψ(t) = δ0 +
ν1∑

i=ν+1

αi exp

[
−
(t− βi)

2

γ2i + ε

]

будет выполнено неравенство
b∫
a

ω(t)Φ(t)ψ(t) dt 6= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию, а также с учетом положительности функции Φ(t),
имеем: mes

{
t ∈ [a; b] : ω0(t) 6= 0

}
> 0, где ω0(t) = ω(t)Φ(t). При этом ясно, что ω0 ∈ L1[a; b].

Предположим, для определенности, что mesΠ+ > 0, где Π+ =
{
t ∈ [a; b] : ω0(t) > 0

}
.

По определению меры Лебега, найдется открытое множество Q ⊃ Π+, Q ⊂ [a; b], мера ко-

торого сколь угодно мало отличается от меры Π+. Отсюда и в силу абсолютной непрерывно-

сти интеграла Лебега, получаем, что можно выбрать множество Q так, чтобы
∫
Q

ω0(t) dt > 0.

Как известно, открытое множество Q представимо в виде не более, чем счетного объеди-

нения попарно неналегающих промежутков. Будем считать, для определенности, что речь

идет о счетном объединении отрезков Sj = [aj ; bj ], j ∈ N. Тогда

0 <

∫

Q

ω0(t) dt =

∞∑

j=1

∫

Sj∩Π+

ω0(t) dt−

∞∑

j=1

∫

Sj\Π+

|ω0(t)| dt,

и следовательно,
∞∑

j=1

∫

Sj∩Π+

ω0(t) dt >
∞∑

j=1

∫

Sj\Π+

|ω0(t)| dt.

Если бы каждое слагаемое в сумме слева было бы меньше или равно соответствующего

слагаемого в сумме справа, то и вся левая сумма была бы меньше или равна суммы справа.

Поэтому существуют индекс j ∈ N и число ξ > 1 такие, что для [σ1; σ2] = Sj имеем:
∫

[σ1;σ2]∩Π+

|ω0(t)| dt 6
1

ξ
σ, σ =

∫

[σ1;σ2]∩Π+

ω0(t) dt > 0.

Пользуясь абсолютной непрерывностью интеграла Лебега, подберем число ε > 0 настолько

малым, чтобы
σ1∫

σ1−ε

|ω0(t)| dt+

σ2+ε∫

σ2

|ω0(t)| dt <
1

2

(
1−

1

ξ

)
σ.

Построим непрерывную функцию ϕ(t) так, чтобы

ϕ(t)





= 1, t ∈ [σ1; σ2],

= 0, t ∈ [a; b] \ [σ1 − ε; σ2 + ε],

∈ [0; 1], иначе.
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Поскольку ϕ(t) на [a; b] непрерывна, то в соответствии с теоремой 2.1 и аппроксимаци-

онной теоремой Вейерштрасса (об аппроксимации непрерывных функций полиномами),

функцию ϕ(t) можно сколь угодно точно в метрике C[a; b] приблизить функцией вида ψ(t).
Таким образом, можно считать, что

|ψ(t)− ϕ(t)| 6
1

4

(
1−

1

ξ

)
σ

‖ω0‖L1

∀t ∈ [a; b].

Тогда
b∫

a

ω0(t)ψ(t) dt =

b∫

a

ω0(t)
[
ψ(t)− ϕ(t)

]
dt+

σ2+ε∫

σ1−ε

ω0(t)ϕ(t) dt >

> −
1

4

(
1−

1

ξ

)
σ −

1

2

(
1−

1

ξ

)
σ +

(
1−

1

ξ

)
σ =

1

4

(
1−

1

ξ

)
σ > 0. �

Заменяя в доказательстве леммы 4.2 ссылку на лемму 4.1 ссылкой на лемму 4.3, полу-

чаем, что справедлива теорема 2.2.
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For finite-dimensional mathematical programming problems (approximating problems) being obtained

by a parametric approximation of control functions in lumped optimal control problems with functional

equality constraints, we introduce concepts of rigidity and flexibility for a system of constraints. The

rigidity in a given admissible point is treated in the sense that this point is isolated for the admissible set;

otherwise, we call a system of constraints as flexible in this point. Under using a parametric approximation

for a control function with the help of quadratic exponentials (Gaussian functions) and subject to some

natural hypotheses, we establish that in order to guarantee the flexibility of constraints system in a given

admissible point it suffices to increase the dimension of parameter space in the approximating problem.

A test of our hypotheses is illustrated by an example of the soft lunar landing problem.
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