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 В статье «Принцип Дирихле на клетчатых до-
сках» мы рассмотрели способ решения задач на оценку на клетча-
тых досках. Способ заключался в том, чтобы разбить множество на 
более мелкие части, в которых легко удалось бы провести оценку. 
По сути, мы строили соответствие между этими частями и иссле-
дуемыми объектами. В этой статье мы разберем задачи, в которых 
этот метод практически не работает. Но здесь в решении помога-
ет выделение некоторых частей (раскраска отмеченных множеств), 
с которыми можно построить соответствие исследуемых объектов. 
С точки зрения применения принципа Дирихле отмеченные мно-
жества — это «клетки» или «метки».

Рассмотрим конкретные примеры. В основном это задачи на по-
иск минимума, которые традиционно более сложные, чем задачи 
на поиск максимума.

Задача 1. Какое наименьшее число кораблей 1 × 1 нужно расста-
вить на поле 10 × 10 так, чтобы на поле нельзя было поставить боль-
ше ни одного корабля 1 × 1 по правилам морского боя? (По прави-
лам морского боя корабли не могут иметь общих точек.)

Ответ: 16.
Решение. В задаче, когда необходимо расставить как можно боль-

ше кораблей по правилам морского боя, мы можем разбить всю до-
ску на 25 клеток 2 × 2, в каждой из которых может находиться не 
больше одного корабля. В результате можем получить оценку: на 
доску 10 × 10 нельзя поставить больше 25 кораблей 1 × 1 по прави-
лам морского боя. Если мы попытаемся применить метод разбие-
ния на меньшие части в задаче на поиск минимального числа, то 
придем к следующим рассуждениям: в каждом квадрате 3 × 3 не-
обходимо поставить хотя бы один корабль 1 × 1, иначе в этот ква-
драт можно поставить корабль 1  ×  1 по правилам морского боя. 
Но поле 10 × 10 не разбивается на квадраты 3 × 3, да и в квадрате 
6 × 6 такая оценка окажется очень грубой: четырьмя кораблями ни-
как не обойтись. 

Попытки непосредственно расставить быстро приводят к резуль-
тату в 16 кораблей (рис. 1).

Рис. 1
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Но как доказать минимальность? Попробу-
ем использовать картинку, которая получи-
лась в процессе анализа задачи. Пусть на дос- 
ке 10 × 10 расставлены корабли 1 × 1 таким об-
разом, что больше нельзя поставить, по прави-
лам морского боя, ни одного корабля 1 × 1. Тог-
да каждой закрашенной клетки должен касаться 
хотя бы один корабль (иначе в эту закрашенную 
клетку мы сможем поставить еще один корабль). 
При этом ни один корабль не может касаться 
сразу двух закрашенных клеток. Значит, нам по-
надобится не меньше 16 кораблей. 

Обратим внимание, что в доказательстве рису-
нок  — это не расстановка кораблей, а отмечен-
ные множества. Мы строим соответствие между 
отмеченными множествами и расставленными 
кораблями. 

Переформулируем эти же рассуждения на 
языке соответствий. Будем говорить, что отме-
ченному множеству соответствует корабль, если 
они имеют общую точку. Для того чтобы на доску 
нельзя было поставить ни одного корабля, каж-
дому отмеченному множеству должен соответ-
ствовать корабль (который помешает поставить 
корабли в это множество), и ни один корабль 
не может соответствовать сразу двум множе-
ствам. Отмеченные множества логично назвать 
«метками».

Получаем, что каждая «метка» должна быть 
выдана хотя бы одному кораблю, при этом ни 
одна «метка» не может достаться больше чем од-
ному кораблю. Значит, кораблей должно быть 
не меньше, чем меток.

Пример расстановки кораблей в этой задаче 
совпадает с отмеченными множествами.

Задача 2. Какое наименьшее число кораб- 
лей 2 × 2 нужно расставить на поле 10 × 10 так, 
чтобы нельзя было поставить больше ни одного 
корабля 2  × 2 по правилам морского боя?

Ответ: 4.
Указание. На рисунке 2 отмечены множества. 

Каждому отмеченному множеству должен соот-
ветствовать свой корабль.

Рис. 2

Задача 3. Какое наименьшее число пря-
моугольников 2  ×  2 нужно вырезать из дос- 
ки 8 × 8 так, чтобы из оставшейся фигуры нельзя 
было вырезать квадрат 2 × 2? (В терминах мор-
ского боя эту задачу можно сформулировать так: 
какое наименьшее число залпов в две соседние 
клетки нужно дать, чтобы гарантированно ра-
нить корабль 1 × 2?)

Ответ: 9.
Решение. Рассмотрим 9 отмеченных множеств 

(рис. 3).

Рис. 3

Здесь мы закрасили как можно больше ква-
дратов 2  ×  2, не имеющих общих точек. Тогда 
никакой прямоугольник 1  ×  2 не сможет иметь 
общую клетку сразу с двумя отмеченными мно-
жествами. В каждом из 9 отмеченных множеств 
должна быть вырезана хотя бы одна клетка, 
то есть каждому отмеченному множеству дол-
жен соответствовать хотя бы один прямоуголь- 
ник 1 × 2. В этой задаче мы говорим, что прямо-
угольник 1 × 2 соответствует отмеченному мно-
жеству, если они имеют общую клетку. При 
этом никакой прямоугольник 1  ×  2 не может 
иметь общих клеток сразу с двумя отмеченны-
ми множествами. Получаем, что вырезанных 
прямоугольников должно быть не меньше, чем 
отмеченных множеств. Следовательно, меньше  
чем 9 вырезанными прямоугольниками нам не 
обойтись (рис. 4).

Рис. 4

Задача 4. Какое наибольшее количество ко- 
раблей 1 × 3 можно поставить на доску для мор-
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ского боя 10 × 10 так, чтобы они стояли по прави-
лам, то есть не имели общих точек?

Ответ: 12.
Решение. Рассмотрим крупную шахмат-

ную раскраску доски (рис. 5).

Рис. 5

Заметим, что каждый корабль 1  ×  3 накры-
вает одну или две клетки ровно одного черного 
квадрата. То есть мы можем поставить в соответ-
ствие каждому кораблю свой черный квадрат-
«метку», а именно черный квадрат соответству-
ет кораблю, если у них имеется общая клетка. 

При этом если один квадрат соответствует 
двум кораблям, то корабли будут стоять не по 
правилам морского боя, то есть иметь общую точ-
ку (так как любые две клетки квадрата 2 × 2 име-
ют общую точку). Значит, кораблей не больше, 
чем черных квадратов, то есть 12. 

Задача 5. Какое наименьшее число слонов 
нужно расставить на шахматной доске так, что-
бы все клетки доски оказались под боем? (Слон, 
стоящий в клетке, бьет ее.)

Ответ: 8.
Решение. Будем обращать внимание только 

на 28 граничных клеток. Заметим, что каждый 
слон бьет не больше 4 граничных клеток того же 
цвета, на котором стоит. Граничных клеток ров-
но 28, из них 14 черных и 14 белых. Значит, что-
бы под боем оказались граничные клетки, необ-
ходимо не меньше 4 слонов, стоящих на черных 
клетках, и 4 слонов, стоящих на белых клетках. 
В этой задаче мы ставим в соответствие слонов 
и граничные клетки. Говорим, что клетка со-
ответствует слону, если она находится под его 
боем. 

Пример на 8 слонов, бьющих всю доску, стро-
ится несложно.

Задача 6. Какое наименьшее число коней 
нужно расставить на шахматной доске так, что-
бы все клетки доски оказались под боем? (Конь, 
стоящий в клетке, бьет ее.)

Ответ: 12.

Решение. Отметим 12 клеток так, чтобы один 
конь не мог бить сразу две отмеченные клет- 
ки (рис. 6). 

Рис. 6

Так как каждая клетка доски должна оказать-
ся под боем одного из коней, при этом конь не мо-
жет бить больше одной клетки, то коней должно 
быть не меньше 12 (рис. 7). 

Рис. 7

Задача 7. На доску 11 × 11 положили несколь-
ко квадратов 2  ×  2 так, что стороны квадратов 
идут по линиям сетки и никакие два квадрата не 
перекрываются больше чем по одной клетке. Ка-
кое наибольшее число квадратов могло быть?

Ответ: 50.
Решение. Отметим 25 клеток при помощи рас-

краски «горох» (рис. 8).

Рис. 8

Мы выбрали эту раскраску, так как каждый 
квадрат 2 × 2 содержит ровно одну отмеченную 
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клетку. Будем говорить, что отмеченному мно-
жеству соответствует квадрат 2  ×  2, если ква-
драт содержит отмеченную клетку. Заметим, 
что каждая «метка» соответствует не более чем 
двум квадратам. Действительно, если три ква-
драта содержат общую клетку, то два из них 
пересекаются более чем по одной клетке. По-
лучаем, что каждому квадрату соответству-
ет ровно одно отмеченное множество, а каж-
дому отмеченному множеству соответствует 
не больше двух квадратов 2 × 2. Значит, 25 от-
меченным множествам соответствует не боль- 
ше 50 квадратов. 

Чтобы расположить 50 квадратов, нужно вы-
ложить их слоями (рис.  9). В каждом следую-
щем слое квадраты имеют не более чем по одной 
общей клетке с любым квадратом из предыду-
щего слоя. Всего получится 10 слоев по 5 ква-
дратов.

Рис. 9

Задача 8. Какое наименьшее число кораблей 
1 × 2 нужно расставить на поле 10 × 10 по прави-
лам морского боя, чтобы нельзя было поставить 
больше ни одного корабля 1 × 2 по правилам мор-
ского боя?

Ответ: 9.

Решение. Рассмотрим раскраску «крупный го-
рох» (рис.  10). 

Рис. 10

Получилось 9 отмеченных множеств. Бу-
дем говорить, что корабль касается отмеченно-
го множества, если они имеют хотя бы одну об-
щую точку, но не имеют общих клеток. Один 
корабль 1  ×  2 может касаться сразу двух отме-
ченных множеств. 

Все корабли, выставленные на доску, де-
лятся на два типа: первый  — корабль име-
ет общую точку с отмеченным множеством, 
второй — корабль касается одного или двух от-
меченных множеств.

Отмеченные множества также разделим на 
два типа: первый  — отмеченное множество 
имеет общую клетку с одним из кораблей, вто-
рой  — отмеченное множество не имеет общих 
клеток ни с одним из кораблей. Если отмечен-
ное множество не является ни множеством 
первого типа, ни множеством второго типа, то 
в этом множестве можно разместить еще один 
корабль 1 × 2. 

Пусть мы расставили корабли 1  ×  2 согласно 
условию задачи. Тогда все множества являются 
либо множествами первого типа, либо второго. 
Корабль первого типа имеет общую клетку ров-
но с одним множеством первого типа. Значит, 
кораблей первого типа не меньше, чем отмечен-
ных множеств первого типа. 

Рассмотрим множества и корабли второ-
го типа. Каждого множества второго типа долж-
но касаться не меньше двух кораблей, иначе 
в этом отмеченном множестве можно будет рас-
положить еще один корабль по правилам мор-
ского боя. Проверяется это несложным перебо-
ром. Так как корабль может касаться не больше 
двух отмеченных множеств, то кораблей второ-
го типа должно быть не меньше, чем отмечен-
ных множеств второго типа.

Из этих двух оценок следует, что кораблей 
должно быть не меньше, чем отмеченных мно-
жеств (рис. 11).
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Рис. 11

Задача 9. Какое наименьшее число кораб- 
лей 1 × 3 нужно расставить на поле 8 × 8 так, что-
бы нельзя было поставить больше ни одного ко-
рабля 1 × 3 по правилам морского боя?

Ответ: 4.
Решение. Решение практически дословно по-

вторяет предыдущее доказательство, если при-
думать подходящую раскраску доски. Рассмот-
рим отмеченные множества (рис. 12). 

Рис. 12

Корабли 1 × 3 делятся на два типа: те, которые 
содержат центральную клетку отмеченного мно-
жества, и те, которые не содержат централь-
ную клетку отмеченного множества. Аналогич-
но на два типа делятся и отмеченные множества: 
первый  — отмеченное множество имеет общую 
центральную клетку с одним из кораблей, вто-
рой  — отмеченное множество не имеет общей 
центральной клетки ни с одним из кораблей. Ко-
раблей первого типа не меньше, чем отмечен-
ных множеств первого типа.

Любого множества второго типа должно ка-
саться не меньше двух кораблей. Так как каж-
дый корабль может касаться не больше двух от-
меченных множеств, то кораблей второго типа 
должно быть не меньше, чем отмеченных мно-
жеств второго типа.

Получаем, что кораблей 1  ×  3 долж-
но быть не меньше, чем отмеченных мно- 
жеств (рис. 13).

Рис. 13

Задача 10. В каждой клетке доски 9  ×  9 сто-
ит фишка. Одновременно все фишки сдвигают-
ся в соседнюю по стороне клетку. Какое наи-
большее количество клеток может оказаться 
пустыми?

Ответ: 56.
Решение. Раскрасим доску в шахматную рас-

краску. Заметим, что все фишки из черных кле-
ток окажутся в белых клетках и наоборот. 

Обратим внимание на связь со следующей за-
дачей: 

Какое наибольшее количество белых (чер-
ных) клеток можно отметить на доске так, что-
бы у каждой черной (белой) клетки было не 
больше одной соседней по стороне отмеченной 
клетки? 

Действительно, фишки из клеток, отмечен-
ных таким образом, не могут переместиться 
в одну клетку. Максимальность дает точную 
оценку.

Отметим 13 белых и 12 черных клеток так, 
чтобы никакие две фишки из отмеченных кле-
ток не могли переместиться в одну клетку 
(рис. 14).

Рис. 14
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Получаем, что каждой из 13 фишек, стоящих 
в 13 отмеченных белых клетках, будет соот-
ветствовать черная клетка, где фишка окажет-
ся после перемещения. При этом все 13 клеток 
будут различными. Следовательно, не мень- 
ше 13 черных клеток окажутся занятыми. Ана-
логично не меньше 12 белых клеток окажутся 
занятыми. Значит, после перемещения фишек 
не меньше 25 клеток на доске окажутся заняты-
ми, а свободными будут не больше 81 – 25 = 56 
клеток. 

Пример перемещения фишек представлен 
на рисунке 15.

Рис. 15

Задача 11. Докажите, что полный комплект 
кораблей: один корабль  — 1  ×  4, два  — 1  ×  3, 
три — 1 × 2, четыре корабля — 1 × 1, всегда мож-
но расставить на поле 10 × 10 по правилам мор-
ского боя, если расставлять их, начиная с самого 
большого из размеров. 

Доказательство. Ясно, что первый корабль 
всегда можно поставить. Далее отметим четы-
ре трехклеточных области (рис. 16).

Рис. 16

Заметим, что поставленный четырехклеточ-
ный корабль может касаться не больше одной об-
ласти. Значит, в двух из оставшихся трех обла-
стей мы сможем разместить два трехклеточных 
корабля. 

Пусть теперь как-то расположены три кораб- 
ля: четырехклеточный и два трехклеточных. 
Рассмотрим 12 отмеченных множеств (рис. 17). 

Рис. 17

Один четырехклеточный и два трехклеточных 
корабля касаются не больше шести областей. 
Мы сможем разместить еще три двухклеточных 
корабля в оставшихся отмеченных множествах. 

Докажем, что после размещения одного четы-
рехклеточного, двух трехклеточных и трех двух-
клеточных кораблей мы сможем разместить че-
тыре одноклеточных корабля.

Рассмотрим 16 отмеченных множеств 
(рис. 18).

Рис. 18

Один четырехклеточный, два трехклеточных 
и три двухклеточных корабля касаются не боль-
ше 12 отмеченных областей. Значит, мы можем 
поставить четыре одноклеточных корабля. Та-
ким образом, мы можем поставить весь набор 
кораблей по правилам морского боя, независи-
мо от способа расстановки, если начнем выстав-
лять с самого большого корабля в порядке убы-
вания размеров.

12. Решите самостоятельно. Докажите, что 
все корабли, кроме самого большого, можно по-
ставить, начиная с самых маленьких, независи-
мо от способа расстановки. 
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Замечание. Заметим, что если расставлять 
корабли, начиная с самых маленьких, то расста-
новка может и не получиться (рис. 19). При та-
кой расстановке корабль 1 × 4 поставить по пра-
вилам уже не удастся.

Рис. 19

Задача 13. Какое минимальное количество ко-
ней нужно поставить на шахматную доску, что-
бы они били все белые клетки?

Ответ: 5.
Решение. Отметим на доске 2 черные и 10 се-

рых областей (все на белых полях) (рис. 20).

Рис. 20

Заметим, что никакой конь не может бить сра-
зу черную и серую клетки, две черных клетки 
или три серых клетки. Это проверяется неслож-
ным перебором. Тогда нужно не меньше двух ко-

ней, чтобы под бой попали две черные клетки, 
и не меньше 5 коней, чтобы под бой попали все 
белые клетки, то есть 7 коней. Пример расста-
новки коней предложен на рисунке 21.

Рис. 21

Обратим внимание, что в задаче 6 мы расста-
вили 12 коней, по 6 в белые и черные клетки, 
так, что под боем оказались все клетки доски. 
В этой задаче нам понадобилось 7 коней, чтобы 
побить все белые клетки. Это связано с тем, что 
клетки, в которых стоят фигуры, считаются на-
ходящимися под боем, поэтому нам надо было 
бить большее количество клеток.

В заключение отметим, что придумывание от-
меченных множеств, помогающих решать кон-
кретную задачу, сродни методу дополнительных 
построений в геометрии, то есть занятие творче-
ское, требующее воображения и изобретатель-
ности. Иногда помогают общеизвестные и часто 
применяемые раскраски, иногда требуется из-
рядно потрудиться, чтобы их придумать. В за-
дачах 8, 9 и 13 нам пришлось разбивать отме-
ченные множества на два типа, а в задаче 11 
применять несколько типов отмеченных мно-
жеств. Как и в любом виде деятельности, умение 
приходит, если приложить определенное коли-
чество усилий. 
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