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Ïóñòü Dk(m) ⊂ D(m), k ∈ N, � ìíîæåñòâî âñåõ d ∈ D(m) òàêèõ, ÷òî |d| 6 k.
Ïîëîæèì òàêæå Dk

0(m) := Dk(m) ∪ {∅}.
Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî

∇k
σ(A) = lim

m→∞
m−1 max

d∈D0()
(Ξ(m, d)− σ‖d‖).

áóäåì íàçûâàòü k -òî÷å÷íîé àïïðîêñèìàöèåé äëÿ ∇σ(A).

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ∇σ(A) > ∇k

σ(A) > λn(A) ïðè âñåõ σ > 0;
2) ∇k

σ(A) � âûïóêëàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [0, +∞[ òàêàÿ, ÷òî
∇σ(A) = λn(A) äëÿ âñåõ σ > σ0(A);

3) åñëè b ∈ Dk
0(m) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ξ(m, b)− σ‖b‖ = max
d∈Dk

0(m)

(
Ξ(m, d)− σ‖d‖), (6)

òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî σ‖b‖ 6 2Mm.
Äëÿ êàæäîãî σ > 0 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ b ∈ Dk

0(m), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ (6), ÷åðåç Bk

σ(m). Ïîëîæèì

Bσ(A) = lim
m→∞

min
b∈Bk

σ(m)

‖b‖
m

, Tσ(A) = lim
m→∞

max
b∈Bk

σ(m)

‖b‖
m

.

Ìíîæåñòâî óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ îïîðíûõ ïðÿìûõ, ïðîâåäåííûõ ê ãðàôèêó íåêî-
òîðîé âûïóêëîé ôóíêöèè f : [0, +∞[→ R â òî÷êàõ

(
s, f(s)

)
, ãäå s ∈ [0, +∞[, îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Ss(f).
Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî Sσ

(∇k
σ(A)

)
ïðè ëþáûõ σ > 0 ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì

[
Bσ(A), Tσ(A)

]
.
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Î ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÑÏÅÊÒÐÀ ËßÏÓÍÎÂÀ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÌ ÂÐÅÌÅÍÅÌ

Ñ.Í. Ïîïîâà, Ì.Â. Ôåäîðîâà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

x(k + 1) = A(k)x(k), k ∈ Z, x ∈ Rn, (1)

ñ âïîëíå îãðàíè÷åííîé [1] íà Z ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A(·). Ïîëíûé ñïåêòð ïî-
êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(A) =

(
λ1(A), . . . , λn(A)

)
. Âñþäó
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ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ýòîé è êàæäîé ðàññìàòðèâàåìîé
íèæå ñèñòåìû n -ãî ïîðÿäêà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Rn

6 óïîðÿäî÷åííûõ ïî íåóáû-
âàíèþ íàáîðîâ n ÷èñåë. Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (1) ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

y(k + 1) =
(
A(k) + Q(k)

)
y(k), k ∈ Z, y ∈ Rn, (2)

ãäå ìàòðèöà âîçìóùåíèé Q : Z → Rn×n òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííîé.
Äëÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëåí ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà λ(A + Q) ∈ Rn

6.
Ñèñòåìó (2) îòîæäåñòâèì ñ ìàòðèöåé âîçìóùåíèé Q(·). Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìóùåí-
íûõ ñèñòåì âèäà (2) îáîçíà÷èì ÷åðåç Q . Ïóñòü Qδ � åãî ïîäìíîæåñòâî, îòâå÷àþùåå
âîçìóùåíèÿì Q(·), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà sup

k∈Z
‖Q(k)‖ < δ ñ ôèêñèðîâàí-

íûì δ > 0 . Îáîçíà÷èì

λ(Qδ)
.
=

{
λ(A + Q) : Q(·) ∈ Qδ

}
.

Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

Oε

(
λ(A)

) .
=

{
µ = (µ1, . . . , µn) ∈ Rn

6 : max
j=1,...,n

|µj − λj(A)| < ε
}
.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì, åñëè îòîáðàæåíèå Q(·) 7→ λ(A + Q) íåïðåðûâíî â òî÷êå Q(k) ≡ 0 ∈
∈ Rn×n , òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0 , ÷òî λ(Qδ) ⊂ Oε

(
λ(A)

)
.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ
îòêðûòûì, åñëè îòîáðàæåíèå Q(·) 7→ λ(A + Q) îòêðûòî â òî÷êå Q(k) ≡ 0 ∈ Rn×n ,
òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0 , ÷òî Oδ

(
λ(A)

) ⊂ λ(Qε).
Ñèñòåìó (1) îòîæäåñòâèì ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A(·) . Îáîçíà÷èì As(k)

.
=

A(k+s) � ñäâèã A(·) íà s ∈ Z è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R(A) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
{As(·) : s ∈ Z} â òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè íà Z. Ìåòðèêà â R(A) ìîæåò áûòü
çàäàíà ðàâåíñòâîì

ρ(Ã, Â) = sup
k∈Z

min{‖Ã(k)− Â(k)‖, |k|−1}.

Ïðîñòðàíñòâî (R(A), ρ) êîìïàêòíî [2]. Îíî íàçûâàåòñÿ îáîëî÷êîé Áåáóòîâà ñèñòå-
ìû A(·).

Êàæäóþ ôóíêöèþ Â(·) ∈ R(A) îòîæäåñòâèì ñ ëèíåéíîé ñèñòåìîé

x(k + 1) = Â(k)x(k), k ∈ Z, x ∈ Rn.

Òåîðåìà. Åñëè ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A(·) óñòîé÷èâ,
òî êàæäàÿ ñèñòåìà Â(·) ∈ R(A) îáëàäàåò óñòîé÷èâûì è îòêðûòûì ïîëíûì ñïåê-
òðîì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 20�01�00293) è Ìèíèñòåðñòâà
íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 075-01265-22-
00 (ïðîåêò FEWS-2020-0010 �Ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ è ñòàáèëèçàöèè
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