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XVI Международная конференция «Устойчивость и
колебания нелинейных систем управления» (конференция
Пятницкого) проводится Федеральным государственным
бюджетным учреждением науки Институтом проблем
управления им. В.А. Трапезникова Российской академии
наук при поддержке Отделения энергетики, машиностро-
ения, механики и процессов управления РАН (ОЭММПУ
РАН). Конференция проводится при информационной
поддержке IEEE Russia Section.

Основные научные направления XV Конференции: общие
вопросы теории устойчивости и стабилизации движения; об-
щие вопросы и методы теории нелинейных колебаний; мето-
ды функций Ляпунова; гладкая и негладкая динамика; во-
просы управляемости и наблюдаемости; проблемы робаст-
ного управления; управление в механических и элекстроме-
ханических системах; управление роботами и мехатронными
системами; колебания, устойчивость и стабилизация в сете-
вых и взаимосвязанных системах, устойчивость и управле-
ние гибридными системами и системами с переключениями.

Конференция проводится один раз в два года. Ра-
нее конференция проходила (до 2004 г. — в формате
Международного семинара): в Таллине (1987), в Моск-
ве (1992), в Самаре (1994), в Москве (1996, 1998, 2000,
2002, 2004, 2006, 2008, 2010, 2012, 2016, 2018, 2020).
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Получены необходимые и достаточные условия пропорциональной
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Рассмотрим линейную управляемую систему

(1) 𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚,

с равномерно непрерывными и ограниченными на R матрицами ко-
эффициентов 𝐴(·) и 𝐵(·). Полный спектр показателей Ляпунова [1]
свободной системы

(2) 𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛,

обозначим через 𝜆1(𝐴) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴).
Управление 𝑢(·) в системе (1) выберем в виде линейной обратной

связи 𝑢 = 𝑈(𝑡)𝑥, получим замкнутую систему вида

(3) 𝑥̇ =
(︀
𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑈(𝑡)

)︀
𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛.

Будем называть 𝑈(·) матричным управлением для системы (3). Будем
говорить, что матричное управление 𝑈(·) допустимо для системы (3),
если матрица 𝑈(·) кусочно непрерывна и ограничена на R.

Пусть зафиксировано некоторое допустимое для системы (3) мат-
ричное управление 𝑈(·). Тогда для замкнутой системы (3) с выбран-
ным управлением 𝑈(·) определен полный спектр показателей Ляпуно-
ва 𝜆1(𝐴+𝐵𝑈) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴+𝐵𝑈).

Определение 1 ( [2]). Будем говорить, что система (3) обладает
свойством пропорциональной локальной управляемости полного спек-
тра показателей Ляпунова, если найдутся такие ℓ > 0 и 𝛿 > 0, что
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для любого набора чисел 𝜇1 6 . . . 6 𝜇𝑛, удовлетворяющих неравен-
ству max

𝑖=1,...,𝑛
|𝜇𝑖 − 𝜆𝑖(𝐴)| 6 𝛿, существует допустимое для системы (3)

матричное управление 𝑈(·) такое, что

sup
𝑡∈R

‖𝑈(𝑡)‖ 6 ℓ max
𝑖=1,...,𝑛

|𝜇𝑖 − 𝜆𝑖(𝐴)|

и
𝜆𝑖(𝐴+𝐵𝑈) = 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Определение 2 ( [3]). Система (1) называется равномерно вполне
управляемой, если существуют такие 𝛼 > 0 и 𝜗 > 0, что матрица Кал-
мана

𝑊 (𝑡, 𝑡+ 𝜗)
.
=

𝑡+𝜗∫︁
𝑡

𝑋(𝑡, 𝑠)𝐵(𝑠)𝐵𝑇 (𝑠)𝑋𝑇 (𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠

системы (1) удовлетворяет неравенству𝑊 (𝑡, 𝑡+𝜗) > 𝛼𝐸 при всех 𝑡 ∈ R;
здесь 𝑋(𝑡, 𝑠) — матрица Коши свободной системы (2), 𝐸 — единичная
матрица.

Определение 3 ( [4]). Показатели Ляпунова системы (2) называ-
ются устойчивыми, если для каждого 𝜀 > 0 найдется такое 𝛿 > 0, что
для всякой кусочно непрерывной функции 𝑄 : R → R𝑛×𝑛, удовлетво-
ряющей условию sup

𝑘∈N
‖𝑄(𝑡)‖ < 𝛿, выполнено неравенство

max
𝑖=1,...,𝑛

|𝜆𝑖(𝐴) − 𝜆𝑖(𝐴+𝑄)| < 𝜀;

здесь 𝜆1(𝐴 + 𝑄) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴 + 𝑄) — полный спектр показателей
Ляпунова возмущенной системы 𝑦̇ =

(︀
𝐴(𝑡) +𝑄(𝑡)

)︀
𝑦.

В работе [5] установлено, что если система (1) равномерно вполне
управляема, а показатели Ляпунова системы (1) устойчивы, то полный
спектр показателей Ляпунова системы (3) пропорционально локаль-
но управляем. Для нахождения необходимых и достаточных условий
пропорциональной локальной управляемости спектра применим кон-
цепцию оболочки Бебутова линейной управляемой системы.

Систему (1) отождествим с функцией 𝑡 ↦→ 𝜎(𝑡)
.
=
(︀
𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)

)︀
∈

R𝑛×(𝑛+𝑚). Обозначим 𝜎𝑠(𝑡)
.
= 𝜎(𝑡+𝑠) — сдвиг 𝜎 на 𝑠 ∈ R и рассмотрим

множество R(𝜎) — замыкание множества {𝜎𝑠(·) : 𝑠 ∈ N} в топологии
равномерной сходимости на отрезках. Метрика в R(𝜎) может быть за-
дана равенством

𝜌(̃︀𝜎, ̂︀𝜎) = sup
𝑡∈R

min{‖̃︀𝜎(𝑡) − ̂︀𝜎(𝑡)‖, |𝑡|−1}.
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Пространство (R(𝜎), 𝜌) компактно. Оно называется оболочкой Бебуто-
ва системы 𝜎.

Каждую функцию ̂︀𝜎(·) =
(︀ ̂︀𝐴(·), ̂︀𝐵(·)

)︀
∈ R(𝜎) отождествим с линей-

ной управляемой системой

𝑥̇ = ̂︀𝐴(𝑡)𝑥+ ̂︀𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚.

Теорема 1. Пусть показатели Ляпунова системы (2) устойчи-
вы. Система (1) равномерно вполне управляема тогда и только то-
гда, когда для каждой системы из оболочки Бебутова системы (1)
соответствующая замкнутая система обладает свойством пропор-
циональной локальной управляемости полного спектра показателей
Ляпунова.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (Проект № 20–01–00293) и Министер-
ства науки и высшего образования в рамках государственного задания № 075-00928-
21-01 (Проект FEWS-2020-0010 «Развитие теории и методов управления и стабили-
зации динамических систем»).
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of the Lyapunov spectrum of a linear differential system are obtained.
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