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Дифференциальные и
функционально-дифференциальные

уравнения

On asymptotic properties of solutions to
quasi-linear differential equations

I. V. Astashova
Moscow, Lomonosov Moscow State University,

Moscow, Plekhanov Russian University of Economics
e-mail: ast.diffiety@gmail.com

Concider the equation

y(n) +
n−1∑
j=0

aj(x)y
(j) = p(x)|y|ksgn y , (1)

where k > 1, n ≥ 2, the functions a0, . . . , an−1, and p are contin-
uous for x ≥ 0. In [5, Ch.1] uniform estimates for solution to (1)
with the same domain are presented. In [3] an oscillation criterion
for equation (1) is proved. In order to obtain these results, the lin-
ear operator producing the left-hand side of (1) is represented in
a quasi-derivative form with the coefficients satisfying some special
conditions. With the help of the same method, some qualitative and
asymptotic properties of solutions to equation (1) are proved in this
paper.

Theorem 1 (see [4]). Under the conditions

∞∫
x0

xn−j−1|aj(x)| dx <∞, j = 0, . . . , n− 1, (2)
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and
∞∫
0

x(n−1)(k+1) |p(x)| dx <∞,

for any C1, . . . , Cn−1 there exists a solution y to equation (1) such
that

u(x) =
n−1∑
j=0

Cjξj(x) + o(1), x→ ∞,

where the functions ξj form a fundamental system of solutions to
equation (1) with p ≡ 0 and satisfy

ξj =
xj

j!
(1 + o(1)), x→ ∞.

Theorem 2. If continuous functions a0, . . . , an−1 satisfy (2) and a
continuous function p satisfies, for some integer m ∈ {0, . . . , n− 1},
the condition ∞∫

x0

xn−1+(k−1)m |p(x)| dx <∞, (3)

then for any C �= 0 there exists a solution y to (1) satisfying, as
x→ ∞,

y(j)(x) ∼ C m!xm−j

(m− j)!
,

for all j ∈ {0, . . . ,m}, and, for all j ∈ {m+ 1, . . . , n− 1},

y(j)(x) = o
(
xm−j

)
and

∞∫
sj−m−1

∣∣∣y(j)(s)∣∣∣ ds <∞.

In [6] the problem of asymptotic equivalence of equations

y(n) + p(x) |y|k sgn y = f(x), (4)

z(n) + p(x) |z|k sgn z = 0 (5)

with n ≥ 2, k > 1, and continuous functions p and f is studied. In
particular, the following result is proved.
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Theorem 3. Suppose the function f(x) in equation (4) satisfies the
condition

|f(x)| ≤ Ce−βx, C > 0, β > 0, (6)

and p(x) is a bounded continuous function. Then for any solution
y to equation (4) tending to zero as x → ∞, there exists a unique
solution z to equation (5) such that

|y(x)− z(x)| = O(e−βx), x→ ∞, (7)

and vice versa, for any solution z to equation (5) tending to zero as
x → ∞, there exists a unique solution y to equation (4) such that
condition (7) holds.

Consider an example obtained by the same method as in [7].

Proposition. For any n ≥ 12 there exists k > 1 such that the equa-
tion

y(n) + (−1)n−1|y|k sgn y = 0, n ≥ 2, k > 1,

has a solution y satisfying, for all j ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

y(j)(x) = (x− x0)
−α−j hj( log(x− x0) ), α =

n

k − 1
,

with periodic positive non-constant functions hj and an arbitrary real
x0.

Corollary. If n ≥ 12 and the function f(x) satisfies (6), then there
exist k > 1 and a solution y to the equation

y(n) + (−1)n−1|y(x)|k sgn y = f(x),

satisfying the condition∣∣y(x)− (x− x0)
−α h( log(x− x0) )

∣∣ = O(e−βx), x→ ∞,

with periodic positive non-constant functions h defined on R.

Remark. In Theorem 1, a stronger result is obtained that in [1] for
the case a0, . . . , an−1 = 0, but under a stronger constraint on p. Part
of the results of Theorem 2 can be obtained from [2, Corollary 8.2]
as a special case of results obtained by quite different methods for a
more general equation.

The work is supported by Russian Science Foundation, project No. 20-11-
20272, https://rscf.ru/project/20-11-20272/.
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Fractional Kolmogorov operator and
desingularizing weights

D. Kinzebulatov
Québec, Université Laval

e-mail: damir.kinzebulatov@mat.ulaval.ca

The subject of this talk is the fractional Kolmogorov operator

Λ = (−Δ)
α
2 + b · ∇, 1 < α < 2

with singular vector field b : Rd → Rd, called a drift. This operator
plays a fundamental role in probability theory where it arises as the
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generator of symmetric α-stable process with a drift. In contrast to
diffusion processes, α-stable process has long range interactions.

The fractional Kolmogorov operator has been the subject of
intensive study over the past few decades. There is now a well de-
veloped theory of this operator with the vector field b belonging to
the corresponding Kato class which contains the vector fields b with
|b| ∈ Lp, p > d

α−1 , and provides the standard two-sided bound on the
heat kernel e−tΛ(x, y) in terms of the heat kernel e−t(−Δ)α/2

(x, y) of
the unperturbed operator (−Δ)

α
2 [1].

(Note that the value p = d
α−1 is optimal on the scale of Lp

spaces.)
In this talk we consider the fractional Kolmogorov operator

with a drift that is so singular that it drastically changes the be-
haviour of the heat kernel. In particular, it makes the standard lower
bound invalid, and renders the standard upper bound off the mark.

Theorem. Let d ≥ 3, and

b(x) = −κ|x|−αx, κ > 0. (1)

Then

e−tΛ(x, y) ≈ e−t(−Δ)
α
2 (x, y)ψt(y), x, y ∈ Rd, t > 0,

where the continuous weight 0 ≤ ψt(y) ≤ 2 vanishes at y = 0 as |y|β,
β > 0. The order of vanishing β (< α) depends explicitly on the
value of the multiple κ > 0 and tends to α as κ ↑ ∞.

(Notation a(z) ≈ b(z) means that c−1b(z) ≤ a(z) ≤ cb(z) for
some constant c > 1 and all admissible z.)

Note that the “repelling” Hardy-type drift (1) is “almost” in
L

d
α−1 .

The order of vanishing β is defined by

β
d+ β − 2

d+ β − α

γ(d+ β − 2)

γ(d+ β − α)
= κ,

where

γ(α) :=
2απ

d
2Γ(α2 )

Γ(d2 − α
2 )
.
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Figure 1: The function κ �→ β for d = 3 and α = 3
2
.

Direct calculations show that β ∈]0, α[ exists, and that |x|β is a
Lyapunov’s function of the formal adjoint operator Λ∗ = (−Δ)

α
2 −

∇ · b, i.e.Λ∗|x|β = 0.
The key step in proving the theorem is the weighted Nash initial

estimate

0 ≤ e−tΛ(x, y) ≤ Ct−
d
αψt(y), x, y ∈ Rd, t > 0.

Its proof uses the method of desingularizing weights based on ideas
set forth by J.Nash [5]: it depends on the “desingularizing” (L1, L1)
bound on the weighted semigroup ψte

−tΛψ−1
t .

It should be added the construction of the heat kernel in
this context is non-trivial since the standard perturbation-theoretic
methods are unavailable. We will need a vector-valued analogue of
Stroock-Varopoulos inequalitites in order to control the gradient of
solution to the corresponding parabolic equation.

We will also discuss the supercritical case 0 < α ≤ 1 where
b · ∇ can no longer be considered as a perturbation of (−Δ)α/2.

The results is this talk is an ongoing collaboration with
K.R. Madou (Laval), Yu.A. Semënov (Toronto) and K. Szczypkowski
(Wrocław) [2, 3, 4].

17



1. Bogdan K., Jakubowski T. Estimates of heat kernel of fractional Lapla-
cian perturbed by gradient operators // Comm. Math. Phys. 2007.
Vol. 271, pp. 179–198.

2. Kinzebulatov D., Madou K.R., Semënov Yu.A. On the supercriti-
cal fractional diffusion equation with Hardy-type drift // Preprint,
arXiv: 2112.06329.

3. Kinzebulatov D., Semënov Yu.A. Fractional Kolmogorov opera-
tor and desingularizing weights // Publ. RIMS Kyoto, to appear
(arXiv: 2005.11199).

4. Kinzebulatov D., Semënov Yu.A., Szczypkowski K. Heat kernel of frac-
tional Laplacian with Hardy drift via desingularizing weights // J.
London Math. Soc., to appear (arXiv: 1904.07363).

5. Nash J. Continuity of solutions of parabolic and elliptic equations //
Amer. Math. J. 1958. Vol. 80, pp. 931–954.

On two-point boundary value problem for the
matrix Riccati equation with parameter

I. I. Makovetsky
Mogilev, Belarusin-Russian University

e-mail: imi.makzi@gmail.com

Consider a Riccati equation of the following form:

dX

dt
= λ(A(t)X +XB(t) +XQ(t)X + F (t)) ≡ G(t,X, λ), (1)

where A,B,Q, F ∈ C(I,Rn×n), I = [0, ω], ω > 0, λ ∈ R.
We study a two-point boundary-value problem for (1) in case

of
MX(0, λ) +NX(ω, λ) = 0, (2)

where M and N are real n× n matrices.
Equation (1) is prominent in the differential equation theory

and its applications [1–9]. Similar problems were considered with the
aid of qualitative methods in [1, 4–7] and on the basis of constructive
methods in [3, 8–11].

18



The present work is a continuation of [10] and deals with a
constructive analysis of problem (1), (2) on the basis of the method
presented in [3, ch. 1].

We studied the issues of convergence, the rate of convergence
of the algorithm (4).

We introduce the notations:

Dρ = {(t,X) : t ∈ I, ‖X‖ ≤ ρ}, α = max
t∈I

‖A(t)‖, β = max
t∈I

‖B(t)‖,

h = max
t∈I

‖F (t)‖, δ = max
t∈I

‖Q(t)‖, ε = |λ|, μ = max(‖M‖, ‖N‖),

γ = ‖(M +N)−1‖, ‖X‖C = max
t∈I

‖X(t, λ)‖,

ε1 =
ρ

a0ρ2 + a1ρ+ a2
, ε2 =

1

2a0ρ+ a1
, ε0 = min{ε1, ε2},

a0 = γμδω, a1 = γμ(α+ β)ω, a2 = γμωh, q = ε(2a0ρ+ a1),

where ρ > 0, ‖X‖C is the norm in finite–dimensional Banach algebra
B(n) of continuous n×n matrices-functions; ‖ �‖ is the corresponding
norm of matrixes, for example, any of norms given in [11, p. 21].

The problem (1), (2) is equivalent to the matrix integral equa-
tion

X(t, λ) = (M +N)−1×

×
{
M

t∫
0

G(τ,X(τ, λ), λ)dτ −N

ω∫
t

G(τ,X(τ, λ), λ)dτ

}
.

(3)

Theorem. Let det(M + N) �= 0. Then for |λ| < ε0 the solution
of problem (1), (2) exists in the region Dρ, it is unique and can be
presented as a uniform limit of a sequence of matrix functions deter-
mined by the recurrent integrated relationship

Xk+1(t, λ) = (M +N)−1

{
M

t∫
0

G(τ,Xk(τ, λ), λ)dτ−

−N
ω∫
t

G(τ,Xk(τ, λ), λ)dτ

}
, k = 0, 1, 2, . . . ,

(4)
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where X0(t, λ) is arbitrary C(I×R,Rn×n)-class matrix, which belongs
to the sphere ‖X0‖C ≤ ρ. Herewith the matrix functions Xm(t, λ)
(m = 1, 2, . . . ) it also satisfy to condition (2).

By using induction for k, one can show readily that members of
sequence {Xk(t, λ)}∞0 , belong to the sphere ‖X‖C ≤ ρ. The sequence
converges uniformly to the solution of (3).

Also received estimates

‖X −Xk‖C ≤ qk

1− q
‖X1 −X0‖C k = 0, 1, 2, . . . . (5)

We have from (5) for k = 0, X0 = 0

‖X‖C ≤ ‖X1‖C
1− q

. (6)

From (4) for X0 = 0 we obtain an estimate for X1:

‖X1‖C ≤ γμωεh. (7)

Using (7) and (6) we have

‖X‖C ≤ γμωεh

1− q
.

Remark. The conditions for the unique solvability of problem (1),(2)
are expressed in terms of its initial data. Algorithm (4) contains sim-
ple computational operations and is therefore convenient for possible
applications. The corresponding estimates are obtained in terms of
the problem.
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On the robust controllability analysis of
three-time-scale linear time-invariant

singularly perturbed systems with delay

C.A. Naligama
Yanka Kupala State University of Grodno, Belarus

e-mail: naligama_ch_19@student.grsu.by

Let p � d
dt be a differential operator, h = const > 0, e−ph be a

delay operator: e−phv(t) = v(t− h), e−jphv(t) = v(t− jh). The fol-
lowing Three-time-scale Singularly Perturbed Linear Time-invariant
System with Multiple Commensurate Delays in the slow state vari-
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ables (TSPLTISD) is considered in the matrix-operator form:

⎡⎣ẋ (t)ẏ (t)
ż (t)

⎤⎦ =

⎡⎢⎢⎣
A11

(
e−ph

)
A12 A13

A21(e−ph)
ε1

A22
ε1

A23
ε1

A31(e−ph)
ε2

A32
ε2

A33
ε2

⎤⎥⎥⎦
⎡⎣x (t)y (t)
z (t)

⎤⎦+
⎡⎣B1

B2
ε1
B3
ε2

⎤⎦u(t), t ≥ 0, (1)

where x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 , z ∈ Rn3 , with initial conditions:

x (0) = x0, y (0) = y0, z (0) = z0, x (θ) = ϕ (θ) , θ ∈ [−h, 0) . (2)

Here Ai1

(
e−ph

)
�

l∑
j=0

Ai1je
−jph, i = 1, 3 , are matrix operators;

Ai1j , j = 0, l, Ai2, Ai3, Bi, i = 1, 2, 3, are constant matrices of
appropriate dimensions; 0 < ε2 � ε1 � 1; x, y, z are the slow, fast
and fastest variables, respectively; x0 ∈ Rn1 , y0 ∈ Rn2 , z0 ∈ Rn3 ,
ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0) is a piecewise continuous n1-vector function; u ∈ U ,
U is a set of piecewise continuous r-vector functions for t ≥ 0.

Definition 1. For a given ε1 > 0, ε2 > 0, TSPLTISD (1), (2)
is considered to be completely controllable if for any fixed initial
conditions of the TSPLTISD (1) there exist a moment t1 < +∞,
t1 > (n1 + n2 + n3)h, and a piecewise continuous control u(t),
t ∈ [0, t1], such that for this control and corresponding solution
(x(t, ε1, ε2), y(t, ε1, ε2), z(t, ε1, ε2)), t ≥ 0, of the system (1) following
identities are valid:

(
x(t, ε1, ε2), y(t, ε1, ε2), z(t, ε1, ε2)

)
≡ 0, u(t) ≡ 0,

t ≥ t1.
If there exists numbers, ε∗1 > 0, ε∗2 > 0, for which TSPLTISD

(1) is completely controllable for any ε1 ∈ (0, ε∗1] and ε2 ∈ (0, ε∗2], it
is said that the complete controllability is robust with respect to the
parameters ε1, ε2.

By the matrix parameters of (1) A(ε, e−λh), B (ε), ε = (ε1, ε2),
let us define

N(ε, λ, e−λh) �
[
λIn1+n2+n3 −A(ε, e−λh), B (ε)

]
= 0, λ ∈ C,

P (ε, z) �
[
B(ε), A(ε, z)B(ε), . . . , An−1(ε, z)B(ε)

]
,

where z ∈ C, n = n1 + n2 + n3. Let σ(ε1, ε2) be the spectrum of (1).

22



Theorem 1. For fixed ε1 > 0 and ε2 > 0 system (1) is completely
controllable if and only if:
1) there exist z ∈ C such that rankP (ε1, ε2, z) = n1 + n2 + n3,
2) rankN(ε1, ε2, λ, z) = n1 + n2 + n3 ∀λ : e−λh = z and for z not
satisfying 1).

For det A33 �= 0 and det[A22 − A23A
−1
33 A32] �= 0, as discussed

in [1], TSPLTISD (1) can be decomposed into the following n1-
dimensional degenerate system with delay (slow subsystem, DS), the
n2-dimensional ε1-Boundary Layer System (ε1-BLS) without delay
and the n3-dimensional ε2-Boundary Layer System (ε2-BLS) with-
out delay:

ẋs (t) = As

(
e−ph

)
x (t) +Bsu(t), xs ∈ Rn1 ,

dŷ(τε1)

dτε1
= Afε1

ŷ(τε1) +Bfε1
ufε1 (τε1), ŷ ∈ Rn2 , τε1 =

t

ε1
,

dẑ(τε2)

dτε2
= Afε2

ẑ(τε2) +Bfε2
ufε2 (τε2); ẑ ∈ R

n3 , τε2 =
t

ε2
.

Definitions and conditions for complete the controllability of the DS,
ε1-BLS, ε2-BLS are obtained similar to [2].

Theorem 2. The DS of (1) is completely controllable if and only if
1) there exists z ∈ C such that rankPs(z) = rank

[
Bs, As(z)Bs, . . . ,

An−1
s (z)Bs

]
= n1, z ∈ C, n = n1.

2) rankNs(λ, z) = [λIn1 −As(z), Bs] = n1 ∀λ : e−λh = z and for z
not satisfying 1).

Theorem 3. The ε1-BLS of the system (1) is completely controllable
if and only if

rankPfε1
= rank

[
Bfε1

, Afε1
Bfε1

, . . . , An−1
fε1

Bfε1

]
= n2, n = n2.

Theorem 4. The ε2-BLS of the system (1) is completely controllable
if and only if

rankPfε2
= rank

[
Bfε2

, Afε2
Bfε2

, . . . , An−1
fε2

Bfε2

]
= n3, n = n3.
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Theorem 5. Let the DS of the TSPLTISD (1) be completely con-
trollable, i.e. conditions of Theorem 2 are satisfied, the ε1-Boundary
layer system of the TSPLTISD (1) be completely controllable, i.e.
the condition of the Theorem 3 is satisfied and the ε2-Boundary layer
system of the TSPLTISD (1) be completely controllable, i.e. the con-
dition of the Theorem 4 is satisfied. Then, there exist ε1∗ ∈ (0, ε01] and
ε2

∗ ∈ (0, ε02] such that the TSPLTISD (1) is completely controllable
for all ε1 ∈ (0, ε∗1] and ε2 ∈ (0, ε∗2], i.e. the complete controllability is
robust with respect to the small parameters ε1, ε2.

Sketch of Proof. For sufficiently small parameters ε1 > 0,
ε2 > 0, TSPLTISD (1) can be decomposed into the exact slow, fast
and fastest subsystems by the appropriate nonsingular transforma-
tion [1, 3], without compromising the qualitative behaviours of the
solutions of the original system. As per the results of the Theorem 2
of [3] it can be deduced that for detA33 �= 0, det[A22−A23A

−1
33 A32] �=

0, and 0 < ε2 � ε1 � μ = ε2
ε1

� 1, and for sufficiently small
ε1 > 0, ε2 > 0, the decoupled exact subsystems are O(μ) close to the
DS, ε1−BLS, ε2−BLS of the system (1). Thus, it is substantiated
that the degenerate system and the boundary layer systems represent
asymptotic decomposition of the original TSPLTISD (1).

Further, the proof is carried out similarly to the proof of
Theorem 9 [2] and uses the decomposition of the spectrum of the
TSPLTISD (1) [4], the invariance of the spectrum with respect to
a nondegenerate transformation, Theorems 2–4, and the preserva-
tion of the fullness of the rank of the matrix under nondegenerate
transformations and small additive perturbations.

1. Naligama C.A., Tsekhan O.B. Decoupling of three-time-scale linear
time-invariant singularly perturbed control systems with state delay
based on a nondegenerate transformation // Vesnik GrDU Imja Janki
Kupaly. Ser. 2 Matjematyka. 2021. Pp. 27–36.

2. Tsekhan O.B. Complete Controllability Conditions for Linear
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lays via Chang-Type Transformation // Axioms. 2019. 8(2):71.
https://doi.org/10.3390/axioms8020071.
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Impulsive differential equations with mixed
maxima and redefinition vector

T.K. Yuldashev
Tashkent, National University of Uzbekistan

e-mail: tursun.k.yuldashev@gmail.com

Abstract. A nonlocal inverse boundary value problem for a
first order impulsive system of ordinary differential equations with
nonlinear mixed maxima and redefinition vector is investigated. The
boundary value problem is given by the integral condition and is stud-
ied by nonlinear impulsive condition and additional condition. The
existence and uniqueness of solution of the inverse boundary value
problem are proved. In the proof of the theorem the method of succes-
sive approximations in combination it with the method of compressing
mapping is used. The continuous dependence of the solutions on the
right-hand side of the boundary condition is showed.

One of the interesting field of the theory of functional-differenti-
al equations is the differential equations with maxima. The qualita-
tive theory of differential equations with maxima has singularities on
the theoretical investigations. The differential equations with mixed
maxima we write in the following form:

x′(t) = f (t, x(t),max {x(τ) |τ ∈ [h1(t) : | : h2(t)]}) , t ∈ [0, T ], (1)

where [h1(t) : | : h2(t)] = [min {h1(t); h2(t)} ; max {h1(t); h2(t)}].
We suppose that there exist some points ti ∈ (0, T ), i = 1, 2, . . . , p,
at which h1(t) = h2(t). Then on the interval

Ωp
1 = [0, t1] ∪ [t2, t3] ∪ [t4, t5] ∪ . . . ∪ [tp−1, tp]
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the differential equation with mixed maxima (1) has the form

x′(t) = f (t, x(t),max {x(τ) |τ ∈ [h1(t); h2(t)]}) . (2)

On the complement interval Ωp
2 = [t1, t2]∪ [t3, t4]∪ [t5, t6]∪ . . .∪ [tp, T ]

the differential equation with mixed maxima (1) has the form

x′(t) = f (t, x(t),max {x(τ) |τ ∈ [h2(t); h1(t)]}) . (3)

The set of solutions of the differential equation with mixed maxima
(1) on the interval [0, T ] coincides with the union of sets of the so-
lutions of two differential equations (2) and (3) on the intervals Ωp

1
and Ωp

2, respectively. At the points t1, t2, t3, . . . , tp−1, tp the solutions
of differential equation (1) with mixed maxima have discontinuities
depending from the posed problem for (2) and (3).

Many problems in modern sciences, technology and economics
are described by differential equations, the solution of which is func-
tions with first kind discontinuities at fixed or non-fixed times. Such
differential equations are called differential equations with impulse
effects. In recent years the interest in the studying of differential
equations with nonlocal boundary value conditions is increasing. Dif-
ferential equations with mixed maxima have singularities in solvabil-
ity [1].

In this paper we consider the questions of existence and unique-
ness of solution of the nonlocal boundary value problem for an impul-
sive system of differential equations with mixed maxima and redefi-
nition matrix. This paper is further development of the works [2, 3].

So, on the segment [0, T ] for t �= ti, i = 1, 2, . . . , p, we consider
the following first order system of nonlinear differential equations

x′(t) = f (t, x(t),max {x(τ)|τ ∈ [λ1(t, x(t)) : | : λ2(t, x(t))]}) (4)

with nonlocal boundary value condition

Ax(0) +

∫ T

0
K(s)x(s) ds = B, (5)

nonlinear impulsive effect

x
(
t+i
)
− x
(
t−i
)
= Ii (x (ti)) , i = 1, 2, . . . , p, (6)
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and additional condition

x(t̄) = C, t̄ ∈ (0, T ), t̄ �= ti, i = 1, 2, . . . , p, C = const, (7)

where 0 = t0 < t1 < . . . < tp < tp+1 = T ; A ∈ Rn×n is given matrix;
B ∈ Rn is vector of redefinition; K(s) is given n × n-dimensional
matrix function such that det Q(t) �= 0, whereQ(t) = A+

∫ T
0 K(s)ds;

f : [0, T ]×Rn×Rn → Rn; Ii : Rn → Rn are given functions; x
(
t+i
)
=

lim
h→0+

x (ti + h), x
(
t−i
)
= lim

h→0−
x (ti − h) are right-hand sided and left-

hand sided limits of function x(t) at the point t = ti, respectively;
0 ≤ λ1(t), λ2(t) ≤ T .

Statement. To find a pair
{
x(t) ∈ PC ([0, T ],Rn) ;B ∈ Rn

}
, first

of which for all t ∈ [0, T ], t �= ti, i = 1, 2, . . . , p, satisfies the dif-
ferential equation (4), nonlocal integral condition (5), for t = ti,
i = 1, 2, . . . , p, 0 < t1 < t2 < . . . < tp < T satisfies the nonlin-
ear limit condition (6) and additional condition (7).

Let the function x(t) ∈ PC ([0, T ],Rn) is a solution of the
nonlocal boundary value problem (4)–(6). Then by integration of
the equation (4) on the interval t ∈ (0, ti+1] and taking (5) into
account, we obtain

x(t) = x(0) +

∫ t

0
f(s, x, y) ds+

∑
0<ti<t

Ii (x (ti)) . (8)

We subordinate the function x(t) ∈ PC ([0, T ],Rn) in (8) to satisfy
the boundary value condition (5):

x(t) = Q−1(t) ·B +
∑

0<ti<t

G (t, ti) Ii (x (ti))+ (9)

+

∫ T

0
G(s) f (s, x(s),max {x(τ)|τ ∈ [λ1(s, x(s)) : | : λ2(s, x(s))]}) ds

for t ∈ (ti, ti+1] , i = 0, 1, . . . , p, where

G(t) =

{
Q−1(t)

(
A+

∫ t
0 K(s)ds

)
, 0 ≤ s ≤ t,

−Q−1(t)
∫ T
t K(s)ds, t < s ≤ T.
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By virtue of the condition (7), from the presentation (9) we
obtain

B = Q(t̄)C −
∑

0<ti<t̄

G (ti) Ii (x (ti))− (10)

−
∫ T

0
G(s) f (s, x(s),max {x(τ)|τ ∈ [λ1(s, x(s)) : | : λ2(s, x(s))]}) ds.

By substitution (10) into (9), we obtain the nonlinear functional-
integral equation, which we will investigate in this paper.
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Gosudarstvennogo Tekhnicheskogo Universiteta. Seria: Fiziko-
matematicheskie nauki. 2008. Vol. 1, no. 16, pp. 15–22 (in Russian).

2. Yuldashev T.K., Fayziev A.K. On a nonlinear impulsive differential
equations with maxima // Bulletin of the Institute of Mathematics
named after V.I. Romanovsky, Uzbekistan. 2021. Vol. 4, no. 6, pp. 42–
49.

3. Yuldashev T.K., Fayziev A.K. On a nonlinear impulsive system of
integro-differential equations with degenerate kernel and maxima //
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Дискретизация функционалов
Ляпунова – Красовского для линейных

систем с запаздыванием

И.В. Александрова, А.И. Белов
Санкт-Петербург,

Санкт-Петербургский государственный университет
e-mail: i.v.aleksandrova@spbu.ru, st062146@student.spbu.ru

В работе предложен новый конструктивный критерий экс-
поненциальной устойчивости для линейных стационарных систем
с запаздыванием вида

ẋ(t) = A0x(t) +A1x(t− h), t � 0. (1)
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Здесь x(t) ∈ Rn, A0, A1 ∈ Rn×n, h � 0 — запаздывание. В основе
критерия лежит метод функционалов Ляпунова–Красовского с
заданной производной [1]. Ключевым объектом, определяющим
такие функционалы, является матрица Ляпунова, ассоцииро-
ванная с положительно-определенной матрицей W, — функцио-
нальная матрица, представляющая собой решение дифференци-
ального матричного уравнения

dU(τ)

dτ
= U(τ)A0 + U(τ − h)A1, τ > 0,

удовлетворяющее дополнительно алгебраическому условию

AT
0 U(0) + U(0)A0 +AT

1 U(h) + UT (h)A1 = −W

и свойству симметрии U(−τ) = UT (τ) при всех τ � 0. Извест-
но [1], что матрица Ляпунова существует и единственна, если
выполнено условие Ляпунова — отсутствие у системы (1) соб-
ственных чисел, расположенных на комплексной плоскости сим-
метрично относительно начала координат.

В недавней статье [2] доказан конструктивный конечный
критерий экспоненциальной устойчивости системы (1), основан-
ный на матрице Ляпунова. Анализ устойчивости в нем сводится
к проверке положительной определенности одной блочной мат-
рицы, блоки которой представляют собой значения матрицы Ля-
пунова в различных точках отрезка [0, h]. Основным недостатком
критерия является тот факт, что размерность матрицы, соответ-
ствующей необходимому и достаточному условию устойчивости,
на практике часто оказывается довольно высокой даже для про-
стых систем, что послужило отправной точкой для создания ря-
да других критериев [3, 4]. В них блочная матрица, положитель-
ную определенность которой требуется проверить, является более
сложной для построения, однако ее размерность ниже. Отметим,
что важным элементом доказательства перечисленных критери-
ев является анализ поведения функционалов на функциях мно-
жества S =

{
ϕ ∈ PC

(
[−h, 0],Rn

) ∣∣∣ ‖ϕ‖h = ‖ϕ(0)‖ = 1
}
, вве-

денного в данном контексте в работе [5]. Здесь PC
(
[−h, 0],Rn

)
—

пространство кусочно-непрерывных начальных функций с задан-
ной на нем равномерной нормой ‖ϕ‖h = supθ∈[−h,0] ‖ϕ(θ)‖, где
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‖ · ‖ — евклидова норма. Под записью xt понимается функция
θ → x(t+ θ), θ ∈ [−h, 0].

Предлагаемый в настоящей работе подход основан на объ-
единении метода функционалов с заданной производной и метода
дискретизации функционалов Ляпунова–Красовского общего ви-
да, предложенного автором K. Gu [6]. Введем функционал

v1(ϕ) = ϕT (0)U(0)ϕ(0) + 2ϕT (0)

∫ 0

−h
UT (h+ τ)A1ϕ(τ)dτ + (2)

+

∫ 0

−h

∫ 0

−h
ϕT (τ1)A

T
1 U(τ1 − τ2)A1ϕ(τ2)dτ2dτ1 +

∫ 0

−h
ϕT (τ)Wϕ(τ)dτ,

обладающий вдоль решений системы (1) свойством

dv1(xt)

dt
= −xT (t− h)Wx(t− h), t � 0.

Лемма ([2]). Если система (1) неустойчива и выполнено усло-
вие Ляпунова, то существует функция ϕ̃ ∈ S и постоянная
a1 > 0 такие, что v1(ϕ̃) � −a1.

Идея дискретизации функционала (2) заключается в следу-
ющем: отрезок [−h, 0] разбивается на N равных частей точками
θp = −pΔ, p = 0, N, где Δ = h/N, а выражения UT (h + τ)A1

и AT
1 U(τ1 − τ2)A1 приближаются кусочно-линейными матричны-

ми функциями согласно этому разбиению. Преобразования, про-
веденные в статье [6], приводят к следующему выражению для
приближенного функционала:

v
(N)
1 (ϕ) =

∫ 1

0

(
ϕT (0)ΨT (α)

)(U(0) QN

QT
N RN

)(
ϕ(0)
Ψ(α)

)
dα+

+

∫ 0

−h
ϕT (θ)Wϕ(θ)dθ �

∫ 1

0

(
ϕT (0)ΨT (α)

)
AN

(
ϕ(0)
Ψ(α)

)
dα.
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Здесь Ψ(α) — специальный вектор, определяемый функцией ϕ,

AN =

(
U(0) QN

QT
N RN +WN

)
,

QN =
(
UT (NΔ)A1; . . . U

T (Δ)A1; U(0)A1

)
,

RN =
{
AT

1 U((j − i)Δ)A1

}N
i,j=0

, WN =
1

Δ
diag

(
W,W, . . . ,W

)
.

Основным результатом работы является следующая

Теорема. Система (1) экспоненциально устойчива в том и
только том случае, когда выполнено условие Ляпунова и мат-
рица AN� положительно определена. Здесь N	 = �c/a1� , где

c = 2(‖A0‖+ ‖A1‖)‖A1‖h2
(
1 +

‖A1‖h
3

)
max
τ∈[0,h]

‖U(τ)‖.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ для государ-
ственной поддержки молодых ученых, проект МК-2301.2022.1.1.
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Об экспоненциальной устойчивости
дифференциальных уравнений

нейтрального типа с периодическими
коэффициентами
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политехнический университет
e-mail: balandin-anton@yandex.ru

Рассмотрим дифференциальное уравнение нейтрального
типа

ẋ(t)− (Sẋ)(t) = (Tx)(t) + f(t), t � s � 0, (1)

в следующих предположениях и обозначениях:

(Sy)(t) =
K∑
k=1

ak(t)(S
k
hy)(t), (Shy)(t) =

{
y(t− h), t− h � s,

0, t− h < s,

(Ty)(t) =
J∑

j=0

bj(t)
(
Sj
hy
)
(t),

h > 0, ak — ограниченные измеримые периодические функции с
периодом h; bj — суммируемые периодические функции с перио-
дом h; f — локально суммируемая функция.

Как известно [1, с. 84, теорема 1.1], уравнение (1) с задан-
ным начальным условием x(s) однозначно разрешимо в классе
локально абсолютно непрерывных функций и его решение пред-
ставимо в виде:

x(t) = X(t, s)x(s) +

∫ t

s
C(t, τ)f(τ) dτ, (2)

где X — фундаментальное решение, C — функция Коши. Пола-
гаем X(t, s) = C(t, s) = 0 при t < s. Исследование устойчиво-
сти уравнения (1) сводится к изучению асимптотических свойств
функций X и C.

Пусть Δ = {(t, s) ∈ R2
+ : t � s}.
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Определение. Уравнение (1) назовём экспоненциально устой-
чивым, если для некоторых N, γ > 0 функция Коши имеет сле-
дующую оценку:

|C(t, s)| � Ne−γ(t−s) при почти всех (t, s) ∈ Δ. (3)

Следующая теорема устанавливает простую связь между
функциями X и C.

Теорема 1. При почти всех (t, s) ∈ Δ функция Коши и фунда-
ментальное решение связаны соотношением

C(t, s)−
K∑
k=1

ak(s)C(t, s+ kh) = X(t, s).

Обозначим

B(r) = {z ∈ C : |z| < r}, Pa(ζ, z) =
K∑
k=1

ak(ζ)z
k, ζ ∈ [0, h],

Pb(ζ, z) =

J∑
j=0

bj(ζ)z
j , G(ζ + s, z) = exp

{∫ ζ+s

s

Pb(τ, z)

1− Pa(τ, z)
dτ

}
.

Теорема 2. Функция Коши уравнения (1) имеет экспоненци-
альную оценку (3) тогда и только тогда, когда выполняются
следующие условия:

(а) существует r > 1 такое, что при почти всех s ∈ [0, h] все
корни уравнений Pa(s, z) = 1 лежат вне круга B(r);

(б) все корни уравнения zG(h, z) = 1 лежат вне единичного
круга |z| � 1.

Следствие 1. Если функция Коши уравнения (1) имеет оцен-
ку (3), то аналогичная оценка справедлива и для фундаменталь-
ного решения:

|X(t, s)| �Me−γ(t−s), (t, s) ∈ Δ.
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Заметим, что обратное неверно: из экспоненциальной оцен-
ки на фундаментальное решение не вытекает оценка (3). Соот-
ветствующий пример построен в [2].

Частный случай теоремы 2 для постоянных ak был получен
в работе [3]. Обозначим

Pa(z) =
K∑
k=1

akz
k, Bj =

1

h

h∫
0

bj(t)dt, Pb(z) =
J∑

j=0

Bjz
j .

Следствие 2. Пусть ak(t) ≡ ak = const. Функция Коши урав-
нения (1) имеет экспоненциальную оценку (3) тогда и только
тогда, когда все корни уравнений Pa(z) = 1, z exp

{
hPb(z)
1−Pa(z)

}
= 1

лежат вне единичного круга |z| � 1.

Применим теорему 2 к следующему уравнению

ẋ(t)− a(t)(S1ẋ)(t) = −bx(t)− c(S1x)(t) + f(t), (4)

где a(t) = α cos(2πt), 0 < α < 1.
Введём в системе координат Ouvw поверхность

Γ =

⎧⎪⎨⎪⎩
v = − Im

(√
1− u2e2iϕ

)
ϕ− Re

(√
1− u2e2iϕ

)
ϕ ctgϕ,

w = Re
(√

1− u2e2iϕ
) ϕ

sinϕ
, u ∈ (0, 1), ϕ ∈ (0, π),

⎫⎪⎬⎪⎭
где у функции

√
1− u2e2iϕ берётся ветвь, на которой значению

ϕ = 0 соответствует
√
1− u2. Поверхность Γ и плоскость v+w = 0

ограничивают область D.

Следствие 3. Уравнение (4) экспоненциально устойчиво тогда
и только тогда, когда точка (α, b, c) принадлежит D.

Работа выполнена в рамках госзадания Министерства науки и высше-
го образования Российской Федерации (задание FSNM-2020-0028).
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Распределение значений показателя
Перрона по решениям линейной
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Для заданного n ∈ N через M̃n обозначим класс линейных
дифференциальных систем

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

с кусочно-непрерывными коэффициентами, через Mn — его под-
класс, состоящий из систем, коэффициенты которых ограничены
на полуоси, а через x(·; ξ) — решение системы (1) с начальным
вектором x(0; ξ) = ξ ∈ Rn. Обозначим через R := R

⊔
{−∞,+∞}

расширенную числовую прямую с естественным порядком и по-
рядковой топологией.
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Нижним показателем Перрона ненулевого решения x(·) си-
стемы (1) называется [1] величина

π[x(·)] = lim
t→+∞

1

t
ln ‖x(t)‖, (2)

а функция начального вектора πA : Rn \ {0} → R, определяе-
мая равенством πA(ξ) = π[x(·; ξ)], — показателем Перрона си-
стемы (1). Приведём некоторые известные свойства показателя
Перрона, показывающие его принципиальные отличия от показа-
теля Ляпунова, определение которого получается заменой в (2)
нижнего предела верхним.

А.М. Ляпуновым установлено, что число различных пока-
зателей Ляпунова системы из Mn не превосходит её размерно-
сти n. О. Перрон обнаружил [1], что для нижних показателей это
утверждение неверно. Для диагональных систем из Mn коли-
чество различных значений показателя Перрона не превосходит
2n − 1 [2] и может быть любым таким натуральным числом [3].

У недиагональных систем множество значений показателей
Перрона может быть устроено гораздо сложнее: в работе [4] по-
строена система, нижние показатели решений которой заполняют
целый отрезок, а в работе [5] доказано, что множество S является
множеством значений показателей Перрона некоторой системы
A ∈ Mn тогда и только тогда, когда S — ограниченное суслин-
ское множество, содержащее свою точную верхнюю грань.

Несмотря на указанные отличия в строении множеств ха-
рактеристических и нижних показателей систем (1) множества
Лебега сужений этих показателей на аффинные подпространства
имеют определённое сходство. Так, Н.А. Изобовым установле-
но [2, 6], что для системы A ∈ Mn и произвольного аффинного
подпространства Πk размерности k (1 � k � n) в Rn множество
P (Πk) ≡ {ξ ∈ Πk \ {0} : π(ξ) < supζ∈Πk\{0} π(ζ)} имеет нулевую
k-мерную меру Лебега, т.е.

mesP (Πk) = 0. (3)

Другими словами, множество показателей Перрона решений с на-
чальными векторами из аффинной плоскости Πk содержит свой
супремум, и для почти всех по мере Лебега начальных векторов
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из Πk решения, из них выходящие, имеют показатель Перрона,
равный этому супремуму.

Легко показывается [7], что множество P (Π1) является Gδσ-
множеством, а функция πA —функцией второго класса Бэра. Эти
утверждения неулучшаемы [7]: для любого n � 2 существует та-
кая система A ∈ Mn, что для некоторой прямой Π1 множество
P (Π1) — точное Gδσ-множество, а функция πA — функция точ-
ного второго класса Бэра.

А.Г. Гаргянц [8] обнаружил, что свойство (3), вообще го-
воря, не имеет места для систем из M̃n \ Mn при n � 2. Он
также установил [9], что свойство (3) имеет место для всех си-
стем A ∈ M̃n, коэффициенты которых растут медленнее любой
экспоненты: limt→+∞ t−1 ln ‖A(t)‖ ≤ 0.

Ставится задача теоретико-множественного описания для
каждого натурального n класса функций P̃n = {πA : A ∈ M̃n}.

В [10] доказано, что для любого n � 2 класс P̃n содержит
все непрерывные функции f : Rn \ {0} → R, удовлетворяющие
условию

f(cξ) = f(ξ), ξ ∈ Rn \ {0}, c ∈ R \ {0}. (4)

Этот результат перенесён в [11] на функции, полунепрерывные
сверху.

Полное описание класса P̃n для любого n � 2 даёт следую-
щая теорема.

Теорема. Функция f : Rn\{0} → R принадлежит классу P̃n при
n � 2, если и только если она удовлетворяет условию (4) и для
любого r ∈ R прообраз f−1

(
[−∞, r]

)
является Gδ-множеством.

Класс P̃1 состоит из всех постоянных функций R1 \ {0} → R.
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Априорные оценки в дифференциальной
и разностной трактовках решения

нелокальной краевой задачи
для многомерного уравнения

конвекции–диффузии

З.В. Бештокова
Ставрополь, Северо-Кавказский федеральный университет,
Северо-Кавказский центр математических исследований

e-mail: zarabaeva@yandex.ru

1. Постановка нелокальной краевой задачи и апри-
орная оценка в дифференциальной форме

В цилиндре QT = G × [0 � t � T ], основанием которого
является p-мерный прямоугольный параллелепипед G = {x =
(x1, x2, . . . , xp) : 0 � xα � lα, α = 1, 2, . . . , p} с границей Γ, G = G∪
Γ, рассматривается задача

∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

kα(x, t)
∂u
∂xα

= β−αu(lα, x
′, τ)+

+
∫ t
0 ρ(t, τ)u(lα, x

′, τ)dτ − μ−α(x, t), xα = 0,

−kα(x, t) ∂u
∂xα

= β+αu− μ+α(x, t), xα = lα,

(2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (3)

где

Lu =

p∑
α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
+rα(x, t)

∂u

∂xα
−qα(x, t)u,

0 < c0 � kα(x, t) � c1,

|rα(x, t)|, |kxα(x, t)|, |rxα(x, t)| � c2,

|qα(x, t)|, |ρ(t, τ)|, |β±α(x, t)| � c2,
(4)

c1, c2 = const > 0, QT = G× (0 < t � T ].
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В дальнейшем предполагаем, что коэффициенты уравнения
и граничных условий (1)–(3) удовлетворяют необходимым по хо-
ду изложения условиям, обеспечивающим нужную гладкость ре-
шения u(x, t) в цилиндре QT .

Теорема 1. Пусть выполнены условия (4), тогда для решения
задачи (1)–(3) справедлива априорная оценка

‖u‖20 �M

(∫ t

0

(
‖f‖20 +

∫
G′

(
μ2−α + μ2+α

)
dx′
)
dτ + ‖u0(x)‖20

)
,

где M зависит только от входных данных задачи (1)–(3).

2. Устойчивость и сходимость разностной схемы.
В замкнутой области QT введем равномерную сетку:

ωhτ = ωh × ωτ = {(xi, tj), x ∈ ωh, t ∈ ωτ},

ωh =
p

Π
α=1

ωhα , ωhα = {xiαα = iαhα, iα = 0, 1, . . . , Nα, Nαhα = lα},

ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . ,m, mτ = T}.
На сетке ωhτ задаче (1)–(3) поставим в соответствие раз-

ностную схему порядка аппроксимации O
(
|h|+ τ

)
[1]:

yt = Λ(t̃)y + ϕ, (x, t) ∈ ωhτ , (5)⎧⎨⎩a(+1α)
−α yxα, 0 = β−α yNα +

j∑
s=0

ρs,jy
s
Nα
τ − μ−α, xα = 0,

−a+αyxα,Nα = β+αyNα − μ+α, xα = lα,

(6)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (7)

где

Λ(t̃) =

p∑
α=1

Λα(t̃), Λα(t̃)y(α) =
(
aαyxα

)
xα

+ r+α yxα + r−α yxα − dαy,

yxα =
yi − yi−1

hα
yxα =

yi+1 − yi
hα

, yt =
yj − yj−1

τ
, y = yj , y̌ = yj−1,
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rα = r+α + r−α , |rα| = r+α − r−α ,

r+α = 0.5(rα + |rα|) � 0, r−α = 0.5(rα − |rα|) � 0,

x−0.5α =
(
x1, . . . , xα−1, xα − 0.5hα, xα+1, . . . , xp

)
,

t̃ = (j + 0.5)τ = tj + 0.5τ = tj+0.5, tj+α
p
= tj +

ατ

p
=

(
j +

α

p

)
τ,

aα = kα(x
−0.5α, t̃j), dα = qα(xi, t̃j), ϕi = f(xi, t̃j),

τ, h — шаги сетки.

Теорема 2. Если выполнены условия (4), то в классе достаточ-
но гладких коэффициентов уравнения и граничных условий для
решения разностной задачи (5)–(7) при малом τ � τ0(c0, c1, c2)
справедлива априорная оценка

‖yj‖2 �M

( j∑
j ′=1

(
‖ϕj ′‖2 + μj

′ 2
1 + μj

′ 2
2

)
τ + ‖y0‖2

)
(8)

на каждом временном слое в сеточной норме L2(G), где M —
положительная постоянная, не зависящая от |h| и τ .

Таким образом, доказаны единственность и устойчивость
решения разностной задачи (5)–(7) по начальным данным и пра-
вой части в сеточной норме L2(G) на слое.

Пусть u(x, t) — решение задачи (1)–(3), y(xi, tj) = yji — ре-
шение разностной задачи (5)–(7). Обозначим через zji = yji − uji
погрешность аппроксимации, где uji = u(xi, tj). Тогда, подставляя
y = z + u в (5)–(7), получим задачу для z:

zt = Λ(t̃)z +Ψ, (x, t) ∈ ωhτ , (9)⎧⎨⎩a(+1α)
−α zxα, 0 = β−α zNα +

j∑
s=0

ρ1,s,jz
s
Nα
τ − ν−α, x = 0,

−a+αzxα,Nα = β+αzNα − ν+α, x = lα,

(10)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, (11)
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где Ψ = O
(
|h|+ τ

)
, ν−α = O

(
|h|+ τ

)
, ν+α = O

(
|h|+ τ

)
— погреш-

ности аппроксимации на решении задачи (1)–(3).
Применяя оценку (8) к решению задачи (9)–(11), получим

‖zj‖2 �M

j∑
j ′=1

(
‖ψj ′‖2 + νj

′ 2
1 + νj

′ 2
2

)
τ, (12)

где M — положительная постоянная, не зависящая от |h| и τ .
Из априорной оценки (12) следует сходимость схемы (5)–(7)

со скоростью O(|h|+ τ) в сеточной норме L2(G).

1. Самарский А.А. Теория разностных схем. М.: Наука, 1983.

2. Андреев В.Б. О сходимости разностных схем, аппроксимирующих
вторую и третью краевые задачи для эллиптических уравнений //
Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1968. Т. 8, № 6. С. 1218–1231.

Разностные методы решения нелокальной
краевой задачи для многомерного

уравнения параболического типа общего
вида с переменными коэффициентами

З.В. Бештокова
Ставрополь, Северо-Кавказский федеральный университет,
Северо-Кавказский центр математических исследований

e-mail: zarabaeva@yandex.ru

1. Постановка задачи
В цилиндре QT = G × [0 � t � T ], основанием которого

является p-мерный прямоугольный параллелепипед G = {x =
(x1, x2, . . . , xp) : 0 � xα � lα, α = 1, 2, . . . , p} с границей Γ, G = G∪
Γ, рассматривается задача

∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

kα(x, t)
∂u
∂xα

=

= γ−α
∂u
∂t + β−αu− μ−α(x, t), xα = 0, 0 � t � T,

−kα(x, t) ∂u
∂xα

=

= γ+α
∂u
∂t + β+αu− μ+α(x, t), xα = lα, 0 � t � T,

(2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (3)

где

Lu =

p∑
α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
+rα(x, t)

∂u

∂xα
−qα(x, t)u,

0 < c0 � kα(x, t) � c1, 0 � γ±α(x, t) � c1,

|rα(x, t)|, |kxα(x, t)|, |rxα(x, t)| � c2,

|qα(x, t)|, |γ±α(x, t)|, |β±α(x, t)| � c2,
(4)

c1, c2 = const > 0, QT = G× (0 < t � T ].

В дальнейшем предполагаем, что коэффициенты уравнения
и граничных условий (1)–(3) удовлетворяют необходимым по хо-
ду изложения условиям, обеспечивающим нужную гладкость ре-
шения u(x, t) в цилиндре QT .

2. Локально-одномерная схема (ЛОС)
Пространственную сетку выберем равномерной по каждому

направлению Oxα с шагом hα = lα/Nα, α = 1, 2, . . . , p :

ω̄h =

p∏
α=1

ω̄hα ,

ω̄hα = {x(iα)α = iα�α : iα = 0, 1, . . . , Nα, α = 1, 2, . . . , p},

�α =

{
hα, iα = 1, 2, . . . , Nα − 1,
hα
2 , iα = 0, Nα.

По аналогии с [1] на отрезке [0, T ] также введём равномер-
ную сетку ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0} с шагом τ = T/j0.
Каждый из отрезков [tj , tj+1] разобьем на p частей, введя точки
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tj+α
p
= tj + τ α

p , α = 1, 2, . . . , p− 1, и обозначим через Δα полуин-

тервал
(
tj+α−1

p
, tj+α

p

]
, где α = 1, 2, . . . , p.

На каждом полуинтервале Δα, α = 1, 2, . . . , p, будем после-
довательно решать задачи

y
j+α

p − y
j+α−1

p

τ
= Λ̃αy

j+α
p + ϕ

j+α
p

α , α = 1, 2, . . . , p, xα ∈ ωhα , (5)⎧⎪⎨⎪⎩(γ−α + 0.5hα)
y
j+α

p −y
j+α−1

p

τ = Λ−
α y

(α) + μ−α, xα = 0,

(γ+α + 0.5hα)
y
j+α

p −y
j+α−1

p

τ = Λ+
α y

(α) + μ+α, xα = lα,

(6)

y(x, 0) = u0(x), (7)

где

Λ̃αy
(α) = κα

(
aαy

(α)
xα

)
xα

+ b+αa
(+1α)
α y

(α)
x̄α

+ b−αaαy
(α)
x̄α

− dαy
(α),

Λ−
α y

(α) = κ−αa
(1α)
α y

(α)
xα,0

− β−αy
(α)
0 − 0.5hαd

(0)
α y(α), xα = 0,

Λ+
α y

(α) = −κ+αa
(Nα)
α y

(α)
x̄α,Nα

− β+αy
(α)
Nα

− 0.5hαd
(Nα)
α y(α), xα = lα,

κα =
1

1 +Rα
, Rα =

0.5hα|rα|
kα

— разностное число Рейнольдса,

r+α = 0.5(rα+ |rα|) � 0, r−α = 0.5(rα−|rα|) � 0, b+α =
r+α
kα
, b−α =

r−α
kα
,

rα = r+α + r−α , a
(1α) = aiα+1, aα = kα(xiα−1/2, t̄), ϕ

j+α
p

α = fα(x, t̄),

�α =

{
hα, iα = 1, 2, . . . , Nα − 1,
hα
2 , iα = 0, Nα,

dα = qα(xiα , t̄), t̄ = tj+
1
2 ,

μ−α = μ−α+0.5hαfα,0, μ+α = μ+α+0.5hαfα,Nα , μ±α = μ±α(tj),

κ−α =
1

1 + 0.5hα|r(0)α |
k
(0.5)
α

, r(0)α � 0, κ+α =
1

1 + 0.5hα|r(Nα)
α |

k
(Nα−0.5)
α

, r(Nα)
α � 0,

1

p
y
(α)
t̄

=
y
j+α

p − y
j+α−1

p

τ
.
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Теорема 1. Если выполнены условия (4), то локально-одномер-
ная схема (5)–(7) устойчива по начальным данным и правой ча-
сти, так что для решения разностной задачи (5)–(7) при τ � τ0
справедлива оценка

‖yj+1‖2L2(ω̄h)
�M

[
‖y0‖2L2(ω̄h)

+

j∑
j ′=0

τ

p∑
α=1

‖ϕj ′+α
p ‖2L2(ω̄h)

+

+

j∑
j ′=0

τ

p∑
α=1

∑
iβ �=iα

(
μ2−α(0, x

′, tj ′) + μ2+α(lα, x
′, tj ′)

)
H/�α

]
,

где M = const > 0 не зависит от hα и τ ,

x′ =
(
x1, x2, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xp

)
.

Теорема 2. Пусть задача (1)–(3) имеет единственное непре-
рывное в QT решение u(x, t) и существуют непрерывные в QT

производные
∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u

∂x2α∂t
,

∂3k

∂xαx2β
,
∂2r

∂x2α
,
∂2q

∂x2α
,
∂2f

∂x2α
, где

1 � α, β � p, α �= β. Тогда схема (5)–(7) сходится к решению за-
дачи (1)–(3) со скоростью O(|h|2 + τ), так что при достаточно
малом τ имеет место оценка

‖yj+1 − uj+1‖L2(ω̄h) �M
(
|h|2 + τ

)
, 0 < τ � τ0,

где |h|2 = h21 + h22 + . . .+ h2p.

1. Самарский А.А. Теория разностных схем. М.: Наука, 1983.

2. Андреев В.Б. О сходимости разностных схем, аппроксимирующих
вторую и третью краевые задачи для эллиптических уравнений //
Ж. вычисл. матем. и матем. физ., 1968. Т. 8, № 6. С. 1218–1231.
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Регуляризация многоточечной краевой
задачи для уравнения Ляпунова в случае
слабого вырождения краевых условий

А.Н. Бондарев
Могилёв, Белорусско-Российский университет

e-mail: alex-bondarev@tut.by

Для обобщённого дифференциального уравнения Ляпунова

dX

dt
= A(t)X + C1(t)XC2(t) +XB(t) + F (t) ≡ G(t,X) (1)

рассматривается краевая задача с условием

k∑
s=1

MsX(ts) = 0, 0 = t1 < t2 < . . . < tk = ω, (2)

где (t,X) ∈ I×Rn×m, A, B, C1, C2, F — непрерывные по t ∈ I мат-
ричнозначные функции соответствующих размерностей, Ms —
заданные постоянные (n× n)-матрицы, I = [0, ω].

С помощью конструктивного метода регуляризации [1] эта
задача исследуется в конечномерной банаховой алгебре B(n)
непрерывных матричнозначных функций с нормой

‖X‖C = max
t∈I

‖X(t)‖,

где ‖ · ‖ — какая-либо фиксированная матричная норма, напри-
мер, любая из норм, приведённых в [2, с. 21]. Рассматривается
случай слабого вырождения краевых условий

i∑
s=1

Ms = 0, (3)

где число i фиксировано и может принимать любое значение от
2 до k.

Введены следующие обозначения:
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Φ =
i−1∑
j=1

Mj

ti∫
tj

A(τ)dτ −
k∑

r=i+1
Mr, γ = ‖Φ−1‖, α = max

t∈I
‖A(t)‖,

β = max
t∈I

‖B(t)‖, h = max
t∈I

‖F (t)‖, δl = max
t∈I

‖Cl(t)‖ (l = 1, 2),

ms = ‖Ms‖ (s = 1, k), m̃1 =
i−1∑
j=1

mj , m̃2 =
k∑

r=i+1
mr,

ε = α+ δ1δ2 + β,

q = γ
i−1∑
j=1

mj

{
1

2
αε[(tj − t1)

2 + (tk − tj)
2] + (ε− α)(ti − tj)

}
+

+
1

2
γεm̃1[(ti − t1)

2 + (tk − ti)
2] + γεm̃2(tk − t1),

N = γh

{
i−1∑
j=1

1

2
αmj [(tj − t1)

2 + (tk − tj)
2 + (ti − tj)]+

+
1

2
αm̃1[(ti − t1)

2 + (tk − ti)
2] + m̃2(tk − t1)

}
.

Теорема. Пусть выполнено условие (3), а также detΦ �= 0,
q < 1. Тогда задача (1), (2) однозначно разрешима, при этом для
её решения X = X(t) справедлива оценка

‖X‖C � N

1− q
. (4)

Следуя методике, используемой в [3], сначала получено мат-
ричное интегральное уравнение, эквивалентное задаче (1), (2):

X(t) = Φ−1

{
i−1∑
j=1

Mj

[ t∫
tj

( τ∫
tj

A(σ)dσ
)
G
(
τ,X(τ)

)
dτ −

−
ti∫
t

( ti∫
τ

A(σ)dσ
)
G
(
τ,X(τ)

)
dτ − (5)

−
ti∫

tj

(G(τ,X(τ))−A(τ)X(τ))dτ

]
−

k∑
r=i+1

Mr

t∫
tr

G
(
τ,X(τ)

)
dτ

}
.
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При исследовании разрешимости уравнения (5) применен
принцип сжимающих отображений (см., например, [4, с. 605]). Со-
гласно этому принципу, на основании условий теоремы уравне-
ние (5) однозначно разрешимо в пространстве C(I,Rn×m). Для
получения соотношения (4) выполнены оценки по норме в урав-
нении (5).

Решение задачи (1), (2) строится классическим методом по-
следовательных приближений типа [4, с. 605]. Применительно к
уравнению (5) соответствующий алгоритм имеет вид

Xp(t) = Φ−1

{
i−1∑
j=1

Mj

[ t∫
tj

( τ∫
tj

A(σ)dσ
)
G
(
τ,Xp−1(τ)

)
dτ −

−
ti∫
t

( ti∫
τ

A(σ) dσ
)
G
(
τ,Xp−1(τ)

)
dτ −

−
ti∫

tj

(G(τ,Xp−1(τ))−A(τ)Xp−1(τ))dτ

]
−

−
k∑

r=i+1

Mr

t∫
tr

G
(
τ,Xp−1(τ)

)
dτ

}
, p = 1, 2, . . . .

(6)

В качестве начального приближения принимается произвольная
функция X0 ∈ C(I,Rn×m).

Установлено, что последовательность {Xr}∞0 , определяемая
алгоритмом (6), сходится равномерно по t ∈ I к решению инте-
грального уравнения (5), при этом справедлива оценка

‖X −Xr‖C � qr

1− q
‖X1 −X0‖C , r = 0, 1, 2, . . . .

Оценка области локализации решения X(t), определяемая
на основе алгоритма (6), имеет вид

‖X‖C � ‖X0‖C +
‖X1 −X0‖C

1− q
. (7)
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Из (7) при X0 ≡ 0 получено соотношение, из которого следует
оценка (4).

1. Лаптинский В.Н. Конструктивный анализ управляемых колеба-
тельных систем. Минск: ИМ НАН Беларуси, 1998.

2. Демидович Б.П. Лекции по математической теории устойчивости.
М.: Наука, 1967.

3. Бондарев А.Н., Лаптинский В.Н. Многоточечная краевая задача
для уравнения Ляпунова в случае слабого вырождения краевых
условий // Дифференц. уравнения. 2019. Т. 55, № 3. С. 423–427.

4. Канторович Л.В., Акилов Г.П. Функциональный анализ. М.: Нау-
ка, 1977.

О сравнении решений некоторых
дискретных и непрерывных краевых задач

А.В. Васильев, В.Б. Васильев, А.А. Ходырева

Белгород, Белгородский государственный университет
e-mail: 756914@bsu.edu.ru, vbv57@inbox.ru, 711012@bsu.edu.ru

Работа посвящена развитию исследования дискретных кра-
евых задач для эллиптических псевдодифференциальных урав-
нений в направлении, намеченном в [1, 2].

Пусть Z2 — целочисленная решетка на плоскости. Обозна-
чим K = {x ∈ R2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0} первый квадрант
на плоскости,Kd = hZ2∩K,h > 0. Введем пространство функций
дискретного аргумента ud(x̃), x̃ = (x̃1, x̃2) ∈ hZ2, и обозначим T2

квадрат [−π, π]2, h > 0, � = h−1. Будем рассматривать функции,
изначально заданные в квадрате, как периодические функции,
определенные на всей плоскости Rm с основным квадратом пери-
одов T2.

Для функций ud(x̃) можно определить дискретное преоб-
разование Фурье ũd(ξ) [3], и функция ũd(ξ) будет периодической
функций в R2 с основным квадратом периодов �T2.
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Вводится дискретный аналог пространства Шварца S(hZ2)
и обозначение

ζ2 = h−2((e−ih·ξ1 − 1)2 + (e−ih·ξ2 − 1)2).

Пространство Hs(hZ2) состоит из дискретных (обобщен-
ных) функций и является замыканием пространства S(hZ2) по
норме

‖ud‖s =

⎛⎝ ∫
�T2

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ

⎞⎠1/2

.

Пространство Hs(Kd) состоит из дискретных функций из про-
странства Hs(hZ2), чьи носители содержатся в Kd. Норма в про-
странстве Hs(Kd) индуцируется нормой пространства Hs(hZ2).

Если Ãd(ξ) — измеримая периодическая функция в R2 с
основным кубом периодов �T2, мы называем ее символом.

Определение. Дискретным псевдодифференциальным операто-
ром Ad с символом Ãd(ξ) в дискретном квадранте Kd называется
оператор следующего вида

(Adud)(x̃) =
∑

ỹ∈hZ2

h2
∫
�T2

Ãd(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Kd.

Нас интересует разрешимость и аппроксимационные свой-
ства дискретного уравнения

(Adud)(x̃) = 0, x̃ ∈ Kd, (1)

в пространстве Hs(Kd) с граничными условиями∑
x̃1∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = fd(x̃2),
∑

x̃2∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = gd(x̃1),∑
x̃∈hZ++

ud(x̃1, x̃2)h
2 = 0.

(2)

Дискретная задача (1), (2) имеет континуальный аналог,
именно

(Au)(x) = 0, x ∈ K, (3)
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+∞∫
0

u(x1, x2)dx1 = f(x2),
+∞∫
0

u(x1, x2)dx2 = g(x1),∫
K

u(x)dx = 0,
(4)

где A — псевдодифференциальный оператор с символом A(ξ),
ξ = (ξ1, ξ2), удовлетворяющим условию

c1(1 + |ξ|)α � |A(ξ)| � c2(1 + |ξ|)α.

и допускающим волновую факторизацию [1] относительно K с
индексом æ, таким, что æ − s = 1 + δ, |δ| < 1/2. Однозначная
разрешимость задачи (3), (4) была исследована в [2].

Специальный подбор дискретных функций fd, gd и дискрет-
ного псевдодифференциального оператора Ad приводит к следу-
ющему результату.

Теорема. Пусть f, g ∈ Hs+1/2(R). Тогда дискретная краевая за-
дача (1), (2) при достаточно малых h имеет единственное ре-
шение с априорной оценкой

‖ud‖s � const(‖fd‖s+1/2 + ‖gd‖s+1/2)

с постоянной, не зависящей от h.
Если f, g ∈ S(R),æ > 1, то справедлива следующая оценка

для решений u и ud континуальной задачи (3), (4) и ее дискрет-
ного аналога (1), (2)

|u(x̃)− ud(x̃)| � C(f, g)hβ ,

где постоянная C(f, g) зависит от функций f, g, а β > 0 может
быть произвольным.

Некоторые оценки сравнения в дискретном полупростран-
стве были получены в [4].

Работа поддержана Министерством образования и науки РФ, проект
№ FZWG-2020-0029.

1. Васильев В. Б. Мультипликаторы интегралов Фурье, псевдодиф-
ференциальные уравнения, волновая факторизация, краевые зада-
чи. М.: КомКнига, 2010.
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Априорные оценки решения одной краевой
задачи

А.В. Васильев, В.Б. Васильев, Н.В. Эберлейн

Белгород, Белгородский государственный университет
e-mail: 756914@bsu.edu.ru, vbv57@inbox.ru, 649377@bsu.edu.ru

Пространство Соболева–Слободецкого Hs(R2) — это гиль-
бертово пространство с нормой

‖f‖s =

⎛⎝ ∫
R2

|f̃(ξ)|2(1 + |ξ|)2sdξ

⎞⎠1/2

,

где f̃ обозначает преобразование Фурье

f̃(ξ) =

∫
R2

e−ix·ξf(x)dx.

ЕслиD ⊂ R2 — область, тоHs(D)— это подпространствоHs(R2),
состоящее из функций с носителями в D.

Пусть A(ξ) — измеримая функция, определенная на R2.
Псевдодифференциальным оператором A в области D с симво-
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лом A(ξ) называется следующий оператор

(Au)(x) =

∫
R2

eix·ξA(ξ)ũ(ξ)dξ, x ∈ D.

В пространстве Соболева–Слободецкого Hs(Ca
+) [1] рас-

сматривается следующая задача: найти функцию

U(x) =

{
u+(x), x ∈ Ca

+,

u−(x), x ∈ R2 \ Ca
+,

такую, что u+ ∈ Hs(Ca
+), v− ∈ Hs(R2 \ Ca

+), удовлетворяющую
уравнениям {

(Au+)(x) = 0, x ∈ Ca
+,

(Au−)(x) = 0, x ∈ R2 \ Ca
+,

(1)

где Ca
+ = {x ∈ R2 : x2 > a|x1|, a > 0},Γ = ∂Ca

+, A — эллиптиче-
ский псевдодифференциальный оператор с символом A(ξ),

c1 � |A(ξ)(1 + |ξ|)−α| � c2.

К уравнениям (1) добавляются следующие граничные усло-
вия:

θ·u+|∂Ca
+
+ω·u−|∂Ca

+
= μ, η·

(
∂u+
∂n

)
|∂Ca

+

+γ·
(
∂u−
∂n

)
|∂Ca

+

= ν, (2)

где θ, ω, η, γ — комплексные числа, принимающие различные зна-
чения на сторонах угла ∂Ca

+, μ ∈ Hs−1/2(Γ), ν ∈ Hs−3/2(Γ) —
заданные на Γ функции.

Подобная задача рассматривалась в [2] в предположении,
что символ A(ξ) допускает волновую факторизацию [1] относи-
тельно конуса Ca

+ с индексом æ таким, что æ−s = 1+δ, |δ| < 1/2,
и была сведена к некоторой системе одномерных линейных инте-
гральных уравнений.

Полученная система линейных интегральных уравнений в
случае æ = α/2 и предположения однородности степени α/2 эле-
ментов волновой факторизации допускает дальнейшую редукцию
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к системе линейных алгебраических уравнений с матрицей A(λ).
Элементы матрицы A(λ) строятся по элементам волновой фак-
торизации и преобразования Меллина. Необходимым и достаточ-
ным для существования единственного решения задачи (1),(2) яв-
ляется условие

inf | detA(λ)| > 0, Reλ = 1/2. (3)

Приводимый ниже результат связан со сделанными пред-
положениями.
Теорема. При выполнении условия (3) имеет место оценка

‖U‖s � const(‖μ‖s−1/2 + ‖ν‖s−3/2).

Стоит отметить, что возможен другой выбор граничных
условий для задачи линейного сопряжения [3], и в этом случае
априорные оценки могут быть получены аналогично.

Работа поддержана Министерством образования и науки РФ, проект
№ FZWG-2020-0029.
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О бэровской классификации локальной
топологической энтропии автономных

динамических систем

А.Н. Ветохин
Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова

e-mail: anveto27@yandex.ru

Следуя [1, стр. 274], приведем необходимое в дальнейшем
определение локальной топологической энтропии. Пусть (X, d) —
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локально компактное метрическое пространство, а f : X → X —
непрерывное отображение. Наряду с исходной метрикой d опре-
делим на X дополнительную систему метрик

dfn(x, y) = max
0≤i≤n−1

d(f i(x), f i(y)), x, y ∈ X, n ∈ N,

где f i, i ∈ N, – i-я итерация отображения f, f0 ≡ idX . Зафик-
сируем точку x0 ∈ X, для всяких n ∈ N, r > 0 и ρ > 0 обо-
значим через Nd(f, r, n, x0, ρ) максимальное число точек в шаре
Bd(x0, ρ) = {x ∈ X : d(x0, x) < ρ}, попарные dfn-расстояния меж-
ду которыми больше, чем r. Тогда локальную энтропию отобра-
жения f в точке x0 определяют формулой

hd(f, x0) = lim
r→0

lim
ρ→0

lim
n→∞

1

n
lnNd(f, r, n, x0, ρ), (1)

Отметим, что если метрику d заменить на эквивалентную ей мет-
рику d′, то значение величины (1) не изменится. Пределы в фор-
муле (1) существуют, так как величина lim

n→∞
1
n lnNd(f, r, n, x0, ρ)

не возрастает с уменьшением ρ и не убывает с уменьшением r.
По метрическому пространству M, непрерывному отобра-

жению
f : M×X → X (2)

и точке x0 ∈ X образуем функцию

μ �→ hd(f(μ, ·), x0). (3)

В докладе для любого семейства (2) изучается функция (3) c
точки зрения бэровской классификации функций. Напомним,
что функциями нулевого бэровского класса на метрическом про-
странстве M называются непрерывные функции, и для всякого
натурального числа p функциями p-го бэровского класса назы-
ваются функции, являющиеся поточечными пределами последо-
вательностей функций (p− 1)-го класса.

Теорема 1. Для любого отображения (2) и любого x0 ∈ X функ-
ция (3) принадлежит третьему бэровскому классу на простран-
стве M.
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Отметим, что из этого результата в силу теоремы Бэра [2,
гл. IX, § 39, VI] вытекает, что для любого отображения (2) в пол-
ном метрическом пространстве M найдется всюду плотное мно-
жество G типа Gδ такое, что сужение функции μ �→ hd(f(μ, ·), x0)
на множество G непрерывно. Возникает естественный вопрос
о наименьшем бэровском классе, которому принадлежит функ-
ция (3) в зависимости от выбора точки x0.

На множестве последовательностей x = (x1, x2, . . . ), где
xk ∈ {0, 1}, введем метрику

dΩ2(x, y) =

{
0, если x = y;
2−min{i:xi �=yi}, если x �= y.

Полученное компактное метрическое пространство обозначим че-
рез Ω2. Отметим, что пространство Ω2 гомеоморфно множеству
Кантора на отрезке [0, 1] с метрикой, индуцированной естествен-
ной метрикой вещественной прямой.

Построим метрические пространства B и C. Точками про-
странства B являются, по определению, всевозможные (счетные)
последовательности μ = (μk)

∞
k=1 натуральных чисел. Расстояние

между двумя точками μ и ν определяется формулой

dB(μ, ν) =
{

0, если μ = ν;
1

min{k:μk �=νk} , если μ �= ν.

Отметим, что пространство B гомеоморфно множеству ирраци-
ональных чисел на отрезке [0, 1] с метрикой, индуцированной
естественной метрикой вещественной прямой. Следуя работе [3],
точками пространства C назовем всевозможные пары (x, i), где
x ∈ Ω2, i ∈ N, а расстояние между двумя точками (x, i) и (y, j)
определим формулой

dC((x, i), (y, j)) =
{
dΩ2(x, y), если i = j;
1, если i �= j.

В докладе [4, стр. 190–192] построено отображение (2) из B × C
в C такое, что для любой точки x0 пространства C функция (3)
не принадлежит второму бэровскому классу на пространстве B.
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Теорема 2. Если M = B, X = C, то найдется такое отобра-
жение (2), что для каждого i = 1, . . . , 4 функция

μ �→ hd(f(μ, ·), ((0, 0, 0, . . .), i))
принадлежит (i− 1)-му бэровскому классу i = 1, . . . , 4 и не при-
надлежит (i− 2)-му бэровскому классу i = 2, . . . , 4.
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О матричной форме теории обобщенных
степеней Берса

Ю.А. Гладышев, Е.А. Лошкарева
Калуга, Калужский государственный университет

им. К.Э. Цилковского
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Впервые метод многократного интегрирования константы с
определенными весовыми функциями с целью построения реше-
ний определенного класса линейных дифференциальных уравне-
ний был предложен итальянским математиком Бельтрами [1]. Да-
лее американский математик Л. Берс под названием обобщенные
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степени (ОС) использовал эту конструкцию [2] для построения
определенного развития теории функции комплексного перемен-
ного (ТФКП). Были даны приложения этой теории к решению
уравнений газодинамики [3]. Это обобщение было проведено стро-
го в рамках комплексного анализа, что ограничивало дальнейшее
ее развитие. В работах [1] представлена другая матричная форма,
что позволило обобщить метод ОС на случай систем уравнений с
любым числом переменных. В последнее время была предложена
еще одна форма метода — параметрическая [4, 5]. Основная зада-
ча сообщения — показать, что метод ОС можно использовать для
построения решений задач квантовой электродинамики, остава-
ясь в рамках двумерной постановки.

Введем операторы вида

d1 = a1(x)
d

dx
, d2 = a2(x)

d

dx
, (1)

где a1(x), a2(x) — положительные и непрерывные функции пере-
менного x. Для простоты первоначально предположим, что опе-
раторы действуют в пространстве бесконечно дифференцируе-
мых функций C∞. В дальнейшем, следуя Л. Берсу, операторы
d1, d2 будем называть присоединенными друг к другу. Ведем мат-
ричный оператор D и векторы V , C

D =

(
0 d2
d1 0

)
, V =

(
v1 (x)
v2 (x)

)
, C =

(
c1
c2

)
, (2)

при условии ν1, ν2 ∈ C∞, а c1, c2 — константы.
В качестве правых обратных операторов I1, I2, следуя [2],

возьмем простейший случай — интегральные операторы с пере-
менным верхним пределом

I1 =

x∫
x0

dη

a1 (η)
, I2 =

x∫
x0

dη

a2 (η)
, (3)

при
d1I1 = 1, d2I2 = 1. (4)

Так как операторы d1, d2 имеют непустые ядра, ибо d1c1 = 0,
d2c2 = 0, то все требования, необходимые для построения ОС,
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выполнены. Определим ОС как

Z(n)(x, x0)C =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(
X

(2i)
1 (x, x0)c1

X
(2i)
2 (x, x0)c2

)
, n = 2i,(

X
(2i+1)
1 (x, x0)c2

X
(2i+1)
2 (x, x0)c1

)
, n = 2i+ 1,

(5)

где компоненты вектора Z(n)C определены как

X
(2i)
1 (x, x0) c1 = (2i)!(I1I2)

ic1,

X
(2i)
2 (x, x0) c2 = (2i)!(I2I1)

ic2,

X
(2i+1)
1 (x, x0) c2 = (2i+ 1)!I1(I2I1)

ic2,

X
(2i+1)
2 (x, x0) c1 = (2i+ 1)!I2(I1I2)

ic1.

(6)

Из построения и свойств (3), (4) следует

DZ(n)C = nZ(n−1)C, DX(0)C = 0. (7)

В некоторых случаях, например, когда a1, a2 — степенные функ-
ции, степени достаточно просто находятся простым повторным
интегрированием. В силу линейности операторов можно говорить
о многочленах и при определенной норме о рядах, представлен-
ных как линейная комбинация ОС

Vn =
n∑

i=0
X(i)Ci, V =

∞∑
i=0

X(i)Ci. (8)

Например, как указывал Берс [2], запишем функции

V =
∞∑
i=0

(−1)iλ2i

(2i)!
Z(2i) (x, x0)C = (CosλZ (x, x0))C, (9)

V =
∞∑
i=0

(−1)iλ2i+1

(2i+ 1)!
Z(2i+1) (x, x0)C = (SinλZ (x, x0))C. (10)
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Матричный и символический характер символов Sin, Cos выде-
лен заглавной буквой. Аналогичным образом можно записать ги-
перболические функции. Ряд классов специальных функций, на-
пример, цилиндрические функции, представимы в виде (9), (10).

Очевидно, справедливы соотношения

D SinλZC = λCosλZC, DCosλZC = −λSinλZC.

В ряде работ [5, 6] методы ОС были использованы в теории
специальных функций. Было проведено обобщение теории ОС
на случай, когда функции порождающей пары имеют конечное
число точек разрыва первого рода. Метод ОС нашел приложение
при решении задач теории переноса в многослойных средах.
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Аналог условия Ляпунова для однородных
систем обыкновенных дифференциальных

уравнений

А.П. Жабко, И.В. Александрова
Санкт-Петербург,

Санкт-Петербургский государственный университет
e-mail: zhabko.apmath.spbu@mail.ru, i.v.aleksandrova@spbu.ru

Для линейных стационарных систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений известно условие Ляпунова существова-
ния и единственности решения матричного уравнения Ляпунова
ATV + V A = W в виде симметрической матрицы V для лю-
бой симметрической матрицы W. Это условие формулируется в
терминах собственных чисел матрицы A. В данной работе рас-
сматриваются системы однородных дифференциальных уравне-
ний и предлагается вариант условия Ляпунова, играющий анало-
гичную роль.

Рассмотрим условие разрешимости уравнения в частных
производных (

∂V (x)

∂x

)T

f(x) = −W (x) (1)

в виде однородной порядка k > 1 функции V (x), если функ-
ции f(x) и W (x) суть однородные функции порядков μ > 1 и
l = k+μ− 1 соответственно. Разрешимость уравнения (1) можно
интерпретировать как условие существования функции Ляпуно-
ва для вспомогательной системы дифференциальных уравнений

dx

dt
= f(x). (2)

Положим t0 = 0. Далее будем считать функции V : Rn → R и
f : Rn → Rn положительно однородными и непрерывно диффе-
ренцируемыми функциями, а функцию W : Rn → R — положи-
тельно однородной, непрерывной и положительно определенной.
Тогда существует единственное непрерывно дифференцируемое
по своим аргументам решение x(t, x0) системы (2).
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В работе [1] показано, что если система (2) асимптотически
устойчива, то функция V (x), удовлетворяющая перечисленным
условиям, существует и положительно определена. Если систе-
ма (2) не является асимптотически устойчивой, то уравнение (1)
не обязательно разрешимо. Однако в случае разрешимости функ-
ция V (x) заведомо не является положительно определенной. В
качестве аналога условия Ляпунова для однородных систем ОДУ
предлагается следующее условие.

Определение 1. Будем говорить, что система (2) удовлетво-
ряет условию Ляпунова для однородных систем ОДУ, если для
любой положительно однородной функции W (x) порядка l =
k + μ − 1 (k > 1, μ > 1) существует решение уравнения (1) в
виде положительно однородной порядка k > 1 функции V (x).

Утверждение 1. Если система (2) имеет равновесное реше-
ние x(t, x0) ≡ x0 �= 0 или периодическое решение (x(t + T, x0) ≡
x(t, x0) для любого t � 0 при некотором T > 0), то она не удо-
влетворяет условию Ляпунова.

Далее рассмотрим вопрос о единственности решения урав-
нения (1). Пусть V1(x) и V2(x) — произвольные решения этого
уравнения. Тогда вдоль решений системы (2) эти функции удо-
влетворяют соотношению

Vi(x(t, x
0))− Vi(x

0) = −
∫ t

0
W (x(s, x0))ds, i = 1, 2.

Введем функцию V (x) = V1(x)− V2(x). Очевидно, что(
∂V (x)

∂x

)T

f(x) ≡ 0.

Утверждение 2. Пусть система (2) удовлетворяет условию
Ляпунова в смысле определения 1. Если для некоторой точки
x̃0 �= 0 выполнено условие f(x̃0) = g(‖x̃0‖)x̃0, причем g(‖x̃0‖) �= 0,
то V (x̃0) = 0.

Утверждение 3. Пусть система (2) удовлетворяет условию
Ляпунова в смысле определения 1. Если для некоторого решения
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x(t, x̂0) системы (2) выполнено условие x(T, x̂0) = αx̂0, где T > 0,
α �= 1, то V (x(t, γx̂0)) = 0 для всех t ∈ R, γ � 0. В частности,
V (x̂0) = 0.

Рассмотрим теперь произвольное решение x(t, x0) систе-
мы (2). Пусть интервал существования решения есть t ∈ (a, b).
Возможны следующие альтернативы:

1. Существует последовательность {tj}∞j=1, lim
j→∞

tj = a (или

lim
j→∞

tj = b) такая, что lim
j→∞

x(tj , x
0) = 0;

2. Существует последовательность {tj}∞j=1, lim
j→∞

tj = a (или

lim
j→∞

tj = b) такая, что lim
j→∞

x(tj , x
0) = ω �= 0;

3. Существуют пределы

lim
t→a

‖x(t, x0)‖ = ∞, lim
t→b

‖x(t, x0)‖ = ∞.

Поскольку функция f(x) определена в Rn, то в случае вы-
полнения альтернатив 1 и 2 имеем a = −∞ или b = +∞. По-
следовательное рассмотрение всех трех альтернатив приводит к
следующему результату.

Теорема. Если система (2) удовлетворяет условию Ляпунова,
то для любой положительно однородной функции W (x) порядка
l = k + μ − 1 (k > 1, μ > 1) существует единственное решение
уравнения (1), которое представляет собой однородную функ-
цию порядка k > 1.

Отметим, что в случае выполнения альтернативы 3 суще-
ственным для доказательства является переход к вспомогатель-
ной системе

dy

dτ
= f(y)− (y, f(y)) · y, (3)

осуществленный с помощью подстановок y(t) = x(t)/‖x(t)‖ и

τ =

∫ t

0
‖x(s, x0)‖μ−1ds.

Здесь функция y(t) является проекцией решения x(t) системы (2)
на сферу ‖x‖ = 1 в фазовом пространстве Rn. При этом общее
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решение системы (3) может трактоваться как динамическая си-
стема, заданная на компактном множестве.

Важно заметить, что условие Ляпунова в смысле определе-
ния 1 нашло применение при построении функционалов Ляпуно-
ва–Красовского для однородных дифференциально-разностных
систем [2]. Интересные результаты об устойчивости решений та-
ких систем при любых значениях запаздываний получены с по-
мощью однородных функций Ляпунова в статье [3].

Работа частично поддержана грантом Президента РФ для государ-
ственной поддержки молодых ученых, проект МК-2301.2022.1.1.

1. Зубов В.И. Устойчивость движения. М.: Высш. шк., 1973.

2. Zhabko A.P., Alexandrova I.V. Complete type functionals for
homogeneous time delay systems // Automatica. 2021. Vol. 125, art.
no. 109456.

3. Александров А.Ю., Жабко А.П. Об асимптотической устойчивости
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Регуляризация задачи Валле–Пуссена для
нелинейного матричного уравнения

Ляпунова второго порядка

А.И. Кашпар
Могилёв, Белорусско-Российский университет

e-mail: alex.kashpar@tut.by

Исследуется краевая задача [1]

d2X

dt2
= A(t)

dX

dt
+
dX

dt
B(t) + S1(t)XS2(t) + F

(
t,X,

dX

dt

)
, (1)

X (0) = M, X(ω) = N, (2)

где (t,X) ∈ I × Rn×n; A, B, Si ∈ C (I, Rn×n), I = [0, ω]; F ∈
C (D,Rn×n), D = {(t,X,Y) : t ∈ I, ‖X‖ < ρ̃1, ‖Y‖ < ρ̃2}, 0 <
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ρ̃i � ∞, Y .
= dX/dt; M, N — заданные вещественные матрицы;

функция F(t,X,Y) удовлетворяет относительно X,Y в области
D условию Липшица (локально).

В данной работе, являющейся продолжением и обобщени-
ем [1], с помощью конструктивного метода [2] задача (1), (2) изу-
чается в конечномерной банаховой алгебре B(n) непрерывных
матриц-функций с нормой ‖X‖C = max

t∈I
‖X(t)‖ , где ‖·‖ — нор-

ма матриц в рамках определения этой алгебры, например, одна
из норм, приведенных в [3, с. 21].

Вместо задачи (1), (2) рассматривается эквивалентная ей
задача

dX

dt
= Y,

dY

dt
= A(t)Y +YB(t) + S1(t)XS2(t) + F(t,X,Y) ,

(3)

X(0) = M, X(ω) = N. (4)

Введём следующие обозначения:

F̃ (t,X,Y) = S1(t)XS2(t) + F (t,X,Y) , h = max
t∈I

‖F(t, 0, 0)‖ ,

γ =
∥∥Φ−1

∥∥ , h1 = max
t∈I

‖M+PUV(t) + L1(0,0)‖ ,

si = max
t∈I

‖Si(t)‖ , h2 = max
t∈I

‖QUV(t) + L2(0,0)‖ ,

λU = max
0�s�τ�ω

∥∥U(τ)U−1(s)
∥∥ , λV = max

0�s�τ�ω

∥∥V(s)V−1(τ)
∥∥ ,

G = {(t,X, Y) : t ∈ [0, ω] , ‖X‖ � ρ1, ‖Y‖ � ρ2} ,
G̃ = {(X(t), Y(t)) : ‖X‖C � ρ1, ‖Y‖C � ρ2} ,

p1 =
1

3
γλ2Uλ

2
Vω

3 (s1s2 + L1) , p2 =
1

2
γλ2Uλ

2
Vω

2 (s1s2 + L1) ,

q1 =
1

3
γλ2Uλ

2
Vω

3L2, q2 =
1

2
γλ2Uλ

2
Vω

2L2,

Z =

(
‖X‖C
‖Y‖C

)
, P =

(
p1 q1
p2 q2

)
, H =

(
h1
h2

)
,
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KU(τ, s) = U(τ)U−1(s), KV(s, τ) = V(s)V−1(τ),

где 0 < ρi < ρ̃i, i = 1, 2; U(t), V(t) — интегральные матрицы
уравнений dU/dt = A(t)U, dV/dt = VB(t), (U(0) = V(0) = E),
E — единичная матрица;

PUV(t) =

t∫
0

U(τ)(Φ−1(N−M))V(τ) dτ ,

QUV(t) = U(t)
(
Φ−1(N−M)

)
V(t);

Φ — линейный оператор,

ΦZ(t) =

ω∫
0

U(τ)Z(t)V(τ)dτ , Z(t) = U−1(t)Y(t)V−1(t);

Li = Li(ρ1, ρ2), (i = 1, 2) — постоянные Липшица для F(t,X,Y)
в области G; L1, L2 — интегральные операторы

L1(X,Y) =

t∫
0

U(ϕ)Φ−1×

×

⎛⎝ ω∫
0

ϕ∫
τ

KU(τ, s)F̃ (s,X(s),Y(s))KV(s, τ)dsdτ

⎞⎠V(ϕ) dϕ,

L2(X,Y) = U(t)Φ−1×

×

⎛⎝ ω∫
0

t∫
τ

KU(τ, s)F̃ (s,X(s),Y(s))KV(s, τ)dsdτ

⎞⎠V(t).

Лемма 1. Для того чтобы в случае однозначной обратимости
оператора Φ пара функций (X(t), Y(t)) : [0, ω] → Rn×n × Rn×n

представляла собой решение задачи (3), (4), необходимо и доста-
точно, чтобы эти функции являлись решением системы инте-
гральных уравнений

X(t) = M+PUV(t) + L1(X,Y), (5)

Y(t) = QUV(t) + L2(X,Y). (6)
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С помощью модификации [2, § 3.4] обобщенного принципа
сжимающих отображений [4, с. 94] доказана

Лемма 2. Пусть выполнены условия

p1ρ1 + q1ρ2 + h1 � ρ1, p2ρ1 + q2ρ2 + h2 � ρ2, (7)

p1 + q2 < 1. (8)

Тогда задача (5), (6) однозначно разрешима на множестве G̃, при
этом справедлива оценка

Z � (E−P)−1H. (9)

Теорема. Пусть оператор Φ однозначно обратим и выполне-
ны условия (7), (8). Тогда задача (3), (4) однозначно разрешима в
области G, при этом справедлива оценка (9).

Для построения решения данной задачи разработан алго-
ритм классического типа, например, [5, с. 605], применительно к
системе (5), (6).
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Оценка скорости стабилизации решений
уравнения модифицированного

ньютоновского гравитационного потенциала
в неограниченной области

А.А. Клячин
Волгоград, Волгоградский государственный университет

e-mail: aleksey.klyachin@volsu.ru

В работе [1] рассматривалось уравнение теории модифи-
цированной ньютоновской динамики (MOND) и был установен
принцип максимума для его решений в неограниченной области.
В частности, принцип максимума позволяет доказать существо-
вание предела ограниченного решения на бесконечности. Однако,
больший интерес представляет не качественное поведение реше-
ний, а возможность дать какую либо количественную оценку от-
личия решения от предельного значения в терминах расстояния
от некоторого центра. В настоящем докладе мы представляем
соответствующий результат при определенных ограничениях на
исследуемое решение.

Уравнения поля MOND приводят к модифицированной не-
линейной версии уравнения Пуассона

div

(
|∇u|∇u√
1 + |∇u|2

)
= g(x), (1)

где g(x) — заданная вR3 непрерывная функция, равная нулю вне
некоторой ограниченной области D. Пусть u(x) — ограниченное
в R3 решение уравнения (1). Введем обозначение R0 = sup

x∈D
|x|.

Получение основного результата опирается на использова-
ние функций вида

u(|x|) =
|x|∫

R0

(
C2
1 + C1

√
C2
1 + 4s2n−2

2s2n−2

)1/2

ds+ C2,
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которые удовлетворяют уравнению (1) для любых постоянных
C1,C2.

Теорема. Пусть u(x) — ограниченное решение уравнения (1) в
области R3 \D. Предположим, что sup

R3\D
|∇u| < +∞. Тогда ре-

шение u(x) имеет предел

lim
|x|→∞

u(x) = u0,

причем
max
|x|=t

|u(x)− u0| �
c

ln t
R0

,

где постоянная c > 0 не зависит от t.

1. Klyachin A.A., Khoperskov A.V. Maximum principle for solutions
of the modified Newtonian gravitational potential equation in an
unbounded domain // Материалы Международной конференции
«Комплексный анализ и его приложения», 30 мая 2021 – 5 июня
2021. Геленджик –Краснодар. Кубанский гос. ун-т, 2021. С. 55–57.

Инвариантные многообразия
слабодиссипативного варианта

комплексного уравнения Гинзбурга–Ландау

Д.Д. Кондакова, А.Н. Куликов, Д.А. Куликов

Ярославль, Ярославский государственный университет
им. П.Г. Демидова

e-mail: kondakovadd@mail.ru, anat_kulikov@mail.ru,
kulikov_d_a@mail.ru

Рассматривается периодическая краевая задача для двух
версий обобщенного слабодиссипативного уравнения Гинзбурга–
Ландау

ut = αu− (d+ ic)u|u|2 − (f + ih)u|u|4 − ibuxx, (1)
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ut = αu− (d+ ic)uV (u)− (f + ih)uV 2(u)− ibuxx, (2)

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (3)

Здесь u(t, x) = u1(t, x) + iu2(t, x) — комплекснозначная функция,
d, c, f, h ∈ R, f � 0 и, если f = 0, то d > 0, α = ±1, b > 0. По-
следние условия обеспечивают диссипативность в смысле нормы
в пространстве L2(0, 2π) обеих краевых задач: (1), (3) и (2), (3).

Наконец, V (u) =
1

2π

2π∫
0

|u|2dx.

Краевая задача (1), (3) имеет счетный набор однопарамет-
рических семейств решений по t решений

Sn(ϕn) : un(t, x) = η exp(iσnt+ iϕn + inx), (4)

где n = 0,±1,±2, . . . , σn = bn2 − cη2 − hη4, а η — положительный
корень уравнения

fη4 + dη2 − α = 0,

если такой корень существует. Наконец, ϕn — произвольная дей-
ствительная постоянная.

Изучен вопрос об устойчивости и локальных бифуркациях
бегущих волн (4). Так, в частности, они устойчивы, если b > 2Q,
Q = cη2 + 2hη4, и они неустойчивы, если b < 2Q.

При b = b∗ = 2Q реализуется критический случай в за-
даче об устойчивости одномерного инвариантного многообразия
Sn(ϕn).

Пусть b = b(ε) = b∗ − γε, где ε — малый положительный
параметр (т.е. ε ∈ (0, εn), 0 < εn � 1), γ = ±1. При так выбран-
ном b у краевой задачи (1), (3) в окрестности одномерных инва-
риантных многообразий Sn(ϕn) при соответствующем выборе γ
существуют двумерные инвариантные торы Tn(ε).

Получен ответ об устойчивости бифурцирующих инвари-
антных торов. Приведены асимптотические формулы для реше-
ний, их формирующих.

Для обоснований сформулированных утверждений исполь-
зуются методы инвариантных многообразий и нормальных форм
в модифицированных вариантах, которые позволяют их исполь-
зовать при анализе динамических систем с бесконечномерным
фазовым пространством.
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Кроме краевой задачи (1), (3) была рассмотрена краевая за-
дача (2), (3). Отметим, что уравнение (2) принято называть нело-
кальным уравнением Гинзбурга–Ландау.

Дополним краевую задачу (2), (3) начальным условием

u(0, x) = f(x). (5)

Показано, что начально-краевая задача (2), (3), (5) глобально раз-
решима (решение существует при всех t > 0), если f(x) принад-
лежит подходящему пространству Соболева H2, т.е. f(x) имеет
период 2π и f(x) ∈W2

2[0, 2π].
Для решений начально-краевой задачи (2), (3), (5) суще-

ствует глобальный аттрактор в смысле определения из моногра-
фии [1] (см. гл. 1).

Соответствующие результаты для обеих краевых задач в
частном случае f = h = 0 опубликованы в работах [2, 3].

Работа выполнена в рамках реализации программы развития регио-
нального научно-образовательного математического центра (ЯрГУ) при фи-
нансовой поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (Со-
глашение о предоставлении из федерального бюджета субсидии № 075-02-
2022-886).
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Обобщенное вариационное уравнение
Гинзбурга–Ландау. Устойчивость и

локальные бифуркации одномодовых
состояний равновесия

Д.А. Куликов
Ярославль, Ярославский государственный университет

им. П.Г. Демидова
e-mail: kulikov_d_a@mail.ru

Частный случай комплексного уравнения Гинзбурга–
Ландау

ut = u− (l + ic)u|u|2 + (d+ ib)uxx,

если c = 0, b = 0 (l, d > 0) получил название «вариационное
уравнение Гинзбурга–Ландау» (ВУГЛ, см., например, [1]). Его
естественное обобщение может быть записано в следующем виде:

ut = u− u|u|2p + duxx, (1)

где p ∈ N (N — множество натуральных чисел), а u = u(t, x) —
комплекснозначная функция. При p = 1 получаем стандартный
вариант ВУГЛ. Дополним уравнение (1) периодическими крае-
выми условиями

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (2)

Уравнение (1) и краевые условия (2) записаны в нормированном
виде после замен

t→ γ1t, x→ γ2x, u→ γ3u, γ1, γ2, γ3 > 0.

При всех p ∈ N краевая задача (КЗ) (1), (2) может иметь
однопараметрическое семейство одномодовых состояний равнове-
сия

Sn(h) : u(t, x) = un(x) = ηn exp(inx+ ih),

где n = 0,±1, . . . ,±n0, h – произвольная действительная постоян-
ная, ηn = (1−dn2)1/(2p). Такие состояния равновесия существуют
при тех d, n, для которых 1− dn2 > 0. Решения с номером n = 0
существуют при всех d.
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Предполагается изложить результаты анализа устойчиво-
сти состояний равновесия Sn в метрике фазового пространства
решений КЗ (1), (2), а также провести анализ локальных бифур-
каций одномерных инвариантных многообразий Sn(h) при смене
ими устойчивости. Для p = 1, 2 эти вопросы были изучены в ра-
ботах [2, 3].

Справедливо утверждение.

Теорема 1. Семейство решений с номером n — локальный ат-
трактор, если d < dn и все решения этого семейства неустой-
чивы, если d � dn. Здесь

dn =
2

(4 + 2p)n2 − 1
, n = ±1,±2, . . . .

Семейство решений с номером n = 0 — локальный аттрактор
при любых значениях d.

Пусть

dn(ε) = dn(1− ε), ε ∈ (0, ε0), 0 < ε0 � 1.

Справедливо утверждение.

Теорема 2. Существует εn > 0 такое, что при всех ε ∈ (0, εn) в
окрестности состояний равновесия Sn(h) существует двухпара-
метрическое семейство состояний равновесияM2(n, ε), которые
формируют неустойчивые двумерные инвариантные многообра-
зия КЗ (1), (2).

Для решений, его формирующих, справедливы асимптоти-
ческие формулы

un(x, ε) = ηn(ε) exp(inx+ ih1)
(
1 + ε1/2ξ cos(x+ h2) + o(ε)

)
, (3)

где ηn(ε) = (1−dn(ε)n2)1/(2p), ξ =
√

2

3(1 + 4n2)
. Наконец, h1, h2 —

произвольные действительные постоянные.

Обоснование результатов основано на использовании мето-
дов теории бесконечномерных динамических систем: методов ин-
вариантных (интегральных) многообразий и нормальных форм.
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Сочетание этих методов позволило задачу о бифуркациях состо-
яний равновесия Sn(h) свести к анализу скалярного дифферен-
циального уравнения

z′ = − 2ε

1 + 4n2
z + 3z3, z = z(t). (4)

Дифференциальное уравнение (4) принято называть нор-
мальной формой или укороченной нормальной формой (см., на-
пример, [4]). При выводе дифференциального уравнения (4) ис-
пользовался бесконечномерный аналог известного метода (алго-
ритма) Крылова–Боголюбова. Его применение позволяет полу-
чать асимптотические формулы для решений изучаемой краевой
задачи (1), (2), в частности, уточнить асимптотические форму-
лы (3).

Дифференциальное уравнение (4) имеет два неустойчивых
(седловых) ненулевых состояния равновесия

E±(n) : z±(t) = z± = ±ξ
√
ε.

Нулевое состояние равновесия дифференциального уравнения (4)
асимптотически устойчиво. Доказательство теоремы 2, в част-
ности, включает фрагмент, в котором показано, что состоянию
равновесия E+(n) соответствует семейство состояний равновесия
M2(n, ε) КЗ (1), (2), а состоянию равновесия E−(n) соответствует
тоже самое многообразие M2(n, ε). Тем самым показано, что при
всех p ∈ N для краевой задачи (1), (2) характерны докритические
бифуркации.
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Конструктивный анализ линейной
интегро-дифференциальной задачи

периодического типа

В.Н. Лаптинский
Могилёв, Белорусско-Российский университет

e-mail: lavani@tut.by

Исследуется задача отыскания x ∈ C1(I,Rn) из совокупно-
сти соотношений

dx

dt
= A(t)x+ f(t), (1)∫ ω

0
A(τ)x(τ)dτ = −

∫ ω

0
f(τ)dτ, (2)∫ ω

0
Ψi(τ)x(τ)dτ = μi, (3)

где A ∈ C(I,Rn×n), f ∈ C(I,Rn), Ψi ∈ C(I,Rn×n), μi ∈ Rn,
i = 1, k; I = [0, ω], ω > 0; (1), (2) представляют собой периодиче-
скую краевую задачу в постановке по методу регуляризации [1],
[2, гл. 3]; (3) при k = ∞ является интегральным условием типа [3,
с. 264], более широкий круг таких условий описан в [4, гл. IX, § 5].
Вводятся также матрицы Φi ∈ C1(I,Rn×n), возможно, базисного
типа [2, гл. 4], подчинённые условию Φi(0) = Φi(ω).

В данной работе метод [2, гл. 4] развит на основе [5, 6] при-
менительно к задаче (1)–(3). Сначала определяется принципиаль-
ная структура искомого решения. Пусть эта задача разрешима.
Для возможных решений класса C1(I,Rn) системы (3) с помощью
подхода [5, 6] при выполнении условия невырожденности матриц,
определяемых далее по тексту, получено выражение типа [2, гл. 4]

x(t) = y(t) +

∫ ω

0
Q(t, τ)y(τ)dτ + q(t), (4)

где y(t) — вспомогательная функция, аналогичная [2, гл. 4], вы-
рожденное ядро Q(t, τ) представлено через Φi(t),Ψi(t) на основе
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алгоритма

Qj+1(t, τ) = Qj(t, τ)−
[
Φj+1(t) +

∫ ω

0
Qj(t, s)Φj+1(s)ds

]
×

×
(

˜Ψj+1Rj+1

)−1
[
Ψj+1(τ) +

∫ ω

0
Ψj+1(s)Qj(s, τ)ds

]
, j = 0, k − 1,

тильдой сверху обозначен интеграл по промежутку I.
Функция y(t) поэтапно в рамках соответствующего алго-

ритма доопределяется с сохранением произвола при построении
функций Qm(t, τ), qm(t) так, что Q0(t, τ) = 0, q0(t) = 0, Q(t, τ) =
Qk(t, τ), q(t) = qk(t), y(t) = yk(t),

Rj+1(t) = Φj+1(t) +

∫ ω

0
Qj(t, τ)Φj+1(τ)dτ,

qj+1(t) = qj(t) + δj+1(t) +

∫ ω

0
Qj(t, τ)δj+1(τ)dτ,

где

δj+1(t) = Φj+1(t)
(

˜Ψj+1Rj+1

)−1
(
μj+1 −

∫ ω

0
Ψj(τ)qj(τ)dτ

)
,

при этом предполагается

det ˜Ψj+1Rj+1 �= 0, j = 0, k − 1. (5)

Соотношение (4) принимается за основу как представле-
ние типа [2, гл. 4] решения задачи (1)–(3). С помощью [2, гл. 3]
установлено, что эта задача в представлении (4) при выполнении
условий (5) и

det Ã �= 0, (6)

эквивалентна интегральной задаче

y(t) =

∫ ω

0
K(t, τ)A(τ)

[
y(τ) +

∫ ω

0
Q(τ, z)y(z)dz

]
dτ −

−
∫ ω

0
Q(t, τ)y(τ)dτ + F (t),

(7)
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где

K(t, τ) =

{
Ã−1

∫ ω
0 A(σ)dσ, 0 � τ � t � ω,

−Ã−1
∫ ω
τ A(σ)dσ, 0 � t < τ � ω,

F (t) =

∫ ω

0
K(t, τ) [A(τ)q(τ) + f(τ)] dτ − q(t)− Ã−1

∫ ω

0
f(τ)dτ.

Приняты следующие обозначения:

α = max
t∈I

‖A(t)‖, γ = ‖Ã−1‖, b = max
t∈I
∫ ω
0 ‖Q(t, τ)‖dτ,

q =
1

2
γα2ω2(1 + b) + b, σ = max

t∈I
‖q(t)‖, h = max

t∈I
‖F (t)‖,

где ‖ · ‖ — любая из норм, приведенных в [7, с. 21].

Лемма. При выполнении условия q < 1 интегральная задача (7)
однозначно разрешима, при этом справедлива оценка

‖y(t)‖ � h/(1− q).

Теорема. Пусть выполнены условия (5), (6), а также q < 1.
Тогда решение задачи (1)–(3) в представлении (4) существует и
единственно, при этом справедлива оценка

‖x(t)‖ � (1 + b)h/(1− q) + σ.

Для построения решения используется классический метод
последовательных приближений, например, [3, с. 605].

Замечание. Применение метода Гаусса к системе (3) на основе

x(t) =

k∑
i=1

Φi(t)ci + y(t)

приводит к её решению типа (4) с более сложным алгоритмом
построения векторов ci.

77



1. Лаптинский В.Н. К методам регуляризации краевых задач для
дифференциальных уравнений // Междунар. матем. конф. «Седь-
мые Богдановские чтения по обыкновенным дифференциальным
уравнениям»: материалы междунар. науч. конф., Минск, 1–4 июня
2021 г. Минск: Ин-т матем. НАН Беларуси, 2021. С. 98–100.

2. Лаптинский В.Н. Конструктивный анализ управляемых колеба-
тельных систем. Минск: Ин-т матем. НАН Беларуси, 1998.

3. Канторович Л.В., Акилов Г.П. Функциональный анализ. М.: Нау-
ка, 1977.

4. Канторович Л.В., Вулих Б.З., Пинскнер А.Г. Функциональный
анализ в полуупорядоченных пространствах. М.–Л.: ГИТТЛ, 1950.

5. Лаптинский В.Н. К методике решения одной задачи теории гиль-
бертовых пространств // IX Белорусская матем. конф.: тез. докл.
междунар. конф. Гродно: ГрГУ, 2004. Ч. 1. С. 81–82.

6. Лаптинский В.Н. Об одной задаче теории векторных про-
странств // X Белорусская матем. конф.: тез. докл. междунар.
науч. конф., Минск, 3–7 ноября 2008 г. Минск: Ин-т матем. НАН
Беларуси, 2008. Ч. 3. С. 65–66.

7. Демидович Б.П. Лекции по математической теории устойчивости.
М.: Наука, 1967.

Об аппроксимации показателя Изобова

Е.К. Макаров
Минск, Институт математики НАН Беларуси

e-mail: jcm@im.bas-net.by

Рассмотрим линейную дифференциальную систему

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t � 0, (1)

с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей коэффициен-
тов A такой, что ‖A(t)‖ � M < +∞ для всех t � 0. Обозначим
матрицу Коши системы (1) через XA, а ее старший показатель
через λn(A). Вместе с системой (1) рассмотрим возмущенную си-
стему

ẏ = A(t)y +Q(t)y, y ∈ Rn, t � 0, (2)
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с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей возмущений Q
такой, что

‖Q(t)‖ � NQ exp(−σt), t � 0, (3)

где σ > 0. Обозначим старший показатель системы (2) через
λn(A+Q).

Пусть Mσ(A) — множество всех возмущений Q, удовле-
творяющих условию (3) и имеющих соответствующую размер-
ность. Любое Q ∈ Mσ называется сигма-возмущением, а число
∇σ(A) := sup{λn(A + Q) : Q ∈ Mσ(A)} называется [1; 2, с. 214]
старшим сигма-показателем системы (1). В [1] доказано, что
сигма-показатель может быть вычислен с помощью следующего
алгоритма:

∇σ(A) = lim
m→∞

ξm(σ)

m
,

ξm(σ) = max
i<m

(ln ‖XA(m, i)‖+ ξi(σ)− σi), ξ1 = 0, i ∈ N.

Известно [2, с. 216], что ∇σ(A) является выпуклой монотонно
убывающей функцией на [0,+∞[, причем ∇σ(A) = λn(A) для
всех σ > σ0(A), где σ0(A) � 2M — некоторое положительное
число.

Альтернативное представление для величины ξm(σ) было
предложено в [3]. Пусть D(m) — множество всех непустых мно-
жеств d ⊂ {1, . . . ,m− 1} ⊂ N. Будем предполагать, что для каж-
дого d ∈ D(m) элементы d нумеруются в порядке возрастания,
так что d1 < d2 < · · · < ds и d = {d1, d2, . . . , ds}, где s = |d| — это
число элементов множества d. Пусть также ‖d‖ := d1 + . . . + ds
для d ∈ D(m) и ‖d‖ := 0 для d = ∅. Кроме того, для удоб-
ства мы предполагаем, что d0 = 0 и ds+1 = m для каждого
d ∈ D0(m) := D(m) ∪ {∅}. Заметим, что мы не включаем эти
дополнительные элементы в множество d. При указанных пред-
положениях, определим величину Ξ(m, d) равенством

Ξ(m, d) :=
s∑

i=0

ln ‖XA(di+1, di)‖,

где m ∈ N, d ∈ D(m) и s := |d|. Согласно [3] выполнено равенство
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ξm(σ) = max
d∈D0(m)

(Ξ(m, d)− σ‖d‖), и поэтому

∇σ(A) = lim
m→∞m−1 max

d∈D0(m)
(Ξ(m, d)− σ‖d‖). (4)

Для построения возмущений Q, обеспечивающих значения
λn(A + Q), близкие к ∇σ(A), полезно знать некоторые (или все)
последовательности d(m) ∈ D0(m), m ∈ N, такие, что

∇σ(A) = lim
m→∞m−1(Ξ(m, d(m))− σ‖d(m)‖). (5)

Предложение 1 (см. [1; 2, с. 215]). Если b ∈ D0(m) удовлетворя-
ет условию ξm(σ) = Ξ(m, b)−σ‖b‖, то для каждого i ∈ {1, . . . , s}
выполнено неравенство

bi+1 − bi �
σ

2M
bi,

где b = {b1, . . . , bs}, s = |b|.

Основываясь на теории характеристических векторов (см.
[4]) можно предположить, что некоторую информацию о последо-
вательностях d(m) в (5) можно получить, зная величины угловых
коэффициентов опорных прямых к графику ∇σ(A). Поскольку
результатов такого рода пока нет, здесь мы рассматриваем неко-
торую упрощенную версию задачи. Для этого мы ограничим чис-
ло точек разбиения di в (4) на каждом отрезке [0,m] некоторым
числом k ∈ N.

Пусть Dk(m) ⊂ D(m), k ∈ N — множество всех d ∈ D(m),
таких, что |d| � k. Положим также Dk

0(m) := Dk(m) ∪ {∅}.

Определение. Число

∇k
σ(A) = lim

m→∞m−1 max
d∈Dk

0 (m)
(Ξ(m, d)− σ‖d‖).

будем называть k-точечной аппроксимацией для ∇σ(A).

Предложение 2. Для каждого k ∈ N справедливы следующие
утверждения.

1) ∇σ(A) � ∇k
σ(A) � λn(A) при всех σ > 0.
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2) ∇k
σ(A) — выпуклая монотонно убывающая функция на

[0,+∞[ такая, что ∇σ(A) = λn(A) для всех σ > σ0(A).
3) Если b ∈ Dk

0(m) удовлетворяет условию

Ξ(m, b)− σ‖b‖ = max
d∈Dk

0 (m)
(Ξ(m, d)− σ‖d‖), (6)

то выполнено неравенство σ‖b‖ � 2Mm.

Для каждого σ > 0 обозначим множество всех b ∈ Dk
0(m),

удовлетворяющих условию (6), через Bk
σ(m). Положим

Bσ(A) = lim
m→∞ min

b∈Bk
σ(m)

‖b‖
m
, Tσ(A) = lim

m→∞
max

b∈Bk
σ(m)

‖b‖
m
.

Множество угловых коэффициентов опорных прямых, проведен-
ных к графику некоторой выпуклой функции f : [0,+∞[→ R в
точках (s, f(s)), где s ∈ [0,+∞[, обозначим через Ss(f).

Теорема. Множество Sσ(∇k
σ(A)) при любых σ > 0 совпадает с

отрезком [Bσ(A),Tσ(A)].
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Регуляризация периодической краевой
задачи для обобщения матричных
уравнений Ляпунова и Риккати

О.А. Маковецкая
Могилев, Белорусско-Российский университет

e-mail: olya.makzi@gmail.com

Изучается краевая задача типа [1]

dX

dt
= A(t)X +XB(t)+

+Q1(t)XQ2(t)XQ3(t) + F (t,X) ≡ S(t,X),
(1)

X(0) = X(ω), (2)

где (t,X) ∈ I × Rn×n, A,B,Qi ∈ C(I,Rn×n), i = 1, 3, F ∈
C(Dρ̃,Rn×n). Предполагается, что матрица-функция F (t,X) в об-
ласти Dρ̃ = {(t,X) : t ∈ I, ‖X‖ < ρ̃} удовлетворяет относительно
X условию Липшица (локально); F (t, 0) �≡ 0, I = [0, ω], ω > 0,
0 < ρ̃ � ∞.

С помощью конструктивного метода [2, гл. 3] краевая зада-
ча (1), (2) исследуется в конечномерной банаховой алгебре B(n)
непрерывных матриц-функций с нормой ‖X‖C = max

t∈I
‖X(t)‖. Со-

гласно методу [3], решение этой задачи разыскивается в виде

X(t) = C + Y (t), (3)

где C — постоянная матрица, Y (t) — матрица, подчиненная усло-
виям

Y (0) = Y (ω),

ω∫
0

[
A(τ)Y (τ) + Y (τ)B(τ)

]
dτ = 0.

Отметим, что метод [3] разработан применительно к линей-
ной периодической задаче.
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Обозначения:

Dρ = {(t,X) : 0 � t � ω, ‖X‖ � ρ} , D = {X(t) : ‖X‖C � ρ} ,

M =

ω∫
0

A(τ)dτ, N = −
ω∫

0

B(τ)dτ ,

γ = ‖Φ‖−1, α = max
t∈I

‖A(t)‖, β = max
t∈I

‖B(t)‖,

δi = max
t∈I

‖Qi(t)‖, h = max
t∈I

‖F (t, 0)‖,

ϕ(ρ) = γδω
[
1 +

1

2
(α+ β)ω

]
ρ2+

+γω
[
L+

1

2
(α+ β)(α+ β + L)ω

]
ρ+ γωh

[
1 +

1

2
(α+ β)ω

]
,

ϕ1(ρ) = γω(δρ2 + Lρ+ h),

ϕ2(ρ) =
1

2
γ(α+ β)ω2

[
δρ2 + (α+ β + L)ρ+ h

]
,

q(ρ) = γδω [(α+ β)ω + 2] ρ+
1

2
γ(α+ β)(α+ β + L)ω2 + γLω,

где δ = δ1δ2δ3, 0 < ρ < ρ̃, L = L(ρ) > 0 — постоянная Липшица
для F (t,X) в области Dρ, Φ — линейный оператор, определенный
равенством ΦZ =MZ −ZN ; ‖ · ‖ — подходящая норма матриц в
B(n), например, любая из норм, приведенных в [4, с. 21].
Теорема 1. Пусть матрицы M ,N не имеют общих харак-
теристических чисел, а также выполнены следующие условия:
ϕ(ρ) � ρ, q(ρ) < 1. Тогда в области Dρ решение задачи (1), (2)
существует и единственно. Это решение представимо в ви-
де (3), при этом справедливы оценки ‖C‖ � ϕ1(ρ), ‖Y ‖C � ϕ2(ρ).

Эта теорема доказывается с помощью модификации [2, гл.3]
обобщенного принципа сжимающих отображений [5, с. 94] приме-
нительно к эквивалентной интегральной задаче

C = −Φ−1

ω∫
0

[
Q1(τ)(C + Y (τ))Q2(τ)(C + Y (τ))Q3(τ)+

+F (τ, C + Y (τ))
]
dτ,

(4)
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Y (t) = Φ−1

ω∫
0

[
KA(t, τ)S(τ, C + Y (τ))+

+S(τ, C + Y (τ))KB(t, τ)
]
dτ,

(5)

где

KH(t, τ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
τ∫
0

H(σ)dσ, 0 � τ � t � ω,

−
ω∫
τ
H(σ)dσ, 0 � t < τ � ω,

H = {A,B}.

Для построения решения системы матричных интеграль-
ных уравнений (4), (5) предлагается алгоритм в дифференциаль-
ной форме

dYk+1(t)

dt
= S(t, Ck + Yk(t)), (6)

Yk+1(0) = Yk+1(ω), k = 0, 1, 2, . . . , (7)
ω∫

0

[
A(τ)Yk(τ) + Yk(τ)B(τ)

]
dτ = 0, (8)

где в качестве начального приближения C0, Y0 приняты посто-
янные матрицы, определяемые из условия (7) для приближения
C1, Y1, при этом Y0 = 0, матрица C0 определяется из уравнения

C0 = −Φ−1

ω∫
0

[
Q1(τ)C0Q2(τ)C0Q3(τ) + F (τ, C0)

]
dτ,

при этом Xk(t) = Ck + Yk(t). С помощью регуляризаторов, ис-
пользуемых в [6], на основе (6)–(8) получены рекуррентные инте-
гральные соотношения типа [6] для вычисления матриц Ci, Yi(t),
i = 1, 2, . . . .

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда в об-
ласти Dρ решение задачи (1), (2) существует и единственно.
Это решение представимо как предел равномерно сходящейся
последовательности матричных функций, определяемых рекур-
рентными интегральными соотношениями и удовлетворяющих
условиям (7), (8).
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Предлагаемый подход к задачам управления существен-
но использует идеи и результаты теории Абстрактного функ-
ционально-дифференциального уравнения (АФДУ), построенной
Н.В. Азбелевым и Л.Ф. Рахматуллиной и систематически изло-
женной в [1, 2]. АФДУ — это уравнение Ly = f с оператором
L, действующим из банахова пространства D, изоморфного пря-
мому произведению B × Rn, где B — некоторое банахово про-
странство. Основная идея приложений теории АФДУ состоит в
подходящем выборе пространства D при рассмотрении конкрет-
ных новых задач. Такой выбор позволяет, оставаясь в рамках
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общей теории, применять стандартные схемы и утверждения при
рассмотрении задач, которые ранее требовали индивидуального
подхода и специальных конструкций. Такой подход продемон-
стрировал свою эффективность при изучении широких классов
актуальных задач, см. [2]. Здесь мы следуем концепции АФДУ
при рассмотрении задач управления.

Пусть J = {Λ, Y } : B × Rn → D — линейный изоморфизм
и J −1 = [δ, r]. Нормы в пространствах B × Rn и D определены
равенствами

‖ {z, β} ‖B×Rn= ‖ z ‖B+ | β |, ‖ x ‖D= ‖ δx ‖B+ | rx | .

При таком определении норм изоморфизм J является изометри-
ческим.

Оператор L : D → B предполагается ограниченным. Имеет
место разложение

Ly = Qδy +Ary.

Здесь Q = LΛ: B → B — главная часть, а A = LY : Rn → B — ко-
нечномерная часть оператора L. Ниже предполагается, что опе-
ратор Q обратим.

Рассмотрим абстрактную задачу управления относительно
заданной системы линейных целевых функционалов

Ly = Fu, ry = 0, �y = β. (1)

Здесь управление u принадлежит сепарабельному гильбертову
пространствуH, F : H → B — линейный ограниченный оператор,
цель управления — достижение заданного векторного значения
β ∈ RN линейным ограниченным вектор-функционалом � : D →
RN на траектории системы Ly = Fu с условием ry = 0. Любое
управления u порождает единственную траекторию y = CFu, где
C : B → D — оператор Коши (оператор Грина главной краевой
задачи Ly = f, ry = 0).

Обозначим �j , j = 1, . . . , N, j-ю компоненту вектор-функ-
ционала �. Пустьmj = �jCF , сохраним это обозначение и для эле-
мента, порождающего функционал mj : mju = 〈mj , u〉H. Пусть,
далее, wjk = 〈mj ,mk〉H .

Теорема 1. Задача (1) разрешима при любом β ∈ RN тогда и
только тогда, когда обратима (N ×N)-матрица W = {wjk}.
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Рассмотрим абстрактную задачу управления c линейными
ограничениями на управление

Ly = Fu, ry = 0, �y = β, Λu � γ, (2)

где Λ = col(λ1, . . . , λN1) — линейный ограниченный вектор-функ-
ционал из H в RN1 . Множество S всех β ∈ RN , для которых
разрешима задача (2), называется множеством достижимости.
Ниже предлагается способ построения внутренних (нижних по
включению) оценок множества S.

Определим вектор-функционал M : H → RN равенством
Mu = col(m1u, . . . ,mNu). По определению, значения этого век-
тор-функционала совпадают со значениями целевого вектор-
функционала на траекториях системы, порождаемых управле-
нием u. Зафиксируем систему векторов {μ1, . . . , μK}, μi ∈ RN , и
линейно независимую систему {u1, . . . , uσ} элементов простран-
ства H.

Каждому вектору d = col(d1, . . . , dσ) поставим в соответ-
ствие управление

ud =
σ∑

j=1

dj · uj . (3)

Рассмотрим конечную совокупность задач линейного про-
граммирования

zi ≡ μ′i ·Mud → max, Λud � γ, i = 1, . . . ,K (4)

относительно неизвестных d1, . . . , dσ. Пусть μi1 , . . . , μiK1
— под-

множество набора {μi}, i = 1, . . . ,K, для каждого элемента ко-
торого соответствующая задача (4) имеет решение

dij = col(d
ij
1 , . . . , d

ij
σ ), j = 1, . . . ,K1.

Каждое такое решение при его подстановке в (3) определяет про-
граммное управление, которое дает достижимое значение целево-
го вектор-функционала ρij . Обозначим через P ⊂ RN множество
всех выпуклых комбинаций таких точек ρij , j = 1, . . . ,K1.

Теорема 2. Множество P дает нижнюю по включению оценку
множества достижимости S.
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Ключевую роль в приведенных построениях играет опера-
тор Коши, свойства которого для различных классов функцио-
нально-дифференциальных систем исследуются в [3–7].

Работа поддержана Российским научным фондом, проект № 22–21–
00517, https://rscf.ru/project/22-21-00517/.
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Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение ней-
трального типа

ẋ(t)−
K∑
k=1

akẋ (t− kh) =
J∑

j=0

bjx (t− jh), t ∈ R+, (1)

где h > 0, K ∈ N, J ∈ N0, ak, bj ∈ R.
Чтобы однозначно определить решение уравнения (1),

функции x и ẋ при отрицательных значениях аргумента доопре-
делим начальными функциями ϕ и ψ соответственно (не предпо-
лагая непрерывной «стыковки» x(0) = ϕ(0) и условия ψ = ϕ̇).

Обозначим через Sh оператор сдвига, действующий в про-
странствах функций, заданных на полуоси R+, и определяемый
условиями

(Shy)(t) =

{
y(t− h), t− h � 0,

0, t− h < 0.

Введем операторы S и T равенствами

Sy =
K∑
k=1

ak(S
k
hy), T y =

J∑
j=0

bj(S
j
hy)

и наряду с уравнением рассмотрим неоднородное операторное
уравнение

(I − S) ẋ = Tx+ f (2)

относительно абсолютно непрерывной на каждом конечном от-
резке функции x : R+ → R с суммируемым на каждом конечном
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отрезке внешним возмущением f : R+ → R. Уравнение (1) с за-
данными функциями ϕ и ψ можно переписать в виде (2), если
положить

f(t) = σ(t) =

K∑
k=1

akψ(t− kh)χk(t)+

J∑
j=1

bjϕ(t− jh)χj(t), t ∈ R+,

где χn(t)—характеристическая функция множества (−∞, nh).
Как известно (см., напр., [1, с. 84]), уравнение (2) с произ-

вольными значением x(0) ∈ R и локально суммируемым внешним
возмущением f однозначно разрешимо, и его решение представи-
мо в виде

x(t) = X(t)x(0) +

t∫
0

Y (t− s)f(s) ds, t ∈ R+,

где функция X : R → R называется фундаментальным решени-
ем, а Y : R→ R—функцией Коши уравнения (2).

Введем определения устойчивости для уравнения (1). Под-
черкнем, что, в отличие от обыкновенных дифференциальных
уравнений, начальные условия для уравнения (1) задаются не в
одной точке t = 0, а на множестве [−ω, 0], где ω = max{Kh, Jh}.

Функции ϕ и ψ входят в пространство L1[−ω, 0], но могут
быть заданы в более узком линейном пространстве, снабженном
собственной нормой. Это означает выбор аналогичного подпро-
странства пространства L1[0, ω] применительно к введенной вы-
ше функции σ. Таким образом, свойства устойчивости решения
уравнения связаны с выбором множества начальных функций
на промежутке [0, ω], и этот факт должен найти отражение в
определениях устойчивости.

Пусть X ⊆ L1[0, ω]— банахово пространство измеримых на
промежутке [0, ω] функций. Определим семейство {Kt}t�0 линей-
ных непрерывных на пространстве X функционалов формулой

Kt(σ) =

t∫
0

Y (t− s)σ(s) ds, t ∈ R+.
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Определение 1. Назовем уравнение (1) X-устойчивым, если
sup
t�0

|X(t)| <∞ и sup
t�0

‖Kt‖ <∞.

Если, исследуя асимптотическую устойчивость, иметь в ви-
ду и точечную, и равномерную сходимости функционалов Kt, то
следует ввести два определения.

Определение 2. Назовем уравнение (1) асимптотически X-
устойчивым, если lim

t→∞X(t) = 0 и lim
t→∞Kt(σ) = 0 при любом

σ ∈ X.
Определение 3. Назовем уравнение (1) сильно асимптотиче-
ски X-устойчивым, если lim

t→∞X(t) = 0 и lim
t→∞ ‖Kt‖ = 0.

Определение 4. Назовем уравнение (1) экспоненциально X-
устойчивым, если существуют такие N, γ > 0, что для всех t � 0
справедливы оценки |X(t)| � Ne−γt и ‖Kt‖ � Ne−γt.

Исследуем устойчивость уравнения (1) для случая X =
Lp[0, ω].

Теорема 1. Пусть 1 < p � ∞. Уравнение (1) Lp-устойчиво

тогда и только тогда, когда sup
t�0

t+ω∫
t

|Y (s)|q ds <∞, где 1
p+

1
q = 1.

Теорема 2. Уравнение (1) L1-устойчиво тогда и только тогда,
когда sup

t�0
|Y (t)| <∞.

Теорема 3. Пусть 1 < p � ∞. Уравнение (1) сильно асимпто-

тически Lp-устойчиво, если и только если lim
t→∞

t+ω∫
t

|Y (s)|q ds = 0,

где 1
p + 1

q = 1.

Теорема 4. Уравнение (1) сильно асимптотически L1-устойчи-
во тогда и только тогда, когда lim

t→∞Y (t) = 0.

Теорема 5. Функция Коши уравнения (1) обладает свойством
lim
t→∞Y (t) = 0 тогда и только тогда, когда она имеет экспонен-

циальную оценку |Y (t)| � Ne−γt, t ∈ R+.
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Таким образом, для уравнений нейтрального типа вида (1)
сохранилось свойство функции Коши, хорошо известное для ОДУ
и ФДУ запаздывающего типа: если функция Коши стремится к
нулю, то только по экспоненциальному закону!

Теорема 6. Пусть 1 � p � ∞. Уравнение (1) экспоненциально
Lp-устойчиво тогда и только тогда, когда для функции Коши
справедлива экспоненциальная оценка.

Следствие. Если уравнение (1) экспоненциально Lp0-устойчиво
хотя бы при одном p0 � 1, то оно экспоненциально Lp-устойчиво
при всех p � 1.

Работа поддержана Министерством науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации, госзадание FSNM-2020-0028.

1. Азбелев Н.В., Максимов В.П., Рахматуллина Л.Ф. Введение в
теорию функционально-дифференциальных уравнений. М: Наука,
1991.

Устойчивость простейшей
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Непрерывно-дискретной (гибридной) системой функцио-
нально-дифференциальных уравнений называется система урав-
нений, содержащие как непрерывные компоненты, так и дискрет-
ные. В большинстве работ, посвящённых асимптотической устой-
чивости гибридных систем, применяются методы, использова-
ние которых позволяет надеяться получить лишь достаточные
признаки асимптотической устойчивости: метод функционалов
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Ляпунова–Красовского [1], методы, основанные на применении
принципа неподвижной точки [2], теоремы Боля–Перрона [3, 4].

Рассчитывать получить необходимые и достаточные при-
знаки устойчивости можно для сравнительно узкого класса ли-
нейных автономных гибридных систем. Рассмотрим одного пред-
ставителя этого класса{

ẋ(t) + ax(t) + by(n) = 0, t ∈ [n, n+ 1),

y(n+ 1) + cy(n) + dx(n) = 0,
n ∈ N ∪ {0}. (1)

где a, b, c, d ∈ R.
Легко видеть, что первое уравнение системы (1) является

обыкновенным дифференциальным уравнением на полуинтерва-
ле [n, n+1). Как показано в работах [5, 6] асимптотическая устой-
чивость систем такого типа сводится к вопросу об асимптотиче-
ской устойчивости системы разностных уравнений.

Пусть a �= 0.
Обратим оператор Коши обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения системы (1) на полуинтервале [n, n+ 1):

x(t) = − b
a
y(n) +

(
x(n) +

b

a
y(n)

)
e−a(t−n); (2)

Обозначим u(n) =

{
x(n)

y(n)

}
; A =

(
−e−a b(1−e−a)

a
d c

)
.

В силу (2) вектор-функция u удовлетворяет системе раз-
ностных уравнений

u(n+ 1) +Au(n) = 0, n ∈ N ∪ {0}. (3)

Если limt→∞ x(t) = limn→∞ y(n) = 0, то limn→∞ ‖u(n)‖ = 0.
Пусть limn→∞ ‖u(n)‖ = 0. Тогда существуют M,σ > 0

такие, что
∣∣x(n)∣∣ < Me−σn и

∣∣y(n)∣∣ < Me−σn. Согласно (2)
на [n, n + 1) справедлива оценка

∣∣x(t)∣∣ � M1e
−σn, где M1 =

M (|b||1− e−a|/|a|+ e−a).
Таким образом,∥∥∥{x(t), y(t)}∥∥∥ � max{M,M1} e−σn � max{M,M1} e−σ(t−1). (4)
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Если a = 0, то обращение оператора Коши обыкновенно-
го дифференциального уравнения системы (1) на полуинтервале
[n, n+1) принимает вид: x(t) = x(n)−by(n)(t−n), поэтому вектор-
функция u тоже удовлетворяет системе (3) однако матрица коэф-
фициентов принимает вид: A =

(−1 b
d c

)
. Оценка (4) справедлива,

если положить M1 =M
(
|b|+ 1

)
.

Итак, система (1) асимптотически устойчива в том и только
том случае, если асимптотически устойчива система (3).

Как известно, система разностных уравнений асимптоти-
чески устойчива в том и только том случае, если все корни её
характеристического многочлена

F (z) = det(Iz +A) = z2 + z SpA+ detA

лежат внутри единичного круга.
В свою очередь, оба корня квадратного трёхчлена

F (z) = z2 + pz + q

(где p, q — вещественные коэффициенты) лежат внутри единич-
ного круга в том и только том случае, если |p| − 1 < q < 1 [7].

Итак, доказано следующее утверждение.

Теорема. Для того, чтобы система (1) была асимптотиче-
ски устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись
неравенства{

−1 < ce−a + bd1−e−a

a < 1− |c− e−a|, при a �= 0,

−1 < c+ bd < 1− |c− 1|, при a = 0.

Отметим, что устойчивость системы (1) возможна при усло-
вии |c| > 1 и a < 0. Например, при c = e−a > 1 условия теоремы
выполняются если величина (−bd) принадлежит непустому ин-
тервалу (

(c+ 1) ln c;
(c2 + 1) ln c

c− 1

)
.

Иными словами, изначально неустойчивые по отдельности
уравнения (дифференциальное и разностное) могут быть одно-
временно стабилизированы за счёт взаимосвязи между их реше-
ниями.
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Методы группового анализа широко используются для ис-

95



следования уравнений в частных производных и для интегриро-
вания обыкновенных дифференциальных уравнений.

В работах [1, 2] рассматриваются вопросы интегрирования
обыкновенных дифференциальных уравнений и линейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных на основе из-
вестных инфинитезимальных симметрий. Алгебра Ли инфини-
тезимальных образующих группы симметрий для одномерного
уравнения теплопроводности использована в работе [3].

Нахождению групп симметрий дифференциальных уравне-
ний и их применениям для исследований посвящены многочис-
ленные работы [3, 4, 5].

Рассмотрим двумерное уравнение теплопроводности

ut =
2∑

i=1

∂

∂xi
(ki(u)

∂u

∂xi
) +Q(u). (1)

где u = u(x1, x2, t) � 0 — температурная функция, ki(u) � 0,
Q(u) — функции от температуры u. Функция Q(u) описывает
процесс тепловыделения, если Q(u) > 0, и процесс теплопогло-
щения, если Q(u) < 0. Исследования показывают, что коэффици-
енты теплопроводности k1(u), k2(u) в достаточно широком диапа-
зоне изменения параметров могут быть описаны степенной функ-
цией температуры, т.е. имеют вид k(u) = uσ.

Рассмотрим случай k1(u) = k2(u) = u−1, Q(u) = 0. В этом
случае уравнение (1) имеет следующий вид:

ut = u−1Δu+ (∇u)2. (2)

где Δu = ∂2u
∂x2

1
+ ∂2u

∂x2
2

— оператор Лапласа, ∇u = { ∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

} —
градиент функции u.

Как показано в работе [4], следующие векторные поля яв-
ляются инфинитезимальными образующими группы симметрий
для уравнения (2):

X1 = t
∂

∂t
+ u

∂

∂u
,X2 = (x21 − x22)

∂

∂x1
+ 2x1x2

∂

∂x2
− 4x1u

∂

∂u
. (3)

Теорема. Инвариантными решениями уравнения (2) относи-
тельно группы преобразований, порожденной векторными поля-
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ми (3), являются функции

u =
t

x22
V (ξ),

где V (ξ) — общее решение дифференциального уравнения

V − 2 = ξ2
(V ′′

V
− V ′2

V 2

)
.
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В комплексной банаховой алгебре B рассмотрим линейное
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дифференциальное уравнение

a0x
(n) + a1x

(n−1) + . . .+ an−1ẋ+ anx = 0

с постоянными коэффициентами, причем a0 обратим.

Теорема 1. Дифференциальное уравнение при любых начальных
условиях

x(0) = c1, ẋ(0) = c2, . . . ,x
(n−1)(0) = cn,

где c1, c2, . . . , cn ∈ B, имеет единственное решение. Это реше-
ние определено на всей числовой прямой и является аналитиче-
ским.

Если по методу Эйлера искать решение дифференциально-
го уравнения в виде exp(ta) (a из B), то мы придем к алгебраи-
ческому уравнению n-й степени, называемому характеристиче-
ским:

a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an = 0.

Произвольная система элементов ξ1, ξ2, . . . , ξn ∈ B лежит в
общем положении, если обратима матрица Вандермонда из Bn×n

V (ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

⎛⎜⎝ 1 1 . . . 1
ξ1 ξ2 . . . ξn
. . . . . . . . . . . .
ξn−1
1 ξn−1

2 . . . ξn−1
n

⎞⎟⎠ .

Если ξ1, . . . , ξn — система корней алгебраического уравнения, то

A = V (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

⎛⎝ ξ1 . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . ξn

⎞⎠V −1(ξ1, ξ2, . . . , ξn),

где A ∈ Bn×n — сопровождающая матрица Фробениуса.

Теорема 2. Пусть ξ1, ξ2, . . . , ξn — корни характеристического
уравнения, лежащие в общем положении. Тогда общее решение
дифференциального уравнения имеет вид x =

∑n
j=1 e

tξjdj , где
d1,d2, . . . ,dn ∈ B — произвольные постоянные.
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Произвольные постоянные пишутся справа от экспонен-
ты — в некоммутативном случае это важно.

Решение k(t) : R → B дифференциального уравнения, удо-
влетворяющее начальным условиям

k (0) = 0, k̇ (0) = 0, . . . ,k(n−2) (0) = 0,k(n−1) (0) = a−1
0 ,

называется функцией Коши. По нему однозначно восстанавли-
вается дифференциальное уравнение, т.е. коэффициенты a0, a1,
. . . , an. Для этого решения известны различные представления:
в виде степенного ряда

k (t) =
∞∑
k=0

ck
tn+k−1

(n+ k − 1)!
,

где ck взяты из разложения (1 + μp1 + μnpn)
−1 =

∑∞
k=0 ckμ

k

(|μ| < ρ, 0 < ρ < ∞ — радиус сходимости конечного степенного
ряда). Или в виде интеграла типа Коши, причем интегрирующей
функцией является резольвента n-го порядка при соответствую-
щем выборе контура интегрирования ∂σ :

k (t) =
1

2πi

∫
∂σ
etλ(a0λ

n + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an)

−1dλ.

В условиях теоремы 2 имеем

k (t) =
n∑

j=1

etξjcjn,

где cjn — элементы последнего столбца матрицы C = (cjk)
n
j,k=1,

являющейся обратной к матрице Вандермонда.
Три формулы для k (t) справедливы для произвольной ба-

наховой алгебры B. Если же она является коммутативной, то по-
следняя формула принимает явный вид

k (t) =

n∑
j=1

etξj
∏
k �=j

(ξj − ξk)
−1 .

Работа первого автора поддержана Российским фондом фундамен-
тальных исследований, проект № 19–01–00732.
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В работе обсуждается выбор пространства решений и вид

100



начальных условий задачи

δx = Tx, rx = α, (1)

где линейный дифференциальный оператор второго порядка δ
содержит несуммируемый в точке t = 0 коэффициент; оператор T
линеен и вполне непрерывен в пространстве решений задачи (1);
линейный вектор-функционал r = (r1, r2) определяет начальные
условия в точке t = 0; α = (α1, α2), αı̇ ∈ R, ı̇ = 1, 2.

Пусть z ∈ Lp[0, 1]. В соответствии сW–методом рассмотрим
однозначно разрешимую вспомогательную задачу

δx = z, rx = α (2)

и ее решение
x = Λz + Uα, (3)

где U = (u1, u2), uı̇ ∈ ker δ, ı̇ = 1, 2.
Вектор-функционал r найдем из условий [1, с. 102]

Λδ = I − Ur, rU = I, rΛ = 0, (4)

где I – тождественный оператор в соответствующих простран-
ствах. Для этого запишем уравнение задачи (2) в виде

δx ≡ W

u1

d

dt

(
u21
W

d

dt

(
x

u1

))
= z,

где W =

∣∣∣∣u1 u2
u̇1 u̇2

∣∣∣∣. Тогда функционалы rı̇ определятся равенства-
ми

rı̇x =

1∫
0

uı̇(s)

W (s)
z(s) ds− (−1)ı̇+1

∣∣∣∣uı̇(b) x(b)
u̇ı̇(b) ẋ(b)

∣∣∣∣
W (b)

,

или соответствующими предельными условиями

rı̇x = (−1)ı̇+1 lim
t→0+

∣∣∣∣uı̇(t) x(t)
u̇ı̇(t) ẋ(t)

∣∣∣∣
W (t)

, ı̇ = 1, 2.
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Например, при u1 = 1, u2 =
1

t
задача (2) принимает вид

ẍ+
2

t
ẋ = z, t ∈ (0, 1], (5)⎧⎨⎩ lim

t→0+

(
x(t) + tẋ(t)

)
= α1,

− lim
t→0+

t2ẋ(t) = α2.
(6)

При переходе от вспомогательной задачи (2) к основной за-
даче (1) элементы фундаментальной системы решений меняют-
ся, и использование ранее полученных функционалов становится
невозможным. Например, рассмотрим задачу для уравнения

ẍ+
2

t
ẋ =

1

n
ẋ
(
t
3n−1
2n−1

)
, t ∈ (0, 1] (7)

с краевыми условиями (6). Это уравнение имеет решение x =

c1t
−1+ 1

n +c2, которое не удовлетворяет краевым условиям (6). Та-
ким образом, задача (7), (6) не является однозначно разрешимой
для произвольных α1, α2 даже при малых возмущениях операто-
ра δ.

Предлагается рассматривать задачу (1) на пространстве
функций, которое может не содержать элементы фундаменталь-
ной системы решений соответствующего уравнения. Начальные
условия задачи (1) предлагается формулировать исходя из

свойств оператора Λ. Например, для уравнения ẍ+
k

t
ẋ = Tx в ка-

честве пространства решений можно выбрать пространство W 2,p

функций x : [0, 1] → R, таких что x, ẋ абсолютно непрерывны на
[0, 1], ẍ ∈ Lp[0, 1]. В качестве начальных условий предлагается
выбрать x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Такая методика была применена,
например, в работах [2]–[6].
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Пусть Lp = Lp[0, 1] — пространство функций z : [0, 1] → R,
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для которых
∥∥z∥∥p

Lp ≡
1∫
0

∣∣z(t)∣∣p dt < +∞; Dp
0[0, 1] = Dp

0 – простран-

ство функций x : [0, 1] → R, таких что ẋ ∈ Lp и x(0) = 0.
Рассмотрим на пространстве Dp

0 функционально-диффе-
ренциальное уравнение со специальным отклонением аргумента
вида(

tαx(t)
)′
=

k

tβ
x
(
tγ
)
, t ∈ [0, 1], α > 0, γ > 0. (1)

Значение функции
k

tβ
x
(
tγ
)
при t = 0 выводится из опреде-

ления пространства Dp
0.

Уравнения, аналогичные (1), рассматривались, например,
в работах [1, 2, 3].

Перейдем к интегральной записи уравнения (1). Положим

z(t) =
1

tα
(
tαx(t)

)′. Пусть z ∈ Lp. Тогда x(t) =
t∫
0

sα

tα
z(s) ds, причем

[4] x ∈ Dp
0. Уравнение (1) принимает вид

z(t) = k

tγ∫
0

sα

tαγ+α+β
z(s) ds. (2)

Обобщенный оператор Чезаро A вида

(Az)(t) =

tγ∫
0

sα

tαγ+α+β
z(s) ds

рассматривается на пространстве Lp.
В работе получены эффективные признаки полной непре-

рывности и ограниченности оператора A в пространстве Lp. Эти
признаки применены для получения эффективных условий одно-
значной разрешимости уравнения (1) в пространстве Dp

0.

Определим вспомогательные константы m1 =
(α+ β)p− 1

p− 1
,

m2 =
(α+ β)p− 1

p− 1
+

1

p− 1

(
p− 1

αp+ p− 1

)p−1

, m3 =
1− (α+ β)p

p
+
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1

α

(
p

αp+ p− 1

)p−1

. Через ρ(A) обозначим спектральный радиус

оператора A.

Лемма 1. Пусть γ > m1.
Тогда:
а) оператор A вполне непрерывен в пространстве Lp;
б) если γ > m2, то ρ(A) < 1, причем ρ(A) = 0 при γ � 1.

Условия полной непрерывности оператора A получены с по-
мощью теоремы 6.3 [5, с. 111].

Лемма 2. Пусть γ = m1.
Тогда:
а) оператор A как действующий в пространстве Lp огра-

ничен;
б) если γ > m3, то ρ(A) < 1.

Оценка спектрального радиуса получена с помощью теста
Шура [6, с. 33], [7].

Лемма 3. Пусть γ < m1.
Тогда оператор A неограничен на пространстве Lp.

Теорема 1. Пусть γ > m1.
Пусть, далее, выполнено хотя бы одно из следующих усло-

вий:
а) γ � 1;

б)
∣∣k∣∣ < (αp+ p− 1

p− 1

)(p−1)/p (
γ(p − 1) − (α + β)p + 1

)1/p и
m2 < γ < 1.

Тогда уравнение (1) имеет только тривиальное решение.

Теорема 2. Пусть справедливы следующие условия:
а) γ = m1;
б) γ > m3;

в)
∣∣k∣∣ < (αp+ p− 1

p

)(p−1)/p(
αγ + α+ β − 1

p

)1/p

.

Тогда уравнение (1) имеет только тривиальное решение.
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Рассмотрим линейную систему

ẋ = A(t)x, t ∈ R, x ∈ Rn, (1)
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с кусочно непрерывной и ограниченной на R матрицей коэф-
фициентов A(·). Полный спектр показателей Ляпунова [1, с. 63]
системы (1) обозначим через λ(A) =

(
λ1(A), . . . , λn(A)

)
. Всюду

считаем, что полный спектр показателей Ляпунова этой и каж-
дой рассматриваемой ниже системы n-го порядка принадлежит
множеству Rn

� упорядоченных по неубыванию наборов n чисел.
Наряду с системой (1) рассмотрим возмущенную систему

ẏ =
(
A(t) +Q(t)

)
y, t ∈ R, y ∈ Rn, (2)

где матрица возмущений Q : R→ Rn×n также предполагается ку-
сочно непрерывной и ограниченной. Для этой системы определен
полный спектр показателей Ляпунова λ(A+Q) ∈ Rn

�. Систему (2)
отождествим с матрицей возмущений Q(·). Множество всех воз-
мущенных систем вида (2) обозначим через Q. Пусть Qδ — его
подмножество, отвечающее возмущениямQ(·), для которых спра-
ведлива оценка sup

t∈R
‖Q(t)‖ < δ с фиксированным δ > 0. Обозна-

чим λ(Qδ)
.
=
{
λ(A+Q) : Q(·) ∈ Qδ

}
— спектральное множество

класса возмущенных систем Qδ. Рассмотрим также множество
Oε

(
λ(A)

) .
=
{
μ = (μ1, . . . , μn) ∈ Rn

� : max
j=1,...,n

|μj − λj(A)| < ε
}
— ε-

окрестность полного спектра системы (1) относительно метрики,
порожденной l∞-нормой пространства Rn в его подмножестве Rn

�.

Определение 1. Полный спектр показателей Ляпунова систе-
мы (1) называется устойчивым [2, с. 23], если для любого ε > 0
найдется такое δ > 0, что λ(Qδ) ⊂ Oε

(
λ(A)

)
, то есть отображение

Q(·) �→ λ(A+Q) непрерывно в точке Q(t) ≡ 0 ∈ Rn×n.

Определение 2. Полный спектр показателей Ляпунова систе-
мы (1) называется открытым, если для любого ε > 0 найдет-
ся такое δ > 0, что Oδ

(
λ(A)

)
⊂ λ(Qε), то есть отображение

Q(·) �→ λ(A+Q) открыто в точке Q(t) ≡ 0 ∈ Rn×n.

Таким образом, свойство устойчивости полного спектра по-
казателей Ляпунова означает, что малые аддитивные возмуще-
ния матрицы коэффициентов A(·) системы (1) приводят к мало-
му изменению спектра, а свойство открытости означает, что ма-
лая окрестность полного спектра показателей системы (1) может
быть накрыта спектральным множеством λ(Qε) с малым ε > 0.
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Заметим, что свойство устойчивости полного спектра пока-
зателей Ляпунова системы (1) достаточно хорошо изучено (см.,
например, [1, 2]), чего нельзя сказать о свойстве открытости.
Цель работы — исследование свойства открытости полного спек-
тра показателей Ляпунова. Были доказаны следующие утвержде-
ния.

Теорема 1. Если полный спектр показателей Ляпунова систе-
мы (1) устойчив, то он открыт.

Замечание. Обратное утверждение в общем случае неверно.

Теорема 2. Всякая система вида (1) обладает открытым пол-
ным спектром показателей Ляпунова.

Кроме того, исследовалось свойство открытости полного
спектра Ляпунова для систем, лежащих в оболочке Бебутова [3]
системы вида (1) с равномерно непрерывными и ограниченны-
ми на R коэффициентами. Оболочка Бебутова системы (1) — это
совокупность систем

ẋ = Â(t)x, t ∈ R, x ∈ Rn,

где Â(·) ∈ R
(
A(·)

)
, а R

(
A(·)

)
— замыкание (в топологии равно-

мерной сходимости на отрезках) множества сдвигов

{As(·) .= A(·+ s) : s ∈ R}

матрицы A(·) системы (1). Метрика в R(A) задается равенством

ρ(Ã, Â) = sup
t∈R

min{‖Ã(t)− Â(t)‖, |t|−1}.

Теорема 3. Если полный спектр показателей Ляпунова систе-
мы A(·) устойчив, то каждая система Â(·) ∈ R(A) обладает
открытым полным спектром показателей Ляпунова.

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках госу-
дарственного задания № 075-01265-22-00 (проект FEWS-2020-0010) и РФФИ
(проект 20-01-00293).
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Описание линейного эффекта Перрона при
параметрических возмущениях линейной
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неограниченными коэффициентами

А.В. Равчеев
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Для заданного n ∈ N обозначим через M̃n класс линейных
дифференциальных систем

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

с непрерывными коэффициентами.

Определение 1. Характеристическим показателем вектор-
функции f : P → Rn, заданной на неограниченном подмножестве
P полуоси R+, называется величина (полагаем ln 0 = −∞)

λ[f ] = lim
P	t→+∞

ln ‖f(t)‖1/t,

Определение 2. Показателями Ляпунова системы (1) называ-
ются величины [1]

λi(A) = inf
L∈Gi(S(A))

sup
x∈L

λ[x], i = 1, n,

где S(A) — пространство решений системы (1), а Gi(V ) — мно-
жество i-мерных подпространств векторного пространства V.
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В наших обозначениях показатели Ляпунова нумеруются,
в отличие от [1], в порядке неубывания.

Определение 3. Набор Λ(A) ≡ (λ1(A), . . . , λn(A)) называется
спектром показателей Ляпунова системы (1).

Поскольку мы не предполагаем коэффициенты рассматри-
ваемых систем ограниченными, их показатели Ляпунова являют-
ся, вообще говоря, точками расширенной числовой прямой R ≡
R � {−∞,+∞}, которая наделяется порядковой топологией.

Для заданных метрического пространства M и функции
θ : R+ → R рассмотрим класс Qθ

n[A](M) непрерывных по сово-
купности переменных функций Q : R+ ×M → Rn×n, удовлетво-
ряющих условиям:

1) sup
t∈R+

sup
μ∈M

‖Q(t, μ)‖eθ(t)t <∞;

2) для всяких k = 1, n, μ ∈M, выполняется неравенство

λk(A(·) +Q(·, μ)) � λk(A).

Отметим, что для любой системы A ∈ M̃n класс Qθ
n[A](M)

не пуст, поскольку ему заведомо принадлежит матрица Q ≡ 0.
Рассматривается задача полного дескриптивно-множест-

венного описания для каждых n � 2 и метрического простран-
ства M класса

ΠQθ
n(M) =

{(
Λ(A),Λ(A+Q)

)
| A ∈ M̃n, Q ∈ Qθ

n[A](M)
}
.

Указанную задачу можно рассматривать как обобщение примера
Перрона [2, § 1.4] на случай неограниченных коэффициентов.

Определение 4. Функция f : M → R принадлежит классу
(∗, Gδ) [3, с. 224], если для любого r ∈ R прообраз f−1

(
[r,+∞]

)
луча [r,+∞] является Gδ-множеством метрического простран-
ства M.

В частности, класс (∗, Gδ) является подклассом второго
класса Бэра [3, с. 248].

Решение поставленной задачи содержит следующая
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Теорема. Для каждых метрического пространства M, нату-
рального числа n � 2 и непрерывной функции θ : R+ → R пара(
l, f
)
, где l = (l1, . . . , ln) ∈

(
R
)n и f = (f1, . . . , fn) : M →

(
R
)n
,

принадлежит классу ΠQθ
n(M) тогда и только тогда, когда вы-

полняются следующие условия:

1) l1 � . . . � ln;

2) f1(μ) � . . . � fn(μ) для любого μ ∈M ;

3) fi(μ) � li для всех μ ∈M и i = 1, n;

4) для любого i = 1, n функция fi(·) : M → R принадлежит
классу (∗, Gδ).

Замечание. Аналог этой теоремы для случая систем с ограни-
ченными коэффициентам установлен в работе [4].

Приведённая теорема показывает, что все теоретически воз-
можные пары спектров исходной и параметрически возмущён-
ной систем (при дополнительном условии, что все показатели
возмущённой системы не меньше, чем у исходной) можно по-
лучить в классе возмущений, убывающих быстрее всякой экспо-
ненты. Эта ситуация является специфичной для класса систем
с неограниченными коэффициентами, поскольку показатели Ля-
пунова систем с ограниченными коэффициентами инвариантны
относительно возмущений, убывающих быстрее любой экспонен-
ты [2, § 8.1].

Автор выражает благодарность своему научному руководи-
телю В.В. Быкову за постановку задачи и внимание к работе.
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к нулю на бесконечности // Тр. Ин-та мат. и мех. УрО РАН. 2019.
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О решениях одной переопределенной
системы уравнений в частных производных

на полосе

М.А. Рахимова
Худжанд, Таджикский государственный университет права,

бизнеса и политики
e-mail: rakhimova.mahsuda@mail.ru

Многие задачи математической физики приводят к пере-
определенным системам уравнений с частными производными [2].
Например, к таким системам относятся системы уравнений маг-
нетогидродинамики, термоупругости и др. Переопределенным
системам уравнений с частными производными посвящено огром-
ное количество работ [3]. Для систем двух уравнений с одной
неизвестной функцией от двух независимых переменных в основ-
ном изучены вопросы локальной разрешимости. Относительно
задач о решениях во всей плоскости имеются небольшое количе-
ство работ.

Рассмотрим переопределенную систему двух уравнений с
частными производными{

ux = a(x, y)u+ f(x, y),

uy = b(x, y)u+ g(x, y),
(1)

коэффициенты и правые части которой определенны на полосе
(x, y) ∈ Π = {(ξ, η) : − ∞ < ξ < +∞, α < η < β}. Для систе-
мы (1) будем изучать задачу о решениях, определенных в Π и
принадлежащих классу PN (Π) — класс функций, растущих при
|x| → ∞ не быстрее, чем |x|N . Будем предполагать, что коэф-
фициенты a, b непрерывны и ограничены на Π; f , g непрерывны
и принадлежат классу PN (Π). Пусть существуют частные произ-
водные ay, bx, fy, gx, принадлежащие L1,loc(Π), и выполнены необ-
ходимые и достаточности условия совместности системы (1) [1, 8]

ay = bx, ∀(x, y) ∈ Π, (2)

fy − gx + ag − bf = 0 ∀(x, y) ∈ Π. (3)
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По коэффициенту a(x, y) системы определяем функцию

α(y, ξ, η) =
1

ξ − η

ξ∫
η

a(t, y) dt.

Эта функция является ограниченной при ξ �= η. Поэтому для
каждого y ∈ R существуют нижние и верхние пределы

a+ = lim
ξ−η→∞, ξ>η�0

α(y, ξ, η), a+ = lim
ξ−η→∞, ξ>η�0

α(y, ξ, η),

a− = lim
ξ−η→∞, ξ<η�0

α(y, ξ, η), a− = lim
ξ−η→∞, ξ<η�0

α(y, ξ, η).

Положим

a∗ = max{a+, a−}, a∗ = min{a+, a−}.

Относительно задачи о решениях системы (1) из класса PN

справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть коэффициенты и правые части системы (1)
удовлетворяют условиям (2) и (3). Пусть выполнено неравен-
ство a∗ > 0. Тогда система (1) в классе PN (Π) имеет един-
ственное решение и это решение определяется формулой

u(x, y) = −
+∞∫
x

f(t, y)e

x∫
t
a(τ,y)dτ

dt.

Теорема 2. Пусть коэффициенты и правые части системы (1)
удовлетворяют условиям (2) и (3). Пусть выполнено неравен-
ство a∗ < 0. Тогда система (1) в классе PN (Π) имеет един-
ственное решение и это решение определяется формулой

u(x, y) = −
x∫

−∞
f(t, y)e

x∫
t
a(τ,y)dτ

dt.

Теоремы 1 и 2 доказываются методом, изложенным в [1].
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Разрешимость и построение решения
периодической краевой задачи для
обобщённой системы матричных

дифференциальных уравнений Риккати

Д.В. Роголев
Могилёв, Белорусско-Российский университет

e-mail: d-rogolev@tut.by

Исследуется краевая задача типа [1, 2]

dX

d
= G1(t,X, Y ), (1)

dY

dt
= G2(t,X, Y ), (2)

X(0) = X(ω), Y (0) = Y (ω), (3)

где

G1(t,X, Y ) = A1(t)X +XB1(t) +X
(
S1(t)X + S2(t)Y

)
+

+Y S3(t)X + F1(t),

G2(t,X, Y ) = A2(t)Y + Y B2(t) + Y
(
P1(t)X + P2(t)Y

)
+

+XP3(t)Y + F2(t);
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с коэффициентами класса C (I,Rn×n), (t,X, Y ) ∈ I×Rn×n×Rn×n;
I = [0, ω], ω > 0.

Матричные дифференциальные уравнения Ляпунова, Рик-
кати и их обобщения играют важную роль в теории и приложени-
ях дифференциальных уравнений. Система типа (1), (2) впервые
появилась, по-видимому, в теории дифференциальных игр (см.,
например, [1]). Из этой системы в случае постоянных коэффици-
ентов следует система, аналогичная [1].

Обозначения:

D = {(t,X, Y ) : t ∈ I, ‖X‖ � ρ1, ‖Y ‖ � ρ2},
Ãi(ω) =

∫ ω

0
Ai(τ)dτ , γi =

∥∥Ã−1
i (ω)

∥∥, αi = max
t∈I

‖Ai(t)‖ ,
βi = max

t∈I
‖Bi(t)‖ , δj = max

t∈I
‖Sj(t)‖ , μj = max

t∈I
‖Pj(t)‖ ,

hi = max
t∈I

‖Fi(t)‖ , i = 1, 2, j = 1, 2, 3,

q11 = γ1

[
1

2
α1ω

2 (α1 + β1 + 2δ1ρ1 + (δ2 + δ3)ρ2)+

+ ω (β1 + 2δ1ρ1 + (δ2 + δ3) ρ2)

]
, q12 = γ1δ2ρ1ω

(
1

2
α1ω + 1

)
,

q21 = γ2μ1ρ2ω

(
1

2
α2ω + 1

)
,

q22 = γ2

[
1

2
α2ω

2 (α2 + β2 + (μ1 + μ3) ρ1 + 2μ2ρ2)+

+ ω (β2 + (μ1 + μ3) ρ1 + 2μ2ρ2)

]
,

где ρ1, ρ2 > 0.
На основе применения метода [3, гл. 3] задача (1)–(3) рас-

сматривается в конечномерной банаховой алгебре B(n) непре-
рывных матриц-функций с нормой ‖T‖C = max

t∈I
‖T (t)‖, где ‖·‖ —

определённая норма матриц в этой алгебре, T ∈ C (I,Rn×n).
Предлагаемая работа является продолжением и обобщением ра-
бот [1, 2].

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) det Ãi �= 0 (i = 1, 2),
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2) γ1

{
1

2
α1ω

2
[
(α1 + β1) ρ1 + δ1ρ

2
1 + (δ2 + δ3) ρ1ρ2 + h1

]
+

+ ω
(
β1ρ1 + δ1ρ

2
1 + (δ2 + δ3) ρ1ρ2 + h1

)}
� ρ1,

γ2

{
1

2
α2ω

2
[
(α2 + β2) ρ2 + μ2ρ

2
2 + (μ1 + μ3) ρ1ρ2 + h2

]
+

+ ω
(
β2ρ2 + μ2ρ

2
2 + (μ1 + μ3) ρ1ρ2 + h2

)}
� ρ2,

3) q11 < 1, det(E −A) > 0, где E = diag (1, 1), A = (qij).
Тогда задача (1)–(3) однозначно разрешима в области D.

Для построения решения данной задачи разработан алго-
ритм, который в дифференциальной форме имеет вид

dXk+1

dt
= G1(t,Xk, Yk), (4)

dYk+1

dt
= G2(t,Xk, Yk), (5)

Xk+1(0) = Xk+1(ω), Yk+1(0) = Yk+1(ω), k = 0, 1, 2, . . . , (6)

где в качестве начального приближения X0, Y0 приняты посто-
янные матрицы, определяемые на основе (4), (5) при k = 0 из
соответствующих условий (6) для приближения X1(t), Y1(t),∫ ω

0
G1(τ,X0, Y0)dτ = 0,

∫ ω

0
G2(τ,X0, Y0)dτ = 0.

С помощью левостороннего регуляризатора [4]∫ ω

0
A(τ)Z(τ)dτ =

∫ ω

0
A(τ)dτ · Z(t)−

∫ t

0

(∫ τ

0
A(σ)dσ

)
dZ(τ)+

+

∫ ω

t

(∫ ω

τ
A(σ)dσ

)
dZ(τ),

где A = {A1, A2}, Z = {X,Y }, на основе (4)–(6) получены рекур-
рентные интегральные соотношения

Xk(t) = Ã−1
1 (ω)

{∫ t

0

(∫ τ

0
A1(σ)dσ

)
G1 (τ,Xk−1(τ), Yk−1(τ)) dτ −
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−
∫ ω

t

(∫ ω

τ
A1(σ)dσ

)
G1 (τ,Xk−1(τ), Yk−1(τ)) dτ−

−
∫ ω

0
[G1 (τ,Xk(τ), Yk(τ))−A1(τ)Xk(τ)] dτ

}
, (7)

Yk(t) = Ã−1
2 (ω)

{∫ t

0

(∫ τ

0
A2(σ)dσ

)
G2 (τ,Xk−1(τ), Yk−1(τ)) dτ −

−
∫ ω

t

(∫ ω

τ
A2(σ)dσ

)
G2 (τ,Xk−1(τ), Yk−1(τ)) dτ−

−
∫ ω

0
[G2 (τ,Xk(τ), Yk(τ))−A2(τ)Yk(τ)] dτ

}
, k = 1, 2, . . . . (8)

Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алго-
ритма (7), (8).
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О точном построении функции Коши для
дифференциального уравнения с линейным

запаздыванием

А.Н. Румянцев
Пермь, Пермский государственный национальный

исследовательский университет
e-mail: arumyanzev@gmail.com

В докладе развивается ранее предложенный подход к точ-
ному построению матрицы Коши для дифференциальных урав-
нений с запаздыванием [1, 2]. Предметом рассмотрения в докладе
является дифференциальное уравнение

ẋ(t) + p(t)x[h(t)] = 0, t ∈ [0, T ],
x(ξ) = 0, ξ < 0,

(1)

где p — многочлен с рациональными коэффициентами, h — ли-
нейная функция с рациональными коэффициентами, h(t) < t,
t ∈ [0, T ]. Предлагается один способ точного построения функции
Коши для уравнения (1). Приводится иллюстрирующий пример.

1. Maksimov V.P., Rumyantsev A.N. Reliable computing experiment in
the study of generalized controllability of linear functional differential
systems. Mathematical modeling: Problems, Methods, Applications.
Kluwer Academic/Plenum Publishers, 2001, pp. 91–98.

2. Максимов В.П. К вопросу о построении и оценках матрицы Коши
для систем с последействием // Труды Института математики и
механики УрО РАН. 2019. Т. 25, № 3. С. 153–162.
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Об экспоненциальной устойчивости
дифференциального уравнения с
комплексным коэффициентом и
переменным распределённым

запаздыванием

Т.Л. Сабатулина
Пермь, Пермский национальный исследовательский

политехнический университет
e-mail: tlsabatulina@list.ru

Исследование функционально-дифференциальных уравне-
ний с комплексным коэффициентом позволяет устанавливать
признаки устойчивости для систем уравнений. Для уравнения с
сосредоточенным запаздыванием был получен простой достаточ-
ный признак экспоненциальной устойчивости. В данной работе
представлен аналогичный результат для уравнения с распреде-
лённым запаздыванием.

Рассмотрим дифференциальное уравнение с распределён-
ным запаздыванием

ẋ(t) + k

∫ t−τ(t)

t−τ(t)−h(t)
x(s) ds = f(t), t ∈ R+, (1)

где k ∈ C, функция h : R+ → [0, ω] локально суммируема, функ-
ция τ : R+ → [0, T ] измерима по Лебегу, функция f : R+ → C
локально суммируема.

Под решением уравнения (1) будем понимать абсолютно
непрерывную на каждом конечном отрезке функцию x : R+ → C,
удовлетворяющую (1) почти всюду на R+. Как известно [1, с. 84,
теорема 1.1], уравнение (1) с заданными начальными условиями
однозначно разрешимо и его решение представимо в виде

x(t) = C(t, 0)x(0) +

t∫
0

C(t, s)f(s) ds,

где функция C(t, s) называется функцией Коши уравнения (1). В
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силу данного представления, исследование устойчивости уравне-
ния (1) сводится к изучению асимптотических свойств функции
Коши.

Пусть Δ = {(t, s) ∈ R2
+ : t � s}.

Определение. Уравнение (1) называется равномерно экспонен-
циально устойчивым, если существуют M,γ > 0 такие, что при
всех (t, s) ∈ Δ справедлива оценка

|C(t, s)| �Me−γ(t−s).

Для уравнения (1) оказывается верным следующий легко
проверяемый признак устойчивости.
Теорема 1. Пусть выполняется неравенство(

Re kω2 − 1

2T
ω + 1

)2

+
(
Im kω2

)2
<

1(
2T
ω + 1

)2 . (2)

Тогда уравнение (1) равномерно экспоненциально устойчиво.
Следствие. Пусть выполняется неравенство(

Re kω2 − 1
)2

+
(
Im kω2

)2
< 1.

Тогда уравнение

ẋ(t) + k

∫ t

t−h(t)
x(s) ds = f(t), t ∈ R+,

равномерно экспоненциально устойчиво.
Если в неравенстве (2) положить k = a

ω и перейти к пре-
делу при ω → 0, то получим известный результат (см. [2]) для
уравнения с сосредоточенным запаздыванием:

ẋ(t) + ax(t− τ(t)) = f(t), t ∈ R+. (3)

Теорема 2. Пусть выполняется неравенство(
Re kT − 1

2

)2

+ (Im kT )2 <
1

4
.

Тогда уравнение (3) равномерно экспоненциально устойчиво.

Работа выполнена в рамках госзадания Министерства науки и высше-
го образования Российской Федерации (задание FSNM-2020-0028).
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Модифицированные условия Разумихина
для неавтономных систем с запаздыванием

и оценки сходимости решений

Н.О. Седова
Ульяновск, Ульяновский государственный университет

e-mail: sedovano@ulsu.ru

В работе изучаются условия различных видов устойчиво-
сти нулевого решения функционально-дифференциального урав-
нения запаздывающего типа в терминах функций Ляпунова–Ра-
зумихина. В частности, получены результаты об асимптотиче-
ской, равномерной асимптотической, равномерной экспоненци-
альной устойчивости. При этом используются «неклассические»
функции, которые не обязательно являются знакоопределенны-
ми (могут обращаться в ноль не только в начале координат), а
условия на производную в силу уравнения формулируются таким
образом, что она может менять знак вдоль решения уравнения.

Используемые ниже обозначения по большей части стан-
дартные: R+ = [0,+∞), Rn — n-мерное пространство векторов
x = (x1, . . . , xn)


 с нормой |x|, C = C([−r, 0], Rn) — банахово про-
странство с супремум-нормой ‖·‖ (r > 0); для непрерывной функ-
ции x(t) ∈ C([t0−r, t0+β), Rn) (t0 ∈ R+, β > 0) элемент xt ∈ C для
каждого t ∈ [t0, t0 + β) определяется равенством xt(s) = x(t+ s),
−r � s � 0, ẋ(t) обозначает правостороннюю производную.

Рассмотрим систему, динамика который описывается функ-
ционально-дифференциальным уравнением запаздывающего ти-
па:

ẋ(t) = X(t, xt), X(t, 0) ≡ 0, (1)
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где функционал X : R+ × C → Rn удовлетворяет предположе-
ниям из [1], гарантирующим существование, единственность и
продолжимость решений для каждой начальной точки (t0, ϕ0) ∈
R+ × C. Решение уравнения (1), удовлетворяющее начальному
условию xt0 = ϕ0, обозначается x(t; t0, ϕ0). В частности, из усло-
вия X(t, 0) ≡ 0 следует существование нулевого решения.

Скалярную функцию V (t, x) ∈ C1([−r,+∞) × Rn, R+), та-
кую, что V (t, 0) = 0 для всех t ∈ R+, назовем функцией Ляпуно-
ва. Ее производной в силу уравнения (1) называется функционал
V ′ ∈ C(R+ × C,R), определяемый соотношением

V ′(t, ϕ) =
∂V (t, ϕ(0))

∂t
+

n∑
i=1

∂V (t, ϕ(0))

∂xi
Xi(t, ϕ).

Специфика использования конечномерных функций для
анализа свойств устойчивости систем с запаздыванием состоит,
как известно, в том, что производная функции Ляпунова оце-
нивается не во всей окрестности начала координат, а лишь в
ее части, содержащейся в множестве вида Ωt(V, η) = {ϕ ∈ C :
V (t + s, ϕ(s)) � η(V (t, ϕ(0))), −r � s � 0} для некоторой функ-
ции η ∈ K такой, что η(u) > u для u > 0. Идея такой модифика-
ции требований к производной была одновременно предложена
Н.Н. Красовским и Б.С. Разумихиным [2, 3]. Впоследствии усло-
вия, определяющие часть окрестности нуля для оценки произ-
водной, получили название «условий Разумихина». Эти условия,
с одной стороны, упрощают практическую проверку соответству-
ющих требований, гарантирующих тот или иной вид устойчиво-
сти. С другой стороны, отсутствие оценки производной функции
Ляпунова вдоль всего решения затрудняет оценку скорости убы-
вания самой функции, а стало быть, и оценку скорости сходи-
мости решений. Поэтому для уравнений с запаздыванием такие
оценки строятся в основном на основе функционалов Ляпунова–
Красовского. Однако в последние годы аналогичные результаты
с использованием функций также стали появляться (см., напри-
мер, [4]). При этом рассматриваются главным образом автоном-
ные или линейные уравнения.

В данной работе оценки сходимости решений уравнения (1)
основаны на следующей лемме:
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Лемма. Предположим, что существуют a > 0, a ∈ R, а также
функции η ∈ K, V ∈ C1(R+ × Rn, R+) и p ∈ C([−r,+∞), R),
такие, что:

1. η(u) � eau для u > 0;

2. для всех t ∈ [−r,+∞) и всех s ∈ [0, r] выполняются нера-
венства a �

∫ t+s
t p(θ)dθ � a;

3. V ′(t, ϕ) � −p(t)V (t, ϕ(0)) при всех t ∈ R+ и ϕ ∈ Ωt(V, η).

Тогда для произвольного решения x(t) = x(t; t0, ϕ0) уравнения (1)
при всех t � t0 выполняется неравенство

V (t, x(t)) � max
−r�s�0

V (t0 + s, ϕ0(s))e
−(

∫ t
t0

p(θ)dθ+a)
,

где a = min{0, a}.

При некоторых дополнительных ограничениях на функции
V и p получены достаточные условия различных видов устойчи-
вости нулевого решения уравнения (1), в частности, равномерной
асимптотической устойчивости и равномерной экспоненциальной
устойчивости. Рассматривается, в том числе, случай, когда функ-
ция Ляпунова может быть только знакопостоянной, не обязатель-
но положительно определенной.
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Определение и свойства нелинейных
показателей колеблемости, вращаемости и

блуждаемости

И.Н. Сергеев
Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова

e-mail: igniserg@gmail.com

Для области G евклидова пространства Rn, n > 1, содер-
жащей r0-окрестность нуля, рассмотрим нелинейную, вообще го-
воря, систему

ẋ = f(t, x), f(t, 0) = 0, f, f ′x ∈ C(R+ ×G), R+ ≡ [0,+∞). (1)

Через S∗(f) будем обозначать множество всех непродолжаемых
ненулевых решений системы (1), а через xf (·, x0) — то из них,
которое удовлетворяет начальному условию xf (0, x0) = x0.

Определение 1. Перечислим три основных [1] функционала
K(t, u) где t ∈ R+ и u : [0, t] → Rn, соответствующих показа-
телям

κ = ν, θ, ρ (2)

и отвечающих за следующие свойства решений:
1) колеблемость (κ = ν), если K(t, u) = N(t, u) — умно-

женное на π число нулей на промежутке [0, t] функции P1u, а
P1 — ортогональный проектор на фиксированную прямую, при-
чём если хотя бы один из нулей кратен (т.е. является нулём ещё
и производной), то считаем N(t, u) = +∞;

2) вращаемость (κ = θ), если K(t, u) = Θ(t, u) ≡ |ϕ(t, P2u)|
— модуль ориентированного угла ϕ(t, P2u) (непрерывного по t,
с начальным условием ϕ(0, P2u) = 0) между вектором P2u(t) и
начальным вектором P2u(0), а P2 — ортогональный проектор на
фиксированную плоскость, причём если P2u(τ) = 0 хотя бы при
одном τ ∈ [0, t], то считаем Θ(t, u) = +∞;

3) блуждаемость (κ = ρ), если

K(t, u) = P(t, u) ≡
∫ t

0
|(u(τ)/|u(τ)|)·| dτ, u(τ) �= 0, τ ∈ [0, t].
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Известны и другие функционалы, отвечающие за неориен-
тированную (в отличие от описанной выше, ориентированной) и
частотную вращаемость [1], поворачиваемость k-го ранга [2] и
плоскую вращаемость [3].

Определение 2. С каждым функционалом из определения 1
свяжем:

а) [1] слабый нижний линейный показатель (2) решения
x ∈ S∗(f), определённого на всей полуоси R+,

κ̌◦(x) ≡ lim
t→+∞

inf
L∈AutRn

t−1K(t, Lx); (3)

б) [4] слабый нижний сферический показатель (2) задачи
Коши для системы (1) с начальным значением x0 ∈ G

κ̌◦
s(f, x0) ≡ lim

t→+∞
inf

L∈AutRn
t−1K(t, Lxfs(·, x0)), (4)

где |x0| < r0, P
⊥
x — проектор на гиперплоскость, ортогональную

вектору x ∈ Rn, а fs(t, x) ≡ P⊥
x · f(t, x) — правая часть сфериче-

ской системы;
в) [5] слабый нижний радиальный показатель (2) задачи

Коши для системы (1) с начальным значением x0 ∈ G

κ̌◦
r (f, x0) ≡ lim

t→+∞
inf

L∈AutRn
t−1 lim

μ→+0
K(t, Lxf (·, μx0)); (5)

г) [6] слабый нижний шаровой показатель (2) системы (1)

κ̌◦
b (f) ≡ lim

t→+∞
inf

L∈AutRn
t−1 lim

x0→0
K(t, Lxf (·, x0)); (6)

д) сильные нижние показатели: линейный κ̌•(x), сфериче-
ский κ̌•

s(f, x0), радиальный κ̌•
r (f, x0) и шаровой κ̌•

b (f) — соответ-
ственно, по тем же формулам (3)–(6), в каждой из которых ниж-
ний предел при t → +∞ и точная нижняя грань по L ∈ AutRn

взяты в другом порядке;
е) слабый и сильный верхние показатели: линейные κ̂◦(x),

κ̂•(x), сферические κ̂◦
s(f, x0), κ̂•

s(f, x0), радиальные κ̂◦
r (f, x0),

κ̂•
r (f, x0) и шаровые κ̂◦

b (f), κ̂
•
b (f) — соответственно, по тем же
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формулам (3)–(6), в которых все нижние пределы при t → +∞,
μ→ +0 и x0 → 0 заменены верхними;

ж) точные или абсолютные показатели — при совпадении
значений нижнего и верхнего (в их обозначении опускаем галочку
и крышечку) или слабого и сильного (опускаем пустой и полный
кружочки) показателей.

Переходы к сферической системе или к задачам Коши с
начальными значениями на данном луче оправданы тем, что ре-
шения нелинейной системы (1) могут оказаться определёнными
не на всей полуоси времени (из-за выхода их фазовых кривых на
границу области G). И хотя они выглядят довольно искусственно,
уже в линейном случае их оправдывает

Теорема 1. Если система (1) линейна, то каждый показатель
(2) любого её решения x ∈ S∗(f) удовлетворяет равенствам

κ̃∗
s(f, x(0)) = κ̃

∗
r (f, x(0)) = κ̃

∗(x) при ˜ = ˇ,ˆ и ∗ = ◦, •.

В работах [1, 7] приведен полный набор соотношений между
линейными показателями колеблемости, вращаемости и блужда-
емости решений. Различные сферические и радиальные показа-
тели оказываются не более упорядоченными между собой, чем их
линейные аналоги, как показывает

Теорема 2. Если некоторое соотношение (равенство или нера-
венство) между линейными показателями реализуется хотя
бы на одном решении какой-либо линейной системы (3), то это
же соотношение между одноименными сферическими, а так-
же радиальными показателями реализуется и на соответству-
ющей задаче Коши для той же системы.

Шаровые показателей любой системы осуществляют оцен-
ки снаружи всего множества их радиальных аналогов для той же
системы, а в линейном случае — ещё и линейных аналогов, что и
подтверждают

Теорема 3. Для любой системы (1) каждый показатель (2) удо-
влетворяет неравенствам

κ̌∗
b (f) � inf

0�=x0∈G
κ̌∗
r (f, x0) � sup

0�=x0∈G
κ̂∗
r (f, x0) � κ̂∗

b (f), ∗ = ◦, •.
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Теорема 4. Если система (1) — линейна и G = Rn, то каждый
показатель (2) удовлетворяет неравенствам

κ̌∗
b (f) � inf

x∈S∗(f)
κ̌∗(x) � sup

x∈S∗(f)
κ̂∗(x) � κ̂∗

b (f), ∗ = ◦, •.

Для нелинейных (и даже автономных) систем шаровые и
радиальные показатели слабо связаны с линейными и сфериче-
скими, о чём и говорят

Теорема 5. При n = 2 и G = R2 существует такая автоном-
ная система (1), что все решения x+ ∈ S∗(+f) и x− ∈ S∗(−f)
определены на всей полуоси R+, а все показатели (2) точны, аб-
солютны и при любом x0 �= 0 удовлетворяют соотношениям

+∞ = κ(x+) > κs(+f, x0) = κs(−f, x0) >
> κ(x−) = κr(±f, x0) = κb(±f) = 0.

Теорема 6. При n = 2 и G = R2 существует такая автоном-
ная система (1), что все решения x+ ∈ S∗(+f) и x− ∈ S∗(−f)
определены на всей полуоси R+, а все показатели (2) точны, аб-
солютны и при любом x0 �= 0 удовлетворяют соотношениям

0 = κ(x+) < κs(+f, x0) = κs(−f, x0) <
< κ(x−) = κr(±f, x0) = κb(±f) = 1.
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Вольтерровы функциональные уравнения в
теории оптимизации распределенных систем

В.И. Сумин
Нижний Новгород, ННГУ им. Н.И. Лобачевского;

Тамбов, ТГУ им. Г.Р. Державина
e-mail: v_sumin@mail.ru

В [1] было предложено при изучении распределенных опти-
мизационных задач использовать вольтерровы функциональные
уравнения (ВФУ)

z(t) = f
(
t, A[z](t), v(t)

)
,

t ≡ {t1, . . . , tn} ∈ Π, z ∈ Lm
p ≡ Lm

p (Π),
(1)

где Π ⊂ Rn и f(·, ·, ·) : Π×Rl×Rs → Rm заданы; v(·) ∈ D ⊂ Ls
k —

управление; A : Lm
p → Ll

q — линейный оператор, вольтерров на
некоторой системе T подмножеств Π в том смысле, что для лю-
бого H ∈ T сужение A [z]

∣∣
H
не зависит от значений z

∣∣
Π\H (это

обобщение известного определения А.Н. Тихонова оператора ти-
па Вольтерра; элементы T назовем вольтерровыми множествами
оператора A); p, q, k ∈ [1,+∞]. К ВФУ (1) с богатыми T обраще-
нием главной части приводятся разнообразные начально-краевые
задачи (НКЗ) для эволюционных уравнений (параболических, ги-
перболических, интегро-дифференциальных, с запаздываниями
и др.); как правило, управление v(.) в (1) соответствует распре-
деленному управлению в НКЗ и/или управлению в начальных
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условиях НКЗ, а наличие в НКЗ управлений на границе или в
старших коэффициентах основного уравнения означает, что в эк-
вивалентном ВФУ (1) управляем A. ВФУ (1) — удобная экви-
валентная форма записи НКЗ: переход к ВФУ-описанию НКЗ
адекватен многим проблемам оптимизации и, возможно, позволя-
ет достичь разумного компромисса между естественным стремле-
нием к общности теоретических построений (призванной выявить
новые связи и закономерности), с одной стороны, и желанием по-
лучить результаты в удобной для приложений форме — с другой
(о различных применениях ВФУ-описаний НКЗ см., например,
обзоры [2, 3, 4, 5]). Перечислим лишь некоторые результаты, так
или иначе связанные с проблемой устойчивости существования
глобальных решений (УСГР) НКЗ и полученные автором лич-
но или в соавторстве (заметим: целый ряд интересных результа-
тов по теме (различные ВФУ-описания НКЗ, условия глобальной
разрешимости, численные методы оптимизации, функционально-
операторные игры и др.) получил А.В. Чернов (см., например,
обзоры [2, 3])).

Предположим, некоторая управляемая НКЗ рассматрива-
ется на фиксированном множестве Π изменения независимых пе-
ременных, а соответствующая оптимизационная задача такова,
что интерес представляют только глобальные, то есть определен-
ные на всем Π, решения НКЗ из выбранного класса W функций
на Π. Пусть R — множество тех управлений из класса допусти-
мых, каждому из которых отвечает единственное в W решение
рассматриваемой НКЗ. При выводе необходимых условий опти-
мальности (НУО), при обосновании численных методов решения
задач оптимального управления и во многих других случаях важ-
ным является вопрос о достаточных условиях, при которых те
или иные возмущения (вариации) не выводят допустимые управ-
ления из R, то есть вопрос о достаточных условиях УСГР данной
НКЗ. Так, при выводе НУО недостаток информации об УСГР по
возмущению управления вынуждает считать управляемую НКЗ
сингулярной в смысле Ж.-Л. Лионса [6] и переходить от класси-
ческого случая «управление→ состояние» к рассмотрению опти-
мизационных задач в классе пар «управление, состояние», когда
«управление» и «состояние» равноправны; при этом построения
в сингулярном случае часто оказываются намного более слож-
ными, чем аналогичные построения в несингулярном (см., на-
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пример, вывод НУО типа принципа максимума в сингулярных
и несингулярных модельных задачах оптимизации в [6, гл. 1, 2]).

ВФУ-описание позволило предложить общую схему полу-
чения конструктивных условий УСГР для широкого класса НКЗ
с самыми различными управляющими воздействиями. Схема ис-
пользует продолжение локальных решений ВФУ до глобального
вдоль цепочки вольтерровых множеств

H1 ⊂ H2 ⊂ . . . ⊂ Hr = Π.

Заметим, что различные разновидности таких цепочек оказа-
лись весьма полезным инструментом как в теории оптимального
управления, так и в собственно теории операторов (например,
при изучении семейств квазинильпотентных операторов, которое
по необходимости требует построение теории УСГР ВФУ).

Теоремы УСГР нашли применение прежде всего при изу-
чении вопросов варьирования и дифференцирования функцио-
налов и операторов распределенных задач оптимизации и, как
следствие, при построении теории НУО для таких задач с огра-
ничениями (функциональными, фазовыми и др.). Заметим, что
переход от НКЗ к ВФУ (1) удобен при выводе НУО (например,
принципа максимума) уже потому, что при этом дифференциаль-
ные и интегро-дифференциальные операторы НКЗ, действующие
в пространствах Ck или W l

p, заменяются на операторы (часто —
интегральные), действующие в, как правило, более удобных для
построения «сопряженной задачи» данного НУО лебеговых про-
странствах. При этом сопряженная задача также имеет вид неко-
торого ВФУ и не обязательно переписывается в дифференциаль-
ной (интегро-дифференциальной) форме, так или иначе подобной
форме первоначальной управляемой НКЗ.

ВФУ-описание НКЗ позволило: решить ряд задач вывода
«сингулярных НУО», указанных в [6] как нерешенные и пред-
ставляющие интерес; выявить некоторые общие закономерности
вырождения и условий оптимальности так называемых «осо-
бых управлений» принципа максимума и других НУО. Теоремы
УСГР позволили для широкого класса задач оптимизации с огра-
ниченным множеством допустимых значений управления дать
обоснование применению градиентных методов в пространствах
типа L∞ при произвольных порядках роста каратеодориевских
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«правых частей» НКЗ по «фазовым» и управляющим перемен-
ным (часто применяемое дифференцирование функционалов по
управлению в пространствах типа L2 требует, вообще говоря, ли-
нейных порядков роста).

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 20–01–00199.
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Корректность задачи Коши для
дифференциального уравнения с
многозначными импульсными

воздействиями

О.В. Филиппова
Тамбов, Тамбовский государственный университет

им. Г.Р. Державина
e-mail: philippova.olga@rambler.ru

В докладе исследуется параметрическая устойчивость ре-
шений задачи Коши для системы дифференциальных уравнений
при наличии импульсных воздействий в фиксированные момен-
ты времени. В эти моменты решение имеет разрыв, величина ко-
торого принадлежит значению заданного многозначного отобра-
жения, которое зависит от значения решения в момент воздей-
ствия. Иными словами, рассматривается процесс, состояние ко-
торого претерпевает мгновенные изменения, величина которых
может варьироваться в некоторой замкнутой области, которая
в свою очередь определяется текущим состоянием процесса. По-
лучены условия непрерывной зависимости решений (в соответ-
ствующей метрике пространства кусочно абсолютно непрерыв-
ных функций) от параметра. Используются методы, аналогич-
ные методам работы [1], и введенное в [1] понятие совокупной
априорной ограниченности решений.

Отметим, что для обыкновенных дифференциальных урав-
нений условия непрерывной зависимости решений от начальных
условий и других параметров получены в работах J. Kurzweil,
Z. Vorel, М.Ф. Бокштейна, Н.Н. Петрова, Е.С. Жуковского и дру-
гих авторов (см., например, [2]). Задача о непрерывной зависи-
мости от параметров решений дифференциальных включений и
систем управления исследована В.И. Благодатских, А.Ф. Филип-
повым, А.И. Булгаковым (см. [3] и библиографию этой работы).

Пусть Rn — n-мерное пространство с нормой | |; comp[Rn]—
множество непустых компактов пространства Rn; Ξ — метриче-
ское пространство; BΞ(y, δ) — открытый шар с центром в точке
y ∈ Ξ радиуса δ > 0.
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Пусть a < t1 < . . . < tp < b — конечный набор точек.
Обозначим через C̃

n
[a, b] множество всех непрерывных на каж-

дом из интервалов [a, t1], (t1, t2], . . . , (tp, b] ограниченных функ-
ций x : [a, b] → Rn, имеющих пределы справа в точках tk, k =
1, 2, . . . , p, с нормой ‖x‖C̃

n
[a,b]

= sup{|x(t)| : t ∈ [a, b]}.
Пусть отображение f : [a, b] × Rn × Ξ → Rn удовлетворяет

условиям:
1) при каждом фиксированном (x, ξ) ∈ Rn × Ξ функция f(·, x, ξ)
измерима по Лебегу;
2) при почти всех t ∈ [a, b] отображение f(t, ·, ·) непрерывно;
3) для каждого ограниченного множества W ⊂ Rn × Ξ суще-
ствует суммируемая функция mW : [a, b] → [0,∞) такая, что при
почти всех t ∈ [a, b] и всех (x, ξ) ∈ W выполняется неравенство
|f(t, x, ξ)| � mW (t).

Будем предполагать, что многозначные отображения Ik :
Rn × Ξ → comp[Rn] непрерывны по Хаусдорфу при всех k =
1, 2, . . . , p; x ∈ Rn. Пусть задан вектор x0 ∈ Rn.

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравне-
ния с параметром ξ ∈ Ξ при наличии импульсных воздействий:

ẋ(t) = f(t, x(t), ξ), (1)

x(tk + 0)− x(tk) ∈ Ik(x(tk), ξ), k = 1, . . . , p, (2)

x(a) = x0. (3)

Определение 1. Под решением задачи (1)–(3) на отрезке [a, τ ]
понимается функция x ∈ C̃

n
[a, τ ], удовлетворяющая при всех t ∈

[a, τ ] включению

x(t) ∈ x0 +

t∫
a

f(s, x(s), ξ)ds+
∑

k∈[a,τ ]
Ik(x(tk), ξ)χ(tk,b](t),

где χ(tk,b] — характеристическая функция интервала (tk, b].

Определение 2. Решение x задачи (1)–(3) на отрезке [a, τ ] бу-
дем называть продолжаемым, если найдется такое решение x1 на
отрезке [a, τ1] (τ1 ∈ (τ, b]), что x1(t) = x(t) при всех t ∈ [a, τ ].
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Определение 3. Будем говорить, что решение x на интервале
[a, c) (c ∈ (a, b)) непродолжаемо, если не существует такого реше-
ния x1 на интервале [a, c1) (c1 ∈ (c, b]), что x1(t) = x(t) при всех
t ∈ [a, c).

Решение задачи (1)–(3) на всем [a, b] будем считать непро-
должаемым.

Обозначим H(x0, τ, ξ) — множество всех решений системы
(1)–(3) на отрезке [a, τ ] (τ ∈ (a, b]); H(x0, ξ) — множество всех
непродолжаемых решений системы (1)–(3) на отрезке [a, b].

Определение 4. Множество H(x0, ξ) априорно ограничено в
точке (x̂0, ξ0) ∈ Rn×Ξ (см. [1]), если найдется такое число r > 0,
что для всякого τ ∈ (a, b] не существует x ∈ H(x̂0, τ, ξ0), для
которого выполняется неравенство ‖x‖C̃

n
[a,τ ]

> r.

Определение 5. Пусть S ⊂ Rn, K ⊂ Ξ. Множество H̃(x0, ξ)
априорно ограничено в совокупности на множестве S ×K, если
оно априорно ограничено в каждой точке множества S × K и
константа r > 0 в определении 4 является общей для всех точек
из множества S ×K.

Теорема. Пусть множество H(x0, ξ) априорно ограничено в
точке (x̂0, ξ0) ∈ Rn×Ξ. Тогда существует такое ε > 0, что мно-
жество H(x0, ξ) априорно ограничено в совокупности на множе-
стве BRn(x̂0, ε)×BΞ(ξ0, ε), и множество H(x0, τ, ξ) непусто для
любых τ ∈ (a, b], x0 ∈ BRn(x̂0, ε) и ξ ∈ BΞ(ξ0, ε).

В работе получены оценки отклонения в пространстве ку-
сочно-непрерывных функций множества решений задачи Коши
от любой наперед заданной функции. Доказана теорема о непре-
рывной зависимости решений от параметров и начальных усло-
вий, которая имеет приложения, связанные с корректностью ма-
тематических моделей реальных процессов.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 20-01-00610 А.
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Об областях D-разбиения пространства
параметров линейных разностных

уравнений

К.М. Чудинов
Пермь, Пермский национальный исследовательский

политехнический университет
e-mail: cyril@list.ru

Область применения разработанного Ю.И.Неймарком ме-
тода D-разбиения продолжает расширяться в XXI веке. Извест-
ны примеры удачного применения метода в исследовании раз-
ностных уравнений. Здесь рассмотрим несколько установленных
в течение нескольких последних лет свойств D-разбиений про-
странства параметров линейного автономного разностного урав-
нения k-го порядка общего вида

k∑
i=0

aix(n− i) = 0, n = 0, 1, 2, . . . (1)

Мы хотим обратить внимание на 3 свойства D-разбиения уравне-
ния (1): 1) возможность понижения порядка уравнения при иссле-
довании устойчивости, 2) описание разбиения областей разбиения
с помощью многочленов Чебышева, 3) линейчатость разбиения.

1. В работе [1] показано, что вопрос об экспоненциальной
устойчивости уравнения (1) эффективно сводится к аналогично-
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му вопросу для уравнения более низкого порядка: уравнение (1)
экспоненциально устойчиво, если и только если |ak| < |a0| и экс-
поненциально устойчивым является уравнение

k−1∑
i=0

bix(n− i) = 0, n = 0, 1, 2, . . .

где bk =
a0ai − akak−i

a20 − a2k
, i = 1, . . . , k− 1. Областью экспоненциаль-

ной устойчивости уравнения (1) является область D-разбиения,
содержащая начало координат. Каждой точке вне замыкания
этой области соответствует неустойчивое уравнение. Точкам на
границе области соответствуют как устойчивые по Ляпунову
уравнения, так и неустойчивые. Вопрос о разделении этих точек
требует отдельного исследования, которое проведено полностью
для уравнений до третьего порядка включительно [2].

2. В [1] для описания D-разбиения использовалось разделе-
ние соответствующего уравнению (1) характеристического урав-
нения на уравнения относительно действительных и мнимых ча-
стей. Тот же прием использовался в работе [3], где было отме-
чено, что области D-разбиения некоторых видов уравнения (1)
аналитически через многочлены Чебышева. В частности, гипер-
поверхности D-разбиения уравнения (1) в случае k = 3 имеют
вид

a2 = a0 ± (a1 + a3);

{
a2 = a0(s

2 − 1)− (a1 + a3)s,

a1 − a3 = 2a0s, s ∈ [−1, 1].

Это параметрическое описание поверхностей D-разбиения пред-
ставляет границы областей разбиения в виде объединения отрез-
ков прямых линий. Такие границы D-разбиения получили назва-
ние линейчатых в соответствии с названием поверхностей, обра-
зованных движением прямой.

3. Важность линейчатости границD-разбиения впервые бы-
ла показана М.В. Мулюковым. В работе [4], посвященной иссле-
дованию областей устойчивости линейных автономных диффе-
ренциальных систем с последействием, существенно развит ме-
тод D-разбиений и при этом обнаружено, что принципиальную
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роль в эффективном выделении области устойчивости уравнения
среди областей D-разбиения (что в общем случае представляется
весьма трудной задачей) играет возможность разбить границы
поверхностей разбиения на сечения, каждое из которых состоит
из конечного или счетного множества отрезков и полупрямых. В
соответствии с этим определим линейчатость n-мерных областей
следующим образом.

Определение. Назовем множество в пространстве Rn линейча-
тым, если его можно представить как объединение сечений се-
мейством гиперплоскостей, каждое из которых является (в сво-
ей гиперплоскости) пересечением конечного или счетного множе-
ства (n− 1)-мерных полупространств.

Применяя использованный в работе [3] подход к описа-
нию D-разбиения пространства параметров произвольного урав-
нения (1), можно выразить границы областей в виде линейных
комбинаций от многочленов Чебышева. Отсюда получаем следу-
ющий результат.

Теорема. Области D-разбиения пространства параметров
уравнения (1) линейчаты.

Работа поддержана Министерством науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации, госзадание FSNM-2020-0028.
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Тензорные инварианты динамических
систем с конечным числом степеней

свободы с диссипацией

М.В. Шамолин
Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова

e-mail: shamolin@rambler.ru, shamolin@imec.msu.ru

Получены тензорные инварианты для однородных дина-
мических систем на касательных расслоениях к гладким много-
образиям. Вводимые силовые поля делают системы с диссипа-
цией разного знака и обобщают ранее рассмотренные. Извест-
но [1, 2], что наличие достаточного количества инвариантов поз-
воляет проинтегрировать систему дифференциальных уравне-
ний. Для систем, обладающих притягивающими предельными
множествами, коэффициенты инвариантов должны, вообще го-
воря, состоять из трансцендентных (в смысле комплексного ана-
лиза) функций [3, 4]. Проведем необходимые рассуждения для
систем с тремя степенями свободы. Рассматриваемая динамиче-
ская система на касательном расслоении TM3{z3, z2, z1;α, β1, β2}
имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α)−
f2(α)

f3(α)
Γ3(α)(z

2
2 + z21) + z3F

1
3 (α),

ż2 = −f3(α)
[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z2z3−

− f(α)g2(β1)Γ
1
22(β1)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = −f3(α)
[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z1z3−

− f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
z1z2 + z1F

1
1 (α),

β̇1 = z2f(α),

(1)
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при наличии также шестого уравнения

β̇2 = z1f(α)g(β1). (2)

Здесь Γk(α), k = 1, 3, Γ2(β1), Γ1
22(β1) — коэффициенты аффинной

связности многообразияM3{α, β1, β2}; f(α), f3(α), g(β1) — функ-
ции, определяющие новые кинематические соотношения на каса-
тельном расслоении; F3(α), δ(α), F 1

s (α), s = 1, 2, 3, — функции,
определяющие внешнее силовое поле с дисипацией переменного
знака [2, 3]. Примем также условия: F 1

1 (α) ≡ F 1
2 (α) = F 1(α).

Для полного интегрирования системы (1), (2) необходимо
знать, вообще говоря, пять независимых тензорных инвариан-
тов. Однако при некоторых условиях после замены переменных
z =

√
z21 + z22 , z∗ = z2/z1, система (1), (2) распадается следующим

образом: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α)−
f2(α)

f3(α)
Γ3(α)z

2 + z3F
1
3 (α),

ż =
f2(α)

f3(α)
Γ3(α)zz3 + zF 1(α),

(3)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ż∗ = ±z

√
1 + z2∗f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β̇1 = ± zz∗√
1 + z2∗

f(α),
(4)

β̇2 = ± z√
1 + z2∗

f(α)g(β1). (5)

Видно, что для интегрируемости системы (3)–(5) достаточ-
но указать два независимых инварианта системы (3), один — си-
стемы (4) и дополнительный инвариант, «привязывающий» (5)
(т.е. всего четыре). Пусть для некоторого κ ∈ R выполнено ра-
венство

f2(α)

f23 (α)
Γ3(α) = κ

d

dα
ln |Δ(α)| = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
,

Δ̃(α) =
dΔ(α)

dα
, Δ(α) =

δ(α)

f3(α)
,

(6)
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а для некоторых λ03, λ
1
k ∈ R, k = 1, 2, 3, — равенства

F3(α) = λ03
d

dα

Δ2(α)

2
= λ03Δ̃(α)Δ(α);

F 1
k (α) = λ1kf3(α)

d

dα
Δ(α) = λ1kΔ̃(α)f3(α), k = 1, 2, 3.

(7)

Условие (6) назовем «геометрическим», а условия из груп-
пы (7) — «энергетическими». При этом λ11 = λ12 = λ1.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (6) и (7). Тогда си-
стема (3)–(5) обладает четырьмя независимыми, вообще гово-
ря, трансцендентными первыми интегралами [5, 6].

В общем случае первые интегралы выписываются громозд-
ко. В частности, если κ = −1, λ1 = λ13, явный вид ключевого
интеграла таков:

Θ1(z3, z;α) = G1

(
z3

Δ(α)
,

z

Δ(α)

)
=

=
f23 (α)(z

2
3 + z2) + (b− λ1)z3δ(α)f3(α)− λ03δ

2(α)

zδ(α)f3(α)
= C1.

(8)

При этом дополнительный первый интеграл для системы
(3) имеет следующий структурный вид:

Θ2(z3, z;α) = G2

(
Δ(α),

z3
Δ(α)

,
z

Δ(α)

)
= C2 = const. (9)

Первый интеграл для системы (4) будет иметь вид

Θ3(z∗;β1) =
√
1 + z2∗
Φ(β1)

= C3 = const, (10)

а дополнительный первый интеграл, «привязывающий» (5):

Θ4(β1, β2) = β2 ±
β1∫

β1,0

C3g(b)√
C2
2Φ

2(b)− C2
3

db = C4 = const. (11)
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Теорема 2. Если для систем вида (3)–(5) выполняются геомет-
рическое и энергетические свойства (6), (7), то у нее также
существуют функционально независимые между собой следую-
щие четыре инвариантные дифференциальные формы с транс-
цендентными коэффициентами:

ρ1(z3, z;α)dz3 ∧ dz ∧ dα,
ρ1(z3, z;α) =

= exp

{
(b+ λ1)

∫
du3

U2(C1, u3)

}
u23 + u2 + (b− λ1)u3 − λ03

u
;

ρ2(z3, z;α)dz3 ∧ dz ∧ dα, ρ2(z3, z;α) =

= Δ(α) exp

{
(b+ λ1)

∫
du3

U2(C1, u3)

}
exp

{
−
∫

(b+ u3)du3
U2(C1, u3)

}
;

ρ3(z∗;β1) =
1√

1 + z2∗
dz∗ ∧ dβ1

(после замены независимого переменного в системе (4));
ρ4(z3;α, β1, β2)dz3 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ dβ2,

ρ4(z3;α, β1, β2) = exp

{
(b+ λ1)

∫
du3

U2(C1, u3)

}
·Θ4(β1, β2),

но зависимые с первыми интегралами (8)–(11).

1. Козлов В.В. Тензорные инварианты и интегрирование дифферен-
циальных уравнений // Успехи мат. наук. 2019. Т. 74, № 1. С. 117–
148.

2. Шамолин М.В. Интегрируемые динамические системы с диссипа-
цией. Кн. 1. Твердое тело в неконсервативном поле. М.: ЛЕНАНД,
2019.

3. Шамолин М.В. Интегрируемые динамические системы с диссипа-
цией. Кн. 2. Закрепленные маятники разной размерности. М.: ЛЕ-
НАНД, 2021.

4. Шамолин М.В. Новые случаи однородных интегрируемых систем
с диссипацией на касательном расслоении трехмерного многообра-
зия // Доклады РАН. Математика, информатика, процессы управ-
ления. 2020. Т. 495, № 1. С. 84–90.

141



5. Шамолин М.В. Новые случаи однородных интегрируемых систем
с диссипацией на касательном расслоении четырехмерного много-
образия // Доклады РАН. Математика, информатика, процессы
управления. 2021. Т. 497, № 1. С. 23–30.

6. Козлов В.В. Рациональные интегралы квазиоднородных динамиче-
ских систем // Прикл. матем. и механ. 2015. Т. 79, № 3. С. 307–316.

О качественных характеристиках точек
равновесия и циклов

непрерывно-дискретных систем
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С.В. Акманова
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Многие задачи, возникающие в различных приложениях,
приводят к динамическим моделям, содержащим одновременно
фазовые переменные и уравнения как с непрерывным, так и с
дискретным временем. Такие модели часто называют непрерыв-
но-дискретными или гибридными. Интерес к исследованию раз-
личных классов непрерывно-дискретных систем (НДС) постоян-
но возрастает (см., например, [1, 2]).

При изучении НДС одними из основных являются подходы,
базирующиеся на переходе от исходной системы к равносильной
(в естественном смысле) динамической системе с непрерывным
временем или динамической системе с дискретным временем. В
первом случае возникают дифференциальные уравнения с пере-
ключениями, что вызывает сложности качественного характера.
Во втором случае возникают дискретные системы; при таком под-
ходе теряется информация о поведении исходной НДС в проме-
жутках между моментами переключения.
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В настоящей статье обсуждаются некоторые вопросы ка-
чественного характера, связанного со вторым из указанных под-
ходов. А именно обсуждаются вопросы о точках равновесия и
циклах НДС, об их устойчивости, о сценариях локальных бифур-
каций, при этом в качестве бифуркационного параметра выбира-
ется шаг дискретизации.

Рассматривается НДС{
x′(t) = f(x(t)), y(tk)), tk � t < tk+1 ,

y(tk+1) = g(x(tk+1), y(tk)), k = 0, 1, 2, . . .
(1)

Здесь x ∈ Rn, y ∈ Rm — векторы, характеризующие поведение
соответственно непрерывной и дискретной части динамической
системы; моменты времени tk задают равномерную сетку c ша-
гом h > 0: 0 = t0 < t1 = t0 + h < t2 = t1 + h < . . . < tk+1 =
tk+h < . . . . Участвующие в системе (1) функции f(x, y) и g(x, y)
являются непрерывно дифференцируемыми и порождают опера-
торы f : Rn ×Rm → Rn и g : Rn ×Rm → Rm. Функционирование
системы (1) осуществляется по стандартной схеме.

Обозначим через Uh : R
n × Rm → Rn оператор сдвига по

траекториям системы x′ = f(x, y) за время от t = 0 до t = h.
Оператор Uh ставит в соответствие вектору (x0, y0) ∈ Rn × Rm

вектор x1 = x(h) ∈ Rn; здесь x(t) — решение задачи Коши

x′ = f(x, y0), x(0) = x0.

Таким образом, имеем Uh(x0, y0) = x1.
Перейдём от НДС (1) к дискретной динамической системе

(ДДС) вида{
xk+1 = Uh(xk, yk),
yk+1 = g(Uh(xk, yk), yk), k = 0, 1, 2, . . .

(2)

Система (2) фиксирует значения решений исходной системы (1)
в моменты времени t = 0, t = h, t = 2h и т.д., но при этом
теряется информация о поведении решения исходной системы в
промежутках 0 < t < h, h < t < 2h и т.д.

На первом этапе проводится исследование взаимосвязи то-
чек равновесия ДДС (2) и решений исходной НДС (1). Здесь уста-
навливаются следующие утверждения.
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Теорема 1. Каждой точке равновесия (x∗, y∗) ДДС (2) соот-
ветствует h-периодическое решение x = ϕ0(t), y = y∗ НДС (1)
такое, что ϕ0(0) = ϕ0(h) = x∗.

Так как в моменты переключения t = tk поведение НДС (1)
перестраивается, то возникает естественный вопрос о том, будет
ли существующая в условиях теоремы 1 функция x = ϕ0(t) непре-
рывно дифференцирумой при всех t. Здесь ответ положительный.

В важном частном случае, когда дифференциальное урав-
нение в системе (1) является скалярным, утверждение теоремы 1
уточняется.

Теорема 2. Если n = 1, то точка равновесия (x∗, y∗) ДДС (2)
является и точкой равновесия исходной НДС (1).

Рассмотрим теперь вопрос о взаимосвязи циклов ДДС (2)
и решений исходной НДС (1).

Теорема 3. Пусть ДДС (2) имеет цикл периода q (q � 2):

(x∗0, y
∗
0), (x

∗
1, y

∗
1), . . . , (x

∗
q−1, y

∗
q−1)︸ ︷︷ ︸, (x∗0, y∗0), (x∗1, y∗1), . . . , (x∗q−1, y

∗
q−1)︸ ︷︷ ︸,

. . . , (x∗0, y
∗
0), (x

∗
1, y

∗
1), . . . , (x

∗
q−1, y

∗
q−1)︸ ︷︷ ︸, . . . .

Тогда НДС (1) имеет qh-периодическое решение

x = ϕ0(t), y = y∗j , j = 0, 1, . . . , q − 1,

так что ϕ0(0) = x∗0, ϕ0(h) = x∗1, . . . , ϕ0((q − 1)h) = x∗q−1.

Отметим, что существующая в условиях теоремы 3 функ-
ция x = ϕ0(t) уже не обязательно непрерывно дифференцирума
при всех t: гладкость может нарушаться в моменты переключе-
ния t = tk.

НДС (1) и соответствующая ей ДДС (2) зависит от шага h,
который можно рассматривать как параметр соответствующих
уравнений. При изменении этого параметра могут изменяться та-
кие качественные характеристики точек равновесия или циклов
как устойчивость, гиперболичность, топологический тип и др. В

144



этой связи возникает вопрос о возможных при этом сценариях би-
фуркаций. На втором этапе изучения характеристик взаимосвязи
НДС (1) и ДДС (2) анализируется вопрос о том, как локальные
бифуркации в окрестностях точек равновесия и циклов ДДС (2)
отражаются на динамике НДС (1). Рассматриваются основные
сценарии бифуркаций: кратного равновесия, удвоения периода и
Андронова-Хопфа.
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О качественном поведении решений
ограниченной задачи трех тел в окрестности

прямолинейной точки либрации L3
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Одной из наиболее интересных задач небесной механики яв-
ляется плоская ограниченная задача трех тел (ПОЗТТ). В ней
рассматривается система, состоящая из трех материальных то-
чек M0, M1 и M , при этом масса тела M пренебрежимо мала по
сравнению с массами тел M0 и M1 так что тело M практически
не оказывает никакого влияния на тела M0 и M1, но само ими
притягивается и движется в плоскости движения тел M0 и M1.
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В настоящей работе рассматривается ПОЗТТ в следующей
постановке (см., например, [1, 2]). Пусть m0 = 1− μ и m1 = μ —
массы тел M0 и M1; величину μ (0 < μ < 1) обычно называют
параметром масс. Движение тела M малой массы описывается
системой дифференциальных уравнений:{

x′′ − 2y′ = ρ(ε, t)[x− F (x, y, μ)] ,
y′′ + 2x′ = ρ(ε, t)[y − yG(x, y, μ)] ;

(1)

здесь ρ(ε, t) =
1

1 + ε cos t
, ε — эксцентриситет (0 � ε < 1),

F (x, y, μ) =
(1− μ)(x− μ)

r31
+
μ(x+ 1− μ)

r32
, G(x, y, μ) =

1− μ

r31
+
μ

r32
;

здесь r1 =
√
(x− μ)2 + y2, r2 =

√
(x+ 1− μ)2 + y2. При ε = 0

имеем круговую ПОЗТТ, а при 0 < ε < 1 — эллиптическую
ПОЗТТ.

Известно, что ПОЗТТ имеет пять точек равновесия, кото-
рые называют точками либрациисистемы (1). Они подразделя-
ются на прямолинейные (эйлеровы) L1, L2 и L3 и треугольные
(лагранжевы) L4 и L5 точки либрации (рис. 1).

Рис. 1: Точки либрации системы (1) (O – центр масс тел M0 и M1)

Имеется много работ, посвященных исследованию различ-
ных аспектов поведения тела M малой массы в окрестностях то-
чек либрации (см., например, [1–3] и имеющуюся там библио-
графию). В настоящей работе обсуждаются некоторые вопросы,
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связанные с изучением поведения тела M малой массы в окрест-
ности прямолинейной точки либрации L3. Рассматривается один
из наиболее актуальных случаев, когда масса телаM0 существен-
но превосходит массу тела M1, т.е. параметр μ является малым.
При рассмотрении эллиптической задачи предполагается также,
что эксцентриситет ε является малым.

Приведем основные этапы исследования. На первом этапе
изучается круговая задача, т.е. в (1) полагается ε = 0. Путем
введения новых переменных u1 = x , u2 = y , u3 = x′ − y , u4 =
y′ + x , перейдем от (1) к равносильной гамильтоновой системе

u′1 = u2 + u3 ,
u′2 = −u1 + u4 ,
u′3 = u4 − F (u1, u2, μ) ,
u′4 = −u3 − u2G(u1, u2, μ)

⎫⎪⎬⎪⎭ (2)

с гамильтонианом

H(u1, u2, u3, u4;μ) =
u23 + u24

2
+ u2u3 − u1u4 − Ω(u1, u2;μ) ;

здесь Ω(u1, u2;μ) =
1− μ

r1
+
μ

r2
.

Показано, что система (2) при малых μ > 0 имеет точку

равновесия u∗(μ) = (x∗(μ), 0, 0, x∗(μ)), где x∗(μ) = 1+
5

12
μ+O(μ2).

Это постоянное решение u∗(μ) системы (2) соответствует прямо-
линейной точке либрации L3 системы (1).

Далее изучаются спектральные характеристики матрицы
Якоби B(μ) правой части системы (2), вычисленной в точке рав-
новесия u∗(μ). Показано, что собственные значения этой матрицы
представимы в виде

λ1,2(μ) = ±
√

21

8
μ+O(μ) , λ3,4(μ) = ±i

(
1 +

7

8
μ+O(μ2)

)
.

На основе этих результатов строится центральное многообразие
системы (2) в окрестности точки равновесия u∗(μ) и показывает-
ся, что на нем фазовый портрет нелинейной системы (2) имеет
тип «центр».
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На втором этапе полученные результаты используются при
изучении эллиптической задачи в предположении, что эксцентри-
ситет ε > 0 является малым. Здесь основное внимание уделяется
задаче о параметрическом резонансе и, в частности, задаче по-
строения резонансных кривых в плоскости Π параметров μ и ε.
При этом используются результаты, полученные в [4, 5].
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Теория управления и
дифференциальные игры

On stabilization of bilinear control
state-dependent impulsive dynamical systems

T. S. Bykova, V.A. Zaitsev
Izhevsk, Udmurt State University

e-mail: tsbykova@gmail.com, verba@udm.ru

Consider a bilinear control state-dependent impulsive dynam-
ical system

ẋ(t) = Ax(t) + uBx(t), x(t) /∈ Z, (1)
Δx(t) = Dx(t), x(t) ∈ Z. (2)

Here t ∈ [0,+∞); x(t) ∈ Rn is a state; A,B,D are real constant
n × n-matrices; Z ⊂ Rn is a resetting set; Δx(t) = x(t+) − x(t),
x(t+) := limε→+0 x(t+ ε), x(t) ∈ Z; u ∈ R is a control. The differ-
ential equation (1) determines the continuous-time dynamics of the
impulsive system, and the difference equation (2) defines the reset-
ting law [1, p. 12]. We suppose that the control in (1) is constructed
as state feedback

u = û(x), (3)

so the closed-loop system has the form

ẋ(t) = Ax(t) + û
(
x(t)
)
Bx(t), x(t) /∈ Z, (4)

Δx(t) = Dx(t), x(t) ∈ Z. (5)

We will assume that the function (3) is continuous. the solution to
(4) with the initial condition x(0) = x0 is jointly continuous in t and
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in the initial state x0 between resetting events [1, p. 12]. Concerning
the set Z, we assume that: (a) if x ∈ Z, then x+Dx = (I+D)x /∈ Z.
In addition, we assume, for any trajectory x(t) of (4), that: (b) if at
time t the trajectory x(t) ∈ Z\Z, then there exists ε > 0 such that for
all 0 < δ < ε we have x(t+δ) /∈ Z. It follows from these assumptions
that for a particular initial condition x(0) = x0, the resetting times
τk(x0) = tk are distinct and well defined. From condition (a), it
follows, in particular, that 0 /∈ Z.

System (1), (2) has the zero solution ξ(t) ≡ 0, t ∈ [0,+∞).
Definitions of stability (asymptotic stability etc.) of the zero solu-
tion to the impulsive system (1), (2) have the standart form (see,
e.g., [1, Section 2.3]). We study the problem of global asymptotic
stabilization of the zero solution to system (1), (2): one needs to con-
struct a continuous state feedback control law (3) with û(0) = 0 such
that the zero solution of the closed-loop system (4), (5) is globally
asymptotically stable.

First, consider the free impulsive dynamical system

ẋ(t) = Ax(t), x(t) /∈ Z, (6)
Δx(t) = Dx(t), x(t) ∈ Z. (7)

Denote F := D + I. Suppose that the following condition holds:
(i) There exists a matrix P = P T > 0 such that

xT (ATP + PA)x ≤ 0, x /∈ Z,
xT (F TPF − P )x ≤ 0, x ∈ Z.

Then, by [1, Theorem 2.1], the zero solution of the free system (6), (7)
is Lyapunov stable (non-asymptotically).

Theorem. Suppose that condition (i) holds and the following condi-
tion holds:

(ii) The set

R .
= {x ∈ Rn : x /∈ Z, xT (ATP + PA)x = xT (BTP + PB)x = 0}∪

∪{x ∈ Rn : x ∈ Z, xT (F TPF − P )x = 0}

contains no positively invariant set other than the set {0}.
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Then state feedback (3) with the control law

û(x) = −xT (BTP + PB)x

globally asymptotically stabilizes the zero solution of system (1), (2).

The theorem generalizes the well-known results on stabilization
for bilinear systems without impulses (i.e., when Z = ∅).

The work is supported by the Ministry of Science and Higher Education
of the Russian Federation in the framework of state assignment No. 075-01265-
22-00, project FEWS-2020-0010.
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Generalized solutions of differential equations
with Lie algebra structure

B.M. Miller
Moscow, IITP RAS, and Monash University, VIC, Melbourne,

Australia
e-mail: bmiller@iitp.ru

Consider the system described by the differential equation,
which is affine in an unbounded control

Ẋ(t) = B(X(t), t)w(t), (1)

with control w ∈ K, where K ∈ Rm is a convex cone. The control
w(t) corresponds to the controls which are unbounded in the norm
but restricted in the integral sense so that w(t) satisfies the constraint∫ T

0
‖w(t)‖dt ≤M <∞,
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with some constant M.
The equation in (1) is affine with respect to a control variable

w(t). This type of controls admits the generalized inputs such as δ-
functions which could produce the jumps of phase variable X(t) [1].
The general representation of solution is given by Theorem 2.14 [2].

Suppose that f(x) and g(x) are two smooth vector-fields in Rn.

Definition 1. The product or the Lie bracket [f, g] of two smooth
vector-fields in Rn will be defined as

[f, g](x) = f ′x(x)g(x)− g′x(x)f(x),

where f ′x(x), g′x(x) are (n × n) matrices of partial derivatives of the
vector-field components. If [f, g] = 0, then the pair of the vector-
fields f, g will be called commutative.

Theorem 1. In the commutative case that is if the columns of matrix
function B(x, t) satisfies [Bi, Bj ] = 0 for all i, j the general solution
of the system

Ẋ(t) =
N∑
i=1

Bi(X(t))wi(t) (2)

with the initial condition X(0) = x0, admits the representation

X(t) = ΦN (ξN (t),ΦN−1(ξN−1(t), . . . ,Φ(ξ1(t), x0) . . .)), (3)

where ξk =
t∫
0

wk(s)ds, and Φk(t, y) is the solution of the differential

equation
ẏ(t) = Bk(y(t)), y(0) = y.

The same representation one can be obtained if the columns of
matrix function B(x, t) are in involution.

Definition 2. The set of the vector-fields {fi(x), i = 1, . . . , N} will
be called involutive if the Lie brackets of any fi, fj are the linear
combinations of {fi(x), i = 1, . . . , N}, i.e. there exists the set of
constants {cki,j , i, j, k = 1, . . . , N} such that

[fi, fj ] =

N∑
k=1

cki,jfk. (4)
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The set {cki,j , i, j, k = 1, . . . , N} will be called the set of structural
constants of the Lie algebra L{f1, f2, . . . , fN} generated by vector-
fields {fi(x), i = 1, . . . , N}.

Theorem 3. If the columns of matrix function B(x, t) are in invo-
lution the general solution of (2) admits representation (3), where
functions �ξ(t) = {ξi(t)} corresponding to controls �w(t) = {wi(t)} are
the solution of the system

L(�ξ)�̇ξ(t) = �w(t), �ξ(0) = 0,

where analytical functions Li,j depend on the structural constants of
the Lie algebra L{B1, B2, . . . , BN}.

To obtain the representation like (3) in a general case, when
functions {fi} are in involution (see Def. 2), we need the following

Lemma 1. Let Φi(ξ, y) ∈ RN , where ξ ∈ R1, y ∈ RN , be a solution
of the differential equation

∂

∂ξ
Φi(ξ, y) = fi(Φi(ξ, y))

with the initial condition

Φi(0, y) = y.

Suppose that the set of functions {fi, i = 1, . . . , N} satisfies (4), so
they are in involution. Then for any i, j = 1, . . . , N we have the
relation

∂Φi(ξ, y)

∂y
fj(y) =

N∑
k=1

γkij(ξ)fk(Φi(ξ, y)),

where γkij(ξ) are the analytical functions depending on the structural
constants of the Lie algebra L{f1, . . . , fN} only.

The detailed derivations of further relations are in [1, pp. 178–
185] and in [2, pp. 236–244]. Some examples of these methods applied
to systems with involution properties are given in the above mono-
graphs.
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The stability of completely controllable
systems

A.Ya. Narmanov, G.M. Abdishukurova
Tashkent, National University of Uzbekistan

e-mail: narmanov@yandex.ru, abdishukurova.guzal93@yandex.ru

Let us consider the control system

ẋ = f(x, u), x ∈M,u ∈ U ⊂ Rm, (1)

where M is a connected smooth (class C∞) manifold of dimension
n, for each u ∈ U the vector the field f (·, u) is smooth of class C∞,
and the mapping f : M × U → TM is continuous, U is compact set.

Admissible controls for the system (1) are piecewise constant
functions u : [0, T ] → U, where 0 < T <∞.We say that from a point
x1 ∈ M one can get to a point x2 ∈ M in time T if there exists a
trajectory x : [0, T ] → M of system (0.1) such that x(0) = x1 and
x(T ) = x2.

The set of points M from which one can get to η ∈ M will be
called the set controllability with the target point η and denote by
Gη. By definition, we put η ∈ Gη for for η ∈M.

Let M be a smooth manifold of dimension n, D be the family
of smooth vector fields defined on the manifold M. The family D
may contain a finite or infinite number of smooth vector fields.

For a point x ∈M, by t→ Xt(x) we denote the integral curve
of the vector of the field X passing through the point x at t = 0.

Definition 1. The orbit L(x) of a family D of vector fields passing
through a point x is defined as the set of points y from M for which

154



there are real numbers t1, t2, . . . , tk and vector fields X1, X2, . . . , Xk

from D (where k is an arbitrary natural number) such that

y = Xtk
k (X

tk−1

k−1 (. . . (X
t1
1 (x)) . . .)).

It was proved in [2, 3] that each orbit of a family of smooth
vector fields has a differential structure with respect to which it is a
smooth submanifold immersed in M .

Definition 2. An orbit L is called proper if the canonical injection
i : L → M is an injection, that is, when the topology of the leaf
coincides with the induced topology from M.

Control system (1) generates a family of vector fields

D = {f(·, u) : u ∈ U}. (2)

Consequently, the set Gη is a subset of the orbit L(η) of the family
D for every η ∈M .

Definition 3. We say that system (1) is controllable from the point
η if Gη = L(η).

Definition 4. We say that system (1) is completely controllable on
L(η0) if Gη = L(η0) for every η ∈ L(η0) where η0 ∈M .

Let L = L(η0) be some orbit of the family D, and system
(1) is completely controllable on L. Consider the question of under
what conditions completely controllable system (1) on L(η0) will be
completely controllable on orbits L(η0) if the point η is sufficiently
close to η0.

In the case when the orbit L is a compact set, this question
was solved in [4]. By using Reeb stability theorem following theorem
was proved in [4].

Theorem 1. Let L0 is a compact leaf of a foliation F with a finite
holonomy group. Then, if system (1) is completely controllable on L0,
then it is completely controllable on leaves sufficiently close to L0.
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By Reeb’s theorem, if L0 is a compact leaf with a finite holon-
omy group, then for every open set V containing L0 there exists an
open invariant set U such that L0 ⊂ U ⊂ V , U consists of compact
leaves.

Thus, Reeb’s theorem allows one to obtain a sufficient condition
for the local stability of a completely controllable system in the case
when L0 is compact.

As examples show, this theorem is not true if L0 is a non-
compact leaf or L0 is a compact leaf whose holonomy group is not a
finite group.

Definition 5. A control system (1) is called normally-locally con-
trollable (in short, N -locally controllable) near a point p ∈ L(η), if
for any T > 0 there exists a neighborhood V of the point p in L(η),
such that from each point of the set V one can reach the point p in
time less than T .

Definition 6. We say that system (1) is completely controllable (or
N -locally controllable) on an invariant set S ⊂M , if it is completely
controllable (or N -locally controllable) on each leaf from S.

Let L0 be a proper leaf of F . Suppose that for each point
x ∈ L0 there exists a number r = rx > 0 such that for each horizontal
curve

h : [0, 1] → Ur = {y ∈M : ρ(y, L0) < r}
starting at x, and for each path v : [0, 1] → L0 starting at x = h(0)
(vertical path), there exists a continuous mapping (vertical-horizontal
homotopy) ψ : [0, 1]×[0, 1] →M such that ψ(t, 0) = v(t) for t ∈ [0, 1],
ψ(0, s) = h(s) for s ∈ [0, 1].

Under this condition it takes place [1].

Theorem 2. Let dimAx(D) = n − 1 for all x ∈ M , and F is a
transversally orientable foliation, L0 be a relatively compact proper
leaf with a finitely generated fundamental group. Then, if the holon-
omy group of the leaf L0 is trivial. If system (1) is N -locally control-
lable on L0 (closure in M), then there exists an invariant neighbor-
hood V of the leaf L0 such that system (1) is completely controllable
on each leaf from V.
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Now let us return to the case dimAx(D) = k for all x ∈ M ,
where 0 < k < n. In this case, F is a k-dimensional foliation. Sup-
pose that the foliation F is a Riemannian foliation with respect to
the Riemannian metric g. The following result was obtained in [1].

Theorem 3. Let (M, g) be a complete Riemannian manifold and L0

is relatively compact leaf of the foliation F. Then, if system (1) is
N -locally controllable on L̄0 (the closure of L0) then there exists an
invariant neighborhood V of the leaf L0 such that on each leaf of V
the system (1) is completely controllable.
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On block eigenvalues assignment by linear
state feedback for block linear control systems

V.A. Zaitsev, I. G. Kim
Izhevsk, Udmurt State University

e-mail: verba@udm.ru, kimingeral@gmail.com

Let Ps = Ps(C) be a set of s-order square complex matrices
that commute in pairs; Mp,q(Ps) be the set of matrices partitioned
into p× q blocks each belonging to Ps(C); Mp(Ps) :=Mp,p(Ps). The
matrices in Mp,q(Ps) are complex ps× qs-matrices.
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Given a matrix A ∈ Mm(Ps), we consider matrices Λ ∈ Ps(C)
such that there exists a matrix X ∈Mm,1(Ps), of full rank, satisfying

AX = XΛ.

Λ is called a block eigenvalue of the matrix A, and X, of full rank, is
the corresponding block eigenvector of the matrix A [1].

The well-known important result is that the eigenvalues of Λ
are eigenvalues of A [2]. A set of block eigenvalues of a matrix is a
complete set if the set of all the eigenvalues of these block eigenvalues
is the set of eigenvalues of the matrix [2].

By the formal determinant of a matrix F ∈ Mr(Ps) we mean
the matrix detF which we obtain by developing the determinant of
F , considering the (commuting) blocks as elements. By DetG we
denote the determinant of a matrix G. It is known [3] that

DetF = Det (detF ).

Consider a block linear control system

ẋ = Ax+Bu, x ∈ Cns, u ∈ Cs,

A ∈Mn(Ps), B ∈Mn,1(Ps).
(1)

Suppose that the controller in system (1) is constructed as linear
state feedback

u = Qx, Q ∈M1,n(Ps). (2)

The closed-loop system has the form

ẋ = (A+BQ)x, x ∈ Cns. (3)

For control systems defined by differential equation systems of high
orders, the block matrix eigenvalues assignment problems by means
of state and output feedback were studied in [4]. For system (1),
consider a block eigenvalues assignment problem by linear state feed-
back (2).

We will say that, for linear control system (1), the complete set
of block eigenvalues is arbitrary assignable by linear state feedback
(2), if for any matrices Λj ∈ Ps(C), j = 1, n, there exists a matrix
Q ∈ M1,n(Ps) such that the complete set of block eigenvalues of the
matrix A+BQ of the closed-loop system (3) is {Λ1, . . . ,Λn}.
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Theorem. For linear control system (1), the complete set of block
eigenvalues is arbitrary assignable by linear state feedback (2) if and
only if

rank [B,AB, . . . , An−1B] = ns.

The theorem generalizes well-known results for the scalar (i.e.,
for s = 1) eigenvalue assignment problem by linear state feedback.

The work is supported by the Russian Foundation for Basic Research,
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Одновременная многократная поимка
группы убегающих

А.И. Благодатских
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: aiblag@mail.ru

В пространстве Rk (k � 2) рассматривается дифференци-
альная игра Γ n+m лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и m убега-
ющих E1, . . . , Em с законами движения и начальными условиями

Pi : ẋi = A(t)xi + ui, ui ∈ U(t), xi(t0) = X0
i , i ∈ I(n),

Ej : ẏj = A(t)yj + v, v ∈ U(t), yj(t0) = Y 0
j , j ∈ I(m),

(1)
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где xi, yj ∈ Rk, A(t) — непрерывная на [t0,∞) квадратная мат-
рица порядка k, U(t) ∈ comp(Rk) — многозначное отображе-
ние, непрерывное в метрике Хаусдорфа на [t0,∞), множество
I(q) = {1, . . . , q} для всех q � 1.

Управления из класса измеримых по Лебегу функций на
[t0,∞) со значениями из множества U(t) будем называть допу-
стимыми.

Пусть σ — некоторое разбиение

t0 = θ0 < θ1 < · · · < θq < . . .

интервала [t0,∞), не имеющее конечных точек сгущения.

Определение 1. Кусочно-программной стратегией убегающих
Ej , соответствующей разбиению σ, будем называть семейство
отображений, ставящих в соответствие θq, xi(θq), yj(θq) допусти-
мое управление v(t), определенное для t ∈ [θq, θq+1), то есть для
всех q = 0, 1, 2, . . .

v(t) = v
(
t, θq, xi(θq), yj(θq)

)
, t ∈ [θq, θq+1).

Здесь и далее, если θq+1 не определен (θq — последняя точка раз-
биения σ), то считаем θq+1 = ∞.

Действия убегающих можно трактовать следующим обра-
зом: имеется центр, который для всех убегающих выбирает одно
и то же управление v(t).

Определение 2. Кусочно-программной контрстратегией пре-
следователей Pi, соответствующей разбиению σ, будем назы-
вать семейство отображений, ставящих в соответствие θq, xi(θq),
yj(θq) и допустимому управлению v(s), s ∈ [θq, θq+1) убегающих
Ej допустимые управления ui(t), определенные для t ∈ [θq, θq+1),
то есть для всех q = 0, 1, 2, . . .

ui(t) = ui
(
t, θq, xi(θq), yj(θq), v(s), s ∈ [θq, θq+1)

)
, t ∈ [θq, θq+1).

Для каждого q = 1, 2, . . . , n определим множество

Ω(q) =
{
{i1, i2, . . . , iq} : i1 < i2 < · · · < iq, i1, i2, . . . , iq ∈ I(n)

}
.
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Определение 3. В игре Γ возможна b-кратная поимка
(
не-

строгая одновременная b-кратная поимка
)
, если существует ко-

нечный момент T0 такой, что для любых разбиения σ и кусочно-
программной стратегии убегающих Ej , существуют такие кусоч-
но-программные контрстратегии преследователей Pi, что найдут-
ся множество Λ ∈ Ω(b), номера jα ∈ I(m) и моменты τα ∈ [t0, T0](
момент τ ∈ [t0, T0]

)
, α ∈ Λ, для которых

xα(τα) = yjα(τα)
(
xα(τ) = yjα(τ)

)
при всех α ∈ Λ.

Определение 4. В игре Γ возможна одновременная b-кратная
поимка, если существует конечный момент T0 такой, что для
любых разбиения σ и кусочно-программной стратегии убегаю-
щих Ej , существуют такие кусочно-программные контрстратегии
преследователей Pi, что найдутся множество Λ ∈ Ω(b), номера
jα ∈ I(m) и момент τ ∈ [t0, T0], α ∈ Λ, для которых

xα(τ) = yjα(τ), xα(s) �= yjα(s) при всех s ∈ [t0, τ), α ∈ Λ.

Отметим, что при b = 1 определения поимок совпадают (в
этом случае будем говорить, что в игре Γ возможна поимка). Если
b � 2, то возможность b-кратной поимки является необходимым
условием осуществления нестрогой одновременной b-кратной по-
имки, которая, в свою очередь, необходима для реализации од-
новременной b-кратной поимки.

Введем обозначения: S(a, b) — шар в Rk с центром в точке a
радиуса b; O — квадратная нуль-матрица порядка k, 0 — начало
координат в Rk.

Теорема 1. Пусть A(t) ≡ O (задача простого преследования),
m = 1 (одного убегающего), U(t) ≡ S(0, 1) (с максимальными по
модулю скоростями игроков равными 1). Тогда для осуществле-
ния одновременной b-кратной поимки необходимо и достаточ-
но, чтобы Y 0

1 ∈ Intco{X0
p , p ∈ K} для всех множеств K ∈

Ω(n− b+ 1).

Теорема 2. Пусть A(t) ≡ O (задача простого преследования),
m � 2 (группы убегающих), U(t) ≡ S(0, 1) (с максимальны-
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ми по модулю скоростями игроков равными 1). Тогда для осу-
ществления одновременной b-кратной поимки достаточно, что-
бы для каждого i ∈ I(n) нашелся такой номер ji ∈ I(m), что
0∈ Intco{X0

p − Y 0
jp
, p ∈ K} для всех множеств K ∈ Ω(n− b+ 1).

Пример 1. В R2 рассмотрим игру Γ1 2 + 2q (q � 1) лиц: пре-
следователей P1, . . . , P1+2q (n = 1 + 2q) и убегающего E1 (m = 1)
вида (1), где A(t) ≡ O,

U(t) ≡ S

((
0
0

)
, 1

)
, X0

i =

⎛⎜⎝ cos
2πi

1 + 2q

sin
2πi

1 + 2q

⎞⎟⎠,
i ∈ I(1 + 2q), Y 0

1 =

(
0
0

)
.

Отметим, что X0
1 , . . . , X

0
1+2q образуют правильный (1+2q)-уголь-

ник с центром в Y 0
1 . При b = 1, . . . , q условие, указанное в теореме

1, выполнено, а при b � q + 1 — не выполнено. Из теоремы 1
следует

Утверждение 1. В игре Γ1 возможна одновременная q-кратная
поимка, причем поимка большей кратности невозможна.

Пример 2. В R2 рассмотрим игру Γ2 5 лиц: преследователей
P1, P2, P3 (n = 3) и убегающих E1, E2 (m = 2) вида (1), где A(t) ≡
O, U(t) ≡ S

(
(0, 0)T, 1

)
,

X0
1 =

(
0, 10

)T
, X0

2 =
(
−1,−10

)T
, X0

3 =
(
1,−10

)T
,

Y 0
1 =

(
−10, 0

)T
, Y 0

2 =
(
10, 0

)T
.

Отметим, что

Y 0
1 �∈ Intco{X0

1 , X
0
2 , X

0
3} и Y 0

2 �∈ Intco{X0
1 , X

0
2 , X

0
3}.

Это означает, что если рассмотреть аналогичную игру с одним
убегающим или с двумя убегающими, каждый из которых имеет
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свое независимое управление (v1 и v2), то в ней поимка невоз-
можна (см. теорему 1). В игре Γ2 при b = 1 условие, указанное в
теореме 2, выполнено, например,(

0
0

)
∈ Intco{X0

1 − Y 0
1 , X

0
2 − Y 0

2 , X
0
3 − Y 0

1 } =

= Intco

{(
10
10

)
,

(
−11
−10

)
,

(
11

−10

)}
.

Утверждение 2. В игре Γ2 возможна поимка.

В докладе планируется привести и другие условия разре-
шимости дифференциальных игр вида (1), а также соответству-
ющие им примеры.

1. Благодатских А.И., Петров Н.Н. Конфликтное взаимодействие
групп управляемых объектов. Ижевск: УдГУ, 2009.

2. Blagodatskikh A.I., Petrov N.N. Simultaneous multiple capture of
rigidly coordinated evaders // Dynamic Games and Applications. 2019.
Vol. 9, no. 3, pp. 594–613.

Оптимальные по быстродействию
траектории с неограниченной кривизной

А.С. Бортаковский
Москва, МАИ

e-mail: asbortakov@mail.ru

Рассматривается задача быстродействия для управляемой
динамической системы пятого порядка, описывающей плоское
движение с ограниченным ускорением. Траектории движения
предлагаемой модели отличаются от путей Маркова-Дубинса [1,
2], траекторий машин Айзекса, Ридса–Шеппа [3], Зеликина–Бо-
рисова [4], Бердышева [5] неограниченной кривизной, т.е. до-
пускаются повороты на месте. Такая модель точнее описывает
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возможности некоторых видов дорожных машин и летательных
аппаратов. Угловая скорость модели меняется непрерывно, тем
самым исключаются скачки угловой скорости, характерные для
траекторий машины Дубинса. Описаны оптимальные по быст-
родействию траектории движения предлагаемой модели. Приве-
дены примеры кратчайших траекторий, попадающих в заданное
терминальное положение (цель).

Постановка задачи. Пусть на промежутке времени [0, T ]
движение системы управления описывается уравнениями

ẋ(t) = v(t) sin(γ(t)), ẏ(t) = v(t) cos(γ(t)), v̇(t) = u(t),

γ̇(t) = ω(t), ω̇(t) = ε(t), (1)

где x, y — плоские координаты положения объекта управления;
γ — угол направления движения (вперед), отсчитываемый от
положительного направления оси абсцисс; v, u — линейные ско-
рость и ускорение, ω, ε — угловые скорость и ускорение соответ-
ственно. Управление осуществляется выбором ускорений u и ε,
удовлетворяющих ограничениям |u(t)| � U , |ε(t)| � E , где U и
E — заданные максимальные значения ускорений.

Начальное состояние системы задано

x(0) = x0, y(0) = y0, v(0) = v0, γ(0) = γ0, ω(0) = ω0. (2)

Конечное состояние может задаваться по-разному, в зависимости
от постановки задачи. Для задачи попадания в точечную цель
фиксировано только конечное положение (xT , yT ) объекта управ-
ления

x(T ) = xT , y(T ) = yT ; (3)

для задачи попадания в цель с заданным конечным направлением
движения к равенствам (3) добавляется условие γ(T ) = γT , и,
быть может, еще условие ω(T ) = 0; для задачи остановки объекта
в заданном положении к равенствам (3) добавляется требование
v(T ) = 0. Возможны и другие комбинации конечных условий, в
частности, когда конечное состояние (x(T ), y(T ), v(T ), γ(T ), ω(T ))
фиксировано.

164



Требуется найти наименьшее время T и оптимальный про-
цесс, на котором это время достигается, т.е. решить задачу быст-
родействия.

В постановке задачи возможны дополнительные условия,
отражающие особенности прикладных задач. Это естественное
ограничение линейной скорости: v(t) ∈ [0, V ] при t ∈ [0, T ] , где
V — заданная величина максимальной линейной скорости. Менее
естественно выглядят ограничения V− � v(t) � V+, где V− � 0,
V+ � 0, допускающее отрицательные значения линейной скоро-
сти. Такие значения скорости формально следует понимать как
движение назад (задний ход).

Состав оптимальных траекторий. Применяя принцип
максимума Понтрягина, определяем, что оптимальные траекто-
рии составляются из участков движения с кусочно-постоянными
ускорениями u(t) ∈ {0,±U} и ε(t) ∈ {0,±E}, причем нулевые зна-
чения ускорений являются особыми управлениями. Траектория
системы (1) при постоянных ускорениях находится аналитически.
Плоские координаты выражаются через интегралы Френеля, а
кривизна траектории является дробно-линейной функцией

κ(t) =
ω(t)

v(t)
=
ω0 + εt

v0 + ut
.

Таким образом, оптимальная траектория составляется из типо-
вых участков, каждый из которых представляет собой: либо дугу
спирали (S), когда кривизна изменяется, либо отрезок (L), если
кривизна нулевая, либо точку (P ) в случае бесконечной кривиз-
ны, когда машина разворачивается на месте и ω(t) �= 0, v(t) = 0.
В частности, возможно движение по окружности, когда кривизна
постоянна и отлична от нуля, например при ω0 = 0 и v0 = 0 или
при ε = 0, u = 0, ω0 �= 0 и v0 �= 0. Если v(t) = const �= 0, ε �= 0, то
кривизна линейная, а траектория является клотоидой.

Оптимальные траектории, попадающие в точечную
цель. Рассмотрим решение наиболее простой задачи — наиско-
рейшего достижения точечной цели (3) из нулевого начального
состояния (2). Угловая скорость — не ограничена, движение на-
зад исключено (v(t) � 0), а линейная скорость либо ограничена
v(t) � V , либо нет.
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Оптимальные траектории в зависимости от положения це-
ли имеют вид либо PSSL, либо PSS. В первом случае последний
участок оптимальной траектории прямолинейный. Такая цель
считается дальней. Во втором случае — цель ближняя, а послед-
ний участок — криволинейный. При этом не исключаются слу-
чаи, когда отсутствует тот или иной участок, например, поворот
на месте (P ). Дальняя траектория определяется двумя парамет-
рами, а ближняя — тремя. Поэтому минимизация по моментам
переключения ускорений выполняется довольно просто. Сложнее
показать, что полученные при минимизации параметров траекто-
рии удовлетворяют принципу максимума.

Заключение.Предложена модель плоского движения объ-
екта управления, обобщающая известную модель Маркова–Ду-
бинса. Эта модель имеет более широкий набор оптимальных тра-
екторий, в частности, траектории с участками торможения, пово-
роты на месте, движение задним ходом. Несмотря на разнообра-
зие поведения, решения уравнений движения находятся аналити-
чески, что существенно упрощает построение оптимальных тра-
екторий. Эта модель может быть использована в многочисленных
приложениях, в которых применяется модель Маркова–Дубинса.

1. Марков А.А. Несколько примеров решения особого рода задач
о наибольших и наименьших величинах // Сообщения Харьк. мат.
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C-гарантированное решение
линейно-квадратичной многокритериальной

позиционной динамической задачи при
неопределенности

О.М. Вишнякова
Псков, Псковский государственный университет

e-mail: olvish@mail.ru

Под линейно-квадратичной многокритериальной позици-
онной динамической задачей при неопределенности понимается
упорядоченный набор

〈Σ,U ,Z,J (U,Z, t0, x0)〉 . (1)

Изменение управляемой динамической системы Σ описывается
линейным векторным дифференциальным уравнением

ẋ = A(t)x+ u+ z (2)

с начальными условиями x(t0) = x0. Фазовый n-вектор x ∈ Rn,
управляющее воздействие ЛПР u ∈ Rn, неопределенность z ∈ Rn

и элементы n×n матрицы A(t) предполагаются непрерывными на
отрезке [t0, ϑ]. Пару (t, x) называют позицией; (t0, x0) — началь-
ная позиция. Заканчивается процесс в момент времени ϑ > t0,
причем рассматривается случай, когда момент ϑ фиксирован.
Множество стратегий ЛПР

U = {U ÷ u(t, x) : u(t, x) = P (t)x, ∀ P (·) ∈ Cn×n[0, ϑ]} .

множество неопределенностей

Z = {Z ÷ z(t, x) : z(t, x) = Q(t)x, ∀ Q(·) ∈ Cn×n[0, ϑ]} .

Динамика задачи развертывается следующим образом.
ЛПР выбирает и использует свою конкретную стратегию U ÷
u(t, x) из множества U . Независимо от его выбора, на управляе-
мую систему Σ действует неопределенность Z ÷ z(t, x), Z ∈ Z.
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Затем строится решение однородной системы дифференциаль-
ных уравнений с непрерывными коэффициентами

ẋ = (A(t) + P (t) +Q(t))x, x(t0) = x0 (3)

при u(t) = u(t, x), z(t) = z(t, x, u), формируются реализации
u(t) = u(t, x(t)) = P (t)x выбранной ЛПР стратегии U и реализа-
ция z(t) = z(t, x(t), u(t, x(t))) = Q(t)x действующей на Σ неопре-
деленности Z. На полученных непрерывных тройках

{x(t), u(t), z(t) : t ∈ [t0, ϑ]}

определен векторный критерий

J(U,Z, t0, x0) =
(
J1(U,Z, t0, x0), . . . , JN (U,Z, t0, x0)

)
,

компоненты которого заданы квадратичными функционалами

Ji(U,Z, t0, x0) = x′(ϑ)Rix(ϑ)+

+

∫ ϑ

t0

(u′(t)Diu(t) + z′(t)Liz(t)) dt,
(4)

где постоянные n×n матрицы Ri, Di, Li, (i ∈ N) предполагаются
симметричными. Набор критериев (4) оценивает функциониро-
вание ЛПР с помощью отношения предпочтения по заданному
конусу C ⊂ RN. Для двух векторов J1, J2 ∈ RN:

J1 ≤C J2 ⇔ J2 − J1 ∈ C, J1 �C J2 ⇔ J2 − J1 /∈ C.

Определение. Пара (UC ,J C) ∈ U × RN называется C-гаран-
тированным решением задачи (1), если для заданного простран-
ственного, замкнутого, выпуклого, острого конуса C существует
неопределенность ZC ∈ Z такая, что J C = J (UC , ZC , t0, x0) для
любых U ∈ U , Z ∈ Z, (t0, x0) ∈ [0, ϑ)×RN будет выполнятся:

J (UC , Z, t0, x0) �C J (UC , ZC , t0, x0);

J (UC , ZC , t0, x0) �C J (U,ZC , t0, x0);

при этом N -вектор J (UC , ZC , t0, x0) назовем C-гарантией в за-
даче (1) с начальной позицией (t0, x0).
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Введем вспомогательную антагонистическую игру со ска-

лярной функцией выигрыша Jα =
N∑
i=1

αiJi. Обозначим

R(α) =
N∑
i=1

αiRi, D(α) =
N∑
i=1

αiDi, L(α) =
N∑
i=1

αiLi,

где вектор (α1, . . . , αN ) ∈ C∗.
Для нахождения пары (UC , ZC) применим метод динами-

ческого программирования [2] и утверждения из [1].

Утверждение. Пусть для выпуклого, острого конуса C ∈ RN

существует постоянный вектор α ∈ C∗, такой, что матри-
ца D(α) определена отрицательно (D(α) < 0), а матрица L(α)
определена положительно (L(α) > 0), а также система⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Θ̇1 + 2Θ1A(t) −Θ1D
−1(α)Θ1−

−2Θ1L
−1(α)Θ2 +Θ2L

−1(α)Θ2 = 0n×n,

Θ̇2 + 2Θ2A(t) + Θ1D
−1(α)Θ1−

−2Θ2D
−1(α)Θ1 −Θ2L

−1(α)Θ2 = 0n×n,

с граничными условиями Θ1(ϑ) = Θ1(ϑ) = R(α) имеет про-
должимое на интервал [0, ϑ] решение Θ1(t), Θ2(t). Тогда пара
(UC , ZC), где UC ÷ −D−1(α)Θ1(t)x, ZC ÷ −L−1(α)Θ2(t)x, явля-
ется C-седловой точкой, порождающей C-гарантированное ре-
шение задачи (1) при любом выборе начальной позиции (t0, x0) ∈
[0, ϑ]×Rn.
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Об эквивалентности минимаксных и
вязкостных решений наследственных

уравнений Гамильтона–Якоби
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Екатеринбург, ИММ УрО РАН
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Работа посвящена развитию минимаксного (см., например,
[1]) и вязкостного (см., например, [2]) подходов к понятию обоб-
щенного решения наследственных уравнений Гамильтона–Якоби
(см., например, [3, 4], а также [5]), возникающих в задачах опти-
мального управления и дифференциальных играх для систем с
запаздыванием.

Пусть n ∈ N, h > 0 и T > 0. Через G обозначим множе-
ство пар (t, x(·)) таких, что t ∈ [0, T ] и x(·) ∈ C([−h, t],Rn), где
C([−h, t],Rn) — множество непрерывных функций x : [−h, t] →
Rn. На множестве G введем метрику

ρ
(
(t, x(·)), (τ, y(·))

)
� |t− τ |+ max

ξ∈[−h,T ]
‖x(ξ ∧ t)− y(ξ ∧ τ)‖,

где (t, x(·)), (τ, y(·)) ∈ G, ‖ · ‖ — евклидова норма в Rn, a ∧ b �
min{a, b} для всех a, b ∈ R. Положим G0 � {(t, x(·)) ∈ G : t <
T}. Для (t, x(·)) ∈ G0 рассмотрим множество Lip(t, x(·)) функций
z(·) ∈ C([−h, T ],Rn), которые удовлетворяют условию zt(·) = x(·)
и являются липшицевыми на [t, T ], где zt(·) ∈ C([−h, t],Rn) —
сужение функции z(·) на промежуток [−h, t], то есть zt(ξ) � z(ξ)
для всех ξ ∈ [−h, t].

Функционал ϕ : G → R называется [3, 4] (см. также [5])
ci-дифференцируемым в точке (t, x(·)) ∈ G0, если существуют
такие ∂tϕ(t, x(·)) ∈ R и ∇ϕ(t, x(·)) ∈ Rn, что для каждой функции
z(·) ∈ Lip(t, x(·)) при всех τ ∈ [t, T ] имеет место соотношение

ϕ(τ, zτ (·))− ϕ(t, x(·)) =
= ∂tϕ(t, x(·))(τ − t) + 〈∇ϕ(t, x(·)), z(τ)− x(t)〉+ o(τ − t),
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где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в Rn, функция o(·) может за-
висеть от z(·) и удовлетворяет условию o(δ)/δ → 0 при δ ↓ 0.
Величины ∂tϕ(t, x(·)) и ∇ϕ(t, x(·)) называются ci-производными
ϕ в точке (t, x(·)).

Рассмотрим наследственное уравнение Гамильтона–Якоби

∂tϕ(t, x(·)) +H
(
t, x(·),∇ϕ(t, x(·))

)
= 0, ∀(t, x(·)) ∈ G0. (1)

Искомым здесь является функционал ϕ : G → R, гамильтониан
H задан и удовлетворяет следующим предположениям:

(i) Функционал G× Rn ! ((t, x(·)), s) �→ H(t, x(·), s) ∈ R непре-
рывен.

(ii) Существует число cH > 0 такое, что для всех (t, x(·)) ∈ G и
s, r ∈ Rn

|H(t, x(·), s)−H(t, x(·), r)| � cH(1 + max
ξ∈[−h,t]

‖x(ξ)‖)‖s− r‖.

Следуя [4] (см. также [5]), дадим определения обобщенного
решения уравнения (1) в минимаксном [1] и вязкостном [2] смыс-
лах. Через Φ обозначим множество функционалов ϕ : G → R,
обладающих следующим свойством: каковы бы ни были точка
(t, x(·)) ∈ G и последовательность {(t(k), x(k)(·))}∞k=1 ⊂ G, если

|t− t(k)|+ ‖x(t)− x(k)(t(k))‖+
∫ T

−h
‖x(ξ ∧ t)− x(k)(ξ ∧ t(k))‖dξ → 0

при k → ∞, и существует число α > 0 такое, что ‖x(k)(ξ)‖ � α
для всех ξ ∈ [−h, t(k)] и k ∈ N, то ϕ(t(k), x(k)(·)) → ϕ(t, x(·)) при
k → ∞.

Определение 1. Функционал ϕ ∈ Φ назовем минимаксным ре-
шением уравнения (1), если для любых (t, x(·)) ∈ G0 и s ∈ Rn

найдется функция z(·) ∈ Lip(t, x(·)) такая, что

‖ż(τ)‖ � cH(1 + max
ξ∈[−h,τ ]

‖z(ξ)‖)
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при почти всех τ ∈ [t, T ], и для каждого τ ∈ [t, T ] справедливо
равенство

ϕ(τ, zτ (·))− ϕ(t, x(·)) = 〈s, z(τ)− x(t)〉 −
∫ τ

t
H(ξ, zξ(·), s)dξ.

Рассмотрим ci-субдифференциал функционала ϕ : G→ R в
точке (t, x(·)) ∈ G0:

D−ϕ(t, x(·)) �
{
(p0, p) ∈ R× Rn : ∀z(·) ∈ Lip(t, x(·))

lim inf
τ↓t

ϕ(τ, zτ (·))− ϕ(t, x(·))− p0(τ − t)− 〈p, z(τ)− x(t)〉
τ − t

� 0

}
.

Аналогичным образом с заменой операций «lim inf» на
«lim sup» и знаков «�» на «�» определим ci-супердифференциал
D+ϕ(t, x(·)).
Определение 2. Функционал ϕ ∈ Φ назовем вязкостным ре-
шением уравнения (1), если для любых (t, x(·)) ∈ G0, (p0, p) ∈
D−ϕ(t, x(·)) и (q0, q) ∈ D+ϕ(t, x(·)) имеют место неравенства

p0 +H(t, x(·), p) � 0, q0 +H(t, x(·), q) � 0.

Основным результатом работы является следующая

Теорема. Пусть выполнены предположения (i) и (ii). Тогда
функционал ϕ : G → R является минимаксным решением урав-
нения (1) в том и только том случае, когда ϕ — вязкостное
решение этого уравнения.

В качестве следствия этой теоремы и результатов из [4, 5]
получены достаточные условия существования и единственно-
сти вязкостных решений задач Коши для уравнения (1) и кра-
евого условия ϕ(T, x(·)) = σ(x(·)), где x(·) ∈ C([−h, T ],Rn) и
σ : C([−h, T ],Rn) → R — заданный функционал.

Доказательство теоремы проведено по схеме из [1, теоре-
ма 4.3]. При этом установлено подходящее свойство ci-субдиф-
ференциала, которое служит аналогом свойства субдифференци-
ала из [6]. Сложности, связанные с возможной некомпактностью
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ограниченных замкнутых множеств в пространстве G, преодоле-
ны путем применения вариационного принципа из [7] со специ-
альным образом построенным «калибровочным функционалом»,
конструкция которого восходит к [8] (см. также [5]).
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В теории оптимизации распределенных систем необходи-
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мые условия оптимальности (НУО) особых управлений (ОУ) по-
точечного принципа максимума (ППМ) изучались в основном
для управляемых систем Гурса–Дарбу и близких к ним (см.,
например, обзор и библиографию в [1]). При этом для систем
Гурса–Дарбу рассматривались, как правило, терминальные за-
дачи оптимизации. Опишем некоторые результаты применения
общей схемы [1] изучения ОУ ППМ к задаче оптимизации доста-
точно общего вида для нелинейной системы Гурса–Дарбу

x′′t1t2(t) = g(t, x(t), x′t1(t), x
′
t2(t), u(t)),

t ≡ {t1, t2} ∈ Π ≡ [0, 1]2,
(1)

x(t1, 0) = ϕ1(t
1), t1 ∈ [0, 1]; x(0, t2) = ϕ2(t

2), t2 ∈ [0, 1], (2)

где g(t, l0, l1, l2, v) ≡ g(t, l, v) : Π×R3n ×Rm → Rn, ϕi(t
i) : [0, 1] →

Rn (i = 1, 2) заданы, u(t) : Π → V ⊂ Rm — управление, V огра-
ничено (Rn — пространство n-векторов-столбцов). Предполага-
ем: g(t, l, v) дважды дифференцируема по l при каждом v для
почти всех t и вместе с производными g ′

l , g
′′

ll L-измерима по
t при любых {l, v}, непрерывна по {l, v} для почти каждого t
и ограничена на любом ограниченном множестве; ϕi абсолют-
но непрерывна, ϕi(0) = 0 и ϕ′

i ∈ Ln∞([0, 1]) (i = 1, 2) ; допусти-
мы измеримые u(.). При таких условиях естественно рассмат-
ривать решения (1)–(2) из класса ACn∞ ≡ ACn∞(Π) абсолютно
непрерывных n-вектор-функций с ограниченными смешанной и
первыми производными. Гарантирована единственность такого
решения для каждого допустимого u(.). Пусть Ω — множество
тех допустимых u(.), для каждого из которых существует реше-
ние xu(.) ∈ ACn∞ задачи (1)–(2), а Φ[·] : ACn

1 → R — дважды
непрерывно дифференцируемый по Фреше функционал на про-
странстве ACn

1 абсолютно непрерывных на Π n-вектор-функций
x(.) (имеющих суммируемые смешанную и первые производные)
с нормой ‖x‖ ≡ ‖x‖Cn(Π) +

∥∥x′t1∥∥Ln
1 (Π)

+
∥∥x′t2∥∥Ln

1 (Π)
+
∥∥x′′t1t2∥∥Ln

1 (Π)
.

Рассмотрим задачу

J [u] ≡ Φ[xu] → max, u ∈ Ω, (3)

понимая ее как задачу нахождения Lm
1 ≡ Lm

1 (Π)-локального мак-
симума.
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Положим

A0[z](t) ≡
∫ t1

0

∫ t2

0
z(ξ1, ξ2) dξ1dξ2,

A1[z](t) ≡
∫ t2

0
z(t1, ξ) dξ, A2[z](t) ≡

∫ t1

0
z(ξ, t2) dξ,

A[z] (t) ≡ {A0[z] (t) , A1[z] (t) , A2[z] (t)} , t ≡ {t1, t2} ∈ Π, z ∈ Ln
1 .

Формула x(t) = ϕ1(t
1) + ϕ2(t

2) + A0[z](t), t ∈ Π, устанавливаю-
щая взаимно-однозначное соответствие между классом функций
x(·) ∈ ACn∞ со свойством (2) и классом Ln∞ функций z(·), поз-
воляет переписать задачу оптимизации (1)–(3) в эквивалентной
форме

z(t) = f(t, A[z](t), u(t)), t ∈ Π, (4)

J [u] ≡ F [zu] → max, u ∈ Ω, (5)

где

f(t, l, v) ≡ f(t, l0, l1, l2, v) ≡
≡ g
(
t, l0 + ϕ1(t

1) + ϕ2(t
2), l1 + ϕ′

1(t
1), l2 + ϕ′

2(t
2), v

)
и рассматриваемое над Ln∞ уравнение (4) — эквивалентная функ-
ционально-операторная переформулировка задачи (1)–(2), zu —
отвечающее управлению u(.) глобальное решение (4),

xu(t) = ϕ1(t
1) + ϕ2(t

2) +A0[zu](t), t ∈ Π,

F [z] ≡ Φ[ϕ1(·) + ϕ2(·) +A0[z](·)], z ∈ Ln
1 .

Пусть u0 ∈ Ω — некоторое фиксированное управление, x0 ≡
xu0 , z0 ≡ zu0 ; S : Ln

1 → Ln
1 — оператор, задаваемый формулой

S[z](t) ≡ z(t) − f ′l (t)A[z](t), f
′
l (t) ≡ f ′l (t, A[z0](t), u0(t)), z ∈ Ln

1 ,
t ∈ Π; F ′(z0) — производная Фреше функционала F : Ln

1 → R в
точке z0, ω ∈ Ln∞ — функция Рисса для F ′(z0) ∈ (Ln

1 )
∗ ;

Δwf(t) ≡ f(t, A[z0](t), w)− f(t, A[z0](t), u0(t)), t ∈ Π, w ∈ V ;

π(t, w, ξ) ≡ 〈ξ,Δwf(t)〉 , t ∈ Π, w ∈ V, ξ ∈ Rn,
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где 〈·, ·〉 — стандартное скалярное произведение в Rn. Сформу-
лируем ППМ: если u0(.) решение (1)–(3), то для каждого w ∈ V
при почти всех τ ∈ Π выполняется неравенство

π(τ, w, ψ(τ)) � 0,

где ψ ∈ Ln∞ — решение сопряженного уравнения

S∗[ψ](t) ≡ ψ(t)−A∗[
{
f ′l (·)

}∗
ψ(·)](t) = ω(t), t ∈ Π.

ППМ можно считать НУО первого порядка при игольча-
том варьировании управления. Действительно, пусть: Σ — сово-
купность всех наборов σ ≡ {τ, w}, в каждом из которых w —
какой-то элемент V, τ ∈ Π — некоторая правильная точка Ле-
бега функции π(·, w, ψ(·)); H — семейство всех пар h ≡ {σ, ε} ,
в каждой из которых σ ≡ {τ, w} ∈ Σ, а ε — такое положи-
тельное число, что множество Πε(τ) ≡ τ − εΠ принадлежит
Π. Каждому h ≡ {σ, ε} ∈ H отвечает допустимое управление
uh(t) ≡ {w, t ∈ Πε(τ);u0(t), t ∈ Π \Πε(τ)} , а каждому набору
параметров варьирования σ ≡ {τ, w} ∈ Σ — семейство функций
{uh(·)}h≡{σ,ε}∈H , простейшая одноточечная игольчатая вариан-
та (ПОИВ) управления u0. Положим ΔuJ ≡ J [u]− J [u0], u ∈ Ω.
Для любого σ ≡ {τ, w} ∈ Σ существует равный π(τ, w, ψ(τ))
предел δJ(σ) ≡ δJ(τ, w) ≡ limε→0

(
ε−2Δuh

J
)
, который есте-

ственно назвать первой вариацией функционала J на варианте
{uh(·)}h≡{σ,ε}∈H . Очевидное НУО δJ(σ) � 0, σ ∈ Σ, управления
u0(.) и есть ППМ.

Положим M ≡ {{t, w} ∈ Π× V : π(t, w, ψ(t)) = 0}. Если
u0(.) — решение (1)–(3), то при почти любом t ∈ Π значение u0 (t)
принадлежит сечению M(t) ≡ {w ∈ V : {t, w} ∈ M} множества
M. Говорим, что ППМ вырождается на u0(.) и называем u0(.) ОУ
ППМ, если мера множества Π∗ ≡ {t ∈ Π: M(t) �= {u0(t)}} поло-
жительна. Рассмотрим случай полного вырождения ППМ, когда
mesΠ∗ = mesΠ и при почти каждом t ∈ Π сечение M(t) сов-
падает с V . Используя игольчатое варьирование, введем в этом
случае понятие сильного вырождения ППМ на ОУ.

Предел δγ−1J(σ) ≡ limε→0 ε
−γΔuh

J, если он существует при
некотором γ > 2, назовем вариацией порядка γ−1 функционала J
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на ПОИВ {uh(·)}h≡{σ,ε}∈H ; соответственно НУО вида δγ−1J(σ) �
0 (σ ∈ Σ) назовем НУО порядка γ − 1 управления u0(.) при про-
стейшем одноточечном игольчатом варьировании. Назовем ОУ
ППМ u0(.) сильно вырожденным ОУ для способа простейшего
одноточечного игольчатого варьирования и будем говорить, что
ППМ сильно вырождается на ОУ u0(.), если тождественно за-
нуляется вариация 2-го порядка: δ2J(σ) ≡ 0, σ ∈ Σ.

В [2] для частного случая задачи оптимизации (1)–(3), ко-
гда функционал Φ определен и дважды непрерывно дифферен-
цируем по Фреше над существенно более широким чем ACn

1 (Π)
пространством непрерывных функций Cn(Π), были сформулиро-
ваны достаточные условия сильного вырождения ОУ ППМ (см.
[2, Теорема 1]) и НУО сильно вырожденных ОУ ППМ (см. [2, Тео-
рема 2 (НУО третьего порядка)]). Справедливо следующее утвер-
ждение (результат получен совместно с В.И. Суминым).

Теорема. Теоремы [2] верны и в рассматриваемом здесь случае.

Чтобы распространить этот результат на случай неполного
вырождения ППМ на ОУ, нужно применить описанный в [1] бо-
лее общий способ одноточечного игольчатого варьирования, чем
простейшее игольчатое.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 20–01–00199.
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нические науки. 2018. Т. 23, № 122. С. 278–284.

177



Метод v-замены времени в задачах
оптимального управления

А.В. Дмитрук
Москва, ЦЭМИ РАН, МГУ им. М.В. Ломоносова

e-mail: optcon@mail.ru

Н.П. Осмоловский
Варшава, Институт системных исследований ПАН

e-mail: Nikolai.Osmolovskii@ibspan.waw.pl

Задачи с фазовыми ограничениями привлекали внимание
специалистов с самого начала развития теории оптимального
управления. При этом, как хорошо известно, обобщение прин-
ципа максимума Понтрягина на эти задачи было сопряжено со
значительными трудностями, поскольку здесь мы имеем дело с
бесконечным (континуальным) числом ограничений неравенства,
а необходимые условия экстремума в них содержат меру. Извест-
ные способы доказательства принципа максимума (ПМ) техни-
чески довольно сложны и вряд ли доступны широкому кругу
читателей, кроме узкого круга специалистов. Поэтому вопрос о
более простом и ясном доказательстве остается актуальным.

Стандартный способ получения ПМ состоит во введении
т.н. игольчатых вариаций управления, предложенных Э. Мак-
шейном и применявшихся В.Г. Болтянским и Л.С. Понтрягиным
для т.н. понтрягинской задачи, не содержавшей фазовых ограни-
чений. Однако при наличии таких ограничений обычные иголь-
чатые вариации вряд ли возможно использовать, ибо уже произ-
водная соответствующей траектории x(t) по ширине иголки бу-
дет разрывной функцией. Более удобным (и технически простым,
но нетривиальным) аналогом игольчатых вариаций являются т.н.
вариации v-замены времени. Они были предложены А.Я. Дубо-
вицким и А.А. Милютиным еще в 1965 году и систематически
использовались ими для доказательства ПМ в общей задаче оп-
тимального управления, включающей как фазовые, так и сме-
шанные ограничения.
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Идея v-замены состоит в переходе от исходного времени t
к новому времени τ , при котором исходное время t = t(τ) ста-
новится еще одной фазовой переменной, подчиненной уравнению
dt/dτ = v(τ), где v(τ) � 0 есть произвольная измеримая ограни-
ченная функция, которая трактуется как еще одно управление.
Принципиальный момент состоит здесь в том, что эта замена не
взаимно-однозначна (там, где v(τ) = 0), и по этой причине ма-
лые вариации управления v(τ) порождают немалые (т.н. понтря-
гинские) вариации исходного управления u(t). Реализация этого
приема в общем случае требует, однако, привлечения глубоких
фактов теории функций действительного переменного.

В конце 1990-х годов А.А. Милютин предложил исполь-
зовать упрощенный вариант v-замены, с кусочно-постоянной
функцией v(τ). Этим способом он доказал ПМ для общей задачи
с концевыми ограничениями, но без фазовых. В случае кусочно-
постоянной функции v(τ) ее вариации порождают по сути дела те
же игольчатые вариации исходного управления u(t), но с неко-
торым отличием от последних. Оно состоит в том, что мы не
заменяем оптимальное управление на малом отрезке около базо-
вых точек пакета, а расшиваем эти точки, вставляя в эти места
малые отрезки с произвольными наперед заданными значениями
управления. Поскольку этих точек несколько, в итоге получа-
ем пакет игольчатых вариаций. Такие «вставные» иголки имеют
преимущества по сравнению с обычными: а) оптимальное управ-
ление может быть произвольной измеримой ограниченной функ-
цией, тогда как в случае игольчатых вариаций надо требовать его
кусочной непрерывности (иначе не получим гладкой зависимо-
сти траектории от ширины иголки), и б) v-замена дает гладкую
управляемую систему, определенную в целой окрестности опти-
мального процесса, тогда как игольчатые вариации приводят к
задаче, функции которой определены лишь на окрестности нуля в
неотрицательном ортанте конечномерного пространства, соответ-
ствующем ширинам иголок в данном пакете (см. [2]). Последнее
обстоятельство представляется нам весьма существенным.

Применение кусочно-постоянной v-замены к задаче с фа-
зовыми ограничениями позволяет свести эту задачу к вспомога-
тельной (т.н. присоединенной) задаче в конечномерном простран-
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стве, аргументами которой служат произвольно выбранные зна-
чения управления на участках постоянства функции v(τ), а так-
же начальное значение фазовой переменной. Наличие фазовых
ограничений приводит к тому, что в этой конечномерной зада-
че имеется бесконечное число ограничений неравенства, т.е. это
не есть обычная гладкая задача. Однако условия оптимально-
сти (локального минимума) для такой задачи известны (см., на-
пример, [3]); их специфика лишь в том, что они содержат меру,
сосредоточенную на множестве индексов (моментов времени) ак-
тивных неравенств. Применяя эти условия к присоединенной v-
задаче и переписывая их в терминах исходной задачи, мы получа-
ем множество соответствующих наборов множителей Лагранжа,
которое является непустым компактом в некоторой топологии
(обычной топологии по конечномерным множителям и слабой-*
относительно меры). Каждый элемент этого компакта (т.е. набор
множителей Лагранжа) обеспечивает выполнение принципа мак-
симума на конечном множестве выбранных значений управления
и времени, соответствующем данной v-замене [4, 5].

В задачах, где присутствуют смешанные ограничения, уже
недостаточно одних обобщенных игольчатых вариаций, надо до-
бавить еще и равномерно малые вариации управления (для по-
лучения условия стационарности по управлению), поэтому при-
соединенная задача ставится уже в бесконечномерном простран-
стве [6].

Итак, для каждой кусочно-постоянной функции v(τ) мы
имеем свою присоединенную задачу и свой компакт, состоящий
из наборов множителей Лагранжа. Компакты, порожденные все-
возможными v-заменами, частично упорядочены по включению
(ибо чем «богаче» v-замена, тем «беднее» соответствующий ком-
пакт), и в силу их непустоты образуют центрированную систему.
Взяв любой элемент из их пересечения, мы получаем единое усло-
вие оптимальности — набор множителей Лагранжа, для которого
ПМ выполнен при всех значениях управления и времени.

Для задач со смешанными ограничениями описанная схема
имеет то преимущество по сравнению с применением скользя-
щих режимов [1], что в последнем приходится доказывать весь-
ма сложную теорему о корректности расширения (овыпукления)
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управляемой системы при введении скользящих режимов, тогда
как метод v-вариаций этого не требует.
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Применение метода декомпозиции при
построении управлений для манипуляторов

Ю.Ф. Долгий, И.А. Чупин
Екатеринбург, Уральский Федеральный университет
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Трехзвенник является важной частью многозвенных мани-
пуляторов. Он реализует транспортные функции роботов, рабо-
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чие функции которых связаны с ориентирующими движениями
схвата, закрепленного на последнем звене.

Рассматривается трехзвенный манипулятор, состоящий из
трех абсолютно твердых тел, соверщающих движения параллель-
но горизонтальной плоскости и соединенных цилиндрическими
шарнирами. Первое звено при помощи цилиндрического шарни-
ра связано с неподвижным основанием, а на конце третьего звена
неподвижно закреплен схват, в котором находится перемещаемый
объект (груз). Размерами схвата пренебрегаем и моделируем его
материальной точкой.

При описании движений схвата применяется декартовая си-
стема координат Oxy расположенная в горизонтальной плоско-
сти, начало O которой совпадает с точкой крепления первого зве-
на с основанием. Для манипуляционного робота в качестве обоб-
щенных координат будем использовать углы ϕ1, ϕ2 и ϕ3. Здесь
ϕ1 — угол между осью Ox инерциальной системы координат и
прямой OO1, соединяющей центры цилиндрических шарниров
первого звена, определяет абсолютный поворот первого звена.
Угол ϕ2 между прямыми OO1 и O1O2, соединяющей центры ци-
линдрических шарниров второго звена O1 и O2, определяет пово-
рот второго звена относительно первого. Угол ϕ3 между прямы-
ми O1O2 и O2O3, соединяющей центр цилиндрического шарниры
третьего звена с точкой схвата O3, определяет поворот третьего
звена относительно второго.

Декартовы координаты схвата определяются формулами

x = L1 cos (ϕ1) + L2 cos (ϕ1 + ϕ2) + L3 cos (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3) , (1)

y = L1 sin (ϕ1) + L2 sin (ϕ1 + ϕ2) + L3 sin (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3) , (2)

где L1 = |OO1|, L2 = |O1O2|, L3 = |O1O2| — расстояния между
точками звеньев.

Кинетическая энергия робота определяется формулой

T =
1

2

(
J1 + (m2 +m3)L

2
1

)
ϕ̇2
1 +

1

2

(
J2 +m3L

2
2

)
(ϕ̇1 + ϕ̇2)

2+

+
1

2
J3 (ϕ̇1 + ϕ̇2 + ϕ̇3)

2 + L1 (m2a2 +m3L2) ϕ̇1 (ϕ̇1 + ϕ̇2) cos (ϕ2)+

+m3a3 (L1ϕ̇1 cos (ϕ2 + ϕ3) + L2 (ϕ̇1 + ϕ̇2) cos (ϕ3)) (ϕ̇1 + ϕ̇2 + ϕ̇3) ,

182



где J1, J2, J3 — осевые моменты инерции звеньев относительно
точек O, O1, O2 соответственно, m2 — масса второго звена, m3 —
масса третьего звена со схватом и грузом, a2 = |O1C2|, a3 =
|O2C3|, где точки C2, C3 определяют положения центров масс вто-
рого звена и третьего звена со схватом и грузом соответственно.

Манипулятор управляется при помощи трех независимых
приводов, расположенных в шарнирах O, O1, O2 и создающих
моменты M1, M2, M3 соответственно. Предполагается, что в на-
чальный момент времени t = 0 схват находится в начальном по-
ложении покоя x(0) = x0, y(0) = y0. Требуется привести его в
конечное положение x(ϑ) = xk, y(ϑ) = yk c нулевой скоростью
ẋ(ϑ) = 0, ẏ(ϑ) = 0, где ϑ — время движения схвата манипулятора.
Связи декартовых координат начального и конечного положений
схвата и сответствующих обобщенных координат манипулятора
ϕ0
1, ϕ0

2, ϕ0
3 и ϕk

1, ϕk
2, ϕk

3 определяются формулами (1), (2). При ре-
шении задачи можно использовать релейные [1] или импульсные
управления [2].

В настоящей работе при построении релейных управлений
применим метод декомпозиции, накладывая на управляющие мо-
менты ограничения

|M1(t)| � μ1, |M2(t)| � μ2, |M3(t)| � μ3.

Используя поцедуры замораживания связей, сложный поворот
манипулятора разложим на три простые поворота.

При первом повороте ϕ2 = ϕ0
2, ϕ3 = ϕ0

3 и угол ϕ1 меняется
от ϕ0

1 до ϕk
1. В конечных положениях скорости нулевые. Этот

поворот описывается дифференциальным уравнением

J̃1
(
ϕ0
2, ϕ

0
3

)
ϕ̈1 =M1(t),

где

J̃1
(
ϕ0
2, ϕ

0
3

)
= J1+J2+J3+2m3a3

(
L1 cos

(
ϕ0
2 + ϕ0

3

)
+ L2 cos

(
ϕ0
3

))
+

+m2L
2
1 +m3

(
L2
1 + L2

2

)
+ 2L1 (m2a2 +m3L2) cos

(
ϕ0
2

)
.

Используя принцип максимума Понтрягина находим время опти-
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мального поворота

ϑ1

(
ϕ0
1, ϕ

0
2, ϕ

0
3, ϕ

k
1

)
= 2

√
J̃1
(
ϕ0
2, ϕ

0
3

)
|ϕk

1 − ϕ0
1|

μ1
.

При втором повороте ϕ1 = ϕk
1, ϕ3 = ϕ0

3 и угол ϕ2 меняется
от ϕ0

2 до ϕk
2. В конечных положениях скорости нулевые. Этот

поворот описывается дифференциальным уравнением

J̃2
(
ϕ0
3

)
ϕ̈2 =M2(t),

где J̃2
(
ϕ0
3

)
= J2+J3+m3L

2
2+2m3a3 cos

(
ϕ0
3

)
. Используя принцип

максимума Понтрягина, находим время оптимального поворота

ϑ2

(
ϕ0
2, ϕ

0
3, ϕ

k
2

)
= 2

√
J̃2
(
ϕ0
3

)
|ϕk

2 − ϕ0
2|

μ2
.

При третьем повороте ϕ1 = ϕk
1, ϕ2 = ϕk

2 и угол ϕ3 меняется
от ϕ0

3 до ϕk
3. В конечных положениях скорости нулевые. Этот

поворот описывается дифференциальным уравнением

J3ϕ̈2 =M3(t).

Используя принцип максимума Понтрягина находим время опти-
мального поворота

ϑ3

(
ϕ0
3, ϕ

k
3

)
= 2

√
J3|ϕk

3 − ϕ0
3|

μ3
.

Время полного поворота определяется формулой

ϑ
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0
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0
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k
2, ϕ

k
3

)
=
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)
.

Решается задача оптимального выбора значений параметров ϕ0
1,

ϕ0
2,ϕ

0
3,ϕ

k
1,ϕ

k
2,ϕ

k
3.

Работа поддержана Российским научным фондом, проект № 22-21-
00714, https://rscf.ru/project/22-21-00714/.
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Об одной задаче импульсного
преследования с изменяющейся динамикой
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Рассматривается дифференциальная игра

ż = −a(t)(θ(t, τ)+(1−θ(t, τ))φ̇(t))u+b(t)v, z ∈ Rn, t0 � t � p. (1)

Здесь p — заданный момент окончания игры; t0 — начальный
момент времени; функции φ ∈ R и u ∈ Rn являются управ-
лением первого игрока; v — управление второго игрока; a(t) и
b(t) — неотрицательные скалярные функции, причем функция
a(t) непрерывна на полуоси (−∞, p], а функция b(t) суммируема
на каждом отрезке полуоси (−∞, p];

θ(t, τ) = 0 при τ � t, θ(t, τ) = 1 при t < τ.

В момент t0 первый игрок выбирает момент изменения ди-
намики τ ∈ [t0, τmax], где τmax < p задано. Момент изменения
динамики заранее не известен второму игроку.

Управление второго игрока — это произвольная функция
v : (−∞, p]× Rn → Rn, удовлетворяющая ограничению ‖v‖ � 1.

Управление первого игрока — это пара функций φ(t) ∈ R и
u : [t0, p]×Rn → Rn. На выбор функции φ(t) наложено импульсное
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ограничение [1]:

μ(t) = μ(τ)−
t∫

τ

|dφ(r)| � 0, (2)

где μ(τ) � 0 — начальный запас ресурсов (считаем, что μ(t0) =
μ(τ), поскольку при t < τ функция φ(t) не влияет на управляе-
мый процесс (1)), который первый игрок может использовать для
формирования функции φ(t). Функция u удовлетворяет неравен-
ству ‖u(t, z)‖ � 1.

Движение, порожденное выбранными на отрезке [t0, τ ]
управлениями, определим как равномерный предел последова-
тельности ломаных Эйлера, у которых диаметр разбиения стре-
мится к 0 [2, с. 45–46].

При выборе функции φ(t) первый игрок в отдельные момен-
ты времени может проводить ее коррекцию следующим образом.
Момент коррекции q0 совпадает с моментом времени τ . В момент
коррекции qi ∈ [τ, p], i � 0, зная реализовавшиеся ‖z(qi)‖, μ(qi),
первый игрок выбирает абсолютно непрерывную неубывающую
функцию φ : [qi, p] → R и число Δi � 0 такие, что

μ(t) = μ(qi)−Δi −
t∫

qi

φ̇i(r)dr � 0 при qi < t � p.

Зафиксируем разбиение

ω : qi = t(0) < t(1) < . . . < t(k+1) = p, d(ω) = max
0�j�k

(t(j+1) − t(j)),

и построим ломаную

zω(t
(0)) = z(qi + 0) = z(qi)−Δia(qi)u(qi, z(qi)),

zω(t) = zω(t
(j))−

(∫ t

t(j)
a(r)φ̇(r)dr

)
u(t(j), z(t(j)))+

+

(∫ t

t(j)
b(r, τ)dr

)
v(t(j), z(t(j))), t(j) < t � t(j+1).

(3)
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Движение, порожденное выбранными на отрезке [qi, qi+1] управ-
лениями, определим как равномерный предел последовательно-
сти ломаных (3), у которых диаметр разбиения d(ω) → 0.

Пусть задано число ε � 0. Цель первого игрока заключается
в осуществлении неравенства

‖z(p+ 0)‖ � ε. (4)

Цель второго игрока противоположна.

Теорема. Первый игрок может осуществить неравенство (4)
для начального момента времени t0 < p и начального состояния
z(t0) ∈ Rn, μ(t0) � 0, если и только если

‖z(t0)‖ � f(τ∗, μ(t0)) +
∫ τ∗

t0

(a(r)− b(r))dr,

где τ∗ является решением задачи оптимизации

f(τ, μ(t0)) +

∫ τ

t0

(a(r)− b(r))dr → max
τ∈[t0,τmax]

,

f(τ, μ(t0)) + min
t∈[t0,τ ]

∫ τ

t
(a(r)− b(r))dr � 0.

Здесь обозначено

f(τ, μ) = m(τ)μ+ ε−
∫ p

τ
b(r)dr при t(ε) � τ � p,

f(τ, μ) = m(τ)

(
μ−

∫ t(ε)

τ

b(r)

m(r)
dr

)
при τ < t(ε);

t(ε) = inf

{
t < p :

∫ p

t
b(r)dr � ε

}
; m(t) = max

t�r�p
a(r), t � p.

Рассматриваемую задачу можно проиллюстрировать сле-
дующим примером дифференциальной игры преследования. До
момента времени τ первый игрок (преследователь) управляет
точкой x ∈ Rn:

ẋ = a(t)u, ‖u‖ � 1. (5)
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В момент τ от точки x отделяется другая точка, которая также
управляется первым игроком (сохраним за ней это же обозначе-
ние):

ẋ = a(t)φ̇(t)u, ‖u‖ � 1. (6)

На выбор φ(t) накладывается импульсное ограничение (2). Вто-
рой игрок (убегающий) управляет точкой y ∈ Rn:

ẏ = b(t)v, ‖v‖ � 1. (7)

Преследователь стремится в заданный момент времени p осуще-
ствить поимку убегающего: ‖x(p) − y(p)‖ � ε. Цель убегающего
противоположна. Учитывая (5)–(7), сделаем замену переменных
z = y − x и получим дифференциальную игру вида (1).

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда
№ 19–11–00105, https://rscf.ru/project/19-11-00105/.
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Пусть дана линейная нестационарная управляемая система

ẋ = A(t)x+B(t)u, x ∈ Rn, u ∈ Rm, n,m ∈ N, t ∈ R, (1)
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с кусочно-непрерывными и ограниченными ω-периодическими
матрицами коэффициентов A(·) и B(·). Возьмем управление u
в системе (1) в виде линейной обратной связи u = U(t)x, где
U — некоторая кусочно-непрерывная и ограниченная ω-пери-
одическая (m × n)-матрица. В результате получим замкнутую
однородную систему с кусочно-непрерывными и ограниченными
ω-периодическими коэффициентами

ẋ = (A(t) +B(t)U(t))x, x ∈ Rn, t ∈ R. (2)

Определение 1. Будем говорить, что система (2) обладает свой-
ством равномерной глобальной достижимости [1], если суще-
ствует такое число T > 0, что для любых α > 0 и β > 0 найдется
такая величина d = d(α, β) > 0, при которой для произвольной
(n × n)-матрицы Λ, удовлетворяющей неравенствам detH � α
и ‖H‖ � β, и всякого t0 ∈ R существует измеримое и ограни-
ченное управление U : [t0, t0 + T ] → Rm×n, удовлетворяющее при
всех t ∈ [t0, t0 + T ] оценке ‖U(t)‖ � d(α, β) и гарантирующее для
матрицы Коши XU (t, s) системы (3) выполнение равенства

XU (t0 + T, t0) = Λ.

Замечание 1. Cвойство равномерной глобальной достижимо-
сти системы (2) дает возможность управления всем конечномер-
ным базисом пространства решений этой системы на произволь-
ном временно́м отрезке фиксированной длины T, т. е. позволяет
выбрать такое матричное управление U, при котором совокуп-
ность {xi(t)}ni=1 линейно-независимых решений системы (2) с этим
управлением и начальными условиями — соответствующими век-
торами ei, i = 1, n, канонического ортономированного базиса про-
странства Rn — через время T будет совпадать с произвольным
наперед заданным правым базисом этого пространства.

Определение 2. Система (1) называется равномерно вполне
управляемой(в смысле Калмана) [2], если существуют такие чис-
ла σ > 0 и αi > 0, i = 1, 4, что при всяком t0 ∈ R имеют место
неравенства

α1E �W (t0, t0 + σ) � α2E, α3E � Ŵ (t0, t0 + σ) � α4E, (3)
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в которых матрица управляемости (матрица Калмана) W (·, ·)
определяется равенством

W (t0, t0 + σ) :=

∫ t0+σ

t0

X(t0, s)B(s)B∗(s)X∗(t0, s) ds,

где E — единичная матрица, X(t, s) — матрица Коши линейной
системы (1) с нулевым управлением,

Ŵ (t0, t0 + σ) := X(t0 + σ, t0)W (t0, t0 + σ)X∗(t0 + σ, t0).

Замечание 2. В определении 2 неравенства (3) понимаются в
смысле квадратичных форм.

Основным результатом настоящей работы является ниже-
приведенная

Теорема 1. Система (1) с кусочно-непрерывными и ограни-
ченными ω-периодическими коэффициентами равномерно вполне
управляема (по Калману) тогда и только тогда, когда соответ-
ствующая замкнутая система (2) обладает свойством равно-
мерной глобальной достижимости.

Доказательство этой теоремы основано на доказательстве
критерия глобальной ляпуновской приводимости периодической
системы (3), представленном в статье [3] (см. также теорему 28.1
монографии [4]), и утверждении о представлении всякой квад-
ратной матрицы с положительным определителем в виде произ-
ведения пяти квадратных матриц с отделенными от нуля поло-
жительными главными угловыми минорами [5, c. 30].

Прежде чем сформулировать такое утверждение, введем
обозначение. Для всяких числа l = 1, n и (n × n)-матрицы H =
{hij}ni,j=1 через (H)l будем обозначать ее ведущую главную под-
матрицу [5, c. 30] порядка l:

(H)1 = h11, (H)2 =

(
h11 h12
h21 h22

)
, . . . , (H)n = H.
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Теорема 2. При всяких числа α > 0 и (n × n)-матрицы Λ,
удовлетворяющей оценке detΛ � α, найдутся такие величина
ρ = ρ(α) > 0 и (n × n)-матрицы H1, . . . H5, для которых при
любых k = 1, 5 и i = 1, n справедливы оценки det(Hk)i � ρ, что
выполняется равенство Λ =

∏5
k=1Hk.

Отметим, что последняя теорема вытекает из следующей
цепочки лемм.

Лемма 1. Для любых числа α > 0 и (n × n)-матрицы Λ, удо-
влетворяющей оценке detΛ � α, найдутся такие матрица пе-
рестановок P ∈ Rn×n и величина ρ = ρ(α) > 0, при которых для
всех i = 1, n выполняются неравенства | det(PΛ)i| � ρ.

Лемма 2. При всякой матрице перестановок P ∈ Rn×n найдет-
ся такая верхнетреугольная (n×n)-матрица U с единицами на
главной диагонали, что для каждого i = 1, n имеют место со-
отношения | det(UP )i � 1.

Лемма 3. Для любых числа α > 0 и (n × n)-матрицы Λ, удо-
влетворяющей оценке detΛ � α, найдутся такие величина ρ =
ρ(α) > 0 и верхнетреугольная матрица U ∈ Rn×n с единицами
на главной диагонали, что матрица-произведение UΛ представ-
ляется в виде UΛ = H1ẼH2, в котором для матриц Hk ∈ Rn×n,
k = 1, 2, имеют место оценки det(Hk)i � ρ при всех i = 1, n,

а матрица Ẽ ∈ Rn×n получена из единичной матрицы заменой
некоторого четного количества диагональных элементов на −1.

Лемма 4. Для квадратной матрицы Ẽ порядка n, указанной в
лемме 3, найдутся такие квадратные (n× n)-матрицы S1 и S2,
что при всех k = 1, 2 и i = 1, n справедливы оценки det(Sk)i � 1

и равенство Ẽ = S1 · S2.

Работа выполнена в рамках Государственной программы научных ис-
следований Республики Беларусь «Конвергенция–2025» (подпрограмма 1, за-
дание 1.2.01, №ГР 20211316 от 15.05.2021).
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Устойчивость существования глобальных
решений первой краевой задачи для
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Данная публикация примыкает к публикации [1], посвящен-
ной условиям устойчивости (по возмущению управления) суще-
ствования глобальных решений (УСГР) первой начально-краевой
задачи (НКЗ) для полулинейного параболического уравнения с
управляемой нелинейной правой частью, содержащей производ-
ные решения по пространственным переменным. Пусть заданы
n, r ∈ N, T > 0, α ∈ (0, 1) и ограниченная односвязная об-
ласть Ω ⊂ Rn (∂Ω ∈ C2) , элементы которой обозначаем x ={
x1, . . . , xn

}
. На цилиндре QT ≡ Ω × (0, T ) с боковой поверх-

ностью ST ≡ ∂Ω× (0, T ) рассмотрим НКЗ

L[y] ≡ y′t −
n∑

i,j=1

(
aijy

′
xj

)′
xi =

= g
(
{x, t}, y, y′x, u(x, t)

)
, {x, t} ∈ QT ;

(1)
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y (x, 0) = w(x), x ∈ Ω; (2)

y (x, t) = 0, {x, t} ∈ ST , (3)

где aij (x, t) : QT → R (1 � i, j � n), g ({x, t} ,y,q,u) : QT ×R ×
Rn×Rr → R, w(.) ∈ L2(Ω) заданы, а u (x, t) : QT → Rr — управ-
ление. Предположения: g, g′y и g′q измеримы по {x, t}, непрерывны
по y,q,u, ограничены на любом ограниченном множестве; aij и
(aij)

′
xi , 1 � i, j � n, принадлежат классу Hα,α/2(QT ) (использу-

ем обозначения функциональных пространств [2, гл. 1, § 1]); вы-
полняется условие равномерной параболичности (см. [2, с. 20]);
допустимы u(.) из ограниченного множества D ⊂ Lr∞ (QT ).

Чтобы ввести понятие решения НКЗ (1)–(3), нам потребу-
ется вспомогательная НКЗ с условиями (2) и (3) для уравнения

L[y] (x, t) = z (x, t) , {x, t} ∈ QT , (4)

где z(.) ∈ Lq(QT ), а q произвольно из [2(n+ 2)(n+ 4)−1,∞]. Для
любых y ∈ V 1,0

2 (QT ), η ∈ W 1,1
2 (QT ), ψ ∈ L2(Ω), ξ ∈ [0, T ], z ∈

Lq(QT ), w ∈ L2(Ω) положим J [y, η, z, ξ, w] ≡
∫
Ω

y(x, ξ)η(x, ξ)dx −

∫
Ω

w(x)η(x, 0)dx+

ξ∫
0

dt

∫
Ω

⎧⎨⎩−yη′t +
n∑

i,j=1

aijy
′
tjη

′
ti − ηz

⎫⎬⎭ dx. Следуя

[2, гл.3, §1], функцию y(.) из
◦
V 2

1,0
(QT ) назовем решением НКЗ (2)–

(4), если она для почти всех ξ ∈ [0, T ] удовлетворяет тождеству:

J [y(.), η(.), z(.), ξ, w] = 0, η ∈
◦
W 2

1,1
(QT ). Такое решение суще-

ствует и единственно (см. [2, гл. 3, теоремы 2.1, 4.2, 8.1]). Функцию

y(.) ∈
◦
V 2

1,0
(QT ) назовем решением (1)–(3), отвечающим управле-

нию u(.), если она и y′x(.) ограничены на QT и для почти всех

ξ ∈ [0, T ] имеем: J [y(.), η(.), g(., y(.), u(.)), ξ, w] = 0, η ∈
◦
W 2

1,1
(QT ).

Каждому u(.) ∈ D не может отвечать более одного такого реше-
ния.

Чтобы сформулировать теорему об условиях УСГР НКЗ
(1)–(3), воспользуемся функцией Грина задачи (2)–(4) (см. [2,
с. 463]). Пусть Qτ1,τ2 — цилиндр Ω × (τ1, τ2), 0 � τ1 � τ2 � T, а
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Sτ1,τ2 — его боковая поверхность. Функцией Грина задачи (2)–(4)
называется функция G(x, t; ζ, τ) ≡ G({x, t}; {ζ, τ}) : QT × QT →
R, которая для любой точки {ζ, τ} ∈ QT удовлетворяет услови-
ям: G(x, t; ζ, τ) = 0, {x, t} ∈ Q0,τ ; функция G(.; ζ, τ) : Qτ,T → R —
решение НКЗ

G′
t −

n∑
i,j=1

(
aij(x, t)G

′
xj

)′
xi = δ(x− ζ)δ(t− τ), {x, t} ∈ Qτ,T ;

G(x, τ ; ζ, τ) = 0, x ∈ Ω; G(x, t; ζ, τ) = 0, {x, t} ∈ Sτ,T ,

где δ(.) — дельта-функция, и решение понимается в смысле тео-
рии обобщенных функций. Функция G(x, t; ζ, τ) имеет первые
производные по переменным x [2, гл. 4, § 16]. Из [2, гл. 4, теоре-
ма 16.3] следует, что при каждой функции z(.) ∈ L∞(QT ) выра-
жения

A0[z](x, t) ≡
∫ t

0
dτ

∫
Ω
G(x, t; ζ, τ)z(ζ, τ) dζ,

A1[z](x, t) ≡
∫ t

0
dτ

∫
Ω

(
G′

x(x, t; ζ, τ)
)∗
z(ζ, τ) dζ,

ограничены при {x, t} ∈ QT . То есть для любых y(.) ∈
◦
V 2

1,0
(QT ),

ограниченных на QT вместе с первыми производными по x, и
любых u1(.), u2(.) из D конечна величина

r (y, u1, u2)
.
= vraisup

{x,t}∈QT

{
|A0[Δg ({.} , y, u1, u2)](x, t)|+

+ |A1[Δg ({.} , y, u1, u2)](x, t)|
}
,

где через Δg ({.} , y, u1, u2) обозначена разность

g
(
{x, t} , y (x, t) , y′x (x, t) , u1 (x, t)

)
−

−g
(
{x, t} , y (x, t) , y′x (x, t) , u2 (x, t)

)
.

Сформулируем теорему о достаточных условиях УСГР
НКЗ (1)–(3). Пусть R — класс тех u(.) ∈ D, каждому из которых
отвечает единственное глобальное решение yu НКЗ (1)–(3).
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Теорема. Для любого u0(.) ∈ R существуют δ > 0 и C > 0
такие, что, если для некоторого u(.) ∈ D выполняется нера-
венство r (yu0 , u, u0) < δ, то u(.) ∈ R и справедлива оценка
‖yu − yu0‖V 1,0

2 (Π)
� Cr (yu0 , u, u0) .

Для случая нулевой начальной функции приведенная тео-
рема была сформулирована в [1]. Теорема обобщает подобное
утверждение об УСГР из [3, гл. 2, § 5], где рассматривался слу-
чай, когда правая часть уравнения (1) не зависит от градиен-
та. Наше доказательство теоремы использует переформулировку
НКЗ (1)–(3) в виде эквивалентного вольтеррова функциональ-
ного уравнения; о вольтерровых функциональных уравнениях и
доказательстве теорем УСГР для них см., например, [3, гл. 1], [4].

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 20–01–00199.
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Неподвижные точки при построении
сингулярных множеств решений в задачах

управления по быстродействию

П.Д. Лебедев, А.А. Успенский
Екатеринбург, ИММ УрО РАН

e-mail: pleb@yandex.ru, uspen@imm.uran.ru

Функция оптимального результата u = u(x, y) в задаче
управления по быстродействию с круговой единичного радиу-
са вектограммой скоростей является минимаксным решением [1]
задачи Дирихле для уравнения Гамильтона–Якоби:

min
ν : ‖ν‖�1

(
ν1
∂u

∂x1
+ ν2

∂u

∂x2

)
+ 1 = 0, u|Γ = 0. (1)

Здесь ‖ν‖ =
√
ν21 + ν22 — евклидова норма вектора ν = (ν1, ν2) ∈

R2. Краевое условие в (1) определено на границе Γ = ∂M замкну-
того невыпуклого множества M ⊂ R2, которое в соответствую-
щей задаче управления по быстродействию рассматривается в ка-
честве целевого множества. При этом Γ = γ(t), где γ : T → R —
дважды непрерывно дифференцируемое отображение числового
отрезка T = [t̂, ť], −∞ < t̂ < ť < +∞, γ(t̂) = γ(ť), на плоскость.
Кроме того, кривая Γ регулярная, без точек самопересечения и
имеет конечное число точек с разрывами производных третьего
порядка от координатных функций.

Решение краевой задачи — супердифференцируемая функ-
ция, множество негладкости (сингулярное множество) которой
относится к множествам симметрии [2]. Сингулярное множество
состоит из гладких многообразий (ветвей), на которых мера невы-
пуклости [3] краевого множества строго больше нуля.

Предложен аналитико-численный подход к построению ми-
нимаксного решения краевой задачи (1), сочетающий аналитиче-
ские процедуры выявления псевдовершин — особых точек гра-
ницы краевого множества, сигнализирующих о наличии гладких
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ветвей сингулярного множества, и численные алгоритмы постро-
ения этих ветвей.

Важным элементом реализации на практике разработанно-
го подхода является отыскание для каждой псевдовершины ее
маркеров — числовых характеристик псевдовершины. Маркеры
(левый и правый) определяются решениями уравнения типа зо-
лотой пропорции, которое устанавливает связь между характе-
ристиками уравнения Гамильтона–Якоби и геометрией краевого
множества (подробнее см. [4]). Указанные решения относятся к
классу локальных диффеоморфизмов, порождающих псевдовер-
шину.

Определение 1. Левая односторонняя производная

λ � t′2(t0 − 0) = lim
t1→t0−0

t2(t1)− t0
t1 − t0

называется левым маркером псевдовершины

X0 � (x(t0), y(t0)) ∈ Γ,

здесь t2 = t2(t1) — локальный диффеоморфизм, порождающий
псевдовершину X0.

Определение 2. Правая односторонняя производная

μ � t′1(t0 + 0) = lim
t2→t0+0

t1(t2)− t0
t2 − t0

называется правым маркером псевдовершины

X0 � (x(t0), y(t0)) ∈ Γ,

здесь t1 = t1(t2) — локальный диффеоморфизм, порождающий
псевдовершину X0.

В общем случае левый и правый маркеры связаны равен-
ством λ = 1

μ . Формулы для односторонних маркеров однотипны и
подходы к их вычислению принципиально не отличаются друг от
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друга. Так, например, левый маркер является неположительным
решением уравнения

λ = ϕ(λ). (2)

Здесь ϕ(λ) = −λ3k′+(3λ2−3λ+1)k′−
−(λ3−3λ2+3λ)k′++k′−

, а k′+ = k′(t0+0) и k′− = k′(t0−0)

— правая и левая односторонняя производная кривизны кривой
Γ = ∂M в псевдовершине X0 соответственно. Таким образом,
левый маркер — неподвижная точка некоторого гладкого отоб-
ражения.

Лемма. При соблюдении неравенства k′+
k′−

� 0 на множестве Λ =

(−∞, 0] существует единственное решение уравнения (2).

Для численного решения уравнений (2) привлекается ре-
куррентная формула классического метода Ньютона [5]:

λn+1 = λn − Φ(λn)

Φ′(λn)
, n = 0, 1, 2, . . .

Здесь Φ(λn) = ϕ(λ)− λ.
Развиваемые методы доведены до вычислительных алго-

ритмов и с их помощью осуществлено численное моделирование
решений для конкретных примеров задач управления по быстро-
действию.

Исследование П.Д. Лебедева выполнено за счет гранта Российского
научного фонда № 19-11-00105, https://rscf.ru/project/19-11-00105/.
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Дифференцируемость функции
быстродействия линейной докритической
системы на поверхностях переключения

В.В. Лукьянов
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: lkv-2010@mail.ru

Рассмотрим линейную нестационарную задачу быстродей-
ствия в нуль с закрепленным левым концом

ẋ = A(t)x+B(t)u, (1)
x(t0) = x0, x(t0 + T ) = 0, T → min, (2)

где функции A : R → M(n, n) и B : R → M(n, r) непрерывны.
Множеством допустимых управлений U будем считать совокуп-
ность всевозможных измеримых функций u : R → U = [−1, 1]r.
Для заданной точки (t0, x0) ∈ R1+n обозначим через Θ(t0, x0)
функцию быстродействия в задаче (1)–(2).

Зафиксируем произвольную фундаментальную систему ре-
шений ψi(·) (i = 1, . . . , n) сопряжённой системы ψ̇ = −ψA(t) и
определим семейство непрерывных функций

ξji (t) = ψi(t)b
j(t), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r,

где bj(t) — столбец матрицы B(t) с номером j. Для фиксирован-
ных чисел t0 ∈ R, σ > 0 и ненулевого вектора c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn
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обозначим через nj(c) (j = 1, . . . , r) количество геометрически
различных нулей функции ξj(t; c) = c1ξ

j
1(t) + . . .+ cnξ

j
n(t) на ин-

тервале It0 = (t0, t0+σ). Обозначим через σ(t0) точную верхнюю
грань таких σ > 0, что на интервале It0 при любом ненулевом
c ∈ Rn выполнено неравенство n1(c)+ . . .+nr(c) � n−1. Если для
любого σ > 0 существует ненулевой вектор c ∈ Rn, для которого
на интервале It0 выполнено неравенство n1(c)+ . . .+nr(c) � n, то
положим σ(t0) = 0. Функция σ(·) не зависит от выбора фундамен-
тальной системы решений ψ1(·), . . . , ψn(·) сопряжённой системы.

Определение. Система (1) называется докритической в точке
t0 ∈ R, если выполнено неравенство σ(t0) > 0.

Задача (1)–(2) для докритической системы изучена в рабо-
те [1].

Далее будем предполагать, что система (1) докритическая
в точке t0.

Положим N = {(n1, . . . , nr) ∈ Zr
+ : n1+ . . .+nr � n−1}. Для

каждого вектора n = (n1, . . . , nr) ∈ N обозначим

c(n) = {c ∈ Rn \ {0} : n1 = n1(c), . . . , nr = nr(c)},

где nj(c) — число нулей функции ξj(t; c) на интервале (t0, t0 +
σ(t0)), и определим множество

Λn
t0 =

⋃
c∈c(n)

{(
δ1(c), . . . , δr(c)

)}
, где δj(c) = lim

t→t0+0
sign ξj(t; c).

Для каждого вектора n ∈ N, каждого вектора δ ∈ Λn
t0 и любого

θ ∈
(
0, σ(t0)

)
обозначим через Un

δ(t0, θ) совокупность всевозмож-
ных кусочно-постоянных непрерывных справа функций u : R →
U , тождественно равных нулю вне интервала (t0, t0 + θ); каждая
координатная функция uj(·) на интервале (t0, t0 + θ) принима-
ет значения ±1 и имеет ровно nj переключений, а δj — значение
функции uj(·) в правой окрестности точки t0. Множество Un

δ(t0, θ)
является многообразием без края размерности |n| = n1 + . . .+ nr.
На множестве допустимых финитных управлений U определим
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отображение Ft0 : U → Rn с помощью равенства

Ft0(u) = −
∫ +∞

t0

X(t0, s)B(s)u(s) ds.

Положим Nn
δ(t0, θ) = Ft0

(
Un
δ(t0, θ)

)
, Nn

δ (t0, ϑ) =
⋃

0<θ<ϑ

Nn
δ(t0, θ).

Для каждого вектора n ∈ N, каждого вектора δ ∈ Λn
t0 и любого

0 < ϑ < σ(t0) множество Nn
δ (t0, ϑ) является гладкой поверхно-

стью в Rn.

Теорема. Если линейная управляемая система (1) докритиче-
ская в точке t0 ∈ R, то для каждого вектора n ∈ N и каждого
вектора δ ∈ Λn

t0 функция быстродействия x �→ Θ(t0, x) непре-
рывно дифференцируема по x на поверхности Nn

δ (t0, σ(t0)).

1. Лукьянов В.В. Двухпараметрические T -системы функций и их
применение для исследования оптимальных по быстродействию ли-
нейных нестационарных управляемых систем // Вестник Удмурт-
ского университета. Математика. Механика. Компьютерные науки.
2009. Вып. 1. С. 101–130.

О гарантированном управлении при
измерении части фазовых координат

В.И. Максимов
Екатеринбург, ИММ УрО РАН
e-mail: maksimov@imm.uran.ru

Задача определения оптимальных законов формирования
управления по принципу обратной связи возникла во второй по-
ловине прошлого века в контексте инженерных задач, прежде
всего, задач об автоматическом регулировании техническими си-
стемами. Для таких задач характерны два фактора неопределен-
ности: действие на управляемую систему неконтролируемых ди-
намических возмущений и неполнота информации о состояниях
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системы. В обеих ситуациях решения требуют применения прин-
ципа управления с обратной связью, позволяющего использовать
всю доступную текущую информацию о системе для выработки
решений о ее управлении в реальном времени.

Приняты два основных типа описания системных неопре-
деленностей: вероятностный, предполагающий наличие той или
иной статистической информации о факторах неопределенности,
и детерминированный, предполагающий отсутствие такой инфор-
мации. В последнем случае факторы неопределенности подчиня-
ют заранее заданным детерминированным ограничениям в виде
включений. В рамках этого направления изучение задач управ-
ления при неконтролируемых динамических входах привело к со-
зданию во второй половине прошлого века так называемой тео-
рии позиционных дифференциальных игр. Значительный вклад
в становлении этой теории внесла уральская школа по теории
управления. Разработанная этой школой теория дифференциаль-
ных игр разрешает фундаментальные вопросы о существовании
равновесий в классах стратегий управления с обратной связью, о
структуре оптимальных стратегий, предлагает серию оригиналь-
ных методов их построения.

Теория позиционных дифференциальных игр позволяет
рассматривать задачу управления, стоящую перед каждым из
двух игроков-антагонистов, как задачу оптимального гаранти-
рующего управления, в которой воздействия игрока-противника
могут формироваться произвольным, неизвестным управляюще-
му игроку механизмом в пределах априорно заданных допусти-
мых ограничений. Подлежащая определению стратегия управля-
ющего игрока при этом гарантирует наилучшее (либо требуемое)
качество процесса функционирования системы при наихудшей
из возможных реализации динамического возмущения. Вслед-
ствие этого теорию позиционных дифференциальных игр назы-
вают также теорией гарантирующего (либо гарантированного)
управления.

Теория гарантирующего управления, концентрируясь на за-
дачах управления в условиях неопределенных изменяющихся во
времени помех, обычно предполагает, что управляющие обрат-
ные связи используют полную информацию о текущих фазовых
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состояниях системы. В настоящем сообщении речь пойдет о зада-
чах гарантирующего управления при измерении части фазовых
координат. Для решения такого типа задач будет описана мето-
дология, которая основана на сочетании идеологии «классиче-
ской» теории гарантирующего управления [1, 2] с теорией дина-
мического обращения [3, 4]. Последняя совмещает методологию
позиционного управления с принципом регуляризации из теории
некорректно поставленных задач и нацелена, прежде всего, на ре-
шение задач идентификации в режиме реального времени теку-
щих значений неконтролируемых переменных входов. При этом
мы остановимся на конфликтно-управляемых системах, описы-
ваемых как обыкновенными дифференциальными уравнениями,
так и уравнениями с распределенными параметрами.

В качестве примера системы с распределенными парамет-
рами рассмотрим систему вида

∂

∂t
ψ(t, η) + l

∂

∂t
ϕ(t, η) = ΔLψ(t, η) + (Bu(t))(η)− (Cv(t))(η),

∂

∂t
ϕ(t, η) = ΔLϕ(t, η) + g(t, η, ϕ(t, η)) + ψ(t, η)

(1)

(
(t, η) ∈ Q = (t0, ϑ)× Ω

)
с граничным

∂

∂n
ψ(t, η) =

∂

∂n
ϕ(t, η) = 0

(
(t, η) ∈ (t0, ϑ)× ∂Ω

)
и начальным

ψ(t0, η) = ψ0, ϕ(t0, η) = ϕ0 (η ∈ Ω)

условиями. Здесь t ∈ [t0, ϑ] (t0 < ϑ < ∞) — переменная времени;
Ω ⊂ Rn, где n = 2, 3 — ограниченная пространственная область
с гладкой границей ∂Ω; B и C — линейные ограниченные опе-
раторы, действующие соответственно из банаховых пространств
Y и Z в гильбертово пространство H = L2(Ω) и преобразующие
внешние воздействия u(t) ∈ Y и v(t) ∈ Z, оказываемые на систе-
му в каждый момент t, в результаты (Bu(t))(η) и (Cv(t))(η) их
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непосредственного влияния на динамику системы в этот момент в
каждой точке η ∈ Ω; ΔL — оператор Лапласа; l — положительная
константа;

g(t, η, ϕ) = a(t, η)ϕ+ b(t, η)ϕ2 − c(η)ϕ3,

при этом a(·), b(·) ∈ L∞(Q), c(·) ∈ L∞(Ω), c(η) ≥ c > 0 для п.в.
η ∈ Ω; ∂/∂n — обозначение производной вдоль нормали к ∂Ω,
внешней по отношению к Ω; (ψ0, ϕ0) ∈ H2 — состояние системы
в начальный момент t0,

ψ0, ϕ0 ∈W 2
∞(Ω),

∂

∂n
ψ0(η) =

∂

∂n
ϕ0(η) = 0 (η ∈ ∂Ω).

Система (1) впервые была введена в работе [5]. В последние
годы исследованию этой системы, а также различных ее обоб-
щений, посвящено большое число работ, в том числе работ, по-
священных (как правило) задачам программного управления. В
настоящем сообщении для системы (1) обсуждаются две взаим-
но дополняющие игровые задачи о гарантированном позицион-
ном управлении в условиях полной и неполной информации о
ее наблюдаемых состояниях. Уравнения характеризуют процесс
отвердевания жидкого вещества в ограниченной пространствен-
ной области. Устанавливается, что решения задач при полной и
неполной информации эквивалентны в смысле асимптотически
гарантированных результатов. Решения основаны на методе экс-
тремального сдвига и методе априори стабильных множеств из
теории гарантированного позиционного управления и использу-
ют конструкции устойчивого динамического обращения управля-
емых систем.

1. Красовский Н.Н. Игровые задачи о встрече движений. М.: Наука,
1970.

2. Красовский Н.Н., Субботин А.И. Позиционные дифференциаль-
ные игры. М.: Наука, 1984.

3. Osipov Yu.S., Kryazhimskii A.V. Inverse problems for ordinary
differential equations: dynamical solutions. Gordon and Breach, 1995.
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4. Осипов Ю.С., Кряжимский А.В., Максимов В.И. Методы дина-
мического восстановления входов управляемых систем. Екатерин-
бург: УрО РАН, 2011.

5. Caginalp G. An analysis of a phase field model of a free boundary //
Arch. Ration. Mech. Anal. 1986. Vol. 92, pp. 205–245.

О существовании магистральных процессов
в задачах планирования

Ю.В. Мастерков
Владимир, Владимирский государственный университет

им. А.Г. и Н.Г. Столетовых
e-mail: Jura.masterkov@yandex.ru

Рассматривается модель долговременной эксплуатации
биологического сообщества, состоящего из n видов, с целью по-
лучения максимальной прибыли. Эволюция биологического со-
общества описывается системой

ẋ = f(x), где x ∈ Rn
+
.
= {x ∈ Rn : x1 � 0, . . . , xn � 0}. (1)

В дискретные моменты времени kτ, k ∈ N, происходит изъятие
доли ui(k)xi(kτ), ui ∈ [0, 1], биомассы каждого вида. Прибыль с
единовременного изъятия

Zk = Z(x(kτ), u(k))
.
=

n∑
i=1

piui(k)xi(kτ),

где pi > 0 — стоимость единицы биомассы i-го вида. Таким обра-
зом, рассматривается эксплуатируемая популяция, динамика ко-
торой задана управляемой системой с импульсным воздействием

ẋi = fi(x), t �= kτ, xi(kτ) =
(
1− ui(k)

)
· xi(kτ − 0), i = 1, n,

где xi(kτ − 0) и xi(kτ) — количество ресурса i-го вида до и по-
сле сбора в момент kτ соответственно, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . .
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Предполагается, что решения данной системы непрерывны спра-
ва, функции f1(x), . . . , fn(x) определены и непрерывно диффе-
ренцируемы для всех x ∈ Rn

+.
Ставится задача максимизации средней временной прибыли

Z(x(0)) = lim
k→∞

Z1 + Z2 + . . .+ Zk

kτ
−→ max .

Обозначим через ϕ(t, x∗) решение системы (1), удовлетворя-
ющее начальному условию ϕ(0, x∗) = x∗, где t � 0, x ∈ Rn

+. Пред-
полагаем, что решение ϕ(t, x∗) существует на отрезке [0, T ], T > τ
и является неотрицательным при любых неотрицательных на-
чальных условиях. Введем в рассмотрение функцию

Dτ (x)
.
=

n∑
i=1

pi
(
ϕi(τ, x)− xi

)
.

В работе [1] доказано, что если функция Dτ (x) достигает
максимального значения в единственной точке x∗ ∈ Rn

+ и x∗i �
ϕi(τ, x

∗) �= 0 для всех i = 1, n, то для любого x(0) ∈ Rn
+ такого,

что ϕi(τ, x(0)) � x∗i , i = 1, n,

maxZ(x(0)) = Dτ (x
∗) =

n∑
i=1

pi
(
ϕi(τ, x

∗)− x∗i
)

при следующем режиме эксплуатации:

u∗i (1) =
(
1− x∗i

ϕi(τ, x(0))

)
; u∗i (k) =

(
1− x∗i

ϕi(τ, x∗)

)
, i = 1, n, k � 2.

Заметим, что отображение x∗ → ϕi(τ, x
∗) задает маги-

стральный процесс в задаче максимизации средней временной
прибыли в модели долговременной эксплуатации биологического
сообщества. Таким образом, встает вопрос о существовании маги-
стральных процессов в задачах долговременного планирования.

Теорема. Пусть G — ограниченная область в Rn
+ и отобра-

жение x → ϕi(t, x), t > 0 переводит компакт G в себя. Если
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fi(x0) > 0, i = 1, n в точке x0 ∈ G, то найдётся такое T > 0,
что для любого разбиения времени kτ, τ ∈ (0, T ), k ∈ N, суще-
ствует x∗ ∈ G, обеспечивающая максимум

Dτ = Dτ (x
∗) .= max

x∈G
Dτ (x) > 0.

Отметим, что данная магистраль может быть не единствен-
ной. Но в случае единственности точки x∗, точка максимума
непрерывно зависит от τ .

1. Волдеаб М.С., Родина Л.И. О способах добычи биологического ре-
сурса, обеспечивающих максимальную среднюю временную выго-
ду // Изв. вузов. Математика. 2022. № 1. C. 12–24.

Об одной задаче преследования двух
убегающих во временных шкалах

Н.Н. Петров, Е.С. Можегова
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: kma3@list.ru, mozhegovalena@yandex.ru

Одним из направлений развития современной теории диф-
ференциальных игр является разработка методов решения задач
конфликтного взаимодействия группы преследователей и группы
убегающих [1, 2, 3]. Б. Олбах и С. Хилгер в работах [4, 5] пред-
ложили подход к исследованию дифференциальных и разност-
ных уравнений с единых позиций. Оказывается, что некоторым
результатам, полученным отдельно для каждой из этих теорий,
можно придать больший характер общности, если допустить воз-
можность задания динамических систем на произвольных замну-
тых подмножествах R, названных временными шкалами.

Достаточные условия поимки одного убегающего в задаче
простого группового преследования в заданной временной шка-
ле получены в работе [6]. В работе [7] рассматривалась задача
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простого преследования группой преследователей группы жест-
ко скоординированных убегающих в заданной временной шкале,
где были получены достаточные условия поимки хотя бы одного
убегающего.

Определение 1. Непустое замкнутое подмножество T ⊂ R1 та-
кое, что sup

t∈T
t = +∞, называется временной шкалой.

Пусть задана некоторая временная шкала T, t0 ∈ T.
В пространстве Rk(k � 2) рассматривается дифференци-

альная игра Γ(n, 2) n + 2 лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и
двух убегающих E1, E2 с законами движения вида

xΔi = ui, xi(t0) = x0i , ui ∈ V, (1)

yΔj = v, yj(t0) = y0j , v ∈ V. (2)

Здесь xi, yj , x0i , y
0
j , ui, v ∈ Rk, i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ J = {1, 2},

V = {v ∈ Rk : ‖v‖ � 1}. Считаем, что x0i �= y0j для всех i ∈ I, j ∈ J.
Дополнительно предполагается, что убегающие E1, E2 в процессе
игры не покидают пределов выпуклого множества Ω с непустой
внутренностью вида

Ω = {y ∈ Rk
∣∣ (pj , y) � μj , j = 1, . . . , r},

где p1, . . . , pr — единичные векторы Rk, μ1, . . . , μr — вещественные
числа, (a, b) — скалярное произведение. Считаем, что Ω = Rk при
r = 0.

Введем новые переменные zij = xi−yj . Тогда вместо систем
(1), (2) получим систему

zΔij = ui − v, zij(t0) = z0ij = x0i − y0j , ui, v ∈ V.

Δ-измеримую функцию v : T → Rk назовем допустимой,
если v(t) ∈ V, yj(t) ∈ Ω для всех t ∈ T, j ∈ J. Предысторией
функции v в момент t ∈ T будем называть сужение функции v на
[t0, t) ∩ T. Обозначим z0 = {z0ij , i ∈ I, j ∈ J} — вектор начальных
позиций.

Действия убегающих можно трактовать следующим обра-
зом: имеется центр, который для всех убегающих E1, E2 выбирает
одно и то же управление v(t).
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Определение 2. В игре Γ(n, 2) происходит поимка, если суще-
ствуют момент T0 = T (z0), квазистратегии U1, . . . ,Un пресле-
дователей P1, . . . , Pn, такие, что для любой измеримой функции
v(·), v(t) ∈ V , y(t) ∈ Ω, t ∈ [t0, T0] ∩ T выполнено хотя бы одно
из следующих условий:

a) найдутся номера l,m ∈ I, (m �= l), j ∈ J , моменты τ1, τ2 ∈
[t0, T0] ∩ T такие, что zlj(τ1) = 0, zmj(τ2) = 0;

b) найдутся номера l,m ∈ I, (m �= l), моменты τ1, τ2 ∈
[t0, T0] ∩ T такие, что zl1(τ1) = 0, zm2(τ2) = 0.

Замечание 1. Условие поимки означает, что либо два каких-то
преследователя осуществляют поимку одного убегающего, либо
один преследователь ловит одного убегающего, а второй — дру-
гого. Такая ситуация может возникнуть, если система состоит из
двух блоков и для того, чтобы ее вывести из строя, нужно либо
уничтожить один из блоков, либо повредить оба блока.

Теорема 1. Пусть r = 1 и существует множество I0 ⊂ I,
|I0| = n− 2 такое, что для всех l ∈ I0

0 ∈ Intco {z0i1, z0i2, i �= l, p1}.

Тогда в игре Γ(n, 2) происходит поимка.

Теорема 2. Пусть существуют p ∈ Rk, p �= 0, μ ∈ R1, I0 ⊂ I,
|I0| = n− 2 такие, что Ω ⊂ {z ∈ Rk | (p, z) � μ} и для всех l ∈ I0

0 ∈ Intco {z0i1, z0i2, i �= l, p}.

Тогда в игре Γ(n, 2) происходит поимка.

Теорема 3. Пусть Ω = Rk и существует множество I0 ⊂ I,
|I0| = n− 2 такое, что для всех l ∈ I0

Intco {x0i , i ∈ I0, i �= l} ∩ co {y01, y02} �= ∅.

Тогда в игре Γ(n, 2) происходит поимка.

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках госу-
дарственного задания № 075-01265-22-00 (проект FEWS-2020-0010) и РФФИ
(проект 20-01-00293).
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Субградиенты функционала оптимального
результата в задачах оптимального

управления системами нейтрального типа

А.Р. Плаксин
Екатеринбург, ИММ УрО РАН
e-mail: a.r.plaksin@gmail.com

Работа продолжает исследования [1, 2, 3, 4] по развитию
обобщенных решений [5, 6] уравнений Гамильтона–Якоби с коин-
вариантными производными, соответствующих функционально-
дифференциальным системам, и направлена на получение кри-
териев в форме субградиентов для функционала оптимального
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результата в задачах оптимального управления системами ней-
трального типа в форме Дж. Хейла. При этом, следуя идеям из
[3, 4], предлагается рассматривать уравнения Гамильтона–Якоби
не на пространстве липшицевых функций, как это было в [2], а
на более широком пространстве кусочно-липшицевых функций.

Пусть h > 0, I ∈ N и ϑ = Ih. Функцию w(·) : [−h, 0) �→ Rn

называем кусочно-липшицевой, если существуют такие−h = ξ1 <
ξ2 < . . . < ξk = 0, что w(·) липшишева на каждом полуинтервале
[ξi, ξi+1), i ∈ 1, k − 1. Множество таких функций обозначим через
PLip. Обозначим также через PLip∗ множество функций w(·) ∈
PLip, для которых существует δ > 0 такое, что w(·) непрерывно-
дифференцируема на [−h,−h+ δ]. Обозначим

G = (0, ϑ]× Rn × PLip, G∗ = ∪I−1
i=0 (ih, (i+ 1)h)× Rn × PLip∗.

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления:
при каждой (τ, z, w(·)) ∈ G необходимо минимизировать по u(·)
функционал

J(τ, z, w(·), u(·)) = σ(x(ϑ)),

где x(·) — движение динамической системы, описываемой урав-
нением нейтрального типа в форме Дж. Хейла

d

dt

(
x(t)− g(t, x(t− h))

)
= f(t, x(t), x(t− h), u(t)), t ∈ [τ, ϑ],

при начальном условии x(τ) = z, x(t) = w(t − τ), t ∈ [τ − h, τ).
Здесь t — время; x(t) ∈ Rn — фазовый вектор; u(t) ∈ U — управ-
ляющее воздействие; U ⊂ Rm — компакт. Функция f(t, x, y, u) ∈
Rn, t ∈ [0, ϑ], x, y ∈ Rn, u ∈ U непрерывна, локально липши-
цева по второму и третьему аргументу и удовлетворяет усло-
вию подлинейного роста (см. условия (f1)–(f3) в [3]). Функция
g(t, x) ∈ Rn, t ∈ [0, ϑ], x ∈ Rn непрерывно-дифференцируема.
Функция σ(x) ∈ R, x ∈ Rn локально липшицева. При указанных
условиях каждая допустимая (измеримая) реализация управле-
ния u(·) : [τ, ϑ] �→ U единственным образом определяет движение
x(·) — кусочно-липшицеву функцию, определенную на [τ − h, ϑ],
такую, что функция y(t) = x(t) − g(t, x(t − h)), t ∈ [τ, ϑ] лип-
шицева и уравнение (1) выполняется почти всюду. Функционал
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оптимального результата имеет вид

ρ(τ, z, w(·)) = inf
u(·)

J(τ, z, w(·), u(·)).

где u(·) перебирается по допустимым u(·) : [τ, ϑ] �→ U. Пусть
H(t, x, y, s) = min

u∈U
〈f(t, x, y, u), s〉. Рассмотрим задачу Коши для

уравнение Гамильтона–Якоби с коинвариантными (ci-) производ-
ными (см. определение в [2])

∂ciτ,wϕ(τ, z, w(·)) + 〈∂ciτ,wĝ(τ, w(·)),∇zϕ(τ, z, w(·))〉
+H(τ, z, w(−h),∇zϕ(τ, z, w(·))) = 0, (τ, z, w(·)) ∈ G∗,

(1)

ϕ(ϑ, z, w(·)) = σ(z), (z, w(·)) ∈ Rn × PLip, (2)

где ĝ(τ, w(·)) = g(τ, w(−h)). В отличие от уравнений Гамильто-
на–Якоби, для систем с запаздыванием (см. [1]) в уравнении (1)
появляется новое слагаемое, не определенное на всем G. Поэтому
мы рассматриваем это уравнение на подпространстве G∗, в каж-
дой точке которого, в силу условий на функцию g, ∂ciτ,wĝ(τ, w(·))
существует.

Решение задачи (1), (2) будем искать в классе функциона-
лов ϕ ∈ Φ, удовлетворяющих следующим условиям:
a) Для любых (τ, w(·)) ∈ [0, ϑ] × Lip([−h, 0],Rn) функция ϕ̂(t) =
ϕ(t, w(−0), w(·)), t ∈ [τ, ϑ] непрерывна;
b) для любого α > 0 существует такое λϕ > 0, что

|ϕ(τ, z, w(·))− ϕ(τ, z′, w′(·))| � λϕυi(τ, z − z′, w(·)− w′(·)),
τ ∈ (ih, (i+ 1)h], i ∈ 0, I − 1, (z, w(·)), (z′, w′(·)) ∈ P (α),

где P (α) = {(z, w(·)) ∈ Rn × PLip: ‖z‖ � α, sup
ξ∈[−h,0)

‖w(ξ)‖ � α} и

υi(τ, z, w(·)) = ‖z‖+
∫ 0

−h
‖w(ξ)‖dξ + ‖w(−h)‖+ ‖w(ih− τ)‖.

Следуя [4], субдифференциалом функционала ϕ : G �→ R в
точке (τ, z, w(·)) ∈ G, τ < ϑ называем множество D−ϕ(τ, z, w(·))
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таких пар (p0, p) ∈ R× Rn, что

lim
δ→0

inf
(t,x)∈O+

δ (τ,z)

ϕ(t, x, κt(·))− ϕ(τ, z, w(·))− (t− τ)p0 − 〈x− z, p〉
|t− τ |+ ‖x− z‖ � 0,

где κ(t) = w(t − τ), t ∈ [τ − h, τ), κ(t) = z, t ∈ [τ, ϑ] и O+
δ (τ, z) =

{(t, x) ∈ [τ, τ+δ]×Rn : ‖x−z‖ � δ}. Симметричным образом мож-
но определить величину супердифференциала D+ϕ(τ, z, w(·)).

Критерии для функционала оптимального результата ρ бу-
дем определять, следуя вязкостному подходу [5] (см. также, [3, 4])
к понятию обобщенного решения задачи (1), (2).

Определение. Функционал ϕ : G �→ R назовем вязкостным ре-
шением задачи (1), (2), если он удовлетворяет включению ϕ ∈ Φ,
условию (2) и неравенствам

p0 + 〈∂ciτ,wg(τ, w(·)), p〉+H(τ, z, w(−h), p) � 0

при (p0, p) ∈ D−ϕ(τ, z, w(·)),

q0 + 〈∂ciτ,wg(τ, w(·)), p〉+H(τ, z, w(−h), q) � 0

при (q0, q) ∈ D+ϕ(τ, z, w(·)), для любых (τ, z, w(·)) ∈ G∗.

Теорема. Функционал оптимального результата ρ является
единственным вязкостным решением задачи (1), (2).
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фонда № 21-71-10070, https://rscf.ru/project/21-71-10070/.
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Оптимизация средней временной выгоды
для вероятностной модели динамики

популяции

Л.И. Родина, А.В. Черникова
Владимир, Владимирский государственный университет

им. А.Г. и Н.Г. Столетовых
e-mail: lrodina67@mail.ru, nastik.e@bk.ru

Рассматривается задача оптимизации средней временной
выгоды для вероятностной модели популяции, заданной разност-
ным уравнением. Показано, что оценки средней временной вы-
годы зависят от свойств функции f(x), определяющей динамику
популяции. Работа является продолжением [1, 2], где положено
начало исследованиям оптимизации средней временной выгоды.

Предполагаем, что при отсутствии эксплуатации развитие
популяции описывается уравнением

X(k + 1) = f
(
X(k)

)
, k = 1, 2, . . . , (1)

где X(k) — размер популяции в момент времени k, f(x) — ве-
щественная дифференцируемая функция, заданная на отрезке
I = [0, a], такая, что f(I) ⊆ I.

Пусть в моменты k = 1, 2, . . . из популяции извлекается
некоторая случайная доля ресурса ω(k) ∈ Ω ⊆ [0, 1]. Если в
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момент k доля собранного ресурса окажется больше некоторо-
го значения u(k) ∈ [0, 1), то процесс сбора останавливается. В
этом случае доля добываемого ресурса будет равна

�(k) = �(ω(k), u(k)) = min(ω(k), u(k)), k = 1, 2, . . . .

Тогда модель эксплуатируемой популяции имеет вид

X(k + 1) = f
(
(1− �(k))X(k)

)
, k = 1, 2, . . . ,

где X(k) = X
(
�(1), . . . , �(k − 1), x(0)

)
— количество ресурса до

сбора в моменты времени k = 2, 3, . . . , зависящее от долей ресурса
�(1), . . . , �(k − 1), собранного в предыдущие моменты времени, и
от начальной численности популяции x(0) � 0. До момента k = 1
извлечение ресурса не производится и X(1) = f(x(0)).

Рассмотрим функцию

H∗
(
�, x(0)

) .
= lim

n→∞
1

n

n∑
k=1

X(k)�(k),

которую назовем средней временной выгодой от извлечения ре-
сурса.

Проблема рациональной эксплуатации ресурса имеет важ-
ную экологическую и экономическую роль: необходимо оставить
достаточное количество ресурса для дальнейшего воспроизвод-
ства и обеспечения устойчивости экосистемы, а также получить
наибольший доход от собранного ресурса. Таким образом, иссле-
дуем задачу выбора управления u = (u(1), . . . , u(k), . . .) ∈ U , где
U

.
= {u : u = (u(1), . . . , u(k), . . .)}, ограничивающего долю добы-

ваемого ресурса в каждый момент времени k, при котором зна-
чение функции H∗

(
�, x(0)

)
можно оценить снизу с вероятностью

единица по возможности наибольшим числом.
Пусть задано вероятностное пространство (Ω, Ã, μ̃), где Ã —

сигма-алгебра подмножеств Ω ⊆ [0, 1], на которой определена ве-
роятностная мера μ̃. Определим вероятностную модель (Σ,A, μ),
где Σ = {σ : σ = (ω(1), . . . , ω(k), . . .)}, A — наименьшая сигма-
алгебра, порожденная цилиндрическими множествами

D(k)
.
=
{
σ ∈ Σ : ω(1) ∈ A(1), . . . , ω(k) ∈ A(k)

}
,
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где A(1) ∈ Ã, . . . , A(k) ∈ Ã, и зададим меру

μ̃
(
D(k)

) .
= μ̃
(
A(1)

)
· μ̃
(
A(2)

)
· . . . · μ̃

(
A(k)

)
.

Тогда в силу теоремы А.Н. Колмогорова на измеримом простран-
стве (Σ,A) существует единственная вероятностная мера μ, кото-
рая является продолжением меры μ̃ на сигма-алгебру A.

Обозначим через M�(ω, u(x)) математическое ожидание
случайной величины �(ω, u(x))

.
= min(ω, u(x)) на множестве Ω.

Если уравнение (1) имеет решение X(k) ≡ const = x∗, то
это решение называется положением равновесия (неподвижной
точкой), причем x∗ = f

(
x∗
)
. Предположим, что x∗ ∈ (0, a) и

0 < f ′(x∗) < 1. Обозначим через (a1, a2) ⊂ I максимальный ин-
тервал, содержащий точку x∗, для всех точек которого выполнено
неравенство 0 < f ′(x) < 1.

Теорема 1. Пусть μ(0) < 1, уравнение (1) имеет положение
равновесия x∗ ∈ (0, a) и 0 < f ′(x∗) < 1. Тогда для любых x ∈
[a1, x

∗], x(0) ∈ [x, a2] существует управление u ∈ U такое, что
для почти всех σ ∈ Σ выполнены неравенства

f(x)M�(ω, u(x)) � H∗(�, x(0)) � x∗M�(ω, u(x));

здесь u(x) = 1− x

f(x)
.

Получим оценки средней временной выгоды в случае, когда
для положения равновесия x∗ ∈ (0, a) уравнения (1) выполнено
неравенство −1 < f ′(x∗) < 0. Обозначим через (b1, b2) максималь-
ный интервал, содержащий точку x∗, для всех точек которого
f ′(x) ∈ (−1, 0).

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:
1) μ(0) < 1;
2) уравнение (1) имеет положение равновесия x∗ ∈ (0, a) и

−1 < f ′(x∗) < 0;
3) x ∈ [b1, x

∗), f(x) ∈ (b1, b2].
Тогда для любых x(0) ∈ [x, b2] существует управление u ∈ U
такое, что для почти всех σ ∈ Σ имеют место неравенства

f(f(x))M�(ω, u1(x)) � H∗
(
�, x(0)

)
� f(x)M�(ω, u2(x));
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здесь u1(x) = 1− x

f(f(x))
, u2(x) = 1− x

f(x)
.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаменталь-
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Представление BV-решений управляемого
процесса выметания

О.Н. Самсонюк
Иркутск, ИДСТУ СО РАН
e-mail: olga.samsonyuk@icc.ru

В докладе рассматривается управляемый процесс вымета-
ния, оператор решения которого задан на пространстве пополне-
ний графиков функций ограниченной вариации. Формально про-
цесс выметания описывается импульсной управляемой системой:

dx(t) = f
(
t, x(t), y(t)

)
dt+G

(
t, x(t)

)
μ(dt), x(a−) = x0, (1)

μ ∈ C∗(T,K), (2)

где T = [a, b] ⊂ R — заданный отрезок времени, K ⊂ Rm —
замкнутый выпуклый конус, x0 ∈ Rn, x(a−) — значение функ-
ции x(·) слева в точке t = a, μ — управляющая мера, x(·), y(·) —
вектор-функции ограниченной вариации, непрерывные справа на
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промежутке (a, b], x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rr. Функция y(·) удовлетво-
ряет дифференциальному включению с мерой:

−dy(t) ∈ NP
C(t,x(t))

(
y(t)
)
, y(a−) = y0 ∈ C(a, x0), (3)

где NP
C

(
y
)
— проксимальный нормальный конус к множеству C в

точке y. Для выпуклого множества NP
C

(
y
)
совпадает с нормаль-

ным конусом в смысле выпуклого анализа.
Управляемая система (1)–(3) рассматривается при предпо-

ложениях:

1) Функции f(t, x, y), G(t, x) непрерывны по всем аргументам,
локально липшицевы и удовлетворяют условию не более
чем линейного роста по переменным x, y.

2) Многозначное отображение C : T×Rn �→ Rr имеет непустые
замкнутые значения и локально липшицево относительно
метрики Хаусдорфа dH(·, ·), т.е. для каждого компактного
множества Q ⊂ Rn найдется L(Q) > 0, такое что неравен-
ство

dH
(
C(s1, x1), C(s2, x2)

)
� L(Q)

(
|s1 − s2|+ ‖x1 − x2‖

)
выполняется для всех (s1, x1), (s2, x2) ∈ T ×Q.

3) Множество C(t, x) является δ-проксимально регулярным
при некотором δ > 0 для всех (t, x) ∈ T × Rn (см. [1, 4]).

Основной мотив изучения процесса (1)–(3) был связан с
вырожденными задачами оптимального управления системами с
гистерезисными нелинейностями, моделируемыми play операто-
ром, релаксационное расширение которых нельзя описать через
классические BV–решения соответствующих процессов вымета-
ния. Примеры таких задач будут рассмотрены в докладе.

В докладе будут даны определение и описание решений
системы (1)–(3), являющихся пополнениями графиков функций
ограниченной вариации. Используемый подход к представлению
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решений был предложен в [5, 6], он отличается от способов опре-
деления решения, предложенных в [2, 3, 4]. Также будут рассмот-
рены вопросы существования и единственности решения, соответ-
ствующего заданным управляющей мере и начальному условию.
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Пошаговое построение оптимального
движения и неупреждающие
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В задачах динамической оптимизации при наличии помех
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построение оптимального движения осуществляется, зачастую,
по шагам конечного разбиения Δ, выбранного на интервале
управления. Оптимальность движения определяется некоторой
мультифункцией (далее м/ф) α, заданной на помехах, со значени-
ями во множестве движений на всем интервале управления. При
этом на каждом шаге управляющая сторона получает тем или
иным способом реализацию помехи, совпадающую до текущего
момента разбиения с истинной помехой, действующей в систе-
ме. На основе этой информации управляющая сторона выбирает
из оптимальных траекторий такую, которая продолжает до те-
кущего момента разбиения движение, выбранное на предыдущем
шаге. Процедура повторяется на всех шагах разбиенияΔ. В итоге
управляющая сторона получает оптимальный ответ на истинную
помеху, действующую в системе. Данная схема присутствует, на-
пример, в методе управления с поводырём при функциональных
ограничениях на помеху [2].

Возможность такого построения при всякой допустимой по-
мехе назовём физичностью условий (α,Δ), определяющих поша-
говую процедуру. Понятно, что неупреждаемость и непустознач-
ность α влечёт так понимаемую физичность при любом разби-
ении интервала управления. Это же верно и при наличии у α
неупреждающего непустозначного мультиселектора.

В работе показано, что свойство физичности условий, за-
данных парой (α,Δ), эквивалентно существованию у α «частич-
но» неупреждающего непустозначного мультиселектора, причем
указанная неупреждаемость заведомо слабее классического усло-
вия неупреждаемости даже в случае, когда физичность имеет
место для произвольно выбранного разбиения. Вторым рассмат-
риваемым вопросом является описание, а в отдельных случаях
в меру эффективное построение таких «частично» неупреждаю-
щих мультиселекторов произвольной м/ф. В целом работа близка
к вопросам, рассмотренным в [1, 2].

Физичность и HΔ-неупреждаемость. Пусть R— веществен-
ная прямая. Для непустых A, B обозначим BA множество всех
отображений из A в B. Если f ∈ BA и C ∈ P′(A), то (f |C) ∈ BC
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и (f |C)(x) � f(x) ∀x ∈ C. Когда F ∈ P′(BA), полагаем (F |C) �
{(f |C) : f ∈ F}; здесь P(T ) (P′(T )) — семейство всех (всех непу-
стых) подмножеств T .

Фиксируем непустые множества X, Y и T � [t0, ϑ] ⊂ R,
а также (непустые) множества помех Ω ∈ P′(YT), траекторий
Z ∈ P′(XT) и семейство интервалов T � {[t0, τ ] | τ ∈ T}. Пусть Δ
— разбиение T: Δ � {t0 = τ0 < τ1 < . . . < τnΔ = ϑ}. Обозначим
HΔ � {Hi ∈ T | Hi = [τ0, τi), τi ∈ Δ \ {τ0}}.

Пусть также имеется непустозначная м/ф α ∈ P(Z)Ω, отоб-
ражающая помехи из Ω в оптимальные траектории из Z. Пару
(α,Δ) назовём условиями пошагового выбора.

Формально свойство физичности определим следующим об-
разом: условия пошагового выбора (α,Δ) физичны, если и только
если найдется кортеж м/ф (φi)i∈1..nΔ , Ω ! ω �→ φi(ω) ∈ P′(α(ω)),
удовлетворяющий при любых (ωi)i∈1..nΔ таких, что ωi ∈ Ω и
(ωi|Hi) = (ωi+1|Hi), i ∈ 1..(nΔ − 1), равенствам (φi(ωi)|Hi) =
(φi+1(ωi+1)|Hi), i ∈ 1..(nΔ − 1).

Будем говорить, что м/ф β есть мультиселектор м/ф α (и
обозначать это β " α), если β(ω) ⊂ α(ω), ∀ω ∈ Ω; назоваем м/ф
β HΔ-неупреждающей, если для любых ω1, ω2 ∈ Ω и H ∈ HΔ вы-
полняется ((ω1|H) = (ω2|H))⇒ ((β(ω1)|H)= (β(ω2)|H)). Обозна-
чим N(HΔ) [α] (N0

(HΔ) [α]) множество всех (всех непустозначных)
HΔ-неупреждающих мультиселекторов м/ф α.
Лемма 1. Условия пошагового выбора (α,Δ) физичны, если и
только если N0

(HΔ) [α] �= ∅. При этом любая м/ф из N0
(HΔ) [α]

может быть использована в пошаговой процедуре вместо всех
м/ф (φi)i∈1..nΔ .

Итак, для решения вопроса о физичности условий (α,Δ) до-
статочно найти наибольший элемент в N(HΔ) [α] (обозначим его
$N(HΔ)[α]) и выяснить является ли он непустозначным. В случае
положительного ответа на эти вопросы соответствующая зада-
ча пошагового построения оптимального движения будет решена
при любой помехе.

Представление HΔ-неупреждающего мультиселектора.
Для разбиения Δ введем семейство операторов FHΔ

� {〈·〉H :
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H ∈ HΔ}, преобразующих м/ф из P(Z)Ω: для любых β ∈ P(Z)Ω,
H ∈ T и ω ∈ Ω

〈β〉H(ω) �
{
h ∈ β(ω) | (h|A) ∈

⋂
(ω′|H)=(ω|H)

(β(ω′)|A)
}
.

В силу изотонности и сужаемости в (P(Z)Ω,") (см. [3, п. 1]) опе-
раторов из FHΔ

выполняется лемма 2.

Лемма 2. Для любого H ∈ T оператор 〈·〉H идемпотентен,
неподвижные точки оператора 〈·〉H суть {H}-неупреждающие
м/ф. При этом для любого β ∈ P(Z)Ω м/ф 〈β〉H есть наиболь-
ший в (P(Z)Ω,") {H}-неупреждающий мультиселектор β.

Из леммы 2, в частности, получим Fix(FHΔ
) = N(HΔ), где

Fix(FHΔ
) — множество всех общих неподвижных точек семей-

ства FHΔ
. Обозначим ITERσ[FHΔ

](α)— множество значений ком-
позиций степени не более σ (далее σ — произвольный ординал
мощности большей, чем мощность множества P(Z)Ω) операторов
из FHΔ

на м/ф α (см. [3, п. 2]). Из леммы 2, следуя рассуждениям
из [3, теорема 2.1, следствие 2.1], получим

Теорема. При указанных условиях выполняется равенство

{$N(HΔ)[α]} = Fix(FHΔ
) ∩ ITERσ[FHΔ

](α).

Понятно, что в общем случае приведенное представление
искомого мультиселектора малоэффектвно. Вместе с тем, напри-
мер, при коммутативности семейства FHΔ

, правая часть этого
равенства преобразуется к выражению 〈..〈α〉H1 ..〉HnΔ

с конечным
числом применений операторов из FHΔ

, оставляя возможности
исследования и построения искомой м/ф.
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Об усреднении аппроксимаций решений для
задачи динамической реконструкции

управлений

Н.Н. Субботина, Е.А. Крупенников
Екатеринбург, ИММ УрО РАН, УрФУ

e-mail: subb@uran.ru, krupennikov@imm.uran.ru

Доклад посвящен развитию нового метода решения задачи
динамической реконструкции управлений (ЗДРУ) для динами-
ческих управляемых систем, предложенного [1, 2] авторами до-
клада. Под ЗДРУ понимается задача построения аппроксимаций
неизвестного управления, которое порождает наблюдаемую тра-
екторию динамической системы. Роль входных данных играют
неточные дискретные замеры наблюдаемой траектории.

В докладе рассматриваются детерминированные управля-
емые системы, аффинные по управлениям. Допустимые управ-
ления — измеримые функции, значения которых ограничены из-
вестным выпуклым компактом.

Необходимо заметить, что задача аппроксимации неизвест-
ного управления некорректна, так как одна и та же траектория
может порождаться не единственным допустимым управлением.
Поэтому вводится понятие нормального управления — измеримо-
го управления, порождающего наблюдаемую траекторию и име-
ющего минимальную норму в пространстве L2. Показано [2], что
при типичных предположениях о входных данных для любой
траектории, порожденной допустимым управлением, существует
единственное нормальное управление. Под ЗДРУ подразумевает-
ся задача реконструкции именно нормального управления.

Авторами доклада предложен новый метод [1, 2] решения
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ЗДРУ, опирающийся на нахождение стационарных точек регуля-
ризованного [3] интегрального функционала невязки во вспомога-
тельных вариационных задачах. Отличительная особенность под-
хода — использование невыпуклых (выпукло-вогнутых) функци-
оналов.

Заметим, что аппроксимации нормального управления, по-
строенные с помощью метода [1, 2], вообще говоря, не являются
допустимыми управлениями. Это равномерно (по параметрам ап-
проксимации) ограниченные кусочно-непрерывные функции. Од-
нако, не гарантируется, что их значения будут принадлежать
компакту, ограничивающему значения допустимых управлений.

В докладе описывается модификация метода [1, 2], позво-
ляющая строить допустимые аппроксимации нормального управ-
ления.

Постановка ЗДРУ. Наблюдается некоторая траектория
x∗(·) : [0, T ] → Rn динамической управляемой системы вида

ẋ(t) = G(t, x(t))u(t) + f(t, x(t)),

x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, m � n, t ∈ [0, T ],

где x(·) — вектор фазовых переменных, u(·) — вектор управле-
ний, T < ∞, U — выпуклый компакт. Наблюдаемая траектория
порождается неизвестным допустимым управлением.

Роль входных данных играют неточные дискретные замеры
наблюдаемой траектории

{yδk, k = 0, . . . , N, N = �T/hδ�} : ‖yδk − x∗(tk)‖ � δ.

Они имеют погрешность δ > 0 и поступают с шагом hδ > 0 в
моменты времени tk = khδ, k = 0, . . . , N .

ЗДРУ ставится следующим образом: для известных пара-
метров δ и hδ и наборов замеров {yδi } построить кусочно-непре-
рывные управления uδ(·) : [0, T ] → Rm, равномерно ограничен-
ные по δ и hδ, такие, что при стремлении к нулю параметров
δ и hδ эти управления сходятся слабо со звездой к нормально-
му управлению, а траектории системы (1), порожденные этими
управлениями, сходятся равномерно к наблюдаемой траектории
x∗(·).
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В работах [1, 2] разработан и обоснован пошаговый алго-
ритм решения ЗДРУ. На каждом шаге алгоритма (т.е. на отрез-
ке времени [tk−1, tk]) используются вспомогательные конструк-
ции из задачи на поиск стационарных точек выпукло-вогнутых
функционалов. Во вспомогательных задачах используются глад-
кие интерполяции дискретных замеров наблюдаемой траектории.

Модификация этого алгоритма, предложенная в данном
докладе, отличается от исходной тем, что вводится процедура
усреднения аппроксимаций, позволяющая получить из ограни-
ченных кусочно-непрерывных аппроксимаций допустимые кусоч-
но-постоянные. Более того, показано, что построенные усреднен-
ные аппроксимации управлений сходятся к искомому нормаль-
ному управлению поточечно.

Работа новой модификации алгоритма может быть проде-
монстрирована на примере следующей динамики:

(
Ẋ(t)

Ṡ(t)

)
=

⎛⎜⎜⎝ X(t) −X(t)

SFV

−X(t)

YX/S

SF − S(t)

SF

⎞⎟⎟⎠( μ(t)
U(t)

)
+

+

(
0

−ρ X(t)
YP/S

− S(t)X(t)
Km+S(t)

)
.

Это упрощенная модель ферментации пенициллина в организ-
ме [4]. Здесь фазовые переменные X(·) и S(·) — это содержание
препарата и продуктов реакций в организме, а управления U(·) и
μ(·) — подача препарата в организм и рост биомассы (неизвест-
ный медицинский параметр организма, формально принятый за
управление).

На основании полученных численным способом замеров од-
ной траектории этой системы были построены аппроксимации
нормального управления μ(·) по модифицированному и немоди-
фицированному алгоритму [1, 2]. Результаты представлены на
Рис. 1 (немодифицированный метод) и Рис. 2 (модифицирован-
ный метод).

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-01-00362).
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Рис. 1: Аппроксимация нормаль-
ного управления, полученная
немодифицированным методом.

Рис. 2: Аппроксимация нормаль-
ного управления, полученная мо-
дифицированным методом.
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Различные постановки задач идентификации возникают в
прикладных исследованиях и зачастую играют ключевую роль.
Например, если при эволюционном развитии процесса не все его

226



параметры и характеристики доступны для наблюдения, что яв-
ляется достаточно распространенной ситуацией в действительно-
сти, то требуется восполнение недостающей информации. Такая
проблематика широко представлена в исследованиях, связанных
с математическим моделированием в информационных техноло-
гиях (восстановление изображений), экологии (оценка влияния
источника загрязнения на окружающую среду), медицине (про-
цесс распространения и лечения вирусных заболеваний в одном
организме и популяции в целом) и других областях.

Наиболее распространены апостериорные постановки за-
дач идентификации, которые имеют богатую историю изучения
и значительное число методов решения (см., например, [1]). Часто
используемые алгоритмы в прикладных исследованиях основаны
на привлечении сплайнов, конечно-разностной аппроксимации с
подходящей сеткой и другим видам аппроксимаций. Увеличение
числа точек разбиения при наличии погрешности не приводит к
уточнению результата, поэтому для избежания подобных ситуа-
ций в настоящей работе предлагается адаптивный, работающий
по принципу обратной связи, алгоритм.

Основной мотивацией работы является распространение
метода динамического обращения [2] на более общий класс си-
стем, описываемых дифференциальными уравнениями дробного
порядка. Рассматривается система нелинейных дифференциаль-
ных уравнений дробного порядка

[Dγ
∗x1](t) = g1(t, x1(t)) + C1x2(t), (1)

[Dγ
∗x2](t) = g2(t, x1(t), x2(t)) + C2u(t), t ∈ T, (2)

где x = {x1, x2} ∈ Rn — фазовый вектор (x1 ∈ Rκ1 , x2 ∈ Rκ2),
u(t) ∈ Rm — неизвестное входное воздействие (возмущение), мат-
рицы C1 и C2 размерностей κ1×κ2 и κ2×m соответственно, функ-
ции g1 : T ×Rκ1 → Rκ1 и g2 : T ×Rκ1 ×Rκ2 → Rκ2 удовлетворяют
условию Липшица по совокупности переменных. Система (1), (2)
функционирует на конечном интервале времени T := [σ, θ]. Здесь
[Dγ

∗x](t), t ∈ T , обозначает дробную производную Капуто [3, c. 91]
функции x(·) порядка γ ∈ (0, 1).
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Траектория системы (1), (2) определяется переменным
внешним воздействием u(·), но ее реализация и воздействие u(·)
неизвестны заранее. Однако, одновременно с функционировани-
ем системы (1), (2), доступны для измерения с некоторой погреш-
ностью ее κ1 координат. В результате измерений имеем векторы
ξh(t) ∈ Rκ1 , удовлетворяющие соотношениям

‖ξh(t)− x1(t)‖κ1 � h, t ∈ T,

где h ∈ (0, 1) — погрешность измерений. Начальные условия
предполагаются известными точно: x1(σ) = x1σ, x2(σ) = x2σ.

Рассматриваемая задача состоит в том, чтобы найти спе-
циальную процедуру восстановления, работающую по принципу
обратной связи, результат работы которой аппроксимировал бы
неизвестное возмущение и формировался по результатам неточ-
ных непрерывных измерений части имеющихся фазовых коор-
динат. Построенная таким образом аппроксимация возмущения
должна быть нечувствительна к информационным шумам и вы-
числительным ошибкам.

Действие предлагаемой процедуры представлено двумя
блоками восстановления, работающими одновременно. Первый
блок нацелен на восстановление ненаблюдаемой координаты x2.
Информация, полученная в результате его работы, передается
на второй блок, который, в свою очередь, формирует некоторую
аппроксимацию u(·) по принципу обратной связи. Введем вспо-
могательную систему (модель) вида

[Dγ
∗w1](t) = g1(t, ξ

h(t)) + C1ψ
h(t), (3)

[Dγ
∗w2](t) = g2(t, ξ

h(t), ψh(t)) + C2v
h(t), t ∈ T, (4)

с начальными условиями w1(σ) := x1σ, w2(σ) := x2σ. Далее,
фиксируются некоторые функции α(h), α : (0, 1) → (0, 1) и δ(h),
δ : (0, 1) → (0, 1). Тогда работа первого блока восстановления
включает в себя систему (3) и правило аппроксимации ненаблю-
даемой координаты w2 вида

ψh(t) = (α(h))−1C

1 (ξh(t)− w1(t)), t ∈ T.
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Второй блок восстановления соответствует системе (4) и исполь-
зует следующее правило формирования управления:

vh(t) = (δ(h))−1C

2 (ψh(t)− w2(t)), t ∈ T.

Введем множество U(x(·)) всех управлений, порождающих дви-
жение x(·), по формуле

U(x(·)) =
{
u(·) ∈ L∞(T,Rm) :

x(t) = xσ + [Iγ(g(·, x(·)) + C2u(·))](t), ∀t ∈ T
}
.

Определим элемент u∗(·) = u∗(·;x(·)) как элемент минимальной
L2(T,Rm)-нормы в U(x(·)). Поскольку множество U(x(·)) выпук-
ло и замкнуто в L2(T,Rm), то элемент u∗(·) существует и един-
ственен.

Теорема. Пусть функция u(·) имеет ограниченную вариацию
на T , κ1 = κ2, detC1 �= 0, и пусть функции α : (0, 1) → (0, 1),
δ : (0, 1) → (0, 1) и постоянные β1, β2 ∈ (0, 2) и β3, β4 ∈ (0, μ)
таковы, что выполнены соотношения

(a) α(h) → 0, (α(h))−2hβ2 → 0 при h→ 0;

(b) (α(h))−1hλ → 0 при h→ 0, где λ := min{β1, 2− β1, 2− β2};

(c) α(h)h−β3 → 0 при h→ 0, где μ := min{1, 2− β1, 2− β2};

(d) δ(h) → 0, (δ2(h))−1π
3
2 (h) → 0 при h → 0, где π(h) := hρ +

α(h)h−β3 + (α(h))−1hλ, ρ := min{β1, β3, μ− β3};

(e) (δ(h))−1η(h) → 0 при h → 0, где η(h) := h + π
1
2 (h) +

(δ(h))−2π
3
2 (h);

(f) α(h)h−β4 → 0, π(h)h−β4 → 0, η(h)h−β4 → 0 при h→ 0.

Тогда vh(·) → u∗(·) в L2(T,Rm) при h→ 0.

Доказательство этого утверждение может быть проведено
по схеме [4].
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Линейная интерполяция программного
управления по параметру

В.Н. Ушаков, А.А. Ершов
Екатеринбург, ИММ УрО РАН

e-mail: ushak@imm.uran.ru, ale10919@yandex.ru

Рассматривается задача перевода состояния управляемой
системы Σ из начальной точки x(t0) = x(0) на целевое множество
M в заданный момент времени ϑ с помощью программного управ-
ления. В полностью детерминированной ситуации данная задача
была исследована, например, в [1]. Однако, в данном случае пред-
полагается, что управляемая система содержит заранее неопре-
делённый постоянный параметр α. В соответствии с [2] решение
такой задачи состоит из трех этапов: сбор информации о системе,
применения этой информации для устранения неопределенности
и, наконец, переход к активному управлению. Мы рассматрива-
ем ситуацию, возникающую, когда неопределённый параметр уже
восстановлен, но уже нет времени на построение разрешающего
управление [3, 4]. Таким образом, постановка задачи состоит в за-
благовременном построении и последующем компактном хране-
нии разрешающих программных управлений при всех значениях
постоянного параметра α из множества его возможных значений
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L = [a, b]. В отличие от известных авторам методов, предлага-
емый подход применим в ситуации, когда после приближённого
восстановления неопределённого параметра наблюдение за систе-
мой не ведётся.

В качестве разрешающего управления предложено про-
граммное управление, которое вычисляется как линейная интер-
поляция узловых управлений, соответствующих значениям пара-
метра α в точках разбиения множества L = [a, b]. Эти узловые
управления построены по методу экстремального прицеливания
Н.Н. Красовского, т.е. каждому из них соответствует набор точек,
прокладывающий ориентировочный путь к целевому множеству
M , так называемый «поводырь». На каждом отрезке разбиения
L разрешающее управление состоит из выпуклых линейных ком-
бинаций узловых управлений, соответствующих одному и тому
же поводырю, но разным значениям параметра α. Применяя ме-
тод разделения управления на основное и компенсирующее [5, 6],
удаётся не только повысить точность, но и построить такие уз-
ловые управления.

Для данной схемы доказана оценка погрешности перевода
движения управляемой системы на целевое множество, имеющая
второй порядок точности относительно диаметра разбиения мно-
жества L [7].
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Некоторые задачи наведения управляемых
систем на целевые множества в евклидовых

пространствах

В.Н. Ушаков, А.А. Ершов, А.В. Ушаков

Екатеринбург, ИММ УрО РАН
e-mail: ushak@imm.uran.ru, ale10919@yandex.ru, aushkov.pk@gmail.com

Рассматривается нелинейная управляемая система в конеч-
номерном евклидовом пространстве и на конечном промежутке
времени, зависящая от параметра. Изучаются множества дости-
жимости и интегральные воронки дифференциального включе-
ния, соответствующего управляемой системе. Тематика доклада
имеет непосредственное отношение к ряду задач управления и
дифференциальных игр, в которых имеются параметры. В част-
ности, она имеет отношеиие к задачам о сближении в дифферен-
циальных играх, в которых множества разрешимости описывают-
ся ключевым свойством стабильности на языке унификационных
диамических систем [1 – 6]. В докладе обсуждается зависимость
множеств достижимости и интегральных воронок дифференци-
альных включений от параметра: оценивается степень этой зави-
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симости от параметра, изучаются задачи о покрытии компактных
целевых множеств в конечномерных евклидовых пространствах
интегральными воронками дифференциальных включений. При-
водится пример.

Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском
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О тотально глобальной разрешимости
существенно нелинейного волнового

уравнения

А.В. Чернов
Нижний Новгород, ННГУ им. Н.И. Лобачевского,

ННГТУ им. Р.Е. Алексеева
e-mail: chavnn@mail.ru

Введем определение тотальной глобальной разрешимости
управляемой системы.
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Определение. Тотально глобальная разрешимость (ТГР) —
это свойство управляемой системы сохранять глобальную разре-
шимость для всех допустимых управлений. Синоним: тотальное
сохранение глобальной разрешимости [1].

Пусть T > 0, ρ � 0 — заданные числа, Ω ⊂ Rn — огра-
ниченная область переменных ξ = (ξ1, . . . , ξn), Q = Ω × (0;T ),
V = H1

0 (Ω), Ṽ = L2(Ω), V0 = H1
0 (Ω) ∩ Lρ+2(Ω), x0 ∈ V0, x1 ∈ Ṽ ,

z ∈ L2(Q) = L2(0, T ; Ṽ ). Следуя [2, § 1.3], рассмотрим задачу в
цилиндре Q:

∂2x

∂t2
−Δx+ |x|ρx = z, (1)

x(0) = x0,
∂x

∂t
(0) = x1, x

∣∣
∂Ω×(0;T )

= 0. (2)

Положим C(0, T ;V ) — пространство функций со значениями в
V , непрерывных на отрезке [0;T ]; W =

{
x ∈ L∞(0, T ;V ) : x′ ∈

L∞(0, T ; Ṽ
}
, ‖x‖W = ‖x‖L∞(0,T ;V ) + ‖x′‖

L∞(0,T ;Ṽ )
. Имеем: W ⊂

C(0, T ; Ṽ ) непрерывно [3, глава IV, § 1, лемма 1.11, с.173]. Анало-
гично [3, глава IV, § 1, теорема 1.16, с.173], устанавливается, что
W — банахово пространство.

Начальные условия x0, x1 будем считать фиксированными.
Непосредственно из [2, § 1.3, теорема 1.1, с.20; § 1.5, теорема 1.2,
с.27] вытекает

Лемма 1. Если ρ � 2

n− 2
(при n = 2: ρ ∈ [0; +∞] ), то задача

(1), (2) имеет единственное решение x = x[z] ∈W .

Замечание. В [2, § 1.3, теорема 1.1] существование решения до-
казывается в пространстве

W0 =
{
x ∈ L∞(0, T ;V0) : x

′ ∈ L∞(0, T ; Ṽ
}
.

Но, как видно из доказательства [2, § 1.5, теорема 1.2], единствен-
ность решения устанавливается в пространствеW , а уже из этого
следует единственность и в более узком пространстве W0.
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Далее будем считать, что ρ � 2

n− 2
, n � 3. В соответствии с

леммой 1 определен оператор x = F [z] : L2(0, T ; Ṽ ) →W . Можно
показать, что оператор F является вольтерровым в следующем
смысле: F [x](t) = F [y](t) при t ∈ [0; τ ] для всех x, y ∈ L2(0, T ; Ṽ ),
x(t) = y(t) при t ∈ [0; τ ], τ ∈ (0;T ]. Соответственно, если за-
дан управляемый вольтерров оператор f [u] : W → L2(0, T ; Ṽ ),
где u ∈ U — управление, U — некоторое множество допустимых
управлений, то задача (2) для управляемого уравнения

∂2x

∂t2
−Δx+ |x|ρx = f [u](x), (3)

переписывается в виде операторного уравнения второго рода:

x = F
(
f [u](x)

)
, x ∈W.

Далее будем считать, что область Ω ⊂ Rn есть объединение ко-
нечного числа ограниченных областей, каждая из которых звезд-

на относительно своего шара; H = Lr(Ω) при r ∈
[
2;

2n

n− 2

)
.

Эти предположения позволяют установить компактные вложе-
ния: V ⊂ H, W ⊂ L2(0, T ;H).

В соответствии с [2, глава 1, § 1.4, с. 22] определим билиней-
ную форму

a(x, y) =

n∑
i=1

∫
Ω

∂x

∂ξi

∂y

∂ξi
dξ, x, y ∈ V.

Как указано в [2, глава 1, § 1.4, с. 23], ‖x‖a =
√
a(x, x) — эквива-

лентная норма в V . Положим: ‖ . ‖
Ṽ
= | . |, Va — пространство V

с нормой ‖ . ‖a.
Установим некоторые свойства оператора F .

Лемма 2. Пусть γ0 = ‖x0‖2a + |x1|2 +
2

ρ+ 2
‖x0‖ρ+2

Lρ+2(Ω), z ∈

L2(0, T ; Ṽ ), x = F [z]. Тогда

∥∥x(t)∥∥2
a
+
∣∣x′(t)∣∣2 � et

(
γ0 +

t∫
0

∣∣z(s)∣∣2 ds)
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для всех t ∈ [0;T ].

Доказательство нетрудно получить на основе рассужде-
ний при доказательстве [2, § 1.3, теорема 1.1].

Так как нормы ‖ . ‖a, ‖ . ‖V эквивалентны, найдется констан-
та κ1 > 0 такая, что ‖ . ‖V � κ1‖ . ‖a. Кроме того, учитывая непре-
рывное (и более того, компактное) вложение V ⊂ H, существует
константа κ2 > 0 такая, что ‖ . ‖H � κ2‖ . ‖V . Таким образом,
непосредственно из леммы 2 получаем:∥∥x(t)∥∥

H
� κ1κ2e

t/2
√
γ0 + ‖z‖2

L2(0,t;Ṽ )
≡ L1

(
t, ‖z‖

L2(0,t;Ṽ )

)
.

Кроме того, из леммы 2 нетрудно получить оценку:

‖x‖W [0;t] � 2κ1e
t/2
(√
γ0 + ‖z‖

L2(0,t;Ṽ )

)
.

Отсюда ясно, что оператор F : L2(0, T ; Ṽ ) →W ограничен.

Лемма 3. Найдется c > 0: для всех zi ∈ L2(Q), xi = F [zi], i =

1, 2, t ∈ [0;T ] имеем: ‖x1 − x2‖L∞(0,t;Va) � 2ect
t∫
0

∣∣z1(s)− z2(s)
∣∣ ds.

Доказательство получается очевидной компиляцией рас-
суждений из доказательства [2, глава 1, § 1.5, теорема 1.2] с уче-
том леммы Гронуолла. Отсюда

‖x1 − x2‖L∞(0,t;H) � 2κ1κ2e
ct

t∫
0

∣∣z1(s)− z2(s)
∣∣ ds.

Таким образом, F как оператор L2(0, T ; Ṽ ) → L∞(0, T ;H) непре-
рывен.

Итак, мы установили выполнение следующих свойств:
A1) оператор F : L2(0, T ; Ṽ ) →W ограничен, и кроме того, непре-
рывен как отображение L2(0, T ; Ṽ ) → L2(0, T ;H);
A2) при произвольных t ∈ (0;T ], z ∈ L2(0, t; Ṽ ), и x = F[0;t][z],
имеем:

∥∥x(t)∥∥
H

� L1

(
t, ‖z‖

L2(0,t;Ṽ )

)
, где функция L1(t,M) непре-

рывна по t ∈ [0;T ] и не убывает по M � 0.
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Относительно оператора f [u] сделаем следующие предпо-
ложения:
F1) для всякого u ∈ U оператор f [u] : L2(0, T ;H) → L2(0, T ; Ṽ )
ограничен и непрерывен;
F2) для всех u ∈ U , x ∈ L2(0, T ;H), t ∈ [0;T ], ‖x(s)‖H � β(s)
при s ∈ [0;T ], имеем:

∥∥(f [u]x)(s)∥∥
Ṽ
� N1[β](s), s ∈ [0; t], N1[β] ∈

L2[0;T ].

Теорема. Предположим, что функционально-интегральное не-
равенство

L1

(
t,
∥∥N1[β]

∥∥
L2(0,t;Ṽ )

)
� β(t), t ∈ [0;T ],

имеет решение β ∈ C[0;T ]. Тогда ∀u ∈ U задача (3), (2) имеет
по крайней мере одно решение x = x[u] ∈ W :

∥∥x(t)∥∥
H

� β(t),
t ∈ [0;T ].
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В работе рассматриваются две задачи оптимального управ-
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ления линейными системами [1, 2, 3] с постоянными коэффици-
ентами с медленными переменными [4, 5, 6] на конечном времен-
ном промежутке с дешевым управлением и гладкими геометриче-
скими ограничениями на управление. Рассматриваемая система
не удовлетворяет стандартному условию устойчивости присоеди-
ненной системы. Поэтому результаты А.Б. Васильевой [7] непри-
менимы. Тем не менее, линейная система удовлетворяет усло-
вию вполне управляемости. Среди работ, посвященных сингуляр-
но возмущенным задачам управления, такие задачи называются
задачами с «дешевым» управлением (см., например, обзор [6]),
поскольку характеризуются близостью к вырожденной задаче в
смысле принципа максимума Понтрягина. Но (см., например, ста-
тьи [8, 9]) в работах при рассмотрении линейно–квадратичных
задач строится асимптотика решения только при условии отсут-
ствия ограничений на оптимальное управление. При одинаковых
условиях на управляемую систему для задачи с интегральным
выпуклым критерием качества получились степенные разложе-
ния в смысле Эрдейи по сложной системе функций [10, Definition
2.4].

Теорема. Пусть рассматривается задача оптимального управ-
ления {

ẋε = yε, t ∈ [0, T ], ‖uε‖ � 1,

ε · ẏε = −xε + uε, xε(0) = x0, yε(0) = y0,
(1)

где xε, yε — медленные и быстрые переменные, а uε ∈ Rn —
вектор управления, с интегральным выпуклым критерием ка-
чества:

Jε(uε) :=
1

2
‖xε(T )‖2 +

εα

2

∫ T

0
‖uε(t)‖2 dt→ min, α ∈ N/{1}. (2)

Тогда вектор lε есть единственное решение уравнения

−lε = cos

(
T√
ε

)
x0+

√
ε sin

(
T√
ε

)
y0+

1

ε

∫ T

0

sin2
(

t√
ε

)
lε

Sε

(
‖ sin

(
t√
ε

)
lε‖
)dt,
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где

Sε(ξ) :=

{
εα, 0 � ξ � εα,

ξ, ξ > εα,

и при ε→ +0 раскладывается в асимптотический ряд по εk/2 в
смысле Эрдейи [10, Definition 2.4]. Причем ограничение на управ-
ление в задаче (1), (2) не по существу.

Замечание. Пусть рассматривается следующая задача опти-
мального управления{

ẋε = yε, t ∈ [0, T ], ‖uε‖ � 1,

ε · ẏε = xε + uε, xε(0) = x0, yε(0) = y0,
(3)

где xε, yε — медленные и быстрые переменные, а uε ∈ Rn — вектор
управления, с интегральным выпуклым критерием качества (2).

Тогда вектор lε есть единственное решение уравнения

−lε = cosh

(
T√
ε

)
x0 +

√
ε sinh

(
T√
ε

)
y0+

+
1

ε

∫ T

0

sinh2
(

t√
ε

)
lε

Sε

(
‖ sinh

(
t√
ε

)
lε‖
)dt,

где

Sε(ξ) :=

{
εα, 0 � ξ � εα,

ξ, ξ > εα,

и при ‖x0‖ < 1/2 ограничение в задаче (2), (3) не по существу, но
при ‖x0‖ > 1/2 ограничение в задаче (2), (3) по существу.
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Об одной нелинейной задаче сближения с
дискретным управлением

К.А. Щелчков
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: incognitobox@mail.ru

В пространстве Rk рассматривается дифференциальная иг-
ра Γ(x0) двух лиц. Динамика преследователя P описывается си-
стемой вида

ẋ = f(x, u), u ∈ U, x(0) = x0,

где U = {u1, . . . , um} ⊂ Rl — множество значений управления
преследователя. Динамика убегающего V описывается системой
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вида
ẏ = g(y, v), v ∈ V, y(0) = 0,

где V ⊂ Rs — компакт — множество значений управления убе-
гающего. Целью преследователя является сближение с убегаю-
щим за конечное время на сколь угодно малое наперед задан-
ное расстояние. Преследователь использует кусочно-постоянную
стратегию, для построения которой разрешается использовать
только информацию о значении фазовых координат игроков в
точках разбиения временного интервала. Убегающий использу-
ет кусочно-программную контрстратегию. Рассматривается воз-
можность использования результатов работы [1], в которой ис-
следуется задача преследования с нелинейной системой вида

ẋ = f(x, u) + g(x, v).

Отметим, что рассматриваемая задача не сводится к задаче [1] с
помощью замены.

Показано, что, используя некоторую вспомогательную кон-
струкцию, теорема поимки [1], тем не менее, может быть исполь-
зована для получения условий поимки в рассматриваемой задаче.
Получен пример, в котором показано отличие полученной теоре-
мы о поимке от теоремы [1].

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего об-
разования РФ в рамках государственного задания № 075-01265-22-00 (проект
FEWS-2020-0010) и гранта РФФИ (проект 20-01-00293).
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Общая топология

On the properties of invariants of the surfaces
isometric on sections

A. S. Sharipov
Tashkent, National university of Uzbekistan, Uzbekistan

e-mail: asharipov@inbox.ru

F. F. Topvoldiyev
Fergana, Fergana state university, Uzbekistan

e-mail: ftopvoldiev87@mail.ru

In modern differential geometry, one of the main problems is
the restoration of surfaces according to given geometric character-
istics. The geometric characteristics can be intrinsic curvature, ex-
trinsic or Gaussian curvatures, and other features associated with
the surface. The problem of restoring the surface by geometric char-
acteristics of the geometry “in large” is considered in the works of
A.D. Aleksandrov, A.V. Pogorelov and their students [1].

In one of the directions differential geometry, the properties
of geometric objects are studied along their entire range, which is
called geometry “in large”. In 1813, O. Cauchy proved that two closed
polyhedra, which are equally composed of congruent faces, are equal.
This result is one of the first among the solved problems of geometry
“in large”. Many problems in geometry “in large” are related to the
isometry of surfaces. If the surfaces are isometric, you can select the
coordinate lines so that the surfaces have the same metric. The map
isometry on sections is a special case of the map isometry of foliated
manifold, in other words, isometry on sections, each section of one
surface is associated with a section of another surface.
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As a result of seminal studies on geometry “in large”, a number
of topical problems have been solved in recent years, in particular,
the following series of results has been obtained: the existence and
uniqueness theorems for pointwise slant immersions of Riemannian
manifolds Mn into a complex space form M̃n (c) of constant holo-
morphic sectional curvature have been established [2], new invariants
such as arc-length, curvature and torsion with a fractional-order have
been introduced, and the problem of reconstruction of the curve in
terms of the new invariants has been solved [3], the geometric in-
variant properties of a normal curve on a smooth immersed surface
under conformal transformation have been established [4].

In this paper we are studied the linear transformation of the
space is considered invariant group. The transformation matrix is
neither symmetric nor orthogonal. But the determinant is equal to
one.

In three-dimensional Euclidean R3 space, consider the surface
F and the non-zero vector �e, the surface F is intersected by all possi-
ble planes πj perpendicular to the vector �e. The set of cross-section
points is denoted by γj = F ∩πj . The class of surfaces for which the
section γj is homeomorphic to a segment, a straight line or a circle,
we denote by W{�e}.

Definition 1. Surfaces F1 and F2 are called isometric on sections if
there are directions �e1 and �e2 perpendicular to the given sections, and
a homeomorphism f of the surfaces satisfies the following conditions:

a) Points on the surface F1 that belong to the same sections are
mapped to points that belong to the same section of the surface F2.
Images of points that lie on different sections lie on different sections;

b) The distances between the planes containing curves γ1 and
γ2 and the planes containing curves f

(
γ1
)
and f

(
γ2
)
are equal;

c) The length of the arc of the curve γ ⊂ πj between two
points is equal to the length of the arc of the curve f (γ) between the
corresponding points [5].

The isometry of surfaces does not follow isometry on section,
and vice versa.
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Example 1. Helicoid and catenoid⎧⎨⎩ x = u cos v,
y = u sin v,
z = av,

⎧⎨⎩
x =

√
a2 + u2 cos v,

y =
√
a2 + u2 sin v,

z = a ln a+
√
a2+u2

a .

They are locally isometric, but there are no directions in which they
are isometric on sections.

Example 2. Ellipsoid x2

λ2a2
+ y2

a2
+ λ2z2

a2
= 1 is isometric on sections

with two respect �e1{1, 0, λ} and �e2{1, 0,−λ} to spheres with radius
a, when |λ| < 1.

Definition 2. Let some set M be selected on a convex surface F .
Let’s take the unit sphere, the center which is at the origin. Let’s
draw through each point of the set M all possible reference planes to
the surface F , we will postpone the unit vectors of the outer normals
to these planes from the center of the sphere. The locus of ends of
these normals is called the spherical image set M . Denote by the
spherical image of the setM throughM∗. Consider a cylinder whose
guide circle is {

x2 + y2 + z2 = 1,
x = 0,

and the generators are parallel to the vector �i. With the help of
central projection, we will project areaM∗ onto a cylinder. The cen-
tral projection of the set M∗ on the cylinder is called the cylindrical
image of the set M and denoted by M ′ [5].

Theorem 1. Let the surfaces F1, F2 ∈ W{�e} be given by the equa-
tions

�r1 = u�i+ y(u, v)�j + z(u, v)�k,

�r2 = u�i+
[
αu+ y(u, v) cosϕ+ z(u, v) sinϕ

]
�j+

+
[
βu− y(u, v) sinϕ+ z(u, v) cosϕ

]
�k.

Then they are isometric by sections and the areas of the corresponding
cylindrical images that are equal to each other (where �e ‖ OX).
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Let us be given a convex surface z = f(x, y)
(
z ∈W{�e}

)
with

an upward convexity projecting uniquely onto a region Ω on a plane
XOY and with a boundary ∂Ω = γ. Let the distance from the highest
point of the surface to the plane XOY , i.e. the height of the surface,
be equal to h.

We give the following property of the cylindrical image of the
surface.

Theorem 2. Cylindrical image of the surface monotonically increas-
ing function with respect to h.

Theorem 3. The area of a cylindrical image is a completely additive
function of a set on a convex surface F ∈W{�e}, defined for all Borel
sets.
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О полукольце непрерывных частичных
числовых функций, рассматриваемом

с расширенным сложением. II

Е.М. Вечтомов, Е.Н. Лубягина
Киров, Вятский государственный университет

e-mail: vecht@mail.ru, shishkina.en@mail.ru

Пусть X — топологическое пространство, C(X) — кольцо
всех непрерывных действительнозначных функций на X с пото-
чечно определенными операциями сложения и умножения функ-
ций,

CP (X) =
⋃

{C(Y ) : Y — открыто-замкнутое множество в X}.

Через D(f) обозначим область определения частичной функции
f из X в R.

На множестве CP (X) зададим операции сложения и умно-
жения частичных функций поточечно. Именно, для f, g ∈ CP (X)
положим:

D(f + g) = D(f) ∪D(g),

(f + g)(x) = f(x) + g(x) при x ∈ D(f) ∩D(g),

f + g = f на D(f) \D(g) и f + g = g на D(g) \D(f);

D(fg) = D(f) ∩D(g) и (fg)(x) = f(x)g(x) при x ∈ D(f) ∩D(g).

Относительно введенных операций CP (X) становится ком-
мутативным полукольцом с нулем ∅ (пустая частичная функция)
и единицей (функция-константа 1 на X). Если топологическое
пространство X связно, то CP (X) = C(X)∪{∅}. Если простран-
ство X дискретно [2], то CP (X) будет полукольцом всех частич-
ных R-значных функций на X.

Полукольцом называется алгебраическая структура 〈S,+, ·〉
такая, что 〈S,+〉 — коммутативный моноид с нулем 0, 〈S, ·〉 —
моноид с единицей 1, умножение · дистрибутивно относительно
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сложения+ с обеих сторон и 0 является поглощающим элементом
по умножению [8].

Данная заметка является продолжением публикации [4], в
которой дано описание максимальных идеалов и максимальных
конгруэнций в полукольцах CP (X). Изучение полуколец непре-
рывных частичных функций начато в работах [3], [5, глава 8].

Напомним [6], что топологическое пространство называется
тихоновским (хьюиттовским), если оно гомеоморфно подпро-
странству (замкнутому подпространству) прямой степени число-
вой прямой R. Хаусдорфово пространство называется нульмер-
ным, если открыто-замкнутые множества составляют его откры-
тую базу. В исследовании полуколец CP (X) наиболее содержа-
телен случай нульмерных пространств X.

Подполукольцо A полукольца CP (X) называется подалгеб-
рой, если A выдерживает умножение на числа из R. Пустое мно-
жество ∅ также считаем подалгеброй в CP (X).

Через βX обозначается компактификация Стоуна–Чеха ти-
хоновского пространства X. Замыкание в βX множества Y ⊆ βX
обозначим как [Y ]. Для точек p �= q из βX положим:

Mp = {f ∈ CP (X) : p ∈ [f−1({0})] или p /∈ [D(f)]} —
идеал в полукольце CP (X),

Aq = {f ∈ CP (X) : q ∈ [D(f)]}, Apq =Mp ∪Aq — подалгебры в
CP (X).

Если p, q ∈ X и p �= q, то

Mp =Mp = {f ∈ CP (X) : f(p) = 0 или p /∈ D(f)},
Aq = Aq = {f ∈ CP (X) : q ∈ D(f)},

Apq = Apq = {f ∈ CF (X) : f(p) = 0 или p /∈ D(f) или q ∈ D(f)}.

Теорема 1. Для любого тихоновского пространства X подал-
гебры вида Apq, p �= q из βX, являются максимальными подал-
гебрами полукольца CP (X).

Отметим, что простейшее полукольцо CP ({0}) = R ∪ {∅}
имеет 6 подалгебр: ∅, {∅}, {0}, {∅, 0}, R, R∪{∅}, причем, {∅, 0},
R, — максимальные подалгебры.
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Теорема 2. Для n-элементного дискретного топологического
пространства X (n ∈ N) справедливы следующие утверждения:
1) решетка всех идеалов полукольца CP (X) есть прямое про-
изведение n трехэлементных цепей, значит, содержит 3n эле-
ментов;
2) решетка всех конгруэнций полукольца CP (X) есть прямое
произведение 2n двухэлементных цепей, стало быть, содержит
4n элементов;
3) максимальные подалгебры полукольца CP (X) суть в точно-
сти подалгебры Axy по различным точкам x, y пространства X,
следовательно, их число равно n(n− 1).

Для произвольного топологического пространства X су-
ществует его тихоновизация τX, полученная из X склеивани-
ем точек, не разделяемых функциями из C(X). Любое тихонов-
ское пространство X имеет расширение Хьюитта νX, на которое
непрерывно продолжаются все функции из C(X). При этом для
всякого топологического пространства X полукольца CP (X),
CP (τX) и CP (ντX) канонически изоморфны (см. [6, 7]).

Теорема 3. Для любых топологических пространств X и Y
равносильны следующие утверждения:
(1) решетки всех подалгебр полуколец CP (X) и CP (Y ) изоморф-
ны;
(2) полукольца CP (X) и CP (Y ) изоморфны;
(3) кольца C(X) и C(Y ) изоморфны;
(4) пространства ντX и ντY гомеоморфны.

Эквивалентность утверждений (3) и (4) — известная теоре-
ма Хьюитта.

Теорема 4. Произвольное хьюиттовское пространство X опре-
деляется, однозначно с точностью до гомеоморфизма, решет-
кой всех подалгебр полукольца CP (X).

Заметим, что для колец C(X) теорема 4 доказана в [1].
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О плотных множествах произведений

А.А. Грызлов
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Одним из наиболее интересных направлений в теории про-
изведений топологических пространств является изучение всюду
плотных множеств в произведениях. Известная теорема Хьюит-
та–Марчевского–Пондишери устанавливает, что в произведении
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континуума сепарабельных пространств существует счетное всю-
ду плотное множество.

В этой связи важной является проблема существования в
таком произведении всюду плотных множеств, обладающих до-
полнительными свойствами.

Известной является проблема существования в произведе-
нии сепарабельных пространств счетного всюду плотного множе-
ства, не содержащего сходящихся последовательностей и поэтому
секвенциально замкнутого. Существование таких множеств дока-
зано для произведений различных пространств.

Еще одна проблема связана с изучением проекций всюду
плотных множеств и их подмножеств на грани различной раз-
мерности произведений пространств.

Мы доказываем существование в произведении континуума
сепарабельных пространств счетного всюду плотного множества,
проекции счетных подмножеств которого на грани обладают до-
полнительными свойствами.

Эти свойства обеспечивают, в частности, что это счетное
всюду плотное множество не содержит сходящихся последова-
тельностей, что замыкание всякого его счетного подмножества
имеет мощность 2c. Доказательства основаны на использова-
нии так называемой независимой матрицы подмножеств счетного
множества, введенной и широко используемой в теории расшире-
ний дискретных пространств.

Исследование проведено в рамках выполнения государственного зада-
ния Минобрнауки России (проект FEWS-2020-0009).

Новая константа в табличных логиках

А.К. Кощеева
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: kannakst@mail.ru

Задача о новой интуиционистской логической константе бы-
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ла поставлена академиком П.С. Новиковым в конце 50-х годов
следующим образом.

Пусть Fm — множество формул языка логики высказы-
ваний с пропозициональными переменными V ar = {pi, qj , . . .},
стандартными связками ∨,∧,→,¬ и логическими константами
0(ложь), 1(истина).

Определение 1. Суперинтуиционистской (с.и.) логикой назы-
вается произвольное подмножество L � Fm, включающее ин-
туиционистскую пропозициональную логику (Int) и замкнутое
относительно правил modus ponens и подстановки.

Через L+A обозначается, как обычно, наименьшая логика,
включающая логику L и содержащая формулу A.

Добавим к пропозициональному языку дополнительную ло-
гическую константу ϕ. Получим множество Fm(ϕ) формул рас-
ширенного языка, при этом формулы из Fm назовем чистыми.

Определение 2. Подстановкой [1] на множестве Fm(ϕ) назы-
вается отображение s : Fm(ϕ) → Fm(ϕ), удовлетворяющее усло-
виям: s(A ◦ B) = s(A) ◦ s(B), где ◦ ∈ {∧,∨,→}; s(¬A) = ¬s(A),
s(0) = 0, s(1) = 1, s(ϕ) = ϕ.

Определение 3. ϕ-Логикой называется множество L формул
расширенного языка, включающее Int и замкнутое относительно
правил modus ponens и подстановки [2, 3].

Определение 4. ϕ-Логика L называется консервативным рас-
ширением логики L, если L ⊂ L и для класса чистых формул
выполнено Fm ∩ L = L.

Определение 5. ϕ-Логика L называется полным по П.С. Нови-
кову расширением логики L, если L консервативна над L и для
любой формулы A ∈ Fm(ϕ), не принадлежащей L, ϕ-логика L+A
неконсервативна над L.

Первый пример полной по П.С. Новикову над Int ϕ-логики
в языке с одной дополнительной константой был приведен в ста-
тье Я.С. Сметанича [4].
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В этой же статье Я.С. Сметанич рассмотрел с.и.-логику чи-
стой двухэлементной цепи L(C2) (первой матрицы Яськовского
J1 [5] ≡ связного двоеточия по Келли [6]) и показал, что L(C2)
имеет ровно три полных расширения в языке с одной допол-
нительной константой, из которых одно определяет новую по
П.С. Новикову константу, а остальные содержат явные соотно-
шения ϕ↔ 0, ϕ↔ 1 соответственно.

Аналогичную задачу можно поставить по отношению к про-
извольной табличной логике.

Определение 6. Табличной называют с.и. логику, которая ха-
рактеризуется конечным числом конечных шкал.

Постановка задачи:
1) Построение примеров полных по П.С. Новикову расши-

рений конкретной табличной логики.
2) Отыскание полных по П.С. Новикову табличных логик с

дополнительными константами (проблема-минимум).
3) Описание всего семейства полных по П.С. Новикову

табличных логик с дополнительными константами (проблема-
максимум).

4) Решение вопросов аксиоматики найденных примеров
полных по П.С. Новикову расширений табличных ϕ-логик.

1. Ершов Ю.Л., Палютин Е.А. Математическая логика. М.: Наука,
1987.

2. Скворцов Д.П. Об интуиционистском исчислении высказываний с
дополнительной логической связкой // Исследования по некласси-
ческим логикам и формальным системам. М.: Наука, 1983. C. 154–
173.

3. Яшин А.Д. О новой константе в интуиционистской логике выска-
зываний // Фундаментальная и прикладная математика. 1999. Т. 5,
№ 3. С. 903–926.

4. Сметанич Я.С. О полноте исчисления высказываний с дополни-
тельной операцией от одной переменной // Труды Московского
математического общества. 1960. Т. 9. С. 357–371.

5. Пильчак Б.Ю. Об исчислении задач // Украинск. матем. журнал.
1952. Т. 4, № 2. С. 174–194.
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6. Келли Д.Л. Общая топология. М.: Наука, 1981.

О геометрии орбит конформных векторных
полей

Э.О. Ражабов
Ташкент, Ташкентский государственный технический

университет им. Ислома Каримова
e-mail: rajabov_2019@bk.ru

Пусть (M, g) — гладкое риманово многообразие размерно-
сти n с метрическим тензором g, V (M)— множество всех гладких
векторных полей на многообразии M. Множество V (M) – линей-
ное пространство над полем вещественных чисел и алгебра Ли
относительно скобки Ли векторных полей.

Векторное поле X на (M, g) называется конформным, если
однопараметрическая группа преобразований, порожденная век-
торным полем X, состоит из конформных преобразований. Это
означает, что LXg = σg, где LXg — производная Ли в направле-
нии вектора X, σ — неотрицательная функция на (M, g). Если σ
является константой, то поток векторного поля состоит из гомо-
тетий; если σ = 0, то поток состоит из изометрий.

Напомним, что диффеоморфизм φ : M → M называется
конформным преобразованием, если d φ(g) = λg, где

d φ(g)(u, v) = g( d ϕ(u), d ϕ(v)),

λ — положительная функция на (M, g), u, v — касательные векто-
ры. Если λ постоянно, то φ является преобразованием гомотетии.
Если λ ≡ 1, то φ является изометрией.

Примерами конформных векторных полей являются век-
торные поля Киллинга. Напомним, что векторное поле на (M, g)
называется полем Киллинга, если его поток состоит из изомет-
рий риманова многообразия (M, g), то есть LXg = 0. Геометрия
орбиты векторных полей Киллинга изучаются в [3].
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Изучению геометрии конформных векторных полей посвя-
щены многочисленные исследования [1, 2, 3, 6], в частности, в [1]
доказано, что если многообразие компактно, то множество непо-
движных точек конформного векторного поля является подмно-
гообразием четной коразмерности.

Пусть D — семейство гладких векторных полей, определен-
ных наM. Семейство D может содержать конечное или бесконеч-
ное число гладких векторных полей. Для векторного поля X ∈ D
через Xt(x) обозначим интегральную кривую X, проходящую че-
рез точку x ∈M при t = 0.

Определение 1. Орбитой L(x) семейства D векторных полей
через точку x называется множество точек y в M , таких, что
существуют действительные числа t1, t2, . . . , tk и векторные поля
X1, X2, . . . , Xk в D (где k — произвольное натуральное число),
такие, что

y = Xtk
k (X

tk−1

k−1 (. . . (X
t1
1 ) . . . )).

Основным результатом в геометрии орбит является теоре-
ма Суссмана [7], которая утверждает, что каждая орбита гладких
векторных полей с топологией Суссмана имеет дифференциаль-
ную структуру, относительно которой она является погруженным
подмногообразием в M.

Определение 2. Система векторных полей D = {X1, . . . , Xk}
называется инволютивной на M , если существуют гладкие ве-
щественные функции f lij(x), x ∈ M , i, j, l = 1, . . . , k, такие, что
для каждой пары (i, j) выполняется равенство

[Xi, Xj ] =
k∑

l=1

f lij(x)Xl.

Рассмотрим семейство конформных векторных полей D =
{X,Y } в пространстве R3\ (0, 0, 0) , где

X = 2xz
∂

∂x
+ 2yz

∂

∂y
+
(
z2 − x2 − y2

) ∂
∂z
,

Y = 2xy
∂

∂x
+
(
y2 − x2 − z2

) ∂
∂y

+ 2yz
∂

∂z
.
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Теорема. Система D = {X,Y } инволютивна, орбиты семей-
ства порождают двумерное слоение, слоями которого являются
поверхности неотрицательной кривизны.

1. Blair D.E. On the zeros of a conformal vector field // Nagoya Math.
Journal. 1974. Vol. 55, pp. 1–3.

2. Ferrand J. The action of conformal transformations on a Riemannian
manifold // Math. Annals. 1996. Vol. 304, pp. 277–291.

3. Narmanov A.Ya., Saitova S.S. On the Geometry of Orbits of Killing
Vector Fields // Differential Equations. 2014. Vol. 50, no. 6, pp. 247–
258.

4. Narmanov A.Ya., Rajabov E.O. On the geometry of conformal vector
fields // Uzbek Mathematical Journal. 2018. No. 2, pp. 103–110.

5. Narmanov A.Ya., Rajabov E.O. On the Geometry of Orbits of
Conformal Vector Fields // J. Geom. Symmetry Phys. 2019. Vol. 51,
pp. 29–39.

6. Obata M. The conjectures on conformal transformations of Riemannian
manifolds // Bull. Amer. Math. Soc. 1971. Vol. 77, pp. 265–270.

7. Sussman H.J. Orbits of families of vector fields and integrability of
distributions // Transactions of the AMS. 1973. Vol. 180, pp. 171–188.

Об инвариантах поверхностей,
изометричных по сечениям

А.С. Шарипов, М.К. Кеунимжаев
Ташкент, Национальный университет Узбекистана

e-mail: asharipov@inbox.ru, keunimjaeff@gmail.com

В классической дифференциальной геометрии выделяются
два направления. Одно из них, называемое геометрией «в ма-
лом», изучает локальные свойства геометрических объектов, а
второе исследует геометрические объекты на всем их протяже-
нии и называется геометрией «в целом».
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Многие задачи геометрии «в целом» связаны со существо-
ванием и единственностью поверхностей с заданными инвариан-
тами относительно преобразования. Задачи нахождения инвари-
антов поверхностей определенного класса и решение задачи су-
ществования и единственности поверхности, имеющей заданные
значения инвариантов, являются актуальными [1, 2].

В данной работе исследуется вопрос об инвариантах поверх-
ностей, изометричных по сечениям, т.е. мы находим инварианты
относительно преобразования, сохраняющего изометрии по сече-
ниям.

В трехмерном евклидовом пространстве R3 рассмотрим по-
верхность F и вектор �e. Поверхность F пересекаем всевозмож-
ными плоскостями πj , перпендикулярными вектору �e. Множество
точек сечения обозначим через γj . Класс поверхностей, для кото-
рых сечения γj гомеоморфны отрезку, прямой либо окружности,
обозначим через W{�e}.

Определение 1. Поверхности F1 и F2 называются изометрич-
ными по сечениям, если существуют направления �e1 и �e2, пер-
пендикулярно которым проводятся сечения, и гомеоморфизм f
поверхностей, удовлетворяющие следующим условиям:

a) точкам поверхности F1, принадлежащим одному сече-
нию, сопоставляются точки, принадлежащие одному сечению по-
верхности F2. Образы точек, лежащих на разных сечениях, лежат
на разных сечениях;

b) расстояния между плокостями, содержащими кривые γ1
и γ2, и плоскостями, содержащими кривые f

(
γ1
)
и f
(
γ2
)
, равны;

c) длина дуги кривой γj ⊂ πj между двумя точками равна
длине дуги кривой f

(
γj
)
между соответствующими точками [3].

Пример 1. Рассмотрим геликоид и катеноид, заданные соответ-
ственно системами⎧⎨⎩ x = u cos v,

y = u sin v,
z = av,

⎧⎨⎩
x =

√
a2 + u2 cos v,

y =
√
a2 + u2 sin v,

z = a ln a+
√
a2+u2

a .
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Они локально изометричны, но не существуют направления, по
которым они были бы изометричны по сечениям, так как сече-
ния геликоида — это отрезки, а сечения катеноида — замкнутые
линии, гомеоморфизма между которыми не существует.

Пример 2. Рассмотрим эллиптический параболоид и гипербо-
лический параболоид, заданные соответственно системами⎧⎨⎩ x = u,

y = v,
z = u2 + v2,

⎧⎨⎩ x = u,
y = v,
z = u2 − v2.

Для них существуют два направления �e1(1; 0; 0) и �e2(0; 1; 0), по
которым они являются изометричными по сечениям, но они ло-
кально не изометричны.

Пример 3. Рассмотрим круговой цилиндр⎧⎨⎩ x = cosu,
y = sinu,
z = v,

где 0 � u < 2π, −∞ < v <∞,

и часть плоскости⎧⎨⎩ x = u,
y = v,
z = 0,

где 0 � u < 2π, −∞ < v <∞.

Известно, что часть плоскости и круговой цилиндр локально
изометричны, при этом для них существуют два направления
�e1(0; 0; 1) и �e2(1; 0; 0), по которым они являются изометричными
по сечениям.

Нами доказана следующая

Теорема 1. Пусть поверхности F1, F2 ∈ W{�e} заданы соот-
ветственно уравнениями

�r1 (u, v) = x (u, v)�i+ y (u, v)�j + z (u, v)�k
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и

�r2 = x (u, v)�i+
[
αx (u, v) + y (u, v) cosϕ+ z (u, v) sinϕ

]
�j+

+
[
βx (u, v)− y (u, v) sinϕ+ z (u, v) cosϕ

]
�k.

Тогда они являются изометричными по сечениям.

Замечание. Из теоремы 1 следует, что преобразования⎧⎨⎩ x′ = x+ a,
y′ = αx+ y cosϕ− z sinϕ+ b,
z′ = βx+ y sinϕ+ z cosϕ+ c

(1)

сохраняют изометрию по сечениям относительно вектора
�e(1; 0; 0). Следовательно, исследования инвариантов поверхно-
стей относительно преобразования (1) являются актуальными.

Теорема 2. Длина проекции нормали поверхности из класса
W{�e} на плоскость перпендикулярного вектора �e сохраняется
при преобразовании (1).

1. Артикбаев А., Ибодуллаева Н.М. Задача восстановления поверхно-
сти по внешней кривизне и решения уравнения Монжа–Ампера //
Итоги науки и техн. Сер. Соврем. мат. и ее прил. Темат. обз. 2021.
Т. 201. С. 123–131.

2. Sharipov A.S., Topvoldiyev F.F. On invariants of surfaces with
isometric on sections // Mathematic and Statics. 2022. Vol. 10, no. 2,
pp. 523–528.

3. Sharipov A.S., Topvoldiyev F.F. On some properties of surfaces with
isometric on sections // Bulletin of the Institute of Mathematics named
after V.I. Romanovsky, Uzbekistan. 2021. Vol. 4, no. 1, pp. 11–15.

258



Математическое моделирование

Transverse vibrations of viscoelastic beams of
variable length, taking into account the action

of damping forces

K.V. Litvinova
Moscow, Moscow State University,

Samara, Samara State Technical University
e-mail: kristinalitvinova900@rambler.ru

The resonance characteristics of viscoelastic beams with mov-
ing boundaries using the Kantorovich–Galerkin method are examined
in the article. The phenomenon of resonance and steady passage
through resonance are analyzed.

One-dimensional systems whose boundaries move are widely
used in engineering [1, 2, 3, 4, 5]. The presence of moving boundaries
causes considerable difficulties in describing such systems. Exact
methods for solving such problems are limited by the wave equa-
tion and relatively simple boundary conditions. Of the approximate
methods, the Kantorovich–Galerkin method described in [5] is the
most efficient. However, this method can also be used in more com-
plex cases. This method makes it possible to take into account the
effect of resistance forces on the system, the viscoelastic properties
of an oscillating object, and also the weak non-stationarity of the
boundary conditions.

The paper considers the phenomena of steady-state resonance
and passage through resonance for transverse oscillations of a beam
of variable length, taking into account viscoelasticity and damping
forces.

Performing transformations similar to transformations [5], an
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expression is obtained for the amplitude of oscillations correspond-
ing to the n-th dynamic mode. Expressions are also obtained that
describe the phenomenon of steady state resonance and the phe-
nomenon of passage through resonance.

The expression that determines the maximum amplitude of os-
cillations when passing through the resonance was numerically inves-
tigated to the maximum. The dependence of the beam oscillation am-
plitude on the boundary velocity, viscoelasticity, and damping forces
is analyzed. The results of numerical studies allow us to draw the
following conclusions:

— with a decrease in the velocity of the boundary, viscoelasticity
and damping forces, the amplitude of oscillations increases;

— as the boundary velocity, viscoelasticity and damping forces
tend to zero, the oscillation amplitude tends to infinity.

In conclusion, we note that the above results make it possible
to carry out a quantitative analysis of the steady state resonance and
the phenomenon of passage through the resonance for systems whose
oscillations are described by the formulated problem.
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Anisotropy of the magneto-thermophoretic
force acting on magnetic particles in a fluid

S. I. Martynov
Surgut, Surgut State University
e-mail: martynovsi@mail.ru

The anisotropy of the diffusion and thermal diffusion coeffi-
cients was found in experiments [1] with a magnetic fluid containing
iron oxide (maghemite) nanoparticles in an external uniform mag-
netic field. It is found that the values of the coefficients vary de-
pending on the orientation of the magnetic field. It can be assumed
that the anisotropy of the thermal diffusion coefficient is related to
the anisotropy of the force acting on the particles from the mag-
netic field. Moreover, this force should depend on the temperature
gradient. This is possible only if there is a dependence of the mag-
netic permeability of the carrier liquid μf or particles μp on temper-
ature T . Since the carrier phase in magnetic fluids is not magnetic
μf = 1, then the variant remains, when the force is due to the de-
pendence of the magnetic permeability of particles on temperature
μp = μp(T ). In this case, as was shown in [2], the dependence of
the magnetic properties of maghemite on temperature satisfies the
condition (∂μp/∂T ) < 0. To calculate the force acting on particles
from the magnetic field and fluid, it is necessary to know the dis-
tribution of the magnetic field, temperature velocity and pressure in
the liquid. The problem of determining the magneto-thermophoretic
force acting on particles is solved in the approximation of pair in-
teractions of particles having a size a and separated by a vector r.
Distribution equations for pressure p, velocity u, temperature Tf in
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liquid and particles Tp1 and Tp2 for the case of small particle sizes
have the form

∇u = 0, −∇p+ ηΔu = 0,

ΔTf = 0, ΔTp1 = 0, ΔTp1 = 0.

On the surface of the particles, the no-slip conditions must be sat-
isfied for the velocity, and for the temperature, the conditions for
the continuity of temperature and heat fluxes, taking into account
the thermal diffusivity of the liquid χf and particles χp. Magnetic
field in liquid and particles is potentially H = ∇ϕ. Equations for
potentials in fluid ϕf and particles ϕp1, ϕp2 are written as

Δϕf = 0, Δϕp1 = 0, Δϕp2 = 0.

The boundary conditions for the potentials on the surface of the first
particle are represented as follows

ϕf = ϕp1, μf∇ϕf · n = ∇[μp(T )ϕp1] · n, for | x1 |= a.

Here the vector x1 determines the position of the first particle in the
fluid, n is the normal vector to the surface of the particle. The bound-
ary conditions for the second particle have a similar form. Far from
the particles, the conditions for damping perturbations from particles
for velocity, pressure, temperature and the potential of the magnetic
field must be satisfied in the fluid. The method presented in [3] is used
to solve the system of equations of hydrodynamics, temperature, and
magnetic field. The solution to the problem of the distribution of the
magnetic field around particles, taking into account the dependence
of the magnetic permeability of particles on temperature, is sought
in a linear approximation with respect to a given temperature gra-
dient ∇T0. In the zero gradient ∇T0 approximation, the solution of
the problem of the distribution of temperature and the potential of
the magnetic field in liquid and particles have the same form. In this
case, the solution to the problem of the interaction of two particles in
a magnetic field was found in [4]. Solving the systems of equations for
the magnetic field potential in the linear approximation with respect
to the vector ∇T0 outside and inside the particles with an accuracy
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of (a/r)5, we obtain the following expression for the force acting on
the particles

F = −μfG[6
(H0 · ∇T0)

r5
H0 + 3

H2
0

r5
∇T0 − 15

(H0 · r)2
r7

∇T0−

−15
(∇T0 · r)H2

0

r7
r− 30

(∇T0 · r)(H0 · r)
r7

H0

−30
(∇T0 ·H0)(H0 · r)

r7
r+ 105

(∇T0 · r)(H0 · r)2
r9

r].

The coefficient G is equal

G = − 6a8μfχf

(2μp + 3μf )

(μf − μp)

(μp + 2μf )2(χp + 2χf )

(
∂μp
∂T

)
0

.

The average force F̄ in a suspension of identical particles is deter-
mined by the relation

F̄ =
N

V

∫
V
FdV.

Here the summation is carried out over all N particles in the volume
V (n0 = N/V — concentration of particles per unit volume). Taking
into account only pair interactions between particles, the average
value can be represented as

F̄ = φ

∫
F

(4/3)πa3
n0q(r)dr+ o(φ2).

Here φ = n04πa
3/3 is the volume concentration of particles, q(r) is

the probability density function, which is found from the equation

div (q(r)V) = 0.

The vector V determines the relative velocity of the particles and
is found from the condition of equality of the hydrodynamic and
magnetic forces acting on the particles. Taking into account the
solution of this equation, the average force acting into particles is
equal to

F̄ =
μfG

π2a8

[
3

512
H2

0∇T0 +
1575

16896
(∇T0 ·H0)H0

]
φ2.
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As can be seen from the obtained expression, when the magnetic
field is oriented along and perpendicular to the temperature gradient
vector, we obtain a different value of the force acting on the parti-
cles, and, therefore, there is an anisotropy of the thermal diffusion
coefficient.
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Об одной задаче дифракции в
прямоугольной волноводной структуре

Г.В. Абгарян
Казань, Казанский (Приволжский) федеральный университет

e-mail: g.v.abgaryan@gmail.com

В работе исследуется задача дифракции TE-поляризован-
ной электромагнитной волны в полубесконечной прямоугольной
волноводной структуре с резонансной областью в конце рис. 1.

Как известно, математическая модель, соответствующая
данной физической задаче, ставится в виде краевой задачи для
уравнения Гельмгольца с граничными условиями типа Дирихле.
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Рис. 1: Полубесконечная волноводная структура

Решение этой краевой задачи методом частичных областей, ко-
торый позволяет свести исходную задачу к бесконечной системе
линейных алгебраических уравнений (БСЛАУ)

∞∑
j=1

ak,jvj = yk, k = 1, 2, . . . , (1)

относительно коэффициентов {vj} разложения искомой функции
u(x) в ряд, приведено в [1]. Настоящяя работа является продол-
жением данного исследования. В рамках этой работы исследова-
лись вопросы обоснования численного метода усечения для при-
ближенного решения БСЛАУ (1).

Доказана S-сходимость [2] приближенного решения v̄n усе-
ченной системы линейных алгебраических уравнений

n∑
j=1

ak,jvj = yk, k = 1, 2, . . . , n, (2)

к точному решению v системы (1), где S : Cn → l2 — оператор
интерполяции, действующий по правилу

Sv̄n = (v1, v2, . . . , vn, 0, 0, . . . ).

Работа выполнена за счет средств Программы стратегического акаде-
мического лидерства Казанского (Приволжского) федерального университе-
та («ПРИОРИТЕТ-2030»).
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К исследованию апериодической
устойчивости интервально неопределенных

систем

О.Г. Антоновская
Нижний Новгород, ННГАСУ

e-mail: olga.antonovsckaja@yandex.ru

1. Об аперидической устойчивости интервально не-
определенных непрерывных систем.

Пусть необходимо определить условия апериодической ус-
тойчивости интервально неопределенного полинома

Pn(p) =
n∑

k=0

akp
n−k (0 < ak � ak � āk). (1)

Полином (1), являющийся характеристическим полиномом для
линейной непрерывной системы, является апериодически устой-
чивым, если все его корни действительны и отрицательны [1].
Произведем D-разбиение [2] на комплексной плоскости полино-
мов относительно μ-сектора

p =

{
−ω + jμω, ω � 0,
ω − jμω, ω � 0,

(2)

здесь j2 = −1. Тогда полученное выражение можно представить в
виде ряда по μ и, следовательно, уравнения границыD-разбиения
в первом приближении по μ будут задаваться уравнениями

ξ = Pn(−ω), η = μωP ′
n(−ω), ω � 0. (3)
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Для ω � 0 на комплексной плоскости граница симметрична ука-
занной относительно действительной оси. Согласно (3), основную
роль для описания семейства границ при μ→ 0 играют величины

ξ = R0 − R̄1, ξ̄ = R̄0 −R1. (4)

В (4) функции R0 � 0, R1 � 0 получаются из действительной
части выражения Pn(p), p определяется согласно (2) (функция
R0 содержит коэффициенты Pn(p) с четными степенями, R1 — с
нечетными). Черта сверху или снизу переносится на все коэффи-
циенты ak, входящие в эти функции. Поэтому при μ → 0 апери-
одичность интервального полинома будет обеспечена, если апе-
риодичностью обладают два полинома: P (1)

n , у которого ak = ak,

если k нечетно, ak = āk, если k четно, и P
(2)
n , у которого ak = ak,

если k четно, ak = āk, если k нечетно.
2. Об аперидической устойчивости интервально не-

определенных дискретных систем.
Пусть необходимо определить условия апериодической ус-

тойчивости интервально неопределенного полинома (1). Полином
(1), являющийся характеристическим полиномом для линейной
дискретной системы, является апериодически устойчивым, ес-
ли все его корни принадлежат интервалу (0, 1). Произведем D-
разбиение [3] относительно μ-сектора

p =

{
ω + jμω, 0 � ω � (1 + μ2)−1/2,

−ω + jμω, −(1 + μ2)−1/2 � ω � 0,
(5)

в котором в пределе будет расположен интервал вещественной
оси (0, 1). Тогда при ω � 0 полученное выражение можно пред-
ставить в виде ряда по μ и, следовательно, уравнения границы
D-разбиения в первом приближении по μ будут задаваться урав-
нениями

ξ = Pn(ω), η = μωP ′
n(ω), ω � 0. (6)

Для ω � 0 на комплексной плоскости граница симметрична ука-
занной относительно действительной оси по сравнению со случа-
ем ω � 0. Согласно (6), основную роль для описания семейства
границ при μ→ 0 играют величины

ξ = R0 +R1, ξ̄ = R̄0 + R̄1. (7)
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При μ → 0 семейство границ D-разбиения прижимается к оси ξ,
причем интервалы, в которых граница D-разбиения пересекает
ось ξ, в пределе задается величинами ξ и ξ̄ из (7). Но это означает,
что робастная апериодичность полинома (1) имеет место тогда
и только тогда, когда два полинома, получающихся из (1) при
ak = ak и ak = āk, являются апериодическими.
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Анализ и прогноз степени дифференциации
населения по уровню доходов и расходов

А.А. Анфалова
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: anfalovaalisa00@mail.ru

Изучение вопросов, связанных с распределением населения
социально-экономической системы по уровню доходов, является
важным показателем при анализе уровня жизни населения. Этой
проблеме посвящено много современных исследований [2].

Степень неравномерности в распределении доходов являет-
ся в современном мире актуальной проблемой, поскольку это вле-
чет за собой негативные последствия в социально-экономических
процессах государства. Такие процессы влияют на степень бла-
гополучия, на уровень здоровья [1], снижают уровень рождае-
мости и увеличивают уровень смертности, ведут к уменьшению
интенсивности производственного процесса в стране, к снижению
валового внутреннего продукта.
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Изучим структуру, текущую и прогнозную динамику до-
ходов населения с помощью методов экономико-математического
анализа и моделирования.

Воспользуемся методикой оценки степени дифференциации
населения по уровню доходов, представленной в [1, 3, 4]. Рассмот-
рим логарифмически нормальную модель распределения населе-
ния по величине среднедушевого дохода, функция плотности ко-
торого имеет вид

f(x) =
1

σx
√
2π
e

−(ln x−μ)2

2σ2 .

Для расчетов здесь и далее воспользуемся статистическими
данными, представленными на официальном сайте федеральной
службы государственной статистики РФ. На рис. 1 представлен
график логарифмически нормальной функции распределения на-
селения РФ по величине среднедушевого дохода для 2020 года.
Наибольшая плотность населения в 2020 году приходится на ин-
тервал среднедушевого денежного дохода 30-40 тыс. руб./месяц.

Рис. 1: Логарифмически нормальная
модель распределения населения РФ
по величине среднедушевого дохода за
2020 год.

Рис. 2: Кривая Лоренца для РФ для
2011, 2015 и 2020 годов.

Степень дифференциации населения по уровню доходов
также отражает кривая Лоренца. На рис. 2 представлена кри-
вая Лоренца, рассчитанная для 2011 года, 2015 года и 2020 года.
По данным расчетам в РФ наблюдается неравномерность в рас-
пределении доходов населения в период с 2011 года по 2020 год.
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Также была изучена степень дифференциации распределе-
ния денежных доходов населения по квинтильным группам. Пер-
вая группа — с наименьшими доходами, крайняя пятая — с наи-
большими. На рис. 3 представлен график распределения доходов
населения по 20-ти процентным группа населения РФ за период
2010–2020 гг. Расчеты проводились в приведенных ценах в со-
ответствии со статистическими данными [5]. Анализ динамики
долей квинтильных групп для населения РФ показал, что темпы
роста доходов по всем группам населения примерно одинаковы,
поскольку их доли меняются незначительно.

Рис. 3: Динамика долей квинтиль-
ных групп в общем объеме денеж-
ных доходов населения.

Рис. 4: Динамика коэффициента Джи-
ни для РФ за период 2011–2020 гг.

Рассчитаем индекс концентрации доходов (коэффициент
Джини (G)), который показывает, как фактическое распределе-
ние доходов отличается от равномерного распределения. Стати-
стическая мера равенства доходов колеблется от 0 до 1, крайние
случаи 0 — абсолютное равенство доходов у всех групп населе-
ния, 1 — абсолютное неравенство. Индекс концентрации доходов

вычисляется по формуле G = 1− 2

n∑
i=1

δiSηi +
n∑

i=1

δiηi. Динамика

коэффициента Джини за 2011–2020 гг. представлена на рис. 4.
Таким образом, расчеты показали, что за последние 10 лет

уровень доходов населения в приведенных ценах 2020 года в РФ
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не изменился. Степень дифференциации населения по уровню до-
хода находится на среднем уровне. Так, в 2020 году доходы верх-
них наиболее обеспеченных 10% населения были в 15 раз выше,
чем доходы нижних наименее обеспеченных 10% населения.
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Численное исследование процессов
взаимодействия электролита с
металлическим электродом

Р.М. Асхатов, Л.Н. Кашапов, Н.Ф. Кашапов,

В.Ю. Чебакова
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В медицине активно используется гипокситерапия. В ра-
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боте [1] рассмотрен опыт применения гелий-кислородных сме-
сей для вентиляции легких, а в [2] показано, что дополнитель-
ное вдыхание кислорода во время операции кесарево сечение в
условиях спинальной анестезии снижает частоту и тяжесть ин-
траоперационных симптомов. Электролизеры не являются основ-
ным способом получения кислорода, но сейчас ведутся работы по
повышению эффективности реакций выделения кислорода. Ма-
тематическое моделирование представляет собой один из спосо-
бов исследования разных моделей электролизеров без большого
количества экспериментальных исследований. Нами предложен
способ получения прогноза выхода вещества по току, позволяю-
щий в первом приближении оценить эффективность электроли-
зера. Реализация метода показана на расчете выхода кислорода,
получаемого электролизом водного раствора оксида калия.

Электрохимические катодные и анодные реакции различа-
ются в зависимости от значения водородного показателя элек-
тролита. В щелочной среде основными реакциями считаются:
H2O → H+ +OH−, H+ +OH− → H2O, 2OH− + 2e→ O +H2O,
2O → O2. Для кислой и нейтральной среды, в зависимости от
микроусловий, могут быть добавлены реакции c образованием пе-
рекиси водорода: 2OH−−2e→ H2O2, H2O2+OH → HO2+H2O,
HO2 → H+ +O2.

Модельная задача ставится по материалам эксперименталь-
ной работы [3]. Моделирование проводится с учетом стадийных
реакций, происходящих на инертном аноде с рабочей площадью
в 60 см2 в водном растворе 30% гидроксида калия (среда щелоч-
ная). Температура электролита поддерживается постоянной. Схе-
ма стадийных электрохимических реакций может быть описана
системой, состоящей из задач Коши. Эта система записывается
с учетом положительности значений констант скоростей реакций
и концентраций.

Начальные условия ставятся с учетом следующих предпо-
ложений:

– растворимость газа мала и начальную концентрацию ато-
мов и молекул можно считать нулевой;

– гидроксид калия полностью диссоциирует на ионы при
растворении в воде;
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– ионное произведение воды постоянно при неизменных
условиях;

– константы скоростей электрохимических реакций могут
считаться постоянной величиной при постоянной температуре,
рабочей площади электродов, а также постоянном токе, в пред-
положении, что газ сразу уходит от электрода;

– начальные приближения для констант скоростей соответ-
ствующих процессов вычисляются из их соотношения к лимити-
рующей скорости и стехиометрическим числам;

– при электролизе объединение ионов водорода и гидрок-
сильной группы в молекулу воды крайне мала (ею можно прене-
бречь).

Для всех представленных расчетов использовались данные
работы [3] для моментов времени t1 = 0, 14 и t2 = 0, 28 часа.
Численный алгоритм решения приведен в работе [4] . В нем для
решения обратной задачи химической кинетики применяется ме-
тод Хука–Дживса, который относится к методам прямого поиска.
Данный метод был модифицирован c учетом проверки условий.
Для решения системы кинетических уравнений с начальными
условиями используется метод Рунге–Кутта четвертого порядка.
Результаты расчета и данные экспериментов приведены на рис. 1.
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Рис. 1: Сравнение экспериментальных и расчетных данных, ∗ соответствуют
экспериментальным данным.
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Результаты численных исследований хорошо согласуются
с экспериментальными данными. Так как константы скоростей
электрохимических реакций зависят от факторов свойственных
техническим параметрам конкретных электролизеров, то и ис-
пользоваться они могут только для моделирования именно этих
электролизеров в задачах большей размерности (см., напр., [5]).

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 20–08–010050.
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О банаховом пространстве правильных
функций нескольких переменных

В.Н. Баранов, В.И. Родионов, А.Г. Родионова

Ижевск, Удмуртский государственный университет
e-mail: v.n.baranov@gmail.com, rodionov@uni.udm.ru,

alla041054@yandex.ru

Непрерывные функции K → R, где K — это отрезок или
интервал, обладают достаточно высокой степенью регулярности
(«порядка»), заключающейся в том, что близость аргументов
влечет близость значений непрерывной функции. «Не слишком
разрывные» правильные функции тоже обладают хорошей ре-
гулярностью. Термин «правильная функция» предложен в [1,
c. 197] как перевод слов «regulated function», в более раннем пере-
воде [2, c. 167] использован термин «простая функция», позднее в
работах [3, 4] использован термин «прерывистая функция». От-
метим еще, что в [5] дается определение правильных функций
x : K → X, действующих из K в произвольное банахово про-
странство X. В определении x предполагается, что существуют
все односторонние пределы, и они принадлежат пространству
X (см., например, [3, 5]). Пространство правильных функций
[a, b] → R обозначим через G[a, b]. Согласно [5, c. 16] справедливо

Утверждение. Для функции x : [a, b] → R следующие утвер-
ждения эквивалентны:

1) x ∈ G[a, b];
2) x есть равномерный (на [a, b]) предел последовательно-

сти ступенчатых функций;
3) для любого ε > 0 существует разбиение

a = τ0 < τ1 < . . . < τn = b

такое, что при всех k = 1, . . . , n справедливо

sup
τ,s∈ (τk−1,τk)

|x(s)− x(τ)| < ε.
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В настоящей работе на базе третьего пункта утверждения
определяется понятие многомерной правильной функции x : Ω →
R, где Ω ⊂ Rn — компакт. Показана переносимость основных
свойств одномерных правильных функций на многомерный слу-
чай.

Определение 1. Пусть Ω0 ⊂ Rn — открытое ограниченное
множество, Ω0 — его замыкание, а множество Ω таково, что
Ω0 ⊆ Ω ⊆ Ω0. Семейство открытых множеств Ω1,Ω2, . . . ,Ωm на-
зывается разбиением множества Ω, если

1) Ωi ∩ Ωj = ∅ для всех i, j = 1, . . . ,m таких, что i �= j;

2)
m⋃
i=1

Ωi = Ω.

Замечание 1. Разбиения Ω′
1,Ω

′
2, . . . ,Ω

′
m и Ω′′

1,Ω
′′
2, . . . ,Ω

′′
k мно-

жества Ω порождают совокупность множеств {Ωij}, в которой
Ωij

.
= Ω′

i ∩ Ω′′
j для всех i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , k. Легко убе-

диться, что эта совокупность также является разбиением множе-
ства Ω.

Определение 2. Пусть Ω ⊂ Rn — компактное множество. Огра-
ниченная функция x : Ω → R называется кусочно-постоянной
(ступенчатой), если существуют разбиение Ω1,Ω2, . . . ,Ωm мно-
жества Ω и числа c1, c2, . . . , cm такие, что x(t) = ci для всех t ∈ Ωi

(i = 1, . . . ,m).

Определение 3. Пусть Ω ⊂ Rn — компактное множество. Огра-
ниченная функция x : Ω → R называется правильной, если для
любого ε > 0 существует разбиение Ω1,Ω2, . . . ,Ωm множества Ω
такое, что

ω(x,Ωi) � ε, i = 1, . . . ,m,

где ω(x,Ωi)
.
= sup

t′, t′′∈Ωi

|x(t′)− x(t′′) | — это колебание x на множе-

стве Ωi.

В соответствии с замечанием 1 сумма x+ y и произведение
xy двух правильных функций x, y : Ω → R также являются пра-
вильными. (Аналогичное утверждение справедливо и для ступен-
чатых функций.) Пространство (алгебру) правильных функций
x : Ω → R будем обозначать через G(Ω), либо через G(Ω,R).
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Очевидно, всякая кусочно-постоянная функция является
правильной. Более того, справедлива следующая

Теорема 1. Функция x : Ω → R является правильной на ком-
пактном множестве Ω ⊂ Rn тогда и только тогда, когда она
является равномерным пределом последовательности ступенча-
тых функций.

Следствие. Равномерный предел последовательности, состоя-
щей из правильных функций, есть функция правильная.

Теорема 2. Пространство 〈G(Ω), ‖·‖〉 является полным по нор-
ме ‖x‖ .

= sup
t∈Ω

|x(t)|.

Замечание 2. Пусть Ω ⊂ Rn — компактное множество. Легко
убедиться, что всякая непрерывная функция x : Ω → R является
правильной.

Пример. Пусть Ω .
= {(t, τ) ∈ R2 : t2+τ2 � 1}, функция x : Ω → R

такова, что x(0, 0) = 0 и x(t, τ) = ( t2+τ2)
{

1
t2+τ2

}
при (t, τ) �= (0, 0)

(выражение {σ} обозначает дробную часть числа σ ∈ R). Зафик-
сируем k = 1, 2, . . . . Для всех (t, τ) ∈ Ω таких, что t2 + τ2 ∈(

1
k+1 ,

1
k

]
, справедливо неравенство k � 1

t2+τ2
< k + 1, поэтому[

1
t2+τ2

]
= k (здесь [σ] — целая часть числа σ ∈ R). Следователь-

но, для всех точек (t, τ) из кольца

Rk
.
=
{
(t, τ) ∈ Ω: 1

k+1 < t2+τ2 � 1
k

}
имеет место равенство x(t, τ) = 1 − k ( t2 + τ2). Таким образом,
функция x непрерывна в каждом кольце Rk. Она разрывна во
всех точках семейства концентрических окружностей{

t2 + τ2 = 1
k+1

}
, k = 1, 2, . . . .

В точке (0, 0) функция непрерывна. Понятно, что x ∈ G(Ω).
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Поиск аномалий в числовых рядах на
основе исторических данных

Е.С. Бастрыков
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: vporoshok@gmail.com

Данная работа проводится как улучшение существующей
системы по мониторингу серверной инфраструктуры многих кли-
ентов. На данный момент система собирает большой массив
предопределённых метрик с различных программных комплек-
сов, развёрнутых на серверах клиентов. В системе есть прави-
ла определения нештатного поведения (триггеры), позволяющие
уведомлять клиентов о неполадках. Показания метрик хранятся
продолжительный период времени, позволяя анализировать их
постфактум. Задачей данной работы является разработка подси-
стемы, обучаемой на данных, предшествующих срабатываниям
триггеров, которая позволит предсказывать нештатное поведе-
ние за минуты до их наступления. В качестве основы исследова-
ния предполагается использовать LSTM-сеть [2]. Другой частью
подсистемы будет поиск неполадок, ещё не отслеживаемых триг-
герами. Для этого будут использованы кластеризация рядов по
корреляции поведений и леса [1].
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Параллелизация алгоритма сборки СЛАУ
разрывного метода конечных элементов для

двумерной краевой задачи

В.С. Великань
Казань, Казанский федеральный университет

e-mail: velickan.vladislav@yandex.ru

В работе рассматривается двумерное линейное уравнение
на прямоугольнике Ω = (a, b) × (c, d), дополненное граничным
условием Дирихле:

−div
(
p(x)gradu(x)

)
+ r(x)u(x) = f(x), (1)

u|∂Ω = uD(x). (2)

Здесь x = (x1, x2) ∈ Ω, p ∈ C1(Ω), ∃ p0, p1 > 0 : p0 < p(x) < p1 при
всех x ∈ Ω. Функция r(x) является непрерывной и положитель-
ной на всей рассматриваемой области, f ∈ L2(Ω), uD ∈ L2(∂Ω).

В работе [1] была получена вариационная постановка для
задачи (1)–(2) на разрывном пространстве Соболева. Решение за-
дачи (1)–(2) аппроксимируется кусочно разрывными функциями,
сужения которых принадлежат пространству P1 на каждом ко-
нечном элементе. Поиск приближенного решения задачи (1)–(2)
сводится к решению СЛАУ с блочной пятидиагональной матри-
цей

Ax = b. (3)

В данной работе было рассмотрено несколько алгоритмов
параллелизации сборки матрицы СЛАУ (3).
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• Наивный алгоритм основывается на последовательном
алгоритме сборки матрицы A. При таком подходе во время
обхода ребер возникает вероятность конфликта (несколько
нитей могут одновременно обратиться к одному и тому же
элементу матрицы). Защитить сборку от конфликтов поз-
воляют критические секции, существенно увеличивающие
время работы алгоритма.

• Алгоритм colouring [2] позволяет решить проблемы кон-
фликтов наивного алгоритма с помощью перенумерации
(«закрашивания») ребер конечных элементов так, чтобы
один элемент не содержал в себе двух ребер одного цвета.
Сборка вклада ребер по каждому цвету осуществляется па-
раллельно, между разными цветами необходима барьерная
синхронизация нитей.

• Алгоритм блочно-диагональной параллелизации,
предложенный в данной работе, осуществляет независимую
сборку главной и побочной диагонали матрицы A за счет
связи между ребрами и конечными элементами. Такой под-
ход позволяет избежать конфликтов и не требует внутрен-
ней барьерной синхронизации.

1. Riviere B. Discontinuous Galerkin Methods for Solving Elliptic and
Parabolic Equations. Philadelphia: SIAM, 2008.

2. Sato Y., Hino T., Ohashi K. Parallelization of an unstructured
Navier–Stokes solver using a multicolor ordering method for
OpenMP // Computers & Fluids. 2013. Vol. 88, pp. 496–509.
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Методы анимирования поверхностей
в 3d max

Р.А. Головастов
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: rpa4@bk.ru

Пакет трехмерной графики 3d max обладает широким
функционалом по моделированию двумерных многообразий. Ос-
новными способами построения различных поверхностей в трех-
мерных сценах являются следующие: построение на основе па-
раметрически заданных стандартных примитивах, аппроксима-
ция поверхностей полигональными сетками, поверхности Безье,
лофтинг, каркасное моделирование на основе сплайнов с исполь-
зованием модификатора Surface. Каждый из этих методов имеет
свои преимущества и недостатки. Наибольшее распространение
благодаря простоте и понятности получил метод полигональных
сеток.

Анимация поверхностей может осуществляется разными
способами. Определяющими факторами в выборе инструмента-
рия здесь являются как построение поверхности, так и сложность
анимируемых преобразований. Некоторые анимации реализуют-
ся в пару кликов за счет выбора подходящего модификатора и на-
стройки его параметров (Twist, Bend, Wave, FreeFormDeformation
и другие). Поверхности, построенные лофтингом или через мо-
дификатор Surface, могут быть анимированы через гомотопию
определяющих их сплайнов, которую можно реализовать через
скрипт контроллеры анимации вершин сплайнов.

Наибольшее же распространение в современной компьютер-
ной графике (кино, игры) получил метод так называемого рига
(англ. rig — оснастка). Суть его заключается в том, что за переме-
щение в пространстве групп вершин полигональной сетки отвеча-
ют вспомогательный объекты, так называемые кости. Используя
принципы анатомии, данный подход позволяет автоматизировать
процесс переноса движений от референсных моделей (люди, жи-
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вотные, результаты вычисления нейронных сетей) в анимацию
созданных в 3d max поверхностей.

Мы рассмотрели варианты скриптового управления анима-
цией поверхностей для иллюстрации гомотопий двумерных мно-
гообразий, построенных методом лофтинга и методом каркасов
через модификатор Surface.

Оценка эффективности и оптимизация
систем кибербезопасности на основе

стохастического моделирования

В.Ф. Горохова, А.А. Магазев
Омск, Омский государственный технический университет

e-mail: lera.tsyrulnik@mail.ru, magazev@mail.ru

Рассмотрим компьютерную систему (далее просто систе-
му), которая в течении некоторого интервала времени может
быть подвергнута воздействию любой из n независимых кибер-
атак с вероятностями q1, q2, . . . , qn соответственно. Допустим, что
для отражения кибератак имеется m различных средств защиты,
причём каждой паре «атака — средство защиты» сопоставлено
число ri,a — вероятность успешного отражения i-й кибератаки
a-м средством защиты.

Выберем некоторый поднабор средств защиты из заданного
набора m наименований. Для описания всех таких возможностей
введём m-мерный булев вектор z = (z1, z2, . . . , zm), чья a-я ком-
понента za равна единице, если a-е средство защиты выбрано,
и нулю — в обратном случае. В силу того, что каждая кибер-
атака может отражаться сразу несколькими средствами защиты,
отражение i-й кибератаки — это сумма m совместных случайных
событий, каждое из которых есть отражение этой атаки некото-
рым средством защиты. В результате вероятность отражения i-й
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атаки выбранным поднабором средств защиты будет равна

ri(z) = 1−
m∏
a=1

(1− ri,aza) .

В наших предыдущих работах [1–4] был рассмотрен класс
математических моделей, в рамках которых возможно количе-
ственное описание динамики противодействия кибератакам на
языке марковских цепей с дискретным временем. Для оценки эф-
фективности системы защиты от кибератак в рамках этих моде-
лей нами был предложен параметр τ , называемый средним вре-
менем до отказа безопасности. «Физический смысл» этого пара-
метра — это среднее время до момента наступления так называе-
мого отказа безопасности, то есть события, когда какая-либо из
кибератак успешно реализуется злоумышленником. В работе [4]
нами была получена явная формула для оценки этой величины

τ(z) =

1 +
n∑

i=1
qi

n∑
i=1

qi
m∏
a=1

(1− ri,aza)

.

В соответствии с данной формулой, среднее время до отказа без-
опасности — это функция от булевых переменных za, зависящая
от вероятностей qi как от параметров.

Обозначим через ca затраты на приобретение и эксплуа-
тацию a-го средства защиты (в некоторых условных единицах) и
введём функцию c(z), значения которой равны суммарным затра-
там на эксплуатацию данного набора z ∈ {0, 1}m средств защиты

c(z) =
m∑
a=1

caza.

Наличие функций τ(z) и c(z) позволяет нам сформулировать две
естественные задачи оптимизации:

1. τ(z) → max, c(z) � c0;
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2. c(z) → min, τ(z) � τ0.

Первая задача — это максимизация среднего времени до отказа
безопасности при имеющихся ограничениях на стоимость эксплу-
атации средств защиты, а вторая — это минимизация стоимости
на эксплуатацию системы защиты при имеющемся ограничении
на продолжительность безотказного функционирования защища-
емой системы. Обе эти задачи относятся к классу задач нели-
нейного булева программирования, и поэтому являются трудно
решаемыми с вычислительной точки зрения.

Целью настоящей работы является подробное исследование
первой из сформулированных оптимизационных задач. В частно-
сти, мы показываем, что в случае одной кибератаки, то есть когда
n = 1, она может быть сведена к эквивалентной сепарабельной за-
даче оптимизации. Мы также разрабатываем эффективный ал-
горитм её решения, основанный на применении концепции ди-
намического программирования [5]. Обсуждаются перспективы
использования полученного нами результата к общему случаю,
когда число кибератак n произвольно.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 19-37-90122.
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Математическое моделирование
напряженно-деформированного состояния
ствола артиллерийского орудия методом
конечных элементов в пространственной

осесимметричной постановке

Р.А. Думкин, Д.А. Клюкин, Р.Р. Хамидуллин

Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова
e-mail: dumkin215@yandex.ru, anatoliikljukin@mail.ru,

1rifkat1@gmail.com

В процессе стрельбы ствол подвергается износу. Одна из
главных причин — термическое воздействие. Постоянное расши-
рение и возвращение ствола в первоначальное состояние из-за
возгорания пороховых газов приводит к изменению поверхно-
сти ствола и баллистических характеристик, что влияет на его
пригодность. Расчёт термоупругости ствола является актуальной
проблемой в баллистике, поскольку от прочности ствола будут
зависеть условия его применения и боевые характеристики.

Рассматривается задача моделирования напряженно-де-
формированного состояния ствола во время выстрела в осесим-
метричной постановке с учётом теплового нагружения ствола
продуктами горения пороха, которое описывается следующей си-
стемой уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩

∂σxr
∂r

+
∂σxx
∂x

+
σxr
r

+ Fx = ρ
∂2σ

∂t2
,

∂σrr
∂r

+
∂σxr
∂x

+
σrr − σθθ

r
+ Fr = ρ

∂2υ

∂t2
.

(1)

где Fx и Fr — соответствуют силам теплового расширения ствола
орудия:

Fx =
αE

(1− ν)

∂T

∂x
, Fr =

αE

(1− ν)

∂T

∂r
. (2)

На левом торце ствола задавалось условие закрепления, на
внешней границе и правом торце — атмосферное давление. На
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внутренней поверхности канала ствола задавалось распределение
давления p = p(t, x), полученное из решения задачи внутренней
баллистики [1]. Граничные условия в напряжениях определяются
на внутренней стенке ствола из системы:{

nxσxx + nrσxr = nxp,

nxσxr + nrσrr = nrp.
(3)

Силы теплового расширения Fx и Fy определяются из ре-
шения уравнения теплопроводности, которое также представлено
в осесимметричной постановке [3]:

∂(cρT )

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
λr
∂T

∂t

)
+

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
(4)

с граничными условиями внутри канала ствола

−λ∂T
∂r

= ag(Tg − Ts), (5)

определяемыми из решения задачи внутренней баллистики [1].
Тестирование разработанного алгоритма для решения ста-

ционарной задачи проводилось на основе сравнения с аналити-
ческим решением по формуле Ламе [2], а для динамической за-
дачи — на основе сравнения с решением, полученным в системе
инженерного проектирования Ansys.

Задача напряженно-деформированного состояния ствола
30-мм автоматической пушки решалась методом конечных эле-
ментов [4] путем преобразования исходной задачи в последова-
тельность решений систем линейных алгебраических уравнений.
Расчётная сетка была построена на четырехугольных конечных
элементах. Результаты моделирования представлены на рис. 1.

Из рис. 1 а) видно, что за время выстрела ствол орудия
прогревается на 0,1 мм, при этом температура достигает 970 К
на внутренней поверхности ствола. Из рис. 1 б) видно, что макси-
мальные напряжения при стрельбе достигаются в каморе и равны
1400 МПа.
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Рис. 1: Распределение а) температуры внутри ствола и б) эквивалентных на-
пряжений по Мизесу в момент достижения максимального давления внутри
ствола

Таким образом, в результате выполнения работы был ре-
ализован и протестирован алгоритм метода конечных элемен-
тов, проведена триангуляция расчетной области и решена зада-
ча определения напряженно-деформированного состояния ствола
артиллерийского орудия в осесимметричной постановке.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 20–01–00072.
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Неклассические задачи математической
физики в теории квазистационарных

электромагнитных процессов
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Квазистационарные приближения для системы уравнений
Максвелла [1] играют важную роль при решении широкого клас-
са прикладных задач, связанных с формированием электромаг-
нитных полей. Наибольшее распространение получило нереля-
тивистское магнитное приближение, формально заключающееся
в пренебрежении током смещения и применяемое для описания
достаточно медленных электромагнитных процессов в высоко-
проводящих средах [1–3]. Различные постановки задач для это-
го приближения достаточно хорошо исследованы теоретически,
аналитически и численно [3–10].

При моделировании электромагнитных процессов в средах
с малой проводимостью используется нерелятивистское электри-
ческое приближение [1], заключающееся в пренебрежении изме-
нением во времени магнитного поля. При этом ток смещения в
системе уравнений Максвелла сохраняется в виде своей потенци-
альной составляющей. Особую роль это приближение играет при
исследовании квазистационарных электромагнитных явлений в
нижних слоях атмосферы Земли [11–14].

Реальные физические среды, рассматриваемые как при мо-
делировании атмосферных явлений, так и при решении различ-
ных инженерных задач, могут характеризоваться значительной
неоднородностью физических характеристик. В частности, рас-
четная область может содержать участки как с достаточно вы-
сокой, так и с достаточно низкой удельной проводимостью. При
этом возникает проблема построения единой квазистационарной
модели, которая охватывала бы среды со сложной структурой.
Кроме того, требуется более тонкий анализ иерархии квазистаци-
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онарных моделей в зависимости от значений параметров, харак-
теризующих скорость протекания физических процессов и сте-
пень неоднородности среды [15].

В настоящей работе рассматриваются различные постанов-
ки задач для квазистационарного приближения, в котором вы-
деляются потенциальная и вихревая компоненты электрического
поля, в токе проводимости сохраняется полное электрическое по-
ле, а в токе смещения — лишь потенциальная часть электрическо-
го поля [16, 17]. Доказываются теоремы о существовании и един-
ственности решения поставленных задач. Проводится сравнение
решений квазистационарных задач и соответствующих задач для
нестационарной системы уравнений Максвелла и системы урав-
нений Максвелла в нерелятивистском магнитном и нерелятивист-
ском электрическом приближениях. Показано, что рассматривае-
мое приближение обобщает классические нерелятивистские при-
ближения и может применяться при исследовании более широко-
го задач математической физики, в частности, при моделирова-
нии электрофизических явлений в различных слоях атмосферы
Земли.

Работа поддержана научно-образовательным математическим цен-
тром «Математика технологий будущего» (соглашение № 075-02-2022-883).
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Метод композиции решения контактной
задачи с трением деформируемых тел

А.С. Караваев, С.П. Копысов
Ижевск, Удмуртский государственный университет
e-mail: karavaev-alexander@yandex.ru, s.kopysov@gmail.com

Развивается метод решения контактных задач с трением,
подчиняющегося закону трения Кулона и строятся численные
решения пространственных задач о контакте параллелепипеда с
твердым основанием, куба с упругим полупространством в ква-
зистатической постановке и контакте двух деформируемых тел.

Во многом этот алгоритм соответствует классическому ме-
тоду декомпозиции Дирихле–Неймана. Однако реализуется про-
тивоположный подход — метод композиции, позволяющий по-
строить решение задачи из более простых решаемых задач. Так,
задача Дирихле заменяется контактной задачей деформируемо-
го тела с твердым основанием. В этом случае для реализации
численных методов для задач контакта с двумя телами можно
использовать различные комбинации алгоритмов решения для
каждого тела.

Процесс удовлетворения контактных условий содержит на
внешний и внутренний итерационный цикл. Во внутреннем цикле

291



выполняется решение задачи одностороннего контакта с трением
для тела Ω(1), при этом граница тела Ω(2) фиксируется и высту-
пает как твердое основание. Процесс удовлетворения контактных
условий задается условиями Дирихле вдоль нормального и тан-
генциального направлений для выполнения условий непроника-
ния и сцепления. При возникновении зоны скольжения вместо
условий закрепления Дирихле вдоль тангенциальной составляю-
щей, задаются силовые нагрузки аппроксимирующие выполнение
закона Кулона. Во внешнем цикле решается задача Неймана для
тела Ω(2) с заданными контактными нагрузками, определенными
из реакций тела Ω(1) и полученными в результате решения задачи
контакта во внутреннем цикле.
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Рис. 1: Контакт пластины с основанием: напряжения σzz; нормальная и ка-
сательная компонента контактного напряжения в данном алгоритме и рабо-
ты [2]

В данной работе для удовлетворения условий закона Куло-
на в зоне области скольжения выполняется корректировка зна-
чений касательной компоненты узловой силы [1]. На каждой ите-
рации внутреннего цикла тангенциальная компонента силы кор-
ректируется заданием соответствующего вектора узловых сил

fi(x) = fτ ,i−1(x)±
||στ ,i−1(x)| − |μσn,i−1(x)||

max (|στ ,i−1(x)|, |μσn,i−1(x)|)
α|fτ ,i−1(x)|,

где fτ ,i−1(x) — проекция узловой силы на касательную с преды-
дущей итерации.

Приведем результаты расчетов и их сравнения с известны-
ми результатами для тестовых задач.

Рассмотрено решение статической задачи контакта линей-
но-упругой пластины с твердым основанием из [2]. При заданных
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нагрузках состояние равновесия тела в горизонтальной плоскости
достигалось только за счет возникающей в контактной области
силы трения (рис. 1).

Результаты решения квазистатической задачи однострон-
него контакта деформируемого куба с твердым основанием [2]
приведены на рис. 2.
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Рис. 2: Контакт куба с твердым основанием: граничные условий Дирихле на
ABDC; нормальная компонента контактного напряжения по шагам в узлах
F и H в разработанном алгоритме и по данным из [3]
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Рис. 3: Вдавливание блока в основание: нормальная pn, p[4]n ; и касательные
pτ , p[4]τ компоненты в разработанном алгоритме и по данным работы [4]

В следующем тесте рассмотрено решение задачи вдавлива-
ния прямоугольного упруго блока в деформируемое основание [4].
Для стабилизации контактной зоны деформируемых тел потре-
бовалось десять внешних итераций.

1. Станкевич И.В. Математическое моделирование контактных за-
дач теории упругости с непрерывным одностронним контактом //
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Нестанционарное моделирование процесса
плазменно-электролитной полировки

нержавеющей стали 17-4 РН

Л.Н. Кашапов
Казань, Казанский (Приволжский) федеральный университет,

Москва, ОИВТ РАН
e-mail: LeNKashapov@kpfu.ru

Была разработана и применена модель плазменно-электро-
литной полировки (ПЭП) в предположении, что ПЭП можно
рассматривать как электрохимическую полировку. Разработан-
ная модель используется для моделирования электрических яв-
лений и процесса удаления при ПЭП после возникновения ста-
бильного парогазового слоя. Настройка модели и расчет произ-
водились в COMSOL Multiphysics. Были выбраны интерфейсы
Electric Currents и Deformed Geometry. Исходный профиль по-
верхности анода был сгенерирован с использованием метода про-
странственных частот [1].
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Геометрия модели и граничные условия основаны на прин-
ципиальной схеме (рис. 1). Ванна с электролитом — катод. Анод
полностью погружают на глубину 5 мм. Он окружен парогазо-
вым слоем. Модель имеет 3 домена: электролитный, парогазовый
и анодный. На заготовку подается напряжение 200 В. В качестве
электролита используется раствор сульфата натрия. Электропро-
водность равна 110 мСм/см, что соответствует концентрации рас-
твора 50 г/л при 75 °С [2]. Материал анода — нержавеющая сталь
17-4 РН. Толщина парогазового слоя — 150 мкм [2]. Тогда элек-
трическое поле равно E = U

dh = 13333 В/см. Среднее значение
плотности тока jn для 200 В равно 0,3399 А/см2 [2]. Тогда про-
водимость σ = jn

E = 2.5 · 10−2 мСм/см.

Рис. 1: Геометрия модели, граничные и доменные условия

Моделирование включает два исследования: стационарное
исследование, в котором рассчитываются начальные значения
электрических переменных, и исследование, зависящее от време-
ни, в котором решаются физика электрических токов и дефор-
мация сетки. Деформация сетки описывается уравнением

Vdeform = K · (−jn),
где K — коэффициент удаления [2]; jn — нормальная плотность
тока. Величина K рассчитывается из экспериментальных дан-
ных: средней скорости съема материала (MRR) и средней плот-
ности тока для 200 В: K = MRR

jn
= 1.54 · 10−11 м3/А · с.

Результаты моделирования. На рисунке 2 показан элек-
трический потенциал вблизи поверхности заготовки на различ-
ных временных шагах.
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Рис. 2: Поверхность заготовки и электрический потенциал при а) 0 с. и
б) 120 с.

Рис. 3: Профиль поверхности при 0 с. и 120 с.

Парогазовый слой можно рассматривать как особую элек-
трохимическую ячейку, в которой граница между парогазовый
слоем и электролитом выступает в качестве катода. Нормальная
плотность тока в полостях ниже, чем у пиков. Из-за электрохи-
мического характера процесса это приводит к более быстрому
удалению материала на пиках.

На рисунке 3 показан профиль поверхности до и после
120 секунд полировки. Видно, что пики были заметно удалены.
Это можно объяснить более высокой плотностью тока на верши-
нах.

Для анализа полирующего эффекта был рассчитан пара-
метр шероховатости Ra. Уравнение для расчета Ra было разра-
ботано на основе следующей формулы:

Ra =
1

l

∫ l

0
|h(x)|dx,

где l — длина оценки, h(x) = |y − y| — отклонение от средней
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Рис. 4: Результаты для Ra как функция времени.

линии. Результаты этого расчета можно увидеть на рисунке 4.
Видно, что шероховатость уменьшается в соответствии с экспо-
ненциальным затуханием.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 21–79–30062.
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Исследование
напряженно-деформированного состояния и
колебаний ствола автоматической пушки

при стрельбе очередями

Д.А. Клюкин
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: anatoliikljukin@mail.ru

В работе рассматривается задача математического моде-
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лирования напряженно-деформированного состояния ствола 30-
мм автоматической пушки (рис. 1), устанавливаемую преимуще-
ственно на наземную бронетехнику. Темп стрельбы данной пушки
составляет 4000 выст./мин, длина короткой очереди – 5 выстре-
лов, огонь ведется боеприпасами 30x165 мм [1].

Рис. 1: Модель ствола 30-мм автоматической пушки

Приближенная геометрия пушки представлена в таблице 1.

Таблица 1: Геометрия 30-мм автоматической пушки

Координата
сечения x, м

Внутренний
диаметр d, мм

Внешний
диаметр D, мм

0 40 150
0,127 40 150
0,147 30 120
0,339 30 100
2,4 30 60

Задача продольно-поперечных колебаний ствола описыва-
ется дифференциальными уравнениями в частных производных
по формуле (1) [2].

ρF
∂2u

∂t2
= −ρFg sinϕ+ q1 (x, t) +

∂

∂x
(Fσx)− p1

∂S

∂x
, (1)

ρF
∂2υ

∂t2
= −ρFg cosϕ+ q2 (x, t) +

∂

∂x

(
(Fσx − p1S)

∂ (υ + υ00)

∂x

)
+

+ν
∂2

∂x2

(∫
F
(σyy + σzz) ydf

)
− ∂2

∂x2

(
EJz

∂2υ

∂x2

)
, (2)

ρF
∂2w

∂t2
= q3 (x, t) +

∂

∂x

(
(Fσx − p1S)

∂ (w + w00)

∂x

)
+
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+ν
∂2

∂x2

(∫
F
(σyy + σzz) zdf

)
− ∂2

∂x2

(
EJy

∂2w

∂x2

)
, (3)

σx = E
∂u

∂x
+
ν

F

∫
F
(σyy + σzz) df, (4)

Нагружение давлением p1 определяется из решения задачи
внутренней баллистики в термодинамической постановке [3], при
этом напряжения в поперечном сечении определяются из реше-
ния задачи Ламе [4]. На рисунке 2 представлен начальный про-
гиб автоматической пушки под действием силы тяжести при угле
возвышения 5◦.

Рис. 2: Начальный прогиб ствола 30-мм автоматической пушки под действи-
ем силы тяжести

Из рисунка 2 видно, что под действием силы тяжести дуль-
ный срез смещается на 1,08 мм, что необходимо учитывать при
стрельбе на большое расстояние. На рисунке 3 представлены по-
перечные колебания дульного среза 30-мм автоматической пушки
при стрельбе очередью из 5 выстрелов с интервалом в 15 мс.

Из рисунка 3 видно, что каждый последующий выстрел зна-
чительно смещает положение дульного среза, что также негатив-
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Рис. 3: Поперечные колебания ствола 30-мм автоматической пушки при
стрельбе очередью из 5 выстрелов

но сказывается на точности стрельбы. Амплитуда колебаний при
этом составила 0,055 мм, частота колебаний 20 Гц.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 20–01–00072.
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Построение двумерной математической
модели и вычислительных алгоритмов
задач фильтрации структурированных

флюидов в двухслойном пласте

Ш. Каюмов, А.П. Марданов, Т.О. Хаитов

Ташкент, Ташкентский государственный технический
университет

e-mail: kayumovmatemic@gmail.com, apardayevich@mail.ru,
tojiboy.xaitov.77@gmail.ru

А.Б. Каюмов
Ташкент, Университет Инха в городе Ташкенте

e-mail: аkayumovb@gmail.ru

Известно, что основные запасы полезных флюидов, исполь-
зуемых в народном хозяйстве, находятся в подземных пористых
средах, и эти среды в большинстве случаев являются многослой-
ными. В свою очередь, эти многослойности квалифицируются
как многопластовые среды, имеющие четкие границы пластов с
проницаемыми и непроницаемыми кровлями и подошвами. Ес-
ли эти пласты гидродинамически связаны, то в процессе филь-
трации могут происходить взаимообмены между пластами, на-
зываемые перетоками из одного пласта в другой. Эти перетоки
могут происходить по ряду причин, и они, в основном, связа-
ны со структурой среды и зависят от величин горизонтальных
и вертикальных характеристик пласта. Если нижние и верхние
границы непроницаемы, то эти пласты можно считать изолиро-
ванными друг от друга, и в них не будут происходить перетоки
из одного слоя в другие. В этих изолированных средах взаимооб-
мен может происходить только через общую скважину, если она
вскрыта по высоте каждого пласта. В этих случаях также могут
быть неопределённости по поводу того, какая величина отбора
из каждого пласта происходит в едином дебите общей скважи-
ны. Для многопластовых структур существует различные моде-
ли фильтрации, и они описаны в работах [1–3] для ньютоновских
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флюидов. При этом трехслойные пласты могут представлять со-
бой варианты, когда верхний и самый нижний хорошо проница-
емы, а средний — плохо проницаем, или средний хорошо прони-
цаем, а нижний и верхний плохо проницаемые пласты. В рабо-
тах [4–9] исследован процесс фильтрации неструктурированных
и структурированных [6] флюидов в однослойных, двухслойных
и трехслойных средах. Эти исследования, в основном, проведе-
ны для одномерных математических моделей, которые являются
частным случаем многомерной среды. Пусть имеется гидродина-
мически связанная двухпластовая среда, причем нижняя область
Ω1(x, y, z) имеет коэффициенты проницаемости по плоскости на
несколько порядков больше, чем по вертикали и, следовательно,
можно предположить осреднение по вертикали, что эквивалентно
предположению, что движение флюида по вертикали не проис-
ходит. Второй верхний пласт — область Ω2(x̄, ȳ, z) — такова, что
там движение флюида происходит по вертикали, так как гори-
зонтальная плоскость однородная по x и y, а неоднородность в
характеристиках среды имеется только по вертикали (по z). По-
этому предположим, что движение флюида имеет место только
по вертикали. Такая физическая задача математически модели-
руется так: необходимо найти непрерывные функции u(x, y, t) и
v(x̄, ȳ, z, t), определенные в области Ω1(x, y, z) и Ω2(x̄, ȳ, z), а так-
же границы возмущенных зон Gi(x, y, t), Ri(x̄, ȳ, z, t) из следую-
щей начально-краевой задачи:

∂

∂x

(
Xi (|∇u| , βi)

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
Xi (|∇u| , βi)

∂u

∂y

)
−

− a1Φ
(
|∇v| , β̄

) ∂v
∂z

∣∣∣∣
z=H1

=Mi
∂u

∂t
+ F (x, y, t),

(x, y) ∈ Ω1, z = H1, t > 0, (1)

∂

∂z

(
Φi

(
|∇v| , β̄i

) ∂v
∂z

)
=

= M̄i
∂v

∂t
, (x, y) ∈ Ω2, z(H1;H2), t > 0, (2)
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с начальными

u(x, y, 0) = u0(x, y), v(x̄, ȳ, z, 0) = v0(x̄, ȳ, z), (3)

Gi(x, y, 0) = N0, R(x̄, ȳ, z, 0) = H1,0(x̄, ȳ, H1), (4)

граничными

X1 (|∇u| , β1)
∂u

∂n

∣∣∣∣
n∈G1−0

= X2 (|∇u| , β2)
∂u

∂n

∣∣∣∣
n∈G1+0

, (5)

X2 (|∇u| , β2)
∂u

∂n

∣∣∣∣
n∈G2−0

= X3 (|∇u| , β3)
∂u

∂n

∣∣∣∣
n∈G2+0

, (6)

Φ1

(
|∇v| , β̄1

) ∂v
∂z

∣∣∣∣
z∈R1−0

= Φ2

(
|∇v| , β̄2

) ∂v
∂z

∣∣∣∣
z∈R1+0

, (7)

Φ2

(
|∇v| , β̄2

) ∂v
∂z

∣∣∣∣
z∈R2−0

= Φ3

(
|∇v| , β̄3

) ∂v
∂z

∣∣∣∣
z∈R2+0

, (8)

u(x, y, t)|n∈G1−0 = u(x, y, t)|n∈G1+0 , (9)

u(x, y, t)|n∈G2−0 = u(x, y, t)|n∈G2+0 , (10)

v(x̄, ȳ, z, t)|z∈R1−0 = v(x̄, ȳ, z, t)|z∈R1+0 , (11)

v(x̄, ȳ, z, t)|z∈R2−0 = v(x̄, ȳ, z, t)|z∈R2+0 , (12)

а также условиями на границах областей

α1X (|∇u| , β) ∂u
∂n

∣∣∣∣
n∈(x0,y0)

= ϕ(t), (13)

α2X (|∇u| , β) ∂u
∂n

∣∣∣∣
n∈Γ(x,y)

= 0, (14)

α3Φ(|∇u| , β) ∂u
∂z

∣∣∣∣
z∈H2(x0,y0)

= 0. (15)

В задаче (1)–(15) параметры пласта и флюида k1(x, y), k2(z),
m1(x, y), m2(z), υ(x, y), υ(z), μ1(x, y), μ2(z), h1, h2 содержатся
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в функциях Xi и Φi, и они описывают те же пластовые харак-
теристики, что и в [10–12]. Функции Xi и Φi в соответствие с
принадлежностью различным зонам структурированного флюи-
да имеют свои выражения

Xi (|∇u| , β) =
{[

k1(x, y)β1
v(x, y)h1

; (x, y) ∈ ((x0, y0);G1(x, y, t))

]
;

[
k1(x, y)β2
v(x, y)h1

· |∇u| − β2γ0
|∇u| ; (x, y) ∈ (G1(x, y, t); G2(x, y, t))

]
;[

k(x.y) · β3
μ1(x, y)h1

; (x, y) ∈ (G2(x, y, t); Γ(x, y))

]}
,

Φi (|∇u| , β) =
{[

k2(z) · β̄1
υ2(z) · h2

; z ∈ (H1; R1)

]
;[

k(z)β̄2
μ2(z) · h2

· |∇v| − β̄2γ0
|∇v| ; z ∈ (R1;R2)

]
;[

k(z)β̄3
μ2(z)h2

; z ∈ (R2; H2)

]}
i = 1, 3.

При желании можно применять другие виды аппроксима-
ции в зонах аномальной подвижности и ползучести. Так как зада-
ча (1)–(15) — нелинейная, и ее аналитическое решение практиче-
ски невозможно, то для ее решения применяются приближенные
методы. Используя метод переменных направлений (или метод
дробных шагов) [13, 14] по переменной t, задача приводится к од-
номерным задачам по каждому направлению x и y. Далее, вводя
поток по переменными x и y, получим расщепленные задачи от-
носительно потока. Применяя потоковый вариант прогонки, сво-
дим задачу к решению системы разностных уравнений. Подвиж-
ные неизвестные границы определяется из разностных аналогов
(5)–(12) на каждом шаге сетки. Поскольку в начальный момент
границы возмущений неизвестны, то задается начальное нулевое
значение [15] границы подвижных зон, и относительно них тоже
используется итерационный процесс [16].

Построенные алгоритмы апробированы на гипотетических
данных, результаты вычислительные экспериментов показали
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возможность использования математической модели и алгорит-
мов вычисления для определения геолого-промысловых данных
при проектировании и эксплуатации двухпластовых месторожде-
ний флюидов.
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Задача восстановления коэффициентов
SEIR–подобной эпидемиологической модели
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Изучается SEIR–подобная эпидемиологическая модель
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ė(t) =
(
1− e(t)− i(t)− re(t)− ri(t)− p(t)

)
×

× (aee(t) + aii(t))− (κ + ρ)e(t),

i̇(t) = κe(t)− (β + μ)i(t),

ṙe(t) = ρe(t)− γere(t), ṙi(t) = βi(t)− γiri(t),

ṙo(t) = βi(t), ṗ(t) = μi(t),

(1)

и ставится задача восстановления её неизвестных параметров
по данным эпидемиологической статистики на примере распро-
странения эпидемии COVID–19 в регионах России и зарубежных
странах. Модель (1) основана на разделении населения рассмат-
риваемого ареала на следующие группы: бессимптомные зара-
жённые с относительной численностью e(t), симптомные боль-
ные с относительной численностью i(t), выздоровевшие после бес-
симптомного заражения и имеющие иммунитет (относительная
численность re(t)), выздоровевшие после симптомной болезни и
имеющие иммунитет (относительная численность ri(t)), погиб-
шие (относительная численность p(t)), восприимчивые к инфек-
ции (относительная численность s(t) = 1−e(t)−i(t)−re(t)−ri(t)−
p(t)). Здесь под относительной численностью понимается отноше-
ние количества людей, принадлежащих к той или иной группе,
к общей численности популяции. Обзор других SEIR–подобных
эпидемиологических моделей приведён в [1]. Значения функций
i(t) и p(t) можно считать приближённо известными из эпидемио-
логической статистики заражений и смертности. В то же время,
статистика выздоровлений не соответствует ни одной из описан-
ных выше функций. Дело в том, что модель (1) учитывает по-
степенную утрату иммунитета переболевшими и их переходу из
группы «выздоровевших» в группу «восприимчивых», что, одна-
ко, не отражается на эпидемиологической статистике выздоров-
лений. Поэтому в модель (1) добавлена дополнительная функция
ro(t), показывающая относительную численность «наблюдаемых
выздоровевших».

Мы предполагаем, что эпидемиологическая статистика за-
ражений, выздоровлений и смертности соответствует значениям
функций i(t), ro(t) и p(t), называемых ниже наблюдаемыми ве-
личинами. Но в соответствии между статистикой и значениями
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этих величин есть погрешности следующих видов:
1. Систематическое занижение статистики, обусловленное

ограниченностью возможностей медицинской системы. Мы пред-
полагаем, что все три статистики (заражений, выздоровлений и
смертности) занижены примерно в одинаковое количество раз,
которое может быть установлено путём сравнения с данными об
избыточной смертности.

2. Временные сдвиги эпидемиологической статистики отно-
сительно реальных значений наблюдаемых величин, обусловлен-
ные задержками между заболеванием/выздоровлением/смертью
человека и включением этой информации в статистику. Кроме
того, рассмотрение возможности таких сдвигов позволяет устра-
нить внутренний недостаток модели (1), в которой не учитыва-
ется ненулевая минимальная длительность болезни.

3. Малые случайные погрешности, не относящиеся к двум
предыдущим видам.

Изучение модели (1) имеет две основные цели: прогнозиро-
вание распространения эпидемии на будущие промежутки вре-
мени и установление эпидемиологических параметров, таких как
индекс репродукции R0 (определяющий заразность инфекции),
летальность, вероятность заболеть в единицу времени и др. В
свою очередь, эта информация позволяет оценить степень опас-
ности инфекции и целесообразность введения тех или иных мер
борьбы с эпидемией. Для достижения обеих целей необходимо
найти неизвестные коэффициенты ae, ai, κ, ρ, β, μ, γe, γi и на-
чальные значения всех функций в системе (1), в т.ч. ненаблю-
даемых величин e(t), re(t), ri(t). Мы представляем эту задачу
восстановления неизвестных параметров модели (1) в виде опе-
раторного уравнения

F (x) = f, (2)

где x — вектор, содержащий все неизвестные значения, f — век-
тор, содержащий значения наблюдаемых величин в рассматрива-
емый промежуток времени, F — оператор, действующий в соот-
ветствующих многомерных пространствах. Для решения уравне-
ния (2) применяется подход, основанный на итеративно регуля-
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ризованном методе Гаусса–Ньютона [2]

xn+1 = ξ − (F ′∗(xn)F ′(xn) + αnE)−1F ′∗(xn)×
×
(
F (xn)− fδ − F ′(xn)(xn − ξ)

)
.

(3)

Здесь x0 и ξ — начальные приближения для искомого вектора
неизвестных коэффициентов x; E — единичный оператор; век-
тор fδ содержит данные эпидемиологической статистики, обра-
ботанные с целью устранения погрешностей первых двух видов.
Предложен способ подбора величин сдвигов эпидемиологической
статистики и момента останова итераций в методе (3).

Изменения характера эпидемии, обусловленные мутациями
инфекционного агента, а также мерами по борьбе с эпидемией
(локдаунами и массовой вакцинацией), требует изучения зависи-
мости коэффициентов модели (1) от времени. Для этого предла-
гается два разных подхода. В рамках первого из них зависимость
коэффициентов от времени явно включается в модель (1); для
простоты эта зависимость считается кусочно-постоянной, и ме-
тод (3) используется для установления этой зависимости. В рам-
ках второго подхода задача восстановления коэффициентов мо-
дели (1) решается с помощью метода (3) на сравнительно неболь-
ших промежутках времени, на каждом из которых все коэффици-
енты можно считать постоянными, причём полученные значения
коэффициентов для каждого из этих промежутков выбираются
в качестве начальных приближений при решении задачи восста-
новления коэффициентов на следующем промежутке времени.

Результаты численных экспериментов показывают приме-
нимость предлагаемых подходов для изучения динамики эпиде-
миологических параметров, эффективности мер борьбы с эпиде-
мией, а также прогнозирования её распространения.

Работа поддержана Российским научным фондом, проект № 20–11–
20085, https://rscf.ru/project/20-11-20085/.
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2. Бакушинский А.Б., Кокурин М.Ю. Алгоритмический анализ нере-
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Алгоритм решения задачи оптимизации
конструкции заряда с целью повышения

дульной скорости снаряда

И.Д. Кочурова
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: idk157@mail.ru

В настоящее время широко используются комбинирован-
ные заряды, состоящие из пороховых элементов различных типов
(трубчатый, зерненый) и разных марок, которые отличаются гео-
метрией и теплофизическими характеристиками. Такие комбини-
рованные заряды позволяют повысить эффективность разгона
снаряда, снизить габариты установки и т.п. [1, 2]. Примерами мо-
гут служить комбинированные заряды, состоящие из двух типов
и двух марок порохов. Газодинамические модели описания бал-
листики таких зарядов, алгоритмы и методы их численного рас-
чета приводятся в данной работе. Определенный интерес пред-
ставляет оптимизация конструкции таких зарядов с точки зре-
ния повышения дульной скорости снаряда при ограничениях на
максимальное давление в канале ствола. Ниже такая задача рас-
смотрена в рамках подхода к оптимизации конструкции заряда в
целях повышение дульной скорости снаряда. Задача внутренней
баллистики рассматривается в рамках термодинамического под-
хода [3]. Опишем математическую постановку задачи. Условия
динамической совместности для определения параметров продук-
тов горения на границах:
– в сечении 1–1 (рис. 1 а))⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p1m1Sкн(ν1 − wт) = Sткρтк(ν1тк − wт) + Sтзρтз(ν1тз − wт),

G1ν1 + p1m1Sкн = ρ1(m1Sкн − Sтк − Sтз) +G1тгν1тк+

+pткSтк +G1тгν1тз + pтзSтз,

G1(cνT1 +
ν21
2 + p1

ρ1
) = G1тк(cνTтк +

ν21тк
2 + pтк

ρтк
)+

+G1тз(cνTтз +
ν21тз
2 + pтз

ρтз
), G1 = ρ1m1Sкн(ν1 − wт),

G1тк = Sткρтк(ν1тк − wт), G1тз = Sтзρтз(ν1тз − wт);
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Рис. 1: Схема комбинированного заряда а) зерно–трубки, б) трубки–зерно

– аналогично в сечении 2–2.
Запишем динамическое и кинематическое уравнения дви-

жения снаряда с учетом противодавления и давления форсиро-
вания:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

νсн = 0, если pcн � pф,

q dνсн
dt = Sкн(pсн − pпр), если pсн > pф,

pпр = pн

(
1 + kв+1

4 kв
νсн
cв

√
1 + (kв+1

4 )2(νсн
cв

)2
)
.

Условия динамической совместности для определения па-
раметров продуктов горения на границах:
– в сечении 1–1 (рис. 1 б)):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

G1 = G1тк +G1тз или
Sткρтк(ν2тк − wт) + Sтзρтз(ν2тз − wт) = Sкнm2ρ2(ν2 − wт),

G2ткν2тк + pткSтк +G2тзν2тз+

+p2(m2Sкн − Sтк − Sтз) = G2ν2 + p2m2Sкм,

G2тк(cνTтк +
ν22тк
2 + pтк

ρтк
)+

+G1тз(cνTтз +
ν22тз
2 + pтз

ρтз
) = G2(cνT2 +

ν22
2 + p2

ρ2
),

где G1 = p1Sкн(ν1−wт); ρ1, p1, T1, ν1 — давление, плотность, тем-
пература газа и его скорость в сечении 1–1 в области свободного
объема соответственно;
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— аналогично для сечения 2–2.
Заметим, что системы уравнений необходимо дополнить на-

чальными условиями.
Для решения задачи структурно-параметрической оптими-

зации применяются генетические алгоритмы (ГА) [4]. Они поз-
воляют за приемлемое время получить близкие к оптимально-
му решения многоэкстремальных задач с произвольной целевой
функцией. Такие алгоритмы просты в масштабировании, позво-
ляя распределять вычислительную нагрузку на множество вы-
числительных устройств. Блок-схема алгоритма представлена на
рис. 2.

Рис. 2: Блок-схема генетического алгоритма

В качестве варьируемых параметров структурно-парамет-
рической оптимизации использовались следующие параметры:
порядковый номер, начиная от дна камеры, k = 1,K, где K —
количество компонентов; s — тип пороха (трубчатый s = 1, зерне-
ный s = 2); марка пороха r, где для трубчатого пороха r = 1, R1,
для зерненого r = 1, R2; R1, R2 — общее количество марок труб-
чатого и зерненого пороха соответственно; lk — длина компонен-
та; Δk — плотность заряжания компонента.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 20–01–00072.
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Оценивание параметров нелинейных
регрессионных моделей, описывающих

динамику ударной волны

И.Н. Краснопёров
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: krasnop1001@mail.ru

Неправильное применение взрывной нагрузки в строитель-
стве может привести не только к непропорциональному разру-
шению конструкции, но и к огромным человеческим жертвам и
травмам. Анализ конструкций, подверженных взрывной нагруз-
ке, является первым этапом проектирования и требует хорошего
понимания взрывных явлений и последующей динамической ре-
акции конструкций [1].

Для описания взрывной нагрузки обычно применяются ма-
тематические модели распространения ударной волны, которые
описываются системой дифференциальных уравнений в частных
производных. Решение этих уравнений является достаточно тру-
доемкой задачей, так как требует достаточно мелкого шага для
точного расчета параметров ударной волны в каждой точке [2].
В этой связи используется инженерный подход, основанный на
построении нелинейной регрессионной модели Фридлендера для
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описания динамики параметров ударной волны в точке [1]:

Pt =

⎧⎨⎩P0 + Ps

(
1− t−t0

td

)
e

−b(t−t0)
td , t � t0,

P0, t < t0.
(1)

Параметр Ps регрессионной модели определяется в соответствии
с одной из моделей:

1. Модель Held: Ps = 2W 2/3

R2 .

2. Модель Садовского: Ps =
0.085
Z + 0.3

Z2 + 0.82
Z3 .

3. Модель Миллса: Ps =
1.772
Z3 − 0.114

Z2 + 0.108
Z .

4. Модель Bajic: Ps = 0.102W 1/3

R + 0.436W 2/3

R2 + 1.4W
R3 ,

где Z = R
W 1/3 — нормированное расстояние, R — расстояние от

центра взрыва, W — масса взрывчатого вещества в тротиловом
эквиваленте (кг).

Параметр t0 регрессионной модели определяется методом
динамической трансформации временной шкалы (DTW). Идея
метода DTW заключается в сравнении исходной последователь-
ности S с некоторым шаблоном Q и построением пути преоб-
разования в последовательность U [2]: U = u1, u2, . . . , ul, где
uk = (i, j)k — вектор, который ставит элементу si в соответствие
элемент qj . Последовательность преобразует шаблон в исходный
процесс некоторым оптимальным образом на основе решения за-
дачи динамического программирования

DTW (S,Q) = min
u

l∑
k=1

d(uk),

где d(uk) — расстояние между элементами последовательностей
si и qj , которое вычисляется по формуле

d(uk) = (si − qj)
2.
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Метод динамической трансформации временной шкалы ис-
пользовался для определения момента времени начала фиксации
параметров динамического процесса t0.

В данной работе рассматривается упрощенная модель ди-
намики ударной волны

P (t) =

{
0, t < t0

Ae−α(t−t0) − δ , t � t0.
(10)

Параметры процесса определялись методом наименьших
квадратов, за исключением t0, который определялся методом
DTW. Результаты аппроксимации динамики процесса представ-
лен на рис. 1.

Рис. 1: Результат совмещения шкалы и сигнала функции f(t) с параметрами
A = 2, 04, α = 1, 16, δ = 0, 16, t0 = 4, 34

В положительной фазе ударная волна достигает рассмат-
риваемой точки после детонации взрывчатого вещества через ин-
тервал времени, называемый временем прибытия t0.

Из рис. 1 видно, что положительная фаза продолжается
2,403 мс и максимальное давление Pt = 2, 363 МПа.

1. Ullah A., Furqan A., Heung-Woon J., Sung-Wook K., Jung-Wuk H.
Review of Analytical and Empirical Estimations for Incident Blast
Pressure. 2016. Pp. 2211–2225.
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О построении простой математической
модели реального нейрона

С.Ю. Култышев
Пермь, Пермский национальный исследовательский

политехнический университет
e-mail: kultyshev.su@yandex.ru

Вопросам построения математической модели реального
нейрона посвящено много публикаций (см., например, [1, 2, 3, 4]).
Есть модели простые: такие как модель МакКалока–Питерса, ко-
торая даёт на выходе единицу, если входной сигнал выше из-
вестного порога, и ноль, если ниже. Есть более сложные: в виде
нелинейной системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний 4-го порядка (модель Ходжкина–Хаксли [5]), которая счита-
ется весьма детальной и адекватной. Но, конечно, хочется иметь
модель достаточно простую, которая давала бы реальные сигна-
лы на выходе при соответствующих реальных сигналах на входе,
и отражала бы свойства реального нейрона. Поэтому предлага-
ется строить математическую модель нейрона в виде достаточно
простого оператора (алгоритма) вход–выход по измерениям вход-
ной и выходной вектор-функций. Эта модель состоит из модели
входных синапсов и модели собственно нейрона, общую структу-
ру которых можно изобразить как на Рис. 1.

Будем предполагать, что функции vi(t), xi(t), y(t) ограни-
чены на отрезке времени [Θ, T ], на котором рассматриваются си-
напсы и нейрон.
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vi(t) xi(t), i = 1, n, t ∈ [Θ, T ]

x1(t)

x2(t)

xi(t)

xn(t)

y(t), t ∈ [Θ, T ]

i-й синапс

нейрон

Рис. 1

Согласно [6] математическую модель i-го синапса можно
строить в виде

xi(t) =
aivi(t) + bi

1 + exp[kivi(t) + li]
, i = 1, n, t ∈ [Θ, T ],

где числовые коэффициенты ai, bi, ki, li принимают значения в
зависимости от того является ли синапс возбуждающим или тор-
мозящим и определяются путем решения задачи идентификации
по результатам измерений входа и выхода реального синапса (см.
[7, 8]).

А математическую модель нейрона предлагается строить в
виде

y(t) = (Ax)(t), где x(t) =
n∑

i=1

cixi(t), t ∈ [Θ, T ].

Здесь оператор A : S[Θ, T ] → S[Θ, T ] предполагается непре-
рывным, а S[Θ, T ] — пространство ограниченных на [Θ, T ] функ-
ций. Оператор A и числовые коэффициенты ci определяются до-
статочно простым алгоритмом, который строится по измерениям
входа и выхода реального нейрона тоже путем решения задачи
идентификации [9].
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Результаты численного моделирования
внутренней и внешней баллистики

артиллерийского выстрела с применением
визуальных технологий

А.М. Липанов, И.Г. Русяк,

В.А. Тененев, В. Г. Суфиянов, С.А. Королев

Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова
e-mail: AML35@yandex.ru, primat@istu.ru,

v.tenenev@gmail.com, vsufiy@istu.ru, stkj@mail.ru

Проектирование современных ракетно-артиллерийских си-
стем требует широкого применения математического моделиро-
вания и современных технологий компьютерной визуализации.
Разработка методов математического моделирования с примене-
нием визуальных технологий позволяет исследовать изучаемые
процессы в режиме виртуальной реальности, что имеет особое
значение, если мы имеем дело с процессами, протекающими с
большой скоростью, и надежная регистрация отдельных пара-
метров в ходе натурного эксперимента на текущем этапе разви-
тия экспериментальной базы невозможна.

Комплексные физико-математические модели внутренней и
внешней баллистики становятся незаменимым инструментом для
анализа нештатных ситуаций и позволяют детально изучать ано-
мальные явления с учетом многих факторов. К аномальным фи-
зическим явлениям в процессе движения снаряда внутри ствола
можно отнести существенный рост давления в канале ствола при
небольших изменениях исходных параметров заряжания, схемы
заряжания или начальных условий выстрела, а также явления,
зафиксированные в эксперименте, но не укладывающиеся в усто-
явшиеся физические представления. Данные явления наиболее
существенно проявляются при проектировании артиллерийских
систем высокоскоростного метания, где используются заряды с
большими плотностями заряжания или новые малоизученные по-
роховые элементы.
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Рис. 1: Элементы моделирования системы полигонных испытаний

С помощью математических моделей и имитационного мо-
делирования возможно проведение широкого спектра исследова-
ний по анализу влияния различных факторов на процесс стрель-
бы, в том числе анализу возможных нештатных ситуаций на
внешнебаллистической траектории движения снаряда: критиче-
ские отклонения снаряда от расчётной траектории и потеря ус-
тойчивости движения вследствие асимметрии массы снаряда,
критические отклонения ракет вследствие влияния ветра и ре-
активной струи впереди летящих ракет при последовательных
пусках.

В этой связи разработка новых визуальных технологий ком-
пьютерного моделирования быстропротекающих процессов ар-
тиллерийского выстрела является актуальной научно-практиче-
ской проблемой [1]. Решение этой проблемы нашло отражение в
диссертационных работах В.Г. Суфиянова [2] и С.А. Королёва [3],
выполненных на кафедре прикладной математики и информаци-
онных технологий ИжГТУ имени М.Т. Калашникова под науч-
ным руководством академика РАН и РАРАН, д.т.н., профессора
А.М. Липанова и академика РАРАН, д.т.н., профессора И.Г. Ру-
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Рис. 2: Визуализация траектории движения снарядов и ракет при стрельбе
очередью с подвижного носителя

сяка при научной поддержке д.ф.-м.н., профессора В.А. Тененёва
в ходе выполнении научно-исследовательских работ.

Одним из результатов выполнения диссертационных ис-
следований являются разработанные комплексные физико-ма-
тематические модели и программное обеспечение, позволяю-
щие исследовать и визуализировать процессы функционирования
ствольных систем и боеприпасов на испытательном полигоне (см.
рис. 1).

Развитием этих исследований является решение проблем
аэродинамики и устойчивости движения снарядов и неуправляе-
мых ракет при стрельбе с подвижного носителя (рис. 2).

Дальнейшее исследования связаны с разработкой матема-
тических моделей и численных методов решения пространствен-
ных сопряженных нестационарных задач газовой динамики и ме-
ханики многофазных реагирующих деформируемых гетероген-
ных сред в условиях выстрела, а также разработкой программ-
ного обеспечения для трехмерной визуализации результатов мо-
делирования.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 20–01–00072.
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Исследование продольных колебаний
бесконечного неоднородного тонкого
стержня при помощи метода Римана

К.В. Литвинова
Москва, МГУ; Самара, СамГТУ

e-mail: vladlitvinov@rambler.ru, kristinalitvinova900@rambler.ru

Метод Римана рассматривается применительно к решению
задачи, описывающей свободные продольные колебания неогра-
ниченного неоднородного тонкого стержня. Математическая по-
становка задачи включает дифференциальное уравнение в част-
ных производных относительно искомой функции смещения и
неоднородные начальные условия. Решение производится в без-
размерных переменных в аналитическом виде. Получено срав-
нительно простое выражение для продольных колебаний неод-
нородного стержня, что позволяет использовать полученные ре-
зультаты для анализа колебаний одномерных неоднородных тех-
нических объектов.

Одномерные неоднородные системы широко распростране-
ны в технике: канаты грузоподъемных установок [1], гибкие зве-
нья передач [2, 3], стержни твердого топлива [1], бурильные ко-
лонны и т. д. Наличие неоднородностей связано с переменной
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плотностью материала стержня, а, следовательно, и переменной
скоростью распространения волн в объекте, что вызывает значи-
тельные затруднения при описании таких систем.

Дифференциальное уравнение, описывающее продоль-
ные колебания неограниченного неоднородного стержня, имеет
вид [1, 4]:

Utt(x, t)− a2(x, t)Uxx(x, t) = 0. (1)

Начальные условия:

U(x, 1) = f(x); (2)
Ut(x, 1) = F (x). (3)

В задаче (1)–(3) обозначено: U(x, t) — продольное смещение
точки стержня с координатой x в момент времени t; a2(x, t) =
E

ρ(x)
, где ρ(x) — переменная плотность материала стержня.

В данной работе принимается, что величина a(x, t) числен-
но равна

x

t
для всех точек стержня с координатой x.

τ
�

A
( 1

τ0
, τ0

)

B
(
ξ0,

1

ξ0

)

C (ξ0, τ0)

ξ0

Ω

Рис. 1

Введем в задачу (1)–(3) новые
переменные:

ξ = xt, τ =
t

x
.

Прямая t = 1 в новых перемен-
ных будет иметь вид равнобочной ги-
перболы (рис. 1). На рис. 1 обозна-
чено: C(ξ0, τ0) — фиксированная точ-
ка; Ω— область, ограниченная конту-
ром, состоящим из дуги AB кривой �
и двух характеристик CA и BC, па-
раллельных осям координат.

После преобразований получим

Uξτ (ξ, τ)−
1

2ξ
Uτ (ξ, τ) = 0. (4)

323



Начальные условия:

Uξ|ξτ=1 =
1

2
f ′(ξ) +

1

2ξ
F (ξ); (5)

Uτ |ξτ=1 = −ξ
2

2
f ′(ξ) +

ξ

2
F (ξ); (6)

U |ξτ=1 = f(ξ). (7)

Для решения задачи (4)–(7) используем метод Римана [4].
Формула Римана для рассматриваемой задачи имеет вид

U(ξ0, τ0) =
(U(ξ, τ)V (ξ, τ))B + (U(ξ, τ)V (ξ, τ))A

2
+

+
1

2

∫
AB

(
(V (ξ, τ)Uξ(ξ, τ)− U(ξ, τ)Vξ(ξ, τ) −

− V (ξ, τ)Uξ(ξ, τ)/ξ) dξ −
− (V (ξ, τ)Uτ (ξ, τ)− U(ξ, τ)Vτ (ξ, τ)) dτ

)
.

(8)

Согласно указанному методу функция Римана V (ξ, τ ; ξ0, τ0)
должна удовлетворять уравнению, сопряженному (4)

Vξτ +
1

2ξ
Vτ (ξ, τ) = 0 (9)

и условиям

V (ξ, τ ; ξ0, τ0) =

√
ξ0
ξ
; V (ξ, τ ; ξ0, τ0) = 1 (10)

на характеристиках CA и BC соответственно.
Из (9) и (10) следует, что функция Римана имеет вид:

V (ξ, τ ; ξ0, τ0) =

√
ξ0
ξ
. (11)
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Подставляя (5), (6), (7) и (11) в формулу (8), получим:

U(ξ, τ) =
1

2

⎛⎜⎝f(ξ) +√ξτf (1

τ

)
+

√
ξ

2

1/τ∫
ξ

f(ξ)− 2F (ξ)

ξ3/2
dξ

⎞⎟⎠.
Возвращаясь к исходным переменным, получим

U(x, t) =
1

2

⎛⎝f(xt) + tf(a) +

√
xt

2

a∫
xt

f(z)− 2F (z)

z3/2
dz

⎞⎠. (12)

В случае однородного стержня решение (12) совпадает с класси-
ческим, что говорит о корректности полученных результатов.

Применение метода Римана позволило получить сравни-
тельно простое выражение для продольных колебаний неодно-
родного стержня в частном случае, если a(x, t) =

x

t
, что позволя-

ет использовать полученные результаты для анализа колебаний
одномерных неоднородных технических объектов.
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Моделирование метаногенеза
для случая последовательной переработки

субстрата в метантенках с различной
температурной средой

Д.В. Майков
Ижевск, Ижевский торгово-экономический техникум

e-mail: MaykovD@yandex.ru

При переработке отходов животноводческих предприятий
применяется технология метаногенеза — анаэробного сбражива-
ния метанообразующими бактериями органических веществ, со-
держащихся в субстрате. В процессе метаногенеза отходы перера-
батываются в экологически чистые биоудобрения, которые при-
меняются для повышения плодородности почв. Сопутствующим
продуктом метаногенеза является биогаз, содержащий, в зависи-
мости от вида сырья, 55–70% метана, который может быть ис-
пользован для поддержания температуры процесса метаногенеза
и частичного покрытия энергетических потребностей предприя-
тия. Для метаногенеза применяются специальные емкости (ме-
тантенки). Биогазовая установка может работать в мезофильной
и термофильной средах, отличающихся температурой, составом
бактерий и периодом сбраживания. Стабилизация скорости об-
разования биогаза достигается при непрерывном режиме поступ-
ления сырья, но в этом случае содержащиеся в нем питательные
вещества перерабатываются не в полном объеме. Решением дан-
ной проблемы является последовательное сбраживание субстрата
в нескольких метантенках с возможностью применения различ-
ных температурных режимов метаногенеза (рис. 1).

Рис. 1: Схема многостадийного метаногенеза
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На этой схеме величина qi = dQi

dt – скорость перетока суб-
страта из i-го в (i + 1)-й метантенк, Qi – масса субстрата в i-
м метантенке. Рассматривается относительная скорость перетока
субстрата pi = 1

Qi
· dQi

dt = qi
Qi
.

Математическая модель метаногенеза, обобщающая модель
из [1], имеет вид:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

dXi

dt
= λipiXi−1 +

(
μ(Ti)Li

ai + Li
− νi(Ti)bi
bi + Li

− pi

)
·Xi,

dLi

dt
= pi · (Li−1 − Li)−

βiμi(Ti)LiXi

ai +Xi
, i = 1, n.

(1)

Переменными модели служат Li и Xi — концентрации пи-
тательных веществ в субстрате и метанообразующих бактерий
соответственно, где i — номер метантенка (рис. 1). Их исходные
значения составляют L0 и X0. Величины μi, νi, βi, ai, bi являются
параметрами модели. В роли управляющих параметров высту-
пают pi и температуры субстрата в метантенках Ti. Величина λi
равна нулю, если температурная среда в i-м метантенке отлича-
ется от среды в (i− 1)-м, и единице, если эти среды одинаковы.

Параметры μ и ν зависят от температуры субстрата T по
закону [2]:

μ(T ) = r · exp
(
− (T − T opt)2

c

)
,

ν(T ) = 1− (1− s) · exp
(
− (T − T opt)2

d

)
,

где T opt — оптимальная температура метаногенеза (для мезо-
фильной среды — 37◦С, для термофильной — 56◦С); r, c, s, d —
параметры модели.

Скорость получения биогаза всеми метантенками равна:

W (t) =

n∑
i=1

γiμiLi(t)Xi(t)Qi(t)

ai + Li(t)
.

Рассматривается задача максимизации скорости образова-
ния биогаза по векторам температуры T(t) субстрата в метантен-
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ках и относительных скоростей p(t) за период K суток:

K∫
0

W (t)dt→ max
T,p

. (2)

Ее решение осуществляется следующим образом. Задается
полный вектор управлений

U = (T1(t0), . . . , Tn(tm), p1(t0), . . . , pn(tm)),

представляющий собой последовательность возможных значений
температуры субстрата Ti = Ti(tk), а также относительных ско-
ростей перетока субстрата pi = pi(tk) на каждом k-м временном
узле отрезка [0,K]. После этого выполняется численное реше-
ние системы дифференциальных уравнений (1) с помощью мето-
да Рунге–Кутты 4-го порядка, и на его основе вычисляется зна-
чение критериального функционала (2). Для поиска наилучше-
го вектора Uopt применяется разработанный автором квантовый
алгоритм пресноводных гидр [3]. Этот алгоритм является попу-
ляционным и в течение одной итерации обрабатывает множество
(популяцию) допустимых решений (особей). При этом положение
особей определяется на основе расчета вероятностей (эмулируя
решение уравнения Шредингера методом Монте–Карло), не опе-
рируя скоростями особей. Это позволяет как повысить разнообра-
зие особей в популяции, так и успешно преодолевать ими области
притяжения локальных экстремумов. За счет этого происходит
более полное исследование пространства поиска и предотвраща-
ется преждевременная сходимость алгоритма к локальному экс-
тремуму.

В результате проведенных численных исследований уста-
новлено, что максимальная скорость образования биогаза и сте-
пень переработки субстрата достигаются, когда все метантенки
работают в термофильной среде, а минимальные значения соот-
ветствуют применению мезофильных сред. Так, если все метан-
тенки работают в одинаковых температрных средах, то степень
переработки субстрата при использовании двух и трех метантен-
ков увеличивается соответственно на 5–10% и на 10–15% по срав-
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нению со случаем одного метантенка, в зависимости от темпе-
ратурной среды и вида сырья. Скорость выработки биогаза при
этом возрастает в два раза для случая двух метантенков и в два
половиной — для трех. Скорость получения биогаза для термо-
фильного режима всегда оказывается почти вдвое выше, чем для
мезофильного.
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Оптимизация внутри- и
внешнебаллистических параметров

активно-реактивного снаряда с целью
повышения дальности стрельбы

Р.Р. Мансуров
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: otum@bk.ru

В работе рассмотрена задача повышения дальности стрель-
бы активно-реактивного снаряда (АРС) за счет оптимизации
внутренних и внешнебаллистических параметров. Разработана
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комплексная математическая модель баллистического расчета
АРС, включающая этапы внутренней баллистики при движении
снаряда в стволе орудия, внешней баллистики на активном и пас-
сивном участке траектории и внутренней баллистики твердотоп-
ливного реактивного двигателя. Параметры внутрибаллистиче-
ского процесса в стволе орудия рассчитываются на основе термо-
динамического подхода в нульмерной постановке [1]. Для фикси-
рованной массы пороха метательного заряда и начальной массы
АРС, с учетом массы топлива реактивного двигателя, определя-
ется начальная скорость снаряда при вылете из канала ствола. По
результатам параметрических исследований для 152 мм орудия
построена аппроксимационная зависимость начальной скорости
снаряда от его массы V0(m0) = −400 ln(m0) + 2461.

Система дифференциальных уравнений движения для слу-
чая активно-реактивного снаряда описывается следующими диф-
ференциальными уравнениями [2]:
уравнения изменения координат центра масс снаряда

dxc
dt

= Vк cos θ cosψ,
dyc
dt

= Vк sin θ,
dzc
dt

= −Vк cos θ sinψ;

уравнение изменения скорости

Vк

dt
= −g sin θ + P − CxкqSM

m
;

уравнение изменения угла наклона траектории

dθ

dt
= −g cos θ

Vк
− Cyк
mVк

;

уравнение изменение массы снаряда

dm

dt
= −μ,

где xc, yc, zc — координаты центра масс снаряда: дальность, высо-
та полета, боковое отклонение; Vк — скорость снаряда; θ — угол
наклона траектории; ψ — угол направления; m — масса снаряда;
P — тяга реактивного двигателя.
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Для определения тяги на активном участке траектории ре-
шалась задача внутренней баллистики твердотопливного реак-
тивного двигателя (РД). Скорость горения подбирается под за-
данное давление в камере сгорания и время работы двигателя.
Тяга определяется на основе параметров в выходном сечении соп-
ла по формуле [3]

P = Gкрuв + Sв(pв − pн),

где Gкр –– расход продуктов горения через сопло; uв, pв –– ско-
рость и давление газов в выходном сечении сопла; Sв — площадь
выходного сечения сопла; pн — наружное давление.

Система обыкновенных дифференциальных уравнений
внутренней и внешней баллистики решалась численно методом
Рунге–Кутты четвертого порядка. Для выбора оптимальных бал-
листических параметров АРС решалась задача максимизации
дальности стрельбы [4]

D = F (m0, V0, θ0, t1, Ip,(tp, ix) → max,

где m0 –– начальная масса снаряда, включая массу топлива РД;
V0 — начальная скорость; θ0 –– угол стрельбы; t1 –– время стар-
та РД; Ip –– суммарный импульс тяги РД; (tp –– время работы
РД; ix –– коэффициент формы, определяющий изменение лобо-
вого сопротивления в зависимости от аэродинамической формы
снаряда. Для решения задачи многомерной оптимизации приме-
нялся метода Хука–Дживса [5].

Для оценки потенциала увеличения дальности стрельбы
на основе разработанной расчетной методики рассматривался
активно-реактивный снаряд калибра 152 мм с твердотопливным
реактивным двигателем. Для снаряда массой 52 кг, включая мас-
су топлива 5 кг, были найдены оптимальный угол стрельбы и оп-
тимальное время старта реактивного двигателя. Результаты ис-
следований показывают, что, при комплексной оптимизации, оп-
тимальный угол стрельбы θ0 = 58°, а оптимальное время старта
РД t1 = 12 с. При этом наборе параметров удается достичь мак-
симальную дальность 40,5 км.
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Разработанная комплексная математическая модель балли-
стического расчета и оптимизации параметров активно-реактив-
ного снаряда позволяет исследовать эффективность различных
способов повышения дальности стрельбы с учетом взаимосвязи
процессов внутренней и внешней баллистики.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 20–01–00072.
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зовая динамика горения порохов в артиллерийских системах. М.–
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Вычислительные технологии для
численного решения задач механики

сплошных сред

С.И. Мартыненко
Черноголовка, Институт проблем химической физики РАН

e-mail: Martynenko@icp.ac.ru

В 1978 г. выдающиеся английские ученые Брайн Сполдинг
(Brian Spalding) и Харви Ростен (Harvey Rosten) одними из пер-

332



вых задумали создание единого кода вычислительной гидроди-
намики PHOENICS, способного обрабатывать все процессы, свя-
занные с течением жидкости или газа (http://www.cham.co.uk).
Современные программы типа FLUENT, ЛОГОС и др. позволя-
ют решать широкий класс прикладных задач, однако их вычис-
лительная эффективность оставляет желать лучшего из-за ис-
пользования стандартных методов вычислительной математики.

Пользователям нужен очень простой в эксплуатации и до-
статочно мощный инструмент, который существенно расширит
их возможности без изучения вычислительной математики и про-
граммирования, т.е. устроенный по принципу «черного ящика».
Естественным желанием является минимальное время решения
сложнейших задач даже на простейших компьютерах. Поэтому
в [1] было дано следующее определение:

Определение. Программа для численного решения (начально-)
краевых задач механики сплошной среды называется автоном-
ной (или устроенной по принципу «черного ящика»), если она
не требует каких-либо дополнительных данных от пользовате-
ля, кроме определения физической задачи, состоящей из геомет-
рии области, граничных и начальных условий, перечня уравне-
ний, которые необходимо решить (уравнение теплопроводности,
уравнения Навье–Стокса, уравнения Максвелла и т.д.), и рабочих
сред. Пользователю не нужно ничего знать о численных методах,
высокопроизводительных и параллельных вычислениях.

Кратко сформулируем основные требования к численным
методам для программного обеспечения, устроенного по принци-
пу «черного ящика»:
а) универсальность (минимальное количество проблемно-зависи-
мых компонентов);
б) эффективность (трудоемкость не болееW = O(N logN) ариф-
метических операций в широком диапазоне изменения парамет-
ров задачи, где N есть количество неизвестных);
в) параллелизм (ускорение по сравнению с наилучшим последо-
вательным алгоритмом);
г) адаптивность (возможность гибкого изменения способа и по-
рядка аппроксимации исходной (начально-)краевой задачи, а так-
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же используемого алгоритма ее решения);
д) минимальное использование ресурсов компьютера.

Развитию автономного программного обеспечения препят-
ствуют следующие факторы [2]:
1) заранее неопределенный порядок аппроксимации уравнений
математической модели;
2) заранее неопределенный метод аппроксимации уравнений ма-
тематической модели;
3) широкий диапазон изменения шагов сетки и параметров зада-
чи;
4) нелинейность прикладных задач;
5) построение вычислительной сетки;
6) ограниченность ресурсов компьютера;
7) ограниченность теоретических методов исследования моделей
и алгоритмов.

В качестве базового использован метод вспомогательного
пространства (auxiliary space method) [3], котором помимо основ-
ной сетки G0 используют вспомогательную сетку GA более про-
стой топологии для отыскания поправки.

Отличительной особенностью предлагаемого подхода явля-
ется использование структурированной сетки в качестве вспо-
могательной GA. Напомним определение глобально-структуриро-
ванной сетки:
Определение. Вычислительная сетка G0

1 называется глобаль-
но-структурированной, если ее подсетки Gl

k, l = 1, 2, . . . , L+,
k = 1, 2, . . . ,K, обладают следующими свойствами:
Свойство 1. Каждая сетка Gl

k (l �= L+, где L+ — уровень с са-
мыми грубыми подсетками) представима в виде объединения K
соответствующих ей грубых подсеток уровня l+1. Как следствие,
исходная сетка G0

1 представима в виде объединения всех подсеток
одного уровня l:

G0
1 =

K⋃
k=1

Gl
k , l = 0, . . . , L+.

Свойство 2. Подсетки одного уровня l не имеют общих точек, т.е.

Gl
n ∩Gl

m = ∅, n �= m, l = 1, . . . , L+.
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Свойство 3. Каждый конечный объем на подсетках Gl
k предста-

вим в виде объединения K конечных объемов на исходной сетке
G0

1.

Универсальная Многосеточная Технология (УМТ) исполь-
зована для отыскания поправки на вспомогательной сетке GA.
Фактически, УМТ является односеточным методом Зейделя с то-
чечным или блочным упорядочениями неизвестных для сегреги-
рованного или совместно численного решения систем нелинейных
дифференциальных уравнений в частных производных соответ-
ственно [4]. Теоретически показано, что количество межсеточных
итераций (т.е. переходов между основной и вспомогательной сет-
ками) не зависит от параметра дискретизации.

УМТ может выступать в качестве решателя, если исход-
ная сетка G0 является структурированной (G0 = GA), и в каче-
стве предобуславливателя, если G0 является неструктурирован-
ной (G0 �= GA).

Параллельная УМТ является реализацией двух паралле-
лизмов:

1) Уровни с грубыми сетками. Геометрический паралле-
лизм определяется вычислительной сеткой и не зависит от ите-
рационного метода. УМТ на данных уровнях обладает полным
параллелизмом вне зависимости от используемого итерационно-
го метода.

2) Уровни с мелкими сетками. Алгебраический паралле-
лизм определяется итерационным методом и не зависит от вы-
числительной сетки. В параллельной УМТ на данных уровнях
используют метод Зейделя с многоцветными блочным упорядо-
чением неизвестных для параллельного сглаживания на уровнях
с мелкими сетками.

Сочетание геометрического и алгебраического параллелиз-
мов позволяет достичь высокую эффективность параллельной
УМТ.

В докладе приведены результаты анализа сходимости УМТ
и результаты решения модельных и прикладных (начально-)кра-
евых задач.

Исследовательские работы проведены при финансовой поддержке го-
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сударства в лице РНФ по соглашению № 21–72–20023 по теме «Суперком-
пьютерное моделирование высокоскоростных ударов по искусственным кос-
мическим объектам и Земле», https://rscf.ru/project/21-72-20023/.

1. Martynenko S.I. The robust multigrid technique: For black-box
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Алгоритмическая и программная
реализация итерационного решения СЛАУ

при совместных вычислениях
на CPU и GPU

Н.С. Недожогин, С.П. Копысов
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: Nedozhoin@inbox.ru, s.kopysov@gmail.com

Гетерогенные платформы, в которых многоядерные процес-
соры (CPU) объединены с графическими (GPU), широко исполь-
зуются в высокопроизводительных вычислениях, например, как
один из подходов к постоянному повышению производительно-
сти при решении задачи энергоэффективности [1]. Как извест-
но, решение систем линейных алгебраических уравнений плохо
масштабируется на multi-CPU/multi-GPU кластеры. Для дости-
жения максимальной эффективности программной реализацией
необходимо, во-первых, учитывать загрузку ядер CPU и баланси-
ровку нагрузки между вычислительными устройствами (вычис-
лительный устройством будем называть либо GPU, либо несколь-
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ко параллельных нитей CPU, выполняющих действия над своим
блоком матрицы). Во-вторых, минимизировать количество дан-
ных, пересылаемых между этими устройствами.

Предлагаемый алгоритм построен на основе блочного мето-
да, в котором использовалось разделение матрицы из [2]. Исход-
ная матрица A делится на d блоков, где d — количество доступ-
ных вычислительных единиц. Каждый блок Ak исходной матри-
цы содержит в себе следующие подматрицы:

• A
[ik,ik]
k — матрица связей между внутренними узлами;

• A
[ik,bk]
k , A[bk,ik]

k — матрицы связей между внутренними и гра-
ничными узлами;

• A
[bk,bl]
k — матрица связи между граничными узлами k-го и

l-го блоков.

Такое представление матрицы позволяет матрично-вектор-
ное произведение разделить на две составляющие:

nik = A
[ik,ik]
k mi

k +A
[ik,bk]
k nbk, n

b
k = A

[bk,ik]
k mi

k +

l�d∑
l=1

A
[bk,bl]
k mb

l .

При этом часть вычислений, которые соответствуют подматри-
цам A

[ik,ik]
k , A[ik,bk]

k , A[bk,ik]
k , A[bk,bk]

k можно выполнить независимо
в каждой подобласти, а вычисления на граничных подматрицах
A

[bk,bl]
k , k �= l на CPU, используя OpenMP.

Гибкость балансировки и наибольшую производительность
mu lti-CPU/multi-GPU кластера можно достичь при совместном
использование технологий MPI, OpenMP и CUDA на разных
уровнях вычислительного процесса. Рассмотрим организацию па-
раллельных вычислений на примере кластера, в составе которого
имеется два вычислительных узла (8 ядер CPU и 2 GPU на каж-
дом узле). Вычислительному узлу ставится в соответствие па-
раллельный процесс MPI, с помощью чего осуществляется обмен
данными между ними. В параллельном процессе порождается 9
параллельных потоков OpenMP, что на один больше доступных
ядер CPU.
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Последний (восьмой) поток OpenMP отвечает за коммуни-
кации между различными вычислительными узлами (сборка век-
торов с помощью функции MPI Allgatherv, различными GPU
(через общую память с помощью OpenMP), сборка скаляров —
Allreduce).

Первые потоки OpenMP, по числу доступных GPU (нуле-
вой и первый для примера), связываются с одним из доступных
устройств и отвечают за пересылку данными между GPU–CPU
(вызовы функций асинхронного копирования) и вспомогательные
вычисления (операции матрично-векторного умножения на гра-
ничных узлах).

Оставшиеся параллельные потоки (второй – седьмой) про-
изводят вычисления как отдельное исполняющее устройство для
своего блока матрицы.

Порядок действий в матрично-векторном произведении, в
зависимости от номера нити, выглядит следующим образом. Для
первых нитей, связанных с GPU:

• Вызов асинхронного копирования части вектора, отвечаю-
щего за граничные узлы, на CPU.

• Вызов ядра матрично-векторного произведения, оптимизи-
рованного под архитектуру графического ускорителя, для
матриц A[ik,ik]

k и A[ik,bk]
k .

• Вызов ядра матрично-векторного произведения, оптимизи-
рованного под архитектуру графического ускорителя, для
матриц A[bk,ik]

k и A[bk,bk]
k .

Для нитей, исполняющих роль вычислительного устройства:

• Матрично-векторное произведение, распараллеленое с по-
мощью OpenMP, для матриц A[ik,ik]

k и A[ik,bk]
k .

• Матрично-векторного произведения, распараллеленое с по-
мощью OpenMP, для матриц A[bk,ik]

k и A[bk,bk]
k .

Для параллельной нити, отвечающей за коммуникацию:
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• Сбор вектора, соответствующего граничным узлам, с помо-
щью технологии MPI.

Для всех нитей, после выполненных выше операций:

• Вычисление произведений
l�d∑
l=1

A
[bk,bl]
k mb

l .

В конвейерном алгоритме метода сопряженных градиентов,
скалярное произведение векторов вычисляются последовательно,
что позволяет выполнять их одновременно на GPU, за счет со-
здания трех блоков параллельных потоков CUDA. Каждый поток
вычисляет свое скалярное произведение. Такой подход позволяет,
во-первых, вычислить все скалярные произведения за один вы-
зов ядра CUDA, во-вторых, уменьшить время на коммуникации,
так как обмен осуществляется за одно сообщение. За счет этого,
в конвейерном варианте затраты на GPU уменьшаются для всех
рассмотренных систем уравнений практически трехкратно.

Работа выполнена при финансовой поддержке УдГУ в рамках конкур-
са грантов «Научный потенциал», проект № 2021-05-09.

1. Mittal S., Vetter J. S. A survey of cpu-gpu heterogeneous computing
techniques // ACM Comput. Surv. Vol. 47, no. 4, Jul. 2015.

2. Kopysov S., Kuzmin I., Nedozhogin N., Novikov A., Sagdeeva Y.
Scalable hybrid implementation of the Schur complement method for
multi-GPU systems // The Journal of Supercomputing. 2014. Vol. 69,
pp. 81–88.
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Построение оптимальной разделяющей
гиперплоскости для линейного

классификатора

А.В. Павлов
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: cool.hash0xb70ee@yandex.ru

Классификацией мы называем распределение вещей по
классам согласно сходству между ними. Классификация вещей,
или распределение их по классам, преследует свои определенные
задачи, которые можно формулировать так: задача классифика-
ции заключается в том, чтобы распределить вещи по группам
в таком порядке, который наиболее полезен для припоминания
вещей и для определения их свойств.

Важная проблема, возникающая в статистической теории
машинного обучения, заключается в том, как много случайных
примеров необходимо использовать при обучении для того, что-
бы гарантировать достаточно малую ошибку классификации с
заданной степенью достоверности [1].

В работе будет рассматриваться бинарная классификация,
т.е. имеется только два класса. Их необходимо разделить опти-

мальной разделяющей гиперплоскостью вида f =
n∑

i=1
wixi + b.

Требуется найти коэффициенты b и wi, где i ∈ {1, . . . , n}. Дан
набор пар (xi, yi), где x — вектор значений независимых пере-
менных, а y — соответствующее им значение. Рассматриваются
три алгоритма для поиска коэффициентов и классификации: ме-
тод опорных векторов, логистическая регрессия и адаптивный
линейный нейрон.

1. Уравнения для логистической регрессии [2], α > 0:

lnL(w) =

n∑
i=1

yi ln(f(wTxi)) + (1− yi) ln(1− f(wTxi)) → max
w
,

где wTxi = w0 + w1x
i
1 + w2x

i
2 + . . .+ wnx

i
n (w0 = b).
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Для максимизации этой функции применяется метод гра-
диентного спуска. Он заключается в выполнении следующих ите-
раций, начиная с некоторого начального значения параметров w:

w := w + α∇ lnL(w) = w + α

n∑
i=1

(yi − f(wTxi))xi,

где f(z) = 1
1+e−z .

2. Уравнения для адаптивного линейного нейрона [3]:

Q(w) =

n∑
i=1

(
(a(xiwi)− yi

)2 → min
w
,

где для нахождения w необходимо выполнение следующих ите-
раций, начиная с некоторого начального значения параметров w:

w := w − η∇Q(w) = w − η((w, x)− y)x,

где a = (w, x) — скалярное произведение векторов w и x.
3. Уравнения для метода опорных векторов [4]:

−L(λ) = −
n∑

i=1

λi +
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

λiλjyiyj(xi ∗ xj) → min
λ
,

при условиях 0 � λi � C, 1 � i � n,
n∑

i=1
λiyi = 0, где C — па-

раметр настройки метода, который позволяет регулировать от-
ношение между максимизацией ширины разделяющей полосы и
минимизацией суммарной ошибки. Тогда, решив эту задачу, мы
найдем значения вектора w и b:

w =

n∑
i=1

λixiyi, b = w ∗ xi − yi.

Необходимо программно реализовать перечисленные мето-
ды и сравнить их точность, изучить, как распространение ча-
стоты ошибки влияет на оценку вероятности ошибки, а также
использовать емкость семейства алгоритмов для оценки вероят-
ности ошибки.
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Моделирование инвазивных популяционных
процессов с осцилляциями

А.Ю. Переварюха
Санкт–Петербург, СПБ ФИЦ РАН

e-mail: madelf@rambler.ru

В докладе рассмотрено моделирование экстремальных про-
цессов при вселении новых видов. Инвазионные процессы попу-
ляций в новой среде могут происходить с периодическими им-
пульсными вспышками. Начальный импульс может затухнуть
после первого пика, либо может развиться серия нерегулярных
вспышек. Наиболее агрессивные процессы стремительного рас-
пространения видов в новые ареалы вселения сопровождаются
резкими изменениями численности с дефолиацией леса. С точ-
ки зрения теории бифуркаций мы имеем дело с принципиально
разными сценариями экодинамики, которые не описываются си-
стемой уравнений «хищник–жертва» [1].

Важна сущностная трактовка возникновения τ запаздыва-
ния t−τ или, обобщенно, t−ψ(t). Величина времени τ изначально
в относилась к регуляции эффективности воспроизводства через
задержку онтогенетического развития. Изменение запаздывания
по некоторому закону τ = ψ(t) может возникать при существо-
вании смежных поколений с разной длительностью онтогенеза,
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когда одно из поколений проходит зимовку, что является специ-
фическим случаем. Длина жизненного цикла вида и интервалы
между пиками численности у его популяций — не всегда сопо-
ставимые величины на шкале времени. Мы предлагаем разде-
лять запаздывание при интерпретации моделей на репродуктив-
ное (онтогенетическое), регуляционное из-за исчерпания ресурсов
и адаптивное — время для выработки ответной реакции.

Для модели экстремальных популяционных процессов ак-
туальна минимальная численность той группы, которая тео-
ретически необходима для выживания локальной популяции.
Д. Бaзыкиным предложенo уравнение с квадратичным фактором
внешнего сопротивления −δN2 для описания сценария исчезно-
вения популяции при пороговом эффекте:

dN

d t
= r

γN2

γ + σN
− ςN − δN2. (1)

Принцип «агрегированной группы» говорит о том, что для
популяции есть оптимальный для воспроизводства диапазон чис-
ленности сообщества Δ̄N . Этот термин применим к обществен-
ным животным. Критический минимальный L-порог L < inf Δ̄N
из этого эффекта напрямую не следует, более того, L-порог пло-
хо совместим с жесткой функцией регуляции rf(Nk), k � 2 в
моделях. Многомиллионные колонии социальных насекомых не
страдают от высокой плотности. Минимально необходимое коли-
чество рабочих насекомых действительно установлено для выжи-
вания пчелиных семей.

Подобные резкие изменения представляют проблему для
математического моделирования и составляют большую группу
переходных процессов существования экосистем, которые перехо-
дят в устойчивые режимы. Нами разрабатаны сценарии для осо-
бых случаев популяционной динамики и взаимодействия проти-
воборствующих организмов на основе дифференциальных урав-
нений с запаздыванием t−τ . Нами выбраны модификации извест-
ных уравнений для описания особой колебательной активности
после обычной бифуркации Андронова–Хопфа в (1) после увели-
чения репродуктивного параметра R, но с последующим разру-
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шением образовавшегося цикла.

dN

dt
= RN(t)

(
1− N(t− τ1)

K

)
(U−N(t− τ2)) . (2)

где параметр U — это величина, которую мы назвали предкрити-
ческой емкостью полунасыщения вида-вселенца, для которой вы-
полнены неравенства U < K×0.75. Значение численности U играет
роль «спускового крючка» для ряда необратимых деструктивных
процессов при инвазии и мешает эффективному биотическому
противодействию. Важно, что при большом диапазоне значений
Rτ1 система не имеет обычного балансового равновесия-точки
N(t) → K и не имеет неустойчивого равновесия, вокруг которого
происходят орбитально устойчивые колебания N∗(t;Rτ1τ2). Объ-
ема «Экологической ниши» в такой небалансируемой ситуации
просто не существует [1]. Потому мы заменили в (1) традиционное
обозначение величины ниши K на K, так по своему смыслу эти
величины иные, чем в известной «колебательной» модели Хат-
чинсона для популяции насекомых, изолированных от внешнего
действия в лабораторных условиях:

dN

dt
= RN(t)

(
1− N(t− τ)

K

)
. (1)

Модель с запаздыванием в экологии традиционно исследуют с
константой функцией-предысторией, K — емкость — традицион-
но усредненный равновесный уровень. Квадратичный закон регу-
ляции в (2) — исключительно умозрительное предположение. Ми-
нимумы колебаний в (2) так быстро становятся глубокими и око-
лонулевыми: minN∗(t;Rτ) → 0, R < M < ∞, что пользоваться
моделью Хатчинсона в реальности невозможно. Популяция для
существования должна всегда поддерживать минимально допу-
стимую численность N(t) > L. Для описания начала осцилли-
рующей вспышки можно использовать B как порог активного
сопротивления:

dN

dt
= RN(t)

(
B−N2(t− τ1)

B+ lN3(t− τ)

)
,
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где B — нижний порог запуска серии пиков численности. Вели-
чина емкости ниши K — это инфинум для множества значений
B. Полученная серия пиков в (3) без нереального свойства

minN∗(Rτ, t) → 0 + ε

и с наибольшим

maxN∗(Rτ, tm1) > maxN∗(Rτ, tm1 + tp)

в самом начале вспышки описывает ряд ситуаций периодических
нашествий насекомых, как начало пилообразной вспышки коль-
чатого шелкопряда в лесах Востока Канады.

Для описания противодействия и затухания экстремально-
го процесса предлагаем включить в модель (3) фактор сопротив-
ления биотического окружения или выброса клеток иммунной
системой на появление вируса, который будет зависеть и от на-
чальной численности вселенца N(0):

dN

dt
= RN(t)

(
B−N2(t− τ1)

(B+ EN3(t− τ))

)
− γ

Nm(t)

H +N2(0)
, 2 < m < 3,

где γ — параметр эффективности биотического противодействия
виду-вселенцу, что не сразу проявляется cо стороны автохтонного
окружения.

Предложенное уравнение можно использовать в составе
«вольтерровских» систем для описания трофического взаимодей-
ствия с пороговыми эффектами. Предложенную функцию воз-
действия F (Nm(t − ν); J) можно включать в модель пилообраз-
ных колебаний вспышек вредителей для описания их демпфиро-
вания в случае существования ограниченного лесного ресурса и
противодействия естественных врагов-паразитов.

Рассмотренный сценарий отличается от ситуации прохож-
дения y вновь образующейся популяцией стадии длительного ми-
нимума при стабильной малочисленной группе особей с относи-
тельно малым r. Длительное состояние минимальной реликто-
вой группы принципиально отлично пo эволюционным аспектам
от перехода к резкому кризису c восстановлением. Увеличение
численности N(t) → K в сценариях с длительным минимумом
N(t) ≈ L связано с нарастанием репродуктивного потенциала,
где r �= const.
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Анализ и моделирование количественных
показателей общеобразовательных

организаций Удмуртской Республики
с учетом демографической динамики

Д.А. Перевощикова
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: perewoschikowadina@gmail.com

Целью работы является анализ количественных показате-
лей общеобразовательных организаций (ОО) на примере Удмурт-
ской Республики (УР). При анализе учтена демографическая ди-
намика в регионе. Рассмотрены три ступени образования: на-
чальное общее образование (НОО), основное общее образование
(ООО), среднее общее образование (СОО). Изучена динамика ко-
личества классов очного обучения и обучающихся в этих клас-
сах и рассчитаны общие и частные показатели нагрузки. Совре-
менные демографические исследования предполагают широкое
использование математических методов для анализа и прогно-
за демографических процессов и явлений. В данной работе для
демографических расчетов использовалась задача демографиче-
ской динамики вида [1]. Некоторые демографические расчеты на
основе статистических данных [2] представлены на рис. 1–3. Рас-
четы показывают, что численность людей, получающих НОО и
ООО, к 2026 г. увеличится; количество учащихся по программам
СОО — уменьшится.

Некоторые результаты анализа количественного состава
учебных заведений региональной экономической системы, а так-
же изучение распределения населения по уровню образования
приведены в работах [3, 4]. В таблице 1 и таблице 2 представ-
лена динамика количества классов очного обучения в УР и чис-
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Рис. 1: Численность лю-
дей, получающих НОО
с прогнозом 5 лет (1–4
классы)

Рис. 2: Численность лю-
дей, получающих ООО
с прогнозом 5 лет (5–9
классы)

Рис. 3: Численность лю-
дей, получающих СОО с
прогнозом 5 лет (10–11
классы)

ленность обучающихся в них в период 2016–2020 гг. по видам
реализуемых программ.

За период 2016–2020 гг. число классов очного обучения в УР
увеличилось на 6,4%, в то время как число обучающихся с 2019 г.
уменьшилось на 3,4%. Количество классов НОО за 5 лет увели-
чилось на 7,7%, а количество учащихся по программам НОО с
2019 г. уменьшилось на 8 306 чел. (на 10,1%). Количество клас-
сов ООО увеличилось на 6%, так же, как и число обучающихся
по программам ООО, которое возросло на 7 120 чел. (на 9%). Ко-
личество классов СОО с 2018 г. уменьшилось на 3,2%, число обу-
чающихся по программам СОО уменьшилось с 2018 г. на 5,3%. В

347



этой связи перейдем к анализу удельных показателей загружен-
ности учебных заведений, которые представлены на рис. 4. Так, с
2016 г. нагрузка на классы НОО уменьшилась на 6,1%; на классы
СОО уменьшилась на 3,3%; На классы ООО — увеличилась на
2,8%.

а) б ) в)

Рис. 4: Удельные показатели загруженности ОО в УР в период 2016–2020 гг.:
а) – НОО; б) – ООО; в) – СОО

В регионе прослеживается тенденция увеличения учащихся
по программам основного общего образования. Несмотря на уве-
личение количества классов ООО, нагрузка на них возрастает.
Таким образом, в настоящее время сформирована потребность в
еще большем увеличении классов ООО.
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Математическое моделирование процессов
внутренней баллистики с учетом
флегматизатора и теплообмена
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Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: maksimpotorochin@yandex.ru

При стрельбе из автоматического оружия существует про-
блема перегрева ствола, что ограничивает темп стрельбы. Од-
ним из способов решения этой проблемы является использова-
ние флегматизированных порохов, имеющих более низкую тем-
пературу горения, нежели обычный штатный порох. Для оценки
влияния этого эффекта на тепловое состояние стволов в работе
рассматривается задача внутренней баллистики с пороховым за-
рядом, состоящим из двух фракций (марок) пороха, одна из кото-
рых флегматизированная. Под флегматизацией пороха подразу-
мевается покрытие порохового элемента некоторым слоем веще-
ства, задерживающего начало его зажигания на некоторое время
и уменьшающего температуру его горения, то есть в начальный
момент времени зажигается только одна из фракций пороха, в то
время как другая фракция зажигается через некоторый проме-
жуток времени.

Вводится t∗i — момент времени, после которого будет зажи-
гаться i-я фракция пороха, и рассматривается математическая
модель внутренней баллистики в термодинамической постановке
в обозначениях [1]:

1. Уравнение горения для заряда i-й фракции (i = 1, 2), для
порохов без фазы распада

zi = ψi = 0, если t < t∗i ;

dzi
dt

=
uki
e1i

, σi(zi) = 1 + 2λizi + 3μiz
2
i ,

dψi

dt
=
S0i
Λ0i

σi(zi)uki,

если t � t∗i ; 0 � zi � 1, 0 � ψi � 1.
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2. Уравнение движения

vсн = 0, если pсн < pф,

q
dvсн

dt
= Sкн(pсн − pпр), если pсн > pф,

pпр = pн

(
1 +

kв + 1

4
kв
v2сн
c2в

+ kв
vсн
cв

√
1 +
(kв + 1

4

)2 v2сн
c2в

)
;

dlсн
dt

= vсн.

3. Уравнение энергии

p

[
Wсн − ω1

δ1
(1− ψ1)−

ω2

δ2
(1− ψ2)− α1 (ωв + ω1ψ1)− α2ω2ψ2

]
=

= (ωв + ω1ψ1)
θ

θ1
f1 + ω2ψ2

θ

θ2
f2 −

[
1 +

ωв + ω1 + ω2

q
J1

]
θq
v2сн
2
.

4. Уравнение состояния

p

[
Wсн − ω1

δ1
(1− ψ1)−

ω2

δ2
(1− ψ2)− α1 (ωв + ω1ψ1)− α2ω2ψ2

]
=

= (ωв + ω1ψ1 + ω2ψ2)RT.

5. Дополнительные соотношения

pсн(t) =
p(t) + (ωв + ω1 + ω2)

v2сн
Wсн

[0.5J1 + J2(xсн)− J3 − 0.5]

1 + ωв+ω1+ω2
q [J2(xсн)− J3]

,

pкн(t) = pсн(t)

[
1 +

ωв + ω1 + ω2

q
J2(xсн)

]
+

+(ωв + ω1 + ω2)
v2сн
Wсн

[0.5− J2(xсн)] ,

J1 =
S2

кн
W 3

сн

∫ xсн

0

W 2(x)

S(x)
dx , J2(x) =

S2
кн

W 2
сн

∫ x

0

W (ξ)

S(ξ)
dξ,
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J3 =
S2

кн
W 3

сн

∫ xсн

0

(∫ x

0

W (ξ)

S(ξ)
dξ

)
dx ,W (x) =

∫ x

0
S(ξ) dξ.

Совместно с задачей внутренней баллистики решается осе-
симметричная квазиодномерная задача теплообмена в попереч-
ных сечениях ствола [2]:

∂(cρT )

∂t
=

1

r

∂

∂t

(
λr
∂T

∂t

)
,

с граничными условиями:{
−λ∂T

∂r |r=rвнут = aг(Tг − Ts),

−λ∂T
∂r |r=rвнеш = aв(Tв − Ts).

Переменная температура поверхности канала ствола Ts
определяется по методике Р.Е. Соркина [3]:

dη

dt
=

2Nu2λ2

dкнcсρсλс
(T − Tн −√

η)2 , Ts = Tн +
√
η(t), η(0) = 0.

Задача внутренней баллистики решается методом Рунге–
Кутта четвертого порядка. Задача теплопроводности решается
по неявной четырехточечной разностной схеме с использованием
метода прогонки.

Исследовано влияние массы и времени задержки начала
горения флегматизированного пороха на тепловой режим кана-
ла ствола при выстреле. Показано, что существует возможность
управления нагревом ствола за счет выбора указанных выше па-
раметров.

1. Русяк И.Г., Тененев В.А. Влияние размерности математической
модели внутренней баллистики на расчетные параметры выстрела
для зарядов из зерненого пороха // Вестник НИТГУ. Математика
и механика. 2021. № 73. С. 95–110.

2. Самарский А.А., Вабищевич П.Н. Вычислительная теплопередача.
М.: Едиториал УРСС, 2002.

3. Соркин Р.Е. Газотермодинамика ракетных двигателей на твердом
топливе. М.: Наука, 1967.
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Модель речного стока, основанная на
гидрологических данных

С.В. Русаков
Пермь, Пермский государственный национальный

исследовательский университет
e-mail: rusakov@psu.ru

Вопросам моделирования речного стока посвящено доста-
точно много работ. Можно отметить монографию [1], в которой
имеется обширный обзор по этой проблематике, где особое вни-
мание уделяется моделям, опирающимся на уравнения массопе-
реноса. Кроме того, весьма популярны статистические модели,
том числе реализованные в виде нейронных сетей (см., например,
[2]). В настоящей работе представлена агрегированная модель, в
которой детальное описание русла частично компенсируется име-
ющимися регулярно измеряемыми данными.

Система наблюдений за состоянием рек в России органи-
зована в виде так называемых гидрологических постов (г/п), на
которых производится замер уровня воды в реке и расхода жид-
кости через поперечное сечение русла. Полученные результаты
накапливаются в виде ежесуточных данных. Если на протяже-
нии реки имеется два таких г/п, то получаемая с них информация
помогает анализировать характер водного стока на участке реки
между ними, с помощью математических моделей. Будем рас-
сматривать задачу в одномерной постановке, где пространствен-
ная координата x направлена вдоль русла реки. Пусть Q(x, t) —
расход через поперечное сечение русла реки в точке x. Взяв за
основу уравнения гидродинамики, рассмотрим модель, описыва-
ющую поведения этой величины в виде:

δQ(x, t)

δt
+ u(x, t)

δQ(x, t)

δx
=

= K(x, t)S(x, t) +
δq(x, t)

δt
, x > 0, t > 0,

(1)

Q(x, 0) = φ0(x), Q(0, t) = ψ0(t).
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Здесь S(x, t) — площадь водного сечения русла реки, u(x, t) —
средняя скорость потока в точке x и момент времени t, которая
определяется по формуле u(x, t) = Q(x,t)

S(x,t) , q(x, t) — приток воды с
неосвещенной наблюдениями площади водосбора (маленькие реч-
ки, ручьи, родники, грунтовые воды и т.д.) через береговую ли-
нии и ложе реки, ϕ0(x) и ψ0(t) — соответственно начальное и
граничное условия. Эмпирический функциональный коэффици-
ент K(x, t) предназначен для учета движения воды за счет силы
тяжести и торможения в силу наличия вязкого сопротивления
трения.

В качестве примера такой водной системы рассмотрим уча-
сток реки Кама от г/п Кама–Гайны до г/п Кама–Бондюг протя-
женностью LB = 120 километров. На этом участке имеется один
значительный правый приток река Коса, в устье которой также
имеется г/п Коса-Коса (LK = 60 км от г/п Камы–Гайны). Таким
образом вода, проходя через г/п Кама–Гайны и г/п Коса–Коса в
конечном итоге оказывается в г/п Кама–Бондюг, то есть имеется
два точечных и один распределенный q(x, t) источники, работа-
ющие на вход, и один на выход.

В рассматриваемом случае в качестве исходных данных ис-
пользуются значения расходов водного потока и уровня поверх-
ности в этих трех г/п, которые мы будем обозначать соответ-
ственно QG(t), QK(t), QB(t) и HG(t), HK(t), HB(t). Поскольку в
створе г/п известен русловой профиль, это позволяет однозначно
определить площади водного сечения, которые мы будем обозна-
чать как SG(t) и SB(t). Требуется на основе этих данных оценить
величину q(x, t) в зимний период, когда отсутствуют какие либо
поступления воды в виде атмосферных осадков. При решении по-
ставленной задачи будем использовать следующие упрощающие
предположения:

1) за неимением более подробной информации, изменение
площади водного сечения вдоль русла реки будем аппроксимиро-
вать линейной зависимостью вида

S(x, t) = SG(t) + x
SB(t)− SG(t)

LB
;

2) поскольку рельеф местности водосбора рассматриваемо-
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го участка р.Кама достаточно однороден, будем полагать

q(x, t) = q(t);

3) эмпирический функциональный коэффициент K(x, t) за-
висит только от значений расходов воды на г/п:

K(t) = K(QG(t), QK(t), QB(t)).

Для определения вида функции K(x, t) воспользуемся ква-
зистационарным приближением. Пусть решение задачи (1) не за-
висит от времени, тогда имеем задачу Коши для обыкновенного
дифференциального уравнения:

dQ2(x)

dx
= 2K · S2(x), Q(0) = QG, x ∈ (0, LK − 0),

Q(LK) = Q(LK − 0) +QK , x ∈ (LK , LB],

(2)

где K = const. В силу допущений задача (2) имеет аналитическое
решение

Q(x) =
√
Q2

G + 2K1 · F (x), x ∈ [0, LK),

Q(x) =
√

(Q(LK − 0) +QK)2 + 2K2 · F (x), x ∈ [LK , LB], (3)

Q(LK−0) =
√
Q2

G + 2K1 · F (LK), F (x) =

x∫
0

S2(ξ)dξ, x ∈ [0, LB].

Из упрощающего предположения 2), имеем:

Q(LK − 0) = QG + (QB −QG −QK)LK/LB.

Тогда из решения (3) можно определить

K1=

{
1

2F (LK)((QG +Q(LK−0))2 −Q2
G), x ∈ [0, LK), i = 1,

1
2F (LB)(Q

2
B − (Q(LK−0) +QK)2), x ∈ [LK , LS ], i = 2.

(4)
Учитывая то, что каждый зимний сезон имеются периоды в 1-1.5
недель, когда значения наблюдаемых расходом практически по-
стоянны, на основе формул (4) были построенные регрессионные
зависимости, которые и использовались в расчетах.
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Численное решение задачи (1) было реализовано в виде про-
стейшей неявной схемы на регулярной сетке xj=j ·Δx, t(n)=n·Δt,
Δx = LB, j = 0, . . . , N :

Q
(n+1)
j −Q

(n)
j

Δt
+
Q

(n)
j

S
(n)
j

Q
(n+1)
j −Q

(n+1)
j−1

Δx
=

= K
(
xJ , Q

(n)
G , Q

(n)
K , Q

(n)
B

)
S
(n)
j +

(
dq

dt

)(n+1)

, j = 1, . . . , N, (5)

Qn+1
0 = Q

(n+1)
G . При построении начального условия Q(0)

j исполь-
зовалось аналитическое решение (3), которое потом уточнялось
внутренними итерациями на первом шаге по времени. Отметим,
что известное значение Q(n+1)

N = Q
(n+1)
B позволяет однозначно

определить величину (dq/dt)(n+1). Константа, возникающая при
интегрировании этой величины, определялась исходя из средне-
зимних характеристик расходов в рассматриваемой гидрологиче-
ской системе.

Результаты расчетов по данным зимних сезонов 2008 –
2015 гг. показали, что величина q(t) убывает практически ли-
нейно, причем скорость этого убывания, коррелируя со средне
зимними расходами в г/п Кама–Бондюг, в то же время являет-
ся самостоятельной характеристикой, зависящей от целого ряда
факторов: насыщения почвы влагой в осенний период, характер
промерзания грунта и т.п.

1. Мотовилов Ю.Г., Гельфан А.Г. Модели формирования стока в за-
дачах гирологии речных бассейнов. Москва: Институт водных про-
блем РАН, 2018.

2. Wu C.L., Chau K.W. A flood forecasting neural network model
with genetic algorithm // International Journal of Environment and
Pollution. 2006. Vol. 28, no. 3-4, pp. 261–273.
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Моделирование движения управляемого
барражирующего боеприпаса

В.Н. Русских
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: lerar564@gmail.com

Одним из главных преимуществ барражирующих боепри-
пасов является поражение цели, точное местоположение которой
неизвестно при выстреле. Барражирующие боеприпасы являются
одним из развивающихся направлений военной индустрии. Воз-
никает необходимость в их постоянном развитии и усовершен-
ствовании. Для успешного выделения признаков, которые могли
бы наглядно показать, какие факторы оптимизируют или ухуд-
шают работу барражирующего боеприпаса, резоннее всего по-
строить математическую модель. Цель работы состоит в том,
чтобы оптимизировать дальность полета барражирующего бое-
припаса с учетом нормальных условий окружающей среды. Объ-
ектом исследования выступает траектория полета барражиру-
ющего боеприпаса, которая зависит от угла выстрела снаряда,
количества реактивного топлива и момента запуска реактивно-
го двигателя. В ходе исследования было выделено три основных
задачи.

Задача внутренней баллистики. В данном пункте опре-
деляется скорость выстрела барражирующего боеприпаса в зави-
симости от свойств артиллерийской системы, пороха и массы сна-
ряда, которая равна сумме массы снаряда и массы реактивного
топлива:

dz

dt
=
uk
e1
, ψ(z) = kz(1 + zλ+ z2μ),

q
dvсн
dt

= pснSсн,
dlсн
dt

= vсн, p = φpсн, φ = 1 +
1

3

ω

q
,

p[lснSсн +Wкам − αωψ − ω

δ
(1− ψ)] = ωψf − θ

2
qv2сн,

p[lснSсн +Wкам − αωψ − ω

δ
(1− ψ)] = ωψRT.
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Здесь pсн — давление на дно снаряда, Sсн — площадь поперечного
сечения снаряда, Wкам — объем камеры, vсн — скорость снаряда.

Задача внешней баллистики. В данном пункте рассмат-
ривается траектория полета, которая зависит от скорости выстре-
ла, угла выстрела и массы снаряда:

dV

dt
= −g cos θ + P −R

m
,

dθ

dt
= −cos θ

V
+

Y

mV
,

dx

dt
= V cos θ,

dy

dt
= V sin θ,

dm

dt
= −μ.

Здесь R — сумма сопротивлений крыльев и боеприпаса, P — сила
тяги, μ — снижение массы снаряда за счет сжигания реактивного
топлива.

Рис. 1: Оптимальная траектория барражирующего боеприпаса
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Задача оптимизации. Задача оптимизации состоит в ис-
пользовании метода случайного поиска, который определяет, при
каком угле выстрела, количестве топлива и моменте запуска ре-
активного двигателя боеприпас достигает максимальной дально-
сти полета.

В ходе исследования установлено, что необходимо запус-
кать реактивный двигатель в ходе нарастания высоты полета.
Оптимальный угол для достижения наибольшей дальности поле-
та равен 45 градусов. Исследования показывают, что наибольшее
количество топлива расходуется до высоты в 15–16 км. После это-
го плотность воздуха становится достаточной, чтобы увеличить
работу сил тяги для преодоления сопротивления. Из-за этого рас-
ход топлива значительно снижается, и снаряд проходит большее
расстояние за меньшее время. На рис. 1 изображена оптимальная
траектория барражирующего боеприпаса с крыльями, находящи-
мися под углом атаки в 5 градусов и реактивным двигателем.
Синей линией обозначена траектория боеприпаса, желтой лини-
ей указан интервал работы реактивного двигателя.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 20–01–00072.

1. Бронебойные снаряды с прямоточным воздушно-реактивным дви-
гателем. URL: https://habr.com/ru/post/348974/ (дата обращения:
15.02.2022 г.)

2. Хоменко Ю.П., Ищенко А.Н., Касимов В.З.Математическое моде-
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Ижевск: Институт компьютерных исследований, 2016.

4. Гаврилов К.С. Проектирование бронебойного подкалиберного сна-
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Автоматизация конечно-элементных
вычислений при решении прикладных задач

А.В. Селезнева, С.П. Копысов
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: zukova16@mail.ru, s.kopysov@gmail.com

Метод конечных элементов (МКЭ) отличается простой фи-
зической интерпретацией основных вычислительных операций.
Его легкая приспособляемость к геометрии рассматриваемой об-
ласти и граничным условиям является также очень важным до-
стоинством. С другой стороны, применение МКЭ требует выпол-
нения достаточно большого объема однотипных и уже стандарт-
ных операций, которые можно эффективно произвести с помо-
щью компьютера.

Рассмотрим некоторые существующие подходы, реализую-
щие конечно-элементные вычисления и их средства для упроще-
ния понимания, исследования и практического применения МКЭ.

В настоящее время операций, которые ранее требовали уча-
стие разработчика, становится все меньше. Построение расчет-
ных сеток в произвольных областях и введение граничных усло-
вий и параметров задачи давно реализовано в многих программ-
ных системах, реализующих МКЭ в CAE-системах (Computer
Aided Engineering) — системах инженерного анализа. В них име-
ется инфраструктура и библиотеки различных конечных элемен-
тов, которые позволяют достаточно быстро осуществить модели-
рование практически важных прикладных задач.

В то же время, в исследовательской практике и прикладных
расчетах встречается большой спектр задач высокой сложности,
для решения которых невозможно использовать универсальные
средства, реализующие МКЭ. Вместе с тем, хотелось бы обойтись
без традиционного программирования прикладных задач, решая
их в специально разработанных средах, позволяющих выполнять
численные расчеты, аналитические преобразования, анализ дан-
ных и графическое представление результатов. При этом исполь-
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зуемые программные средства должны легко адаптироваться к
имеющейся архитектуре вычислительной системы и среде выпол-
нения.

Такие направления прикладного программного обеспе-
чения для МКЭ развиваются широко, например: DEAL.II,
FreeFem++, AceFEM, FEATool Multiphysics, Fenics, Firedrake,
Gridap и т.д.

Целью данной работы не является подробное представле-
ние шаблонов проектирования и автоматизации, используемых в
различных системах и связанных с их внутренним представле-
нием. Далее приводится краткий обзор и сравнение лишь двух
систем Gridap и FEniCS, а также примеры и результаты сравне-
ния конечно-элементного решения уравнений в частных произ-
водных. Отметим, что примеры приводятся в формате записных
книжек Jupyter Notebook, в которых объединяется код и его вы-
ходные данные в единый документ, сочетающий в себе матема-
тические уравнения, текст c описанием алгоритмов, визуализа-
цию результатов и другие мультимедийные средства, позволяю-
щие проводить интерактивное обучение.

FEniCS [1] — это свободно распространяемая библиотека
метода конечных элементов, позволяющая автоматизировать ре-
шение задач, описываемых дифференциальными уравнениями в
частных производных. Использование FEniCS значительно упро-
щает решение дифференциальных уравнений в частных произ-
водных. Так, уравнение записывается в вариационной форме, а
для дискретизации в пространстве используются конечные эле-
менты, и их дальнейшее решение производится автоматически.

Большая функциональная часть представлена в модуле
DOLFIN, который является основным пользовательским интер-
фейсом. В модуле имеются все необходимые компоненты для ра-
боты с расчетными сетками и пространствами. Работа с модулем
возможна как на Python, так и на С++.

Архитектура FEniCS предполагает использование других
библиотек и даёт возможность пользователю выбирать конкрет-
ные компоненты (классы), а не привязываться к жесткой струк-
туре или какому-то пакету. В DOLFIN можно создавать сложную
и многофункциональную систему из относительно небольшого по
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объёму программного кода, что становится возможным благода-
ря автоматизации и более сложной внутренней архитектуре по-
строения среды.

DOLFIN позволяет отделить алгоритмы сборки от реали-
зации вариационных форм и конечных элементов. В результате
DOLFIN поддерживает более широкий диапазон конечных эле-
ментов, поскольку он может собирать любую вариационную фор-
му конечных элементов в любом пространстве конечных элемен-
тов, поддерживаемом компилятором форм и серверной частью
конечных элементов.

Компилятор форм автоматически генерирует код для са-
мого внутреннего цикла алгоритма сборки из высокоуровневого
математического описания вариационной формы конечных эле-
ментов.

Для решения задач в FEniCS вариационная форма диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, функциональ-
ные пространства, типы элементов, настройки решателя и т.д.
определяются посредством разработки скриптов.

Задачи механики сплошной среды решаются в FEniCS пу-
тем разработки соответствующих сценариев, эти сценарии обыч-
но специфичны для различных типов задач (например, твердое
тело, жидкость) и свойств материала (например, определяющие
уравнения, сжимаемость).

Рассмотрим еще одну свободную библиотеку — Gridap [2].
Данная библиотека предоставляет широкий набор инструментов
для решения сложных задач, описываемых дифференциальными
уравнениями в частных производных. Gridap полностью написа-
на на высокоуровневом высокопроизводительном языке програм-
мирования Julia.

Отметим, что библиотека имеет проработанный программ-
ный интерфейс, что позволяет пользователям, не имеющим высо-
ких навыков программирования, записывать дифференциальные
уравнения в частых производных в слабой форме, схожей с ма-
тематической нотацией. Все математические объекты, участвую-
щие в определении дискретной задачи, имеют соответствующее
представление в коде.

Библиотека построена таким образом, что взаимодействие
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пользовательского интерфейса и вычислительной части происхо-
дит без использования промежуточного языка программирова-
ния. Эта особенность позволяет легко управлять модулями биб-
лиотеки. Построение Gridap уникально тем, что используется
много возможностей языка Julia (множественная диспетчериза-
ция и функциональное программирование) без ущерба для про-
изводительности и выразительности.

Структура Gridap позволяет реализовывать достаточно
сложные задачи в малом количестве строк кода, используя вы-
сокий уровень абстракций, предоставляемых библиотекой (дис-
кретные модели, конечно-элементные пространства, триангуля-
ции, квадратуры и т.д.).

Рассмотренные подходы автоматизации конечно-элемент-
ных вычислений повышают доступность при моделировании за-
дач вычислительной механики для пользователей с минималь-
ными знаниями в области программирования, сохраняя при этом
мощные и расширяемые платформы с открытым исходным ко-
дом, которые позволяют получить доступ ко всему спектру воз-
можностей МКЭ.

1. Logg A., Wells G.N. DOLFIN: Automated Finite Element Com-
puting // ACM Transactions on Mathematical Software. 2010. Vol. 37,
no. 2.

2. Verdugo F., Badia S. A user-guide to Gridap — grid-based
approximation of partial differential equations in Julia // ArXiv. 2019.
V. abs/1910.01412.
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Применение методов цифровизации для
изучения демографических характеристик

народонаселения

А.С. Селезнёва
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: nastya.selezneva.2000@list.ru

В современных условиях постоянного нарастания объема
окружающей человека информации для сохранения устойчиво-
сти и безопасности развития региональных социально-экономи-
ческих систем возникает необходимость в развитии грамотных
технологий работы с информационными потоками [1, 2]. В целях
дальнейшего успешного движения в заданном правительством
страны направлении необходимо также создавать комплексные
системы цифровизации, которые могли бы быть предложены для
использования как населению, так и управляющим органам для
оптимизации и развития разных сфер жизнедеятельности. В этой
связи требуют своего научного и практического развития принци-
пы и алгоритмы цифровизации движения населения и связанно-
го с этим движения человеческого капитала. Эта задача пока не
реализована в полном объеме в Российской Федерации. Она яв-
ляется новым научным направлением, тем более, если говорить
об учете особенностей развития каждого региона в отдельности.

Важным элементом является структуризация потоков ин-
формации о численности населения, его распределении по воз-
растам, о процессах рождаемости и смертности, миграции и пр.
Правильная структуризация, обработка и хранение такой инфор-
мации поможет, в первую очередь, обеспечить безопасность само-
го человека.

Объектом исследования в работе является движение демо-
графических потоков, а также сопутствующих этому движению
обобщенных качественных характеристик населения. Предметом
научного исследования является человек, а именно, количествен-
ные и качественные демографические характеристики. Это обу-
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словлено пониманием того, что главной компонентой развития
любой территории и главной производительной силой развития
общественного производства является население. Исследование
проводится применительно к условиям и особенностям Удмурт-
ской Республики. Целью работы является разработка принципов
и алгоритмов цифровизации движения населения и связанного с
этим движения человеческого капитала применительно к услови-
ям и особенностям Российской Федерации. Для этого использу-
ются современные методы математического анализа, обработки
и хранения данных [3, 4].

Для решения поставленных задач, в частности, для фор-
мирования цифровых демографических потоков и цифровых по-
токов человеческого капитала, необходимо располагать структу-
рированной статистической информацией. В данном случае, при
решении этой задачи результатом является разработанная струк-
тура базы статистических данных для построения демографиче-
ских потоков и связанных с ними потоков демографических ха-
рактеристик. На рис. 1 представлена структура информационно-
аналитической системы для решения задачи цифровизации де-
мографических характеристик населения.

Рис. 1: Структура информационно-аналитической системы

1. Задача применения технологии работы с большим объемом
данных BigData для реализации возможности структуриза-
ции информационных потоков в области демографических
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процессов, а также ряда социально-экономических процес-
сов (здравоохранение, образование, сфера культуры).

2. Задача применения технологии Data-анализ для формиро-
вания сопутствующих движению демографических элемен-
тов информационных потоков их качественных характери-
стик.

3. Задача применения технологии Data Science (в том чис-
ле алгоритмов нейросетевого моделирования) для анали-
за и прогноза демографических показателей и социально-
экономических характеристик человеческого капитала на-
селения.

4. Задача разработки технологии формирования цифрового
следа человека на всем пути его жизни.

Решение задачи позволяет осуществить построение различ-
ных функций распределения населения по количественным и
качественным характеристикам. Например, функции распреде-
ления численности населения по возрастам для любого момен-
та времени; функции распределения удельных расходов государ-
ства в составляющую образования, здравоохранения и культуры
в распределении по возрастам; функции распределения удель-
ных частных инвестиций, направленных на приращение челове-
ческого капитала, по возрастам; коэффициентов выбытия состав-
ляющих человеческого капитала в распределении по времени и
возрасту; функции, задающей долю населения, участвующего в
общественном производстве, в распределении по времени и воз-
расту.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 20–01–00072.

1. Цифровизация. [Электронный ресурс]. Режим доступа:
https://www.gd.ru/articles/10334-tsifrovizatsiya

2. Методы развития цифровой экономики в регионах Россий-
ской Федерации. [Электронный ресурс]. Режим доступа:
file:///F:/metodologiya-issledovaniya-razvitiya-tsifrovoy-ekonomiki-v-
regionah-rossiyskoy-federatsii.pdf
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3. Цымблер М.Л. Какие методы и технологии используются для об-
работки Больших Данных.

4. Кетова К.В. Математические модели экономической динамики.
Ижевск, 2013.

Об одном алгоритме связывания в
сопряженной задаче о движении твердого

тела в несжимаемой жидкости

А.А. Сидорова, Л.Е. Тонков
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: sidorova_albina@bk.ru, letonkov@mail.ru

Рассматривается в двумерном приближении задача о дви-
жении твердого тела под действием постоянной силы в несжима-
емой жидкости. Движение тела, вызываемое действующей силой,
определяет характер течения жидкости в окрестности тела, что в
свою очередь влияет на динамику его движения. Таким образом,
рассматриваемая задача является сопряженной и представляет
собой тестовый пример для исследования и сравнения соответ-
ствующих методов и алгоритмов.

Численная схема решения задачи основана на одном из ва-
риантов метода погруженных границ, получившем название ме-
тода консервативного обмена импульсом [1]. Система нестацио-
нарных уравнений Навье–Стокса, описывающая течение вязкой
несжимаемой жидкости

∂u/∂t+ u · ∇u = −(1/ρf )∇p+ ν∇2u+ f , ∇ · u = 0, (1)

дискретизируется на неподвижной ортогональной сетке. Поле
скорости u определяется в каждой ячейке как средневзвешенное
u = (1 − α)uf + αus, где α — объемная доля твердого тела в
ячейке, а индексы f и s обозначают жидкую и твердую фазы
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соответственно. Величина ρf f является удельной (на единцу объ-
ема) силой взаимодействия тела и жидкости.

Численное решение системы (1) ищется при помощи про-
екционной схемы с коррекцией поля скорости [2, 3]. На первом
этапе по известному с шага k полю промежуточной скорости ũk

определяется поле давления pk+1, а затем поле скорости uk+1,
удовлетворяющее условию несжимаемости на шаге k + 1:

δt∇2pk+1 = ∇ · ũk, u∗ = ũk − δt∇pk+1, (2)

δtfk+1 = α(uk
s − u∗), uk+1 = u∗ + δtfk+1. (3)

На втором этапе вычисляется новое поле промежуточной скоро-
сти путем решения уравнений импульса без учета влияния гра-
диента давления и силы взаимодействия:

(1/δt)(ũk+1 − uk+1) = −(uk+1 · ∇)ũk+1 + ν∇2ũk+1, (4)

а также интегрируются уравнения динамики твердого тела для
определения его положения и скорости uk+1

s . Дискретизация диф-
ференциальных операторов осуществляется со вторым порядком
методом контрольных объемов на совмещенной сетке, т.е. компо-
ненты скорости и давление определяются в центрах ячеек.

Отметим, что существенным, прежде всего в смысле вычис-
лительных затрат, в рассматриваемой численной схеме является
этап определения скалярного поля α. Однако, вычисления хо-
рошо локализуются, так как требуют рассмотрения только тех
ячеек сетки, которые пересекает поверхность тела.

Результаты проведенных расчетов хорошо согласуются с
известными экспериментальными данными и численными ре-
зультатами, представленными в [4]. Численная схема, построен-
ная на основе проекционного метода с коррекцией скорости, мо-
жет оказаться более эффективной, чем аналогичные на основе
PISO при решении сопряженных задач взаимодействия жидко-
сти и деформируемых тел (FSI) в рамках разделенного подхода
как за счет большего перекрытия подзадач, так и за счет лучшей
сходимости итерационного процесса сопряжения решений на гра-
нице «жидкость–твердое тело».
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Решение задачи SAT посредством операций
пересечения и дополнения конституентных

множеств

Ю.М. Сметанин
Ижевск, Удмуртский государственный университет

e-mail: gms1234gms@rambler.ru

Логическому уравнению F (x̃n) = 1 , где x̃n = x1, x2, . . . , xn,
xi ∈ {0, 1}, сопоставляется его образ — отношение равенства в
алгебре множеств U = F (X̃n), U ⊆ U0 = {0, 1, . . . , 2n − 1}. Зна-
чение U вычисляется как U = F (X̃0

n), X̃
0
n = X0

1 , X
0
2 , . . . , X

0
n, где

X0
i ⊂ U0 есть фиксированные множества из неотрицательных це-

лых чисел. Доказано [1], что двоичное представление элементов
U представляет все множество выполняющих подстановок для
уравнения F (x̃n) = 1.
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Рассматривается задача SAT для F (x̃n) = 1. В качестве
левой части уравнения берется КНФ. Алгоритм поиска выполня-
ющей подстановки организован путем вычисления пересечения
множеств Ui — номеров выполняющих подстановок каждого из
клозов. Формат представления этих множеств и содержание ал-
горитма поясняются в примере 1.

Пример 1.

f(x̃4) = (x′2 + x3 + x′4) · (x′1 + x′3) · (x3 + x4)×
× (x1 + x′2) · (x3) · (x′1 + x′3 + x4) = 1.

(1)

Сопоставим (1) его образ — равенство (2), для которого булевы
переменные xi из (1) есть характеристические функции модель-
ных множеств Xi.

U = (X ′
2 +X3 +X ′

4) · (X ′
1 +X ′

3) · (X3 +X4)×
× (X1 +X ′

2) · (X3) · (X ′
1 +X ′

3 +X4).
(2)

Множество U можно вычислить как пересечение множеств M(i)
из равенств I − V I, которые далее называются единицами, а их
дополнения до универсума нулями — N(i).

I.M(1) = (X ′
2 +X3 +X ′

4);
II.M(2) = (X ′

1 +X ′
3);

III.M(3) = (X3 +X4);
IV.M(4) = (X1 +X ′

2);
V.M(5) = (X3);
V I.M(6) = (X ′

1 +X ′
3 +X4).

Единица для (2) находится из равенства M = U , где

U = (X0
2
′
+X0

3 +X0
4
′
) · (X0

1
′
+X0

3
′
) · (X0

3 +X0
4 )×

× (X0
1 +X0

2
′
) · (X0

3 ) · (X0
1
′
+X0

3
′
+X0

4 ),

X0
i — фиксированные подмножества U0 = {0, 1, . . . , 2n− 1}. Мно-

жества X0
i зададим в алгебре кортежей [2] в виде C-системы:

X0
1 =

X0
2 =

X0
3 =

X0
4 =

⎡⎢⎢⎣
1 ∗ ∗ ∗
∗ 1 ∗ ∗
∗ ∗ 1 ∗
∗ ∗ ∗ 1

⎤⎥⎥⎦ .
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Здесь ∗ = {0, 1}, единицей — 1 обозначено множество {1}, каждая
строка задает конституентные множества, получаемые из декар-
това произведения множеств одного кортежа,

X0
1 = {8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}, X0

1 = {4, 5, 6, 7, 12, 13, 14, 15},
X0

1 = {2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15}, X0
4 = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}.

Зададим нуль конъюнкции суждений I − V I как объединение
нулей каждого из них.

Эти нули выражаются C-системой из C-кортежей (нулей),
сопоставленных каждому клозу.

N(f(x̃4)) = N(1) +N(2) +N(3) +N(4) +N5 +N6 =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∗101
1 ∗ 1∗
∗ ∗ 00
01 ∗ ∗
∗ ∗ 0∗
1 ∗ 10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N(1)
N(2)
N(3)
N(4)
N(5)
N(6)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Принцип кодирования C-кортежом нуля (N(i) для i клоза весьма
прост. Например, клозу (x′2 + x3 + x′4) cопоставляется C-кортеж
N(1) = [∗101], определяющий конституентное множество {5, 13},
соответствующее двум подстановкам 0101 и 1101, на которых
клоз невыполним.

Более предпочтительным является способ вычисления еди-
ницы N(f(X̃4), как пересечения всех единиц суждений I − V I.
Каждая единица M(i) = N(i)′ вычисляется, как дополнение ну-
ля, выраженное C-системой из ортогональных (непересекающих-
ся) множеств. Алгоритм получения единицы клоза M(i) имеет
линейную сложность относительно количества нулей и единиц в
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его нуле N(i) =M(i)′. «Умножим» M(2) и M(3)

M(2) ·M(3) = N ′(2) ·N ′(3) =
[
0 ∗ ∗∗
1 ∗ 01

]
·
[
∗ ∗ 1∗
∗ ∗ 01

]
=

= [{0..7}+ {8, 9, 12, 13}] · [{2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15}+ {1, 5, 9, 13}] =

= {1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 13} =

⎡⎣ 0 ∗ 1∗
0 ∗ 01
1 ∗ 01

⎤⎦ .
Автором разработан эффективный алгоритм вычисления

пересечений единиц для образов каждого клоза. Количество вы-
полняемых операций пересечений кортежей из M(i) для (1) за-
висит от их упорядочения. Для порядка 123456 их число рав-
но 30. Для порядка 256413— 11. Общая единица равна {2, 3}(10) =
{< 0010 >,< 0011 >}2.

Минимизация числа операций умножения достигается за
счет приоритетного выполнения пересечений тех единиц, которые
представлены меньшим числом ортогональных множеств.

При решении задачи нахождения всех выполняющих под-
становок, сведенной к поиску единицы, сопряженного с логиче-
ским уравнением F (x1, . . . , xn) = 1, равенства U = F (X1, . . . , Xn)
возникает проблема быстрого возрастания объема промежуточ-
ных результатов вычислений для числа переменных свыше 40.
При последовательных вычислениях данная проблема может
быть решена выгрузкой этих промежуточных результатов из опе-
ративной памяти в долговременную.

Ограничив объем используемых в оперативной памяти про-
межуточных результатов допустимой порцией, мы приходим к
классическому алгоритму с возвратами, дерево вычислений ко-
торого развивается в глубину. При этом на каждом шаге на вы-
полнимость для очередного клоза тестируется сразу множество
подстановок. При этом в отличие от алгоритмов, основанных на
классических — (DPLL,CDCL), может быть получена не одна,
а несколько выполняющих подстановок.

«Ширину фронта» проверки (объем порции проверяемых
подстановок) можно увеличивать и уменьшать. Для реализации
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пересечений и дополнений множеств используются «быстрые»
битовые операции.

Алгоритм реализован. Логическое уравнение в форме
КНФ=1 генерируется случайным образом.

Предлагаемый алгоритм может быть подвергнут распарал-
леливанию.

1. Сметанин Ю.М. Верификация логического следования в неклас-
сической многозначной логике // Известия Института математики
и информатики Удмуртского государственного университета. 2017.
Т. 50. С. 62–82.

2. Кулик Б.А. Алгебраический подход к интеллектуальной обработ-
ке данных и знаний. Санкт-Петербург: Изд-во Политехнического
университета, 2010.

Автоматизация решения логических задач

Ю.М. Сметанин, Л.П. Сметанина, Д.М. Латыпова

Ижевск, Удмуртский государственный университет
e-mail: gms1234gms@rambler.ru, Smetanina.l.p@udsu.ru,

latypova.dinara18@mail.ru

Рассматривается два класса логических задач, в которых
данное задачи задается утверждениями, имеющими интерпрета-
цию в алгебре высказываний. Требуемое — это проверяемое на
истинность заключение, либо вопрос «какие следствия вытекают
из данных посылок?».

Проанализирован и модифицирован метод, основанный на
составлении и решении характеристических уравнений. Метод
подразумевает введение набора булевых переменных x̃n, обозна-
чающих атомарные суждения задачи, формализации посылок в
виде ППФ алгебры высказываний и составлении характеристи-
ческого уравнения f(x̃n) = 1 в виде конъюнкции посылок. Далее
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Рис. 1: Преобразование модельной схемы в А-онтологию

метод подразумевает нахождение всех выполняющих подстано-
вок этого уравнения. Затем осуществляется проверка логическо-
го следования fp(x̃n) |= fs(x̃n), где fs(x̃n) проверяемое заключе-
ние. Если задача открытая, то нужно указать какие-нибудь, воз-
можно все, следствия из системы посылок. Тогда решение ищет-
ся путем приведения характеристического уравнения посылок к
СКНФ, и следствиями будут сама данная СКНФ, а также все-
возможные конъюнкции ее членов [1].

Изложенный метод изменен так, что поиск выполняющих
подстановок сводится к вычислению множества из неотрицатель-
ных целых чисел для конъюнкции посылок Up и для следствия
Us. При этом проверка логического следования осуществляется
путем проверки включения Up ⊂ Us. Полное обоснование перехо-
да к исчислению множеств для проверки логического следования
проведено в работе [2].

На рисунке 1 показано преобразование диаграммы Венна
в дискретную диаграмму с конечным универсумом из неотрица-
тельных целых чисел. Числами представлены номера конститу-
ент в исходной диаграмме. Соответственно модельные множества
диаграммы Венна кодируются подмножествами из этого универ-
сума. Для перехода к исчислению множеств характеристические
уравнения посылок и следствия преобразуем в уравнения в буле-
вой алгебре логики, которые выражаются с помощью операций
отрицания, конъюнкции и дизъюнкции. Преобразованные урав-
нения посылок и заключения будем обозначать как Fp(x̃n) = 1
и Fs(x̃n). Каждому логическому уравнению F (x̃n) = 1 , где
x̃n = x1, x2, . . . , xn, xi ∈ {0, 1}, сопоставляется отношение равен-
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ства в алгебре множеств

U = F (X̃n), U ⊆ U0 = {0, 1, . . . , 2n − 1}.

Значение U вычисляется как U = F (X̃0
n), X̃

0
n = X0

1 , X
0
2 , ..., X

0
n, где

X0
i ⊆ U0 есть заранее заданные фиксированные множества [2].

Например, для n = 4 множества X0
i , i = 1, 4 можно задать кор-

тежами (1)
X0

1 =
X0

2 =
X0

3 =
X0

4 =

⎡⎢⎢⎣
1 ∗ ∗ ∗
∗ 1 ∗ ∗
∗ ∗ 1 ∗
∗ ∗ ∗ 1

⎤⎥⎥⎦ , (1)

здесь ∗ = {0, 1}, цифрой 1 обозначено множество {1}, каждая
строка задает конституентные множества, получаемые из декар-
това произведения множеств одного кортежа.

Доказано [2], что вычисляемая левая часть равенства U =
F (X̃0

n) содержит числа, двоичное представление которых пред-
ставляет все множество выполняющих подстановок для уравне-
ния F (x̃n) = 1.

Рассмотрим логическое содержание множеств U0 и U ⊂ U0.
Первое выражает диаграмму Венна состоящую из 2n непустых
конституент, второе указывает на то, что представляемая им диа-
грамма имеет как множество непустых конституен выражаемое
номерами из U , так и множество пустых, выражаемое множе-
ством U0 \U . Далее первое будем называть единицей, второе —
нулем и обозначать буквами M и N .

Логическое содержание равенств U = F (X̃0
n) можно вы-

разить двумя способами. Первый представляет U как объеди-
нение конституент (совершенная нормальная форма Кантора —
СНФК). Второй — в виде пересечения дизституент — множеств
дополняющих до универсума конституенты, номера которых об-
разуют N .

Например, если U = {5, 7, 8, 9, 12, 13} представляется равен-
ством (2), либо равенством (3), либо равенством (4)

U = X1 ·X3
′ +X2 ·X4 (2)
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U = X1
′ ·X2 ·X3

′ ·X4 +X1
′ ·X2 ·X3 ·X4+

+X1 ·X2
′ ·X3

′ ·X4
′ +X1 ·X ′

2 ·X3
′ ·X4+

+X1 ·X2 ·X ′
3 ·X4

′ +X1 ·X2 ·X3
′ ·X4+

+X1 ·X2 ·X3 ·X4

(3)

U = (X1 +X2 +X3 +X4) · (X1 +X2 +X3 +X4
′)×

× (X1 +X2 +X3
′ +X4) · (X1 +X2 +X3

′ +X4
′)×

× (X1 +X2
′ +X3 +X4) · (X1 +X2

′ +X3
′ +X4)×

× (X1
′ +X2 +X3

′ +X4) · (X1
′ +X2 +X3

′ +X4
′)×

× (X1
′ +X2

′ +X3
′ +X4)

(4)

Метод решения логической задачи состоит из шести этапов.
A) Левая часть характеристического уравнения F (x̃n) = 1

каждой посылки приводится к ППФ алгебры Буля.
B) Все вхождения булевых переменных x̃n заменяются кон-

ституентные множества X̃0
n.

C) Вычисляется U = F (X̃0
n).По элементам из U определя-

ются все выполняющие подстановки для F (x̃n) = 1.
D) Находится нуль N = U0 \ U .
E) По множеству конституент из N строится СКНФ левой

части логического уравнения.
F) По СКНФ проверяется логическое следствие для заклю-

чения, либо выявляются другие «интересные» следствия. Вери-
фикацию также можно провести посредством вычисления единиц
Up и Us образов конъюнкции посылок и следствия и проверкой
соотношения Up ⊂ Us.

Автоматизирован этап C. Его результаты визуализируются
в виде дискретных диаграмм Венна, на которых выявляют иско-
мое логической задачи.

1. Никольская И.Л.Математическая логика. М: Высшая школа, 1981.

2. Сметанин Ю.М. Верификация логического следования в неклас-
сической многозначной логике // Известия Института математики
и информатики Удмуртского государственного университета. 2017.
Т. 50. С. 62–82.
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О популяционной динамике в речной
экологии

Ж.О. Тахиров, М.И. Боборахимова
Ташкент, Институт математики АН Республики

Узбекистан
e-mail: prof.takhirov@yahoo.com, kamina9314@mail.ru

Многие организмы, начиная от речной флоры и фауны, и
заканчивая кишечными бактериями, живут в средах с преиму-
щественно однонаправленным течением. Вопрос о том, как по-
пуляции сопротивляются вымыванию и умудряются сохраняться
на протяжении многих поколений при наличии такого однона-
правленного течения, был назван «парадоксом дрейфа» [1]. В [2]
авторы предписали различные граничные условия на верхних и
нижних краях течения, мотивированные различными экологиче-
скими сценариями. Типичный пример из речных экосистем (см.
[3]) задается следующим уравнением реакция-диффузия-адвек-
ция логистического типа

ut = duxx − αux + u(r − u), 0 < x < L, t > 0,

dux(0, t)− αu(0, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x) � 0, 0 < x < L,

где u(x, t) — плотность популяции водных видов в точке x и вре-
мени t > 0; d > 0 — скорость случайного движения из-за турбу-
лентности воды или самодвижения; α > 0 — скорость адвектив-
ного переноса, вызванного речным потоком; L > 0 — длина реки;
r > 0 — внутренняя скорость роста.

Во многих реальных ситуациях моделирования виды имеют
тенденцию эмигрировать за границу, чтобы получить новую сре-
ду обитания или улучшить среду обитания. Тогда разумнее рас-
сматривать область с подвижной свободной границей. Мы можем
считать, что свободная граница вызвана только экзотическим ви-
дом, а фронт распространения расширяется со скоростью, про-
порциональной градиенту популяции хищника на границе.
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В работе рассматривается одновидовая модель, возникаю-
щая в речной экологии. Интересная особенность этих моделей
заключается в граничных условиях, при которых может возник-
нуть чистая убыль особей на границе среды обитания. Сначала
мы определяем различные достаточные условия для сохранения
одного вида с точки зрения критического размера местообитания
и критической скорости адвекции.

Одним из основных вопросов пространственной экологии
является следующий вопрос: как пространственная неоднород-
ность окружающей среды влияет на вторжение экзотических ви-
дов и результаты конкуренции местных и экзотических видов?
Термин «неоднородность» относится к неравномерному распре-
делению различных условий окружающей среды. Экзотические
виды часто могут успешно вторгаться, потому что они имеют
некоторое конкурентное преимущество перед местными видами.
Однако в гетерогенной среде с помощью одной только диффу-
зии инвазия все же возможна, даже если экзотические виды не
имеют явного конкурентного преимущества.

Предлагается следующая одновидовая модель со свободной
границей, возникающая в речной экологии:

ut = duxx − αux + u(r − u), 0 < x < s(t), t > 0,

u(x, 0) = u0(x) � 0, 0 < x < s0,

dux(0, t)− αu(0, t) = bαu(0, t), t > 0,

u = 0, ṡ(t) = −μ∂u/∂x, x = s(t), t > 0.

Оказывается, что после введения параметра b могут про-
изойти кардинальные изменения в динамическом поведении.

В работе мы впервые изучили популяционную динамику
общей модели со свободной границей экологии реки. Интересной
особенностью структуры системы является параметр b, входящий
в граничное условие, который используется для измерения ско-
рости потерь. Этот параметр, помимо своих очевидно важных
биологических интерпретаций, играет существенную роль в ма-
тематике, поскольку его разные значения могут давать разные
типы граничных условий.
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Наша цель — установить априорные оценки и изучить по-
ведение свободной границы в условиях, согласующихся с извест-
ными результатами по речной экологии, и доказать глобальную
разрешимость задачи. Будет обеспечена корректность рассматри-
ваемой модели и найдены необходимые и достаточные условия ее
устойчивости на основе исследования зависимости критического
размера местообитания и его монотонности по скорости диффу-
зии, скорости адвекции и скорости потери b, соответственно.

1. Anholt B.R. Density dependence resolves the stream drift paradox //
Ecology. 1995. Vol. 76, pp. 2235–2239.

2. Lou Y., Lutscher F. Evolution of dispersal in open advective
environments // J. Math. Biol. 2014. Vol. 69, pp. 1319–1342.

3. Speirs D.C., Gurney W.S.C. Population persistence in rivers and
estuaries // Ecology. 2001. Vol. 82, pp. 1219–1237.

Балансировка обратного маятника
на омниколесной платформе

В.А. Тененев, А.С. Шаура
Ижевск, Удмуртский федеральный исследовательский центр

УрО РАН
e-mail: tenenev@istu.ru, shauraa@mail.ru

Перевернутый маятник представляет собой математичес-
кую абстракцию (модель) многих реальных систем [1]: многора-
зовые ракетные системы [2], сегвей и колесные роботы [3], шагаю-
щие роботы [4] и является классической задачей автоматического
управления.

Наиболее часто исследуется модель двумерного маятника,
точка опоры которого закрепляется на тележке, способной пе-
ремещаться по горизонтали вдоль некоторой оси, и ставится за-
дача балансировки маятника за счет управления перемещением
тележки.
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Существенно сложнее и намного ближе к реальным систе-
мам исследование задачи о балансировке перевернутого маятни-
ка в трехмерной постановке [2, 5]. В случае установки маятни-
ка на тележку возникает вопрос о способе организации движе-
ния тележки в пространстве. Омниколеса дают платформе воз-
можность произвольно перемещаться в горизонтальной плоско-
сти, они успешно применяются в различных системах и имеют
большие перспективы при разработке мобильных роботов и си-
стем [6].

Рис. 1: Схематичное изображение омниколесной платформы и введенных
систем координат. На рис. a) изображена вертикальная проекция системы,
ось OZ совпадает с точкой O, ось Cz совпадает с точкой C

Для описания движения по горизонтальной плоскости ом-
николесной платформы с установленным на ней перевернутым
сферическим маятником вводятся три системы координат (см.
рис. 1):

– Неподвижную (инерциальную) OXY Z.
– Подвижную Cxyz, связанную с платформой. Точка C сов-

падает с центром масс платформы, оси Cx и Cy лежат в плоско-
сти платформы, а ось Cz сонаправлена с осью OZ.

– Подвижную Cpx1x2x3 связанную с маятником. Ось Cpx3
направлена вдоль стержня, а точка Cp совпадает с точкой опоры
маятника.

Положение платформы относительно неподвижной систе-
мы координат задается радиус-вектором R = (X, Y, 0) точки C,
а ее ориентация углом σ между положительными направления-
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ми осей OX и Cx. Движение платформы является плоскопарал-
лельным, поэтому координата Z точки C равна нулю, и поэтому
v = (v1, v2, 0) — вектор абсолютной скорости точки платфор-
мы C, где v1, v2 — его проекции на подвижные оси Cx и Cy,
Ω = (0, 0, Ω) — вектор угловой скорости платформы.

Движение рассматриваемой системы характеризуется
лагранжианом

L = T − U,

где T — кинетическая энергия, U — потенциальная энергия.
Кинетическая энергия системы складывается из кинетиче-

ской энергии платформы T c, кинетической энергии каждого i-го
колеса Tw

i и кинетической энергии маятника T p. Потенциальная
энергия маятника определяется выражением U = mpglγ3. Пусть
mc — масса платформы, Ic — момент инерции платформы от-
носительно оси Cz, mw — масса колеса, Ĩw — момент инерции
колеса относительно диаметра, Iw — момент инерции колеса от-
носительно оси, ri = (xi, yi) — радиус-вектор центра масс i-го
колеса в системе координат Cxyz, Ψi — угол поворота i-го коле-
са относительно своей оси, mp — масса маятника, l — полудлина
маятника, тогда лагранжиан системы принимает вид:

L =
1

2
m(v, v) +mΩ(v, Jz) +

1

2
IΩ2 +

1

2

N∑
i=1

IwΨ̇
2
i+

+mpl
(
(v1 − d2Ω) cosσ − (v2 + d1Ω) sinσ

)
(α1ω2 − α2ω1)+

+mpl
(
(v1 − d2Ω) sinσ + (v2 + d1Ω) cosσ

)
(β1ω2 − β2ω1)+

+
1

2

4mpl
2

3
(ω2

1 + ω2
2)−mpglγ3,

где

m = mc +
N∑
i=1

mw +mp, z =
mpd+

∑N
i=1mwri
m

,

I = Ic +
N∑
i=1

(
Ĩw +mw(ri, ri)

)
+mp(d, d).
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С помощью лагранжева формализма получены уравнения
движения системы «тележка-маятник». Для решения задачи ба-
лансировки маятника за счет управления движением тележки
использован гибридный генетический алгоритм [7]. Исследовано
поведение системы при различных начальных условиях с учетом
обязательной остановки тележки или необходимости продолже-
ния движения в конечной точке траектории. Показано, что ре-
шение рассматриваемой задачи в двумерной постановке является
частным случаем трехмерной балансировки.
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Разработка интеллектуальной экспертной
системы оценки достоверности измерений

при наличии повторных измерений

Н.А. Тукмачёв
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: ruch3611@gmail.com

В большинстве случаев выводы о достоверности измерений
в процессе проведения испытаний изделий высококвалифициро-
ванный эксперт может сделать на основе анализа результатов из-
мерений в графическом, числовом или табличном виде. В услови-
ях массового проведения испытаний возможности эксперта огра-
ничивают применение такого подхода к оценке достоверности,
кроме того, увеличивается вероятность ошибки при принятии ре-
шения в силу так называемого «человеческого фактора». В этой
связи актуальным является вопрос о создании экспертной систе-
мы, которая позволяет в режиме реального времени оценивать
достоверность измерений [1].

Разрабатываемая экспертная система основана на алгорит-
ме, описанном в [2], который определяет достоверность фикса-
ции сигналов методом максимального правдоподобия (Байеса).
Кроме того, представляет практический интерес оценка времени
задержки сигнала Δt. Решение этой частной задачи ищется на
основе кросс-корреляции [3].

– Кросс-корреляция для дискретных функций:

rX1X2(Δt) =
cov (X1(t), X2(t−Δt))√
DX1(t)DX2(t−Δt)

. (1)

– Анализ временной задержки:

Δt∗ = argmax(rX1X2(Δt)). (2)

На рис. 1 представлены сигналы, соответствующие двум
датчикам.
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Рис. 1: Профили сигналов

На рис. 2 представлена кросс-корреляция сигналов двух
датчиков.

Рис. 2: Кросс-корреляция сигналов

Из рис. 2 видно, в какой точке достигается наибольшая кор-
реляция, исходя из этого, по формуле (2) можно сделать оценку
временной задержки между двумя сигналами.

Оценка зависимости между сигналами выполняется посред-
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ством передаточной функции:

S(t) =
X1(t) + 1

X2(t−Δt∗) + 1
. (3)

На рис. 3 представлен график передаточной функции для
сигналов датчиков, показанных на рис. 1. На основе анализа пе-
редаточной функции сделаны выводы о взаимосвязи сигналов [3].

Рис. 3: График передаточной функции S(t)

При наличии дублирующих средств измерений эксперт-
ная система имеет возможность оценить недостоверность изме-
рений [4].
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Задачи о создании электромагнитных полей
заданной конфигурации в рамках

квазистационарных приближений для
системы уравнений Максвелла

А.А. Тюхтина
Нижний Новгород, ННГУ им. Н.И. Лобачевского

e-mail: kalinmm@yandex.ru

Обратные задачи для системы уравнений Максвелла есте-
ственным образом возникают при решении широкого класса тех-
нологических проблем, связанных с необходимостью формирова-
ния электромагнитных полей заданной конфигурации. При этом
в большинстве ситуаций возможна постановка задач в рамках
квазистационарных приближений для системы уравнений Макс-
велла [1].

Для описания медленных процессов в средах с достаточно
высокой проводимостью применяется нерелятивистское магнит-
ное приближение [1, 2]. В работах [3–5] в рамках этого приближе-
ния рассматривались обратные задачи финального наблюдения
и обсуждалась возможность применения для их решения устой-
чивых секвенциальных принципов Лагранжа и теоремы Куна–
Таккера.

Нерелятивистское электрическое приближение [1] исполь-
зуется для описания достаточно медленных процессов в средах с
низкой проводимостью, в частности, при моделировании электро-
магнитных процессов в нижних слоях атмосферы [6, 7]. Обратные
задачи для уравнения глобальной электрической цепи, получен-
ного в рамках квазистационарного электрического приближения
для системы уравнений Максвелла, рассматриваются, в частно-
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сти, в [8, 9].
В настоящей работе изучаются постановки обратных задач

о восстановлении источников и начальных данных по известной
с определенной погрешностью конфигурации магнитного поля
в конечный момент времени для системы уравнений Максвел-
ла в квазистационарном приближении, основанном на сохране-
нии в системе уравнений Максвелла потенциальной компоненты
тока смещения [10]. Рассматриваемое квазистационарное прибли-
жение обобщает классические нерелятивистские квазистационар-
ные приближения [11] и может найти своё применение для иссле-
дования более широкого класса прикладных задач, в том числе —
при исследовании атмосферных явлений в различных слоях ат-
мосферы.

Работа поддержана научно-образовательным математическим цен-
тром «Математика технологий будущего» (соглашение № 075-02-2022-883).
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Анализ эффективности методов
предобуславливания

Р.Т. Хазияхметов
Ижевск, ИжГТУ им. М.Т. Калашникова

e-mail: khuslan@yandex.ru

В процессе решения ряда задач математического модели-
рования возникают системы линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ), для решения которых и вводятся методы предо-
буславливания. Предобуславливание (preconditioning) — это есть
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вычислительная операция, направленная на уменьшение числа
обусловленности, отчего и зависит скорость сходимости итераци-
онных методов.

Для определения перспективности использования предобу-
славливателей вычислительные эксперименты ставились при ре-
шении систем линейных алгебраических уравнений тремя мето-
дами. Применялись метод сопряжённых градиентов (CG), метод
сопряжённых градиентов с диагональным предобуславливателем
(DiagCG), метод сопряжённых градиентов с алгебраическим мно-
госеточным предобуславливателем (SA-AMGCG), которые изло-
жены в трудах американского специалиста по численной линей-
ной алгебре Джима Деммеля [1] с использованием вещественных
положительно определённых матриц, взятых из коллекции раз-
реженных матриц Университета Флорида [2].

В ходе вычислительных экспериментов в (Таблице 1) при-
ведены приближенные результаты, полученные с помощью про-
граммного продукта «Решатель системы линейных алгебраиче-
ских уравнений» [3], с выводом, иллюстрирующим кратное со-
кращение количества итераций у матриц kuu, muu, bcsstk38, ex15,
s1rmt3m1, s2rmt3m1, s3rmt3m3 при применении алгебраического
многосеточного предобуславливания в методе сопряжённых гра-
диентов. Матрицы treferhen20, trefethen20b имеют кратное сокра-
щение итераций при использовании диагонального предобуслав-
ливателя, что объясняется не более 20 × 20 размерностью вы-
бранных матриц. Компьютерная программа [3] с тремя видами
режимов счёта поддерживает чтение, хранение и запись матриц
в формате MatrixMarket. При каждом обсчёте программа заме-
ряет полное время работы решения системы линейных алгебра-
ических уравнений в секундах, число итераций, среднее время
работы одной итерации.

Условно будем считать, что итерация методом SA-AMGCG
многократно отягощена, но количество итераций значительно
меньше, чем итерация другими методами расчёта (CG, DiagCG).
Отягощение итерации методом SA-AMGCG , прежде всего, свя-
зано с построением узлов «сетки».

Таким образом, анализируя три метода решения систем
линейных алгебраических уравнений (МСГ с алгебраическим
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Таблица 2: Решение СЛАУ вида Ax = b, «float». N — квадратная матрица
вида N ×N , Nnz — количество ненулевых элементов, cond(A) — число обу-
словленности, Nit — число итераций, t (сек) — затраченное время на одну
итерацию

Матрицы N Nnz cond(A) Метод Nit t
Kuu 7102 340200 1.58× 104 CG 455 0.3

DiagCG 381 0.2
SA-AMGCG 46 0.1

Muu 7102 170134 7.65× 105 CG 41 0.0
DiagCG 12 0.0

SA-AMGCG 6 0.1
bcsstk38 8032 355460 1.82× 105 CG 1651 0.9

DiagCG 436 0.2
SA-AMGCG 33 0.1

ex15 6867 98671 8.61× 1012 CG 1100 0.6
DiagCG 96 0.1

SA-AMGCG 55 0.1
s1rmt3m1 5489 217651 2.55× 106 CG 3953 2.2

DiagCG 703 0.4
SA-AMGCG 2 0.1

s2rmt3m1 5489 217681 2.5× 108 CG 14228 8.4
DiagCG 2095 1.2

SA-AMGCG 2 0.1
s3rmt3m1 5489 217669 2.48× 109 CG 5931 3.4

DiagCG 5982 3.4
SA-AMGCG 2 0.1

s3rmt3m3 5357 207123 2.4× 1010 CG 9350 5.4
DiagCG 10933 6.3

SA-AMGCG 2113 1.9
Trefethen20 20 158 6.31× 105 CG 22 0.0

DiagCG 8 0.0
SA-AMGCG 22 0.0

Trefethen20b 19 147 3.04× 105 CG 20 0.0
DiagCG 7 0.0

SA-AMGCG 20 0.0

многосеточным предобуславливанием, без предобуславливания и
диагональным предобуславливанием), установлена высокая эф-
фективность алгебраического предобуславливания [4] при реше-
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нии матриц большой размерности (N × N � 5000), как сравни-
тельно хорошо обусловленных, так и плохо обусловленных си-
стем. Это было достигнуто за счёт скорости сходимости метода,
несмотря на многократное увеличение времени формирования
предобуславливателя в случае с матрицей kuu до 91% от полного
времени решения системы.

1. Деммель Дж. Вычислительная линейная алгебра. Теория и при-
ложения. М.: Мир, 2001.
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уравнений // Официальный бюллетень «Программы для ЭВМ. Ба-
зы данных. Топологии интегральных микросхем». Москва: ФИПС,
бюллетень № 6. 2021.

4. Хазияхметов Р.Т. Многосеточное предобуславливание линейного
уравнения большой размерности // Сборник трудов Десятой Все-
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В [1, с. 56–62] Михайло Месарович ввёл понятие стратифи-
цированной системы, которое подразумевает рассмотрение слож-
ных систем на разных уровнях абстракции (стратах). При этом
для каждой страты строится своё описание анализируемой систе-
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мы S, например, вида

Si = 〈Ai, Ri, Gi, Ei, Ti, Ni, Li〉, (1)

где A — составные части; R — связи; G — цель системы; E —
среда; T — временной интервал, на котором рассматривается си-
стема; N — наблюдатель или лицо, принимающее решение (и его
цель); L — язык, используемый для описания системы на данном
уровне. Индекс i определяет номер анализируемой страты.

Например, человек — (сверх)сложная, всем известная си-
стема. На различных уровнях абстракции человека можно рас-
сматривать как чёрный ящик, связанный со средой входами и
выходами; как множество взаимодействующих функциональных
систем; как множество клеток (биология), молекул (химия), ато-
мов и элементарных частиц (физика). Также человек может рас-
сматриваться как элемент социальных надсистем.

Очевидно, что при построении математических моделей
стратифицированных систем необходимо учитывать все элемен-
ты (1). В частности, поведение системы определяется её целью
G (имеется у всех искусственных систем), с учётом которой вво-
дится критерий F : X → Rm, используемый для оценки состояния
системы. Если m > 1 и

F1(x) → extr, . . . , Fm(x) → extr, (2)

то для решения (2) можно использовать метод главного критерия
(обоснование см. в [2, гл. 1]) или любой другой подходящий метод
решения многокритериальных задач (например, метод идеаль-
ной точки). Поиск оптимального решения в большинстве случаев
осложняется наличием в системе (1) объективной (например, сто-
хастические величины) или субъективной (нечёткие, неточные и
т.п. величины) неопределённости, вследствие чего требуется ука-
зать как методы сравнения неопределённых величин, так и ме-
тоды сведе́ния неопределённых задач к детерминированным ана-
логам (см., например, [3] и [4]).

Заметим, что выбор критерия F и множества управляющих
переменных x′ зависит не только от (реальной, а не декларируе-
мой!) цели G, но и от расположения наблюдателя N по отноше-
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нию к рассматриваемой системе S (внутри системы, в среде или
вне среды).

Как пример построения множества моделей стратифици-
рованной системы возьмём возможный результат описания дея-
тельности абстрактного коммерческого производственного пред-
приятия.

1. S0 — чёрный ящик. При наличии ненасыщенного рынка —
модель планирования выпуска на основе критерия максими-
зации прибыли. При насыщенном рынке план производства
определяется портфелем заключённых контрактов.

Заметим, что для некоммерческих предприятий уже здесь
возникла бы проблема определения цели G и её формализа-
ции в виде набора критериев F : например, если цель суще-
ствования больниц — лечение людей, то с какие критерии
следует ввести для оценки качества работы больницы?

2. S1 — производственный уровень. Модель (сетевого) плани-
рования производства тех объёмов продукции, которые бы-
ли определены на уровне S0.

Сначала проверяется существование решения. Если реше-
ние не единственно, то требуется ввести критерии для срав-
нения альтернатив.

Если на уровне S1 не удаётся решить задачу, то выполняет-
ся возврат к уровню S0 и коррекция плана выпуска с учётом
полученной информации.

3. S2 — расширенный производственный уровень. Если на
уровне S1 предполагался неограниченный объём производс-
венных ресурсов, то в S2 учитывается взаимодействие с по-
ставщиками ресурсов и потребителями продукции — задача
управления запасами.

План-график производства, полученный на уровне S1, до-
полняется и уточняется с учётом дополнительной информа-
ции о поставках и сбыте.
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4. На уровне S3 производственная система рассматривается
как элемент надсистемы, содержащей других производите-
лей-конкурентов (игра с двумя и более участниками), а так-
же, возможно, иерархию органов управления, прямо влияю-
щих на участников или задающих правила поведения (мно-
гоуровневая игра, см. [5]).

Таким образом, при моделировании стратифицированных
систем для каждой страты строится отдельная модель, не имею-
щая явной связи с моделями для других страт. Однако, решение,
найденное для одной страты, должно согласовываться с реше-
ниями для других страт, что приводит к неявной связи между
моделями.
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В последнее время задача классификации временных рядов
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набирает все больший интерес в науке и является важной пробле-
мой в области анализа данных. Задача классификации времен-
ных рядов встречается во многих сферах деятельности. Напри-
мер, для изучения биржевых трендов финансовых инструментов,
для исследования человеческой активности по замерам гироско-
па и акселерометра, для диагностики заболеваний по ЭКГ сиг-
налам [1] и т.д. Поскольку количество данных растет с каждым
днем, то необходимость в их точной классификации тоже возрас-
тает.

Исследователи предложили множество методов решения
задачи классификации. Наиболее популярный из них — это ме-
тод ближайшего соседа. Он относит объекты к классу, которо-
му принадлежит большинство его соседей в многомерном про-
странстве признаков. Если использовать этот метод в сочетании
с алгоритмом динамической трансформации временной шкалы
(DTW), который позволяет определить наилучшее соответствие
между временными последовательностями, то можно добиться
больших успехов в классификации временных рядов. Однако,
точность этих методов ограничена и масштабы временных рядов
могут не совпадать. Для решения этих проблем недавно было
показано, что методы глубокого обучения, такие, как рекуррент-
ные или сверточные нейронные сети, обеспечивают наилучшие
результаты в сложных задачах классификации временных рядов.
Рекуррентные нейронные сети (RNN) обучаются последователь-
но, а свёрточные — пакетно, поэтому RNN не может использо-
вать распараллеливание, поскольку он должен ждать предыду-
щих вычислений [2]. CNN достигают более высокой производи-
тельности, поэтому в решении задачи классификации временных
рядов будет использоваться свёрточная нейронная сеть.

На рис. 1 показана общая структура глубокого обучения
для классификации временных рядов. Это композиция из не-
скольких слоев, которые реализуют нелинейные функции. Вход-
ные данные представляют собой многомерный временной ряд.
Каждый слой принимает в качестве входных данных выходные
данные предыдущего слоя и применяет его нелинейное преобра-
зование для вычисления своих собственных выходных данных [3].

Сформулируем постановку задачи: пусть сигналы поступа-
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Рис. 1: Общая структура глубокого обучения для классификации временных
рядов

ют с некоторой величиной x(t), которая меняется во времени. Эти
сигналы замеряют в моменты времени {t1, t2, . . . , tni} и получа-
ют последовательность значений величины X = {x1, x2, . . . , xn}.
Данную последовательность будем называть временным рядом.
Задача классификации временных рядов состоит в поиске точ-
ного отображения f : X → R, которое принимает на вход вре-
менной ряд и ставит ему в соответствие один из N классов.
Процесс поиска этого отображения и будем считать обучени-
ем. Обучение осуществляется по обучающей выборке — набору[
(X1, y1), (X2, y2), . . . , (Xm, ym)

]
, для объектов которого известен

ответ искомой функции.
Результат обучения — функция, которая максимизирует ка-

чество классификации на отложенной выборке [4]. Мера каче-
ства — процент правильно классифицированных объектов

Acc =
1

m

(
m∑
i

[f(Xi) = yi]

)
, (1)

где объекты (Xi, yi) берутся из выборки размера m.
На рис. 2 представлены графики смоделированных функ-

ций с разными коэффициентами. На последнем графике изобра-
жен стационарный ряд, на котором сигнал с датчика не был заре-
гистрирован. Входные данные для нейронной сети — это сигналы
датчика, образующие временные ряды. Выходные данные: 0 и 1,
в которых 0 — сигнал не зафиксирован, 1 — сигнал зафиксирован.
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Рис. 2: Примеры временных рядов для решения задачи классификации

Для классификации временных рядов был использован
открытый фреймворк TensorFlow на языке программирования
Python. Эта библиотека хорошо подходит для создания много-
слойных нейронных сетей и поддерживает распределенное обу-
чение. В ходе работы были получены высокие результаты клас-
сификации временных рядов.
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