
Matrosov Institute for System Dynamics and Control Theory of SB RAS
Sobolev Institute of Mathematics of SB RAS

Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics of UrB RAS
Irkutsk State University

Mathematical center in Akademgorodok

Proceedings of the 7th International Conference on
Nonlinear Analysis and Extremal Problems

(NLA-2022)
Irkutsk, Russia, July 15–22, 2022

Irkutsk
ISDCT SB RAS

2022



UDC 517.9

Proceedings of the 7th International Conference on Nonlinear Analysis and Extremal
Problems (NLA-2022). Irkutsk : ISDCT SB RAS, 2022, 160 p.
ISBN 978-5-6041814-2-3

This volume contains proceedings of the 7th International Conference “Nonlinear Analysis
and Extremal Problems” (NLA-2022). The conference talks present recent developments in
various fields of nonlinear analysis, partial differential equations, dynamical systems, calculus
of variations, mathematical control theory, and optimization.

This volume is intended for researchers specializing in the corresponding fields of mathe-
matics.

NLA-2022 is a satellite of the International Congress of Mathematicians 2022 (ICM 2022)

Scientific Editor: Prof. A. A. Tolstonogov

Editors: E. Yu. Baturina, O. N. Samsonyuk

Computer layout by E. A. Cherkashin

©ISDCT SB RAS, 2022



Preface

This volume contains proceedings of the 7th International Conference “Nonlinear Analysis
and Extremal Problems” (NLA-2022) that takes place in Irkutsk, Russia. NLA-2022 is a
satellite of the International Congress of Mathematicians 2022 (ICM 2022) and is held on
15-22 July 2022. NLA-2022 aims at sharing recent advances in various areas of modern
nonlinear analysis and exposing young researchers to some fast-paced topics in the field.

The main topics of the conference are

q Nonlinear analysis and its applications,
q Partial differential equations,
q Dynamical systems,
q Calculus of variations,
q Mathematical control theory,
q Optimization

The conference featured six lecture courses devoted to various aspects of theoretical and
applied nonlinear analysis and control theory:

q “Geometry and topology of the spaces of measures”
by Vladimir I. Bogachev (Lomonosov Moscow State University, Russia),

q “Variational analysis and optimization theory: selected topics”
by Alexander Y. Kruger (Federation University Australia, Australia),

q “Introduction to sub-Riemannian and sub-Finsler geometries from the optimal control
viewpoint”
by Lev V. Lokutsievskiy (Steklov Mathematical Institute of RAS, Russia),

q “Controllability and optimality”
by Georgii G. Magaril-Il’yaev (Lomonosov Moscow State University, Russia),

q “Optimal control of sweeping processes”
by Boris Sh. Mordukhovich (Wayne State University, USA),

q “Nonlinear Fokker-Planck-Kolmogorov equations”
by Stanislav V. Shaposhnikov (Lomonosov Moscow State University, Russia).
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On Matrix Eigenvalue Spectrum Assignment for
High-order Linear Systems by Static Output Feedback⋆

Vasilii Zaitsev, Inna Kim

UdSU, Izhevsk, Russia
verba@udm.ru, kimingeral@gmail.com

For linear time-invariant control systems defined by a linear differential equa-
tion of the 𝑛th order with a multidimensional state, input and output, necessary
and sufficient conditions for the solvability of the problem of assigning an arbitrary
matrix spectrum by means of static output feedback are obtained.

Keywords: linear control system, eigenvalue spectrum assignment, linear static
output feedback

О назначении матричного спектра
линейных систем высших порядков

статической обратной связью по выходу

В. А. Зайцев, И. Г. Ким

УдГУ, Ижевск, Россия
verba@udm.ru, kimingeral@gmail.com

Для линейных стационарных управляемых систем высших порядков полу-
чены необходимые и достаточные условия разрешимости задачи назначения
произвольного матричного спектра посредством статической обратной связи
по выходу.

Ключевые слова: линейная система управления, управление спектром,
обратная связь по выходу

Пусть 𝕂 = ℂ или 𝕂 = ℝ; 𝕂𝑛 = {𝑥 = col (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∶ 𝑥𝑖 ∈ 𝕂} — линейное пространство
вектор-столбцов над полем 𝕂; 𝑀𝑚,𝑛(𝕂) — пространство матриц размерности 𝑚 × 𝑛 над
полем 𝕂; 𝑀𝑛(𝕂) ∶= 𝑀𝑛,𝑛(𝕂); 𝐼 ∈ 𝑀𝑛(𝕂) — единичная матрица.

Рассмотрим линейную управляемую систему [1]

𝑥(𝑛) +
𝑛

∑
𝑖=1

𝐴𝑖𝑥(𝑛−𝑖) =
𝑚

∑
𝛼=1

𝑛
∑
𝑙=𝑝

𝐵𝑙𝛼𝑢(𝑛−𝑙)
𝛼 , (1)

𝑦𝛽 =
𝑝

∑
𝜈=1

𝐶𝜈𝛽𝑥(𝜈−1), 𝛽 = 1, 𝑘. (2)

⋆ Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания № 075-01265-22-00, проект
FEWS-2020-0010.
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Здесь 𝑠, 𝑛, 𝑚, 𝑘 ∈ ℕ — заданные числа, 𝑝 ∈ {1, 𝑛}; 𝑥 ∈ 𝕂𝑠 — фазовый вектор, 𝑢𝛼 ∈ 𝕂𝑠 —
векторы управления, 𝑦𝛽 ∈ 𝕂𝑠 — векторы выходных сигналов, 𝐴𝑖, 𝐵𝑙𝛼, 𝐶𝜈𝛽 ∈ 𝑀𝑠(𝕂),
𝑖 = 1, 𝑛, 𝑙 = 𝑝, 𝑛, 𝜈 = 1, 𝑝, 𝛼 = 1, 𝑚, 𝛽 = 1, 𝑘. Построим векторы 𝑢 = col(𝑢1, … , 𝑢𝑚) ∈ 𝕂𝑚𝑠,
𝑦 = col(𝑦1, … , 𝑦𝑘) ∈ 𝕂𝑘𝑠. Будем строить управление в системе (1), (2) по принципу
линейной статической обратной связи по выходу

𝑢 = 𝑄𝑦. (3)

Здесь 𝑄 = {𝑄𝛼𝛽} ∈ 𝑀𝑚𝑠,𝑘𝑠(𝕂), 𝑄𝛼𝛽 ∈ 𝑀𝑠(𝕂), 𝛼 = 1, 𝑚, 𝛽 = 1, 𝑘.
Определение 1. Скажем, что для системы (1), (2) разрешима задача назначения

произвольного матричного спектра посредством линейной статической обратной
связи по выходу (3), если для любых матриц Γ𝑖 ∈ 𝑀𝑠(𝕂), 𝑖 = 1, 𝑛, существует матрица
обратной связи 𝑄 ∈ 𝑀𝑚𝑠,𝑘𝑠(𝕂) такая, что замкнутая система (1), (2), (3) имеет вид

𝑥(𝑛) + Γ1𝑥(𝑛−1) + … + Γ𝑛𝑥 = 0.

По системе (1), (2) построим блочные матрицы 𝐵 = {𝐵𝑙𝛼} ∈ 𝑀𝑛𝑠,𝑚𝑠(𝕂), 𝑙 = 1, 𝑛,
𝛼 = 1, 𝑚, 𝐶 = {𝐶𝜈𝛽} ∈ 𝑀𝑛𝑠,𝑘𝑠(𝕂), 𝜈 = 1, 𝑛, 𝛽 = 1, 𝑘, где 𝐵𝑙𝛼 = 0 ∈ 𝑀𝑠(𝕂) при 𝑙 < 𝑝 и
𝐶𝜈𝛽 = 0 ∈ 𝑀𝑠(𝕂) при 𝜈 > 𝑝.

Обозначим 𝒥 ∶= 𝐽 ⊗ 𝐼 ∈ 𝑀𝑛𝑠(𝕂), где 𝐼 ∈ 𝑀𝑠(𝕂), 𝐽 ∈ 𝑀𝑛(𝕂) — первый единичный
косой ряд, ⊗ — прямое (кронекерово) произведение матриц.

Пусть 𝑋, 𝑌 — блочные матрицы с блоками размерности 𝑠 такие, что число (блочных)
столбцов матрицы 𝑋 совпадает с числом (блочных) строк матрицы 𝑌:

𝑋 = {𝑋𝑖𝑗} ∈ 𝑀𝑞𝑠,𝑟𝑠(𝕂), 𝑋𝑖𝑗 ∈ 𝑀𝑠(𝕂), 𝑖 = 1, 𝑞, 𝑗 = 1, 𝑟;
𝑌 = {𝑌𝑗𝜈} ∈ 𝑀𝑟𝑠,𝑡𝑠(𝕂), 𝑌𝑗𝜈 ∈ 𝑀𝑠(𝕂), 𝑗 = 1, 𝑟, 𝜈 = 1, 𝑡.

Для матриц 𝑋 и 𝑌 определим операцию блочного умножения по следующему правилу:

𝑍 = 𝑋 ⋆ 𝑌 ∶= {𝑍𝑖𝜈}, 𝑍𝑖𝜈 ∶=
𝑟

∑
𝑗=1

𝑋𝑖𝑗 ⊗ 𝑌𝑗𝜈 𝑖 = 1, 𝑞, 𝜈 = 1, 𝑡.

Имеем 𝑍𝑖𝜈 ∈ 𝑀𝑠2(𝕂), 𝑖 = 1, 𝑞, 𝜈 = 1, 𝑡, поэтому 𝑍 ∶= 𝑋 ⋆ 𝑌 ∈ 𝑀𝑞𝑠2,𝑡𝑠2(𝕂).
Введем отображение VECRR𝑠 ∶ 𝑀𝑞𝑠,𝑟𝑠(𝕂) → 𝑀𝑠,𝑞𝑟𝑠(𝕂), которое разворачивает матри-

цу 𝑋 = {𝑋𝑖𝑗} ∈ 𝑀𝑞𝑠,𝑟𝑠(𝕂) по блочным строкам в блочную строку с блоками размерности
𝑠: VECRR𝑠 𝑋 = [𝑋11, … , 𝑋1𝑟, … , 𝑋𝑞1, … , 𝑋𝑞𝑟]. Рассмотрим матрицы 𝐶𝑇 ⋆ 𝐵, 𝐶𝑇 ⋆ 𝒥𝐵,
…, 𝐶𝑇 ⋆ 𝒥𝑛−1𝐵. Построим матрицы VECRR𝑠2(𝐶𝑇 ⋆ 𝒥𝑖−1𝐵) ∈ 𝑀𝑠2,𝑘𝑚𝑠2(𝕂), 𝑖 = 1, 𝑛, и
матрицу

Θ =
⎡
⎢
⎢
⎣

VECRR𝑠2(𝐶𝑇 ⋆ 𝐵)
VECRR𝑠2(𝐶𝑇 ⋆ 𝒥𝐵)

… … … … … … …
VECRR𝑠2(𝐶𝑇 ⋆ 𝒥𝑛−1𝐵)

⎤
⎥
⎥
⎦

∈ 𝑀𝑛𝑠2,𝑘𝑚𝑠2(𝕂).

Теорема 1. Для системы (1), (2) разрешима задача назначения произвольного
матричного спектра посредством линейной статической обратной связи по выходу
(3) тогда и только тогда, когда

rankΘ = 𝑛𝑠2.
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