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XVI Международная конференция «Устойчивость и
колебания нелинейных систем управления» (конференция
Пятницкого) проводится Федеральным государственным
бюджетным учреждением науки Институтом проблем
управления им. В.А. Трапезникова Российской академии
наук при поддержке Отделения энергетики, машиностро-
ения, механики и процессов управления РАН (ОЭММПУ
РАН). Конференция проводится при информационной
поддержке IEEE Russia Section.

Основные научные направления XV Конференции: общие
вопросы теории устойчивости и стабилизации движения; об-
щие вопросы и методы теории нелинейных колебаний; мето-
ды функций Ляпунова; гладкая и негладкая динамика; во-
просы управляемости и наблюдаемости; проблемы робаст-
ного управления; управление в механических и элекстроме-
ханических системах; управление роботами и мехатронными
системами; колебания, устойчивость и стабилизация в сете-
вых и взаимосвязанных системах, устойчивость и управле-
ние гибридными системами и системами с переключениями.

Конференция проводится один раз в два года. Ра-
нее конференция проходила (до 2004 г. — в формате
Международного семинара): в Таллине (1987), в Моск-
ве (1992), в Самаре (1994), в Москве (1996, 1998, 2000,
2002, 2004, 2006, 2008, 2010, 2012, 2016, 2018, 2020).
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the dimension of which changes under the action of a discrete control.
The optimal control problem consists in transferring the system from the
initial state to the final one with a visit to a given target set of points
on the plane. Such systems can describe, for example, the route problem
of delivering goods to given points, while some delivery vehicles may be
carriers of others. As a criterion for constructing optimal trajectories, the
minimum of total energy costs is used.

УДК 517.977.1

Об управлении верхним показателем Боля линейных
периодических управляемых систем в гильбертовом

пространстве посредством динамической обратной связи
по выходу
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Для линейной периодической управляемой системы в гильбертовом
пространстве получены достаточные условия глобальной управляе-
мости верхнего показателя Боля посредством динамической обрат-
ной связи по выходу.
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Пусть X— сепарабельное гильбертово пространство; для банаховых
пространств X1, X2 через ℒ(X1,X2) обозначаем банахово пространство
линейных ограниченных операторов 𝐴 : X1 → X2.

Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений

(1) �̇�(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ X.

Предполагаем, что выполнены следующие условия: (𝑎) 𝐴(𝑡) ∈ ℒ(X,X)
для всех 𝑡 ∈ R; (𝑏) функция R ∋ 𝑡 ↦→ 𝐴(𝑡) ∈ ℒ(X,X) кусочно строго
непрерывна; (𝑐) sup

𝑡∈Z
‖𝐴(𝑡)‖ < +∞. Через Φ(𝑡, 𝜏) обозначим эволюцион-

ный оператор системы (1).
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Верхним генеральным показателем (показателем Боля) системы
(1) называется число

κ(𝐴) = lim
𝜏,𝑠→+∞

ln ‖Φ(𝜏 + 𝑠, 𝜏)‖
𝑠

.

Верхний показатель Боля системы (1) характеризует асимптотическое
поведение решений системы (1): условие κ(𝐴) < 0 является необходи-
мым и достаточным условием равномерной экспоненциальной устой-
чивости системы (1).

Рассмотрим линейную систему управления:

�̇�(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡),(2)
𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ R.(3)

Здесь 𝑥 ∈ X — состояние, 𝑢 ∈ U — вход, 𝑦 ∈ Y — выход; X, U, и Y —
сепарабельные гильбертовы пространства. Предполагаем, что выпол-
нены условия (𝑎), (𝑏), (𝑐); 𝐵(𝑡) ∈ ℒ(U,X), 𝐶(𝑡) ∈ ℒ(X,Y) для всех 𝑡 ∈ R,
функции 𝐵(·), 𝐶(·) кусочно строго непрерывны, и sup

𝑡∈Z
‖𝐵(𝑡)‖ < +∞,

sup
𝑡∈Z

‖𝐶(𝑡)‖ < +∞.

Определение 1. Система (2) называется в точности управляемой
на [𝑡0, 𝑡1] (𝑡0 < 𝑡1), если для любых 𝑥0, 𝑥1 ∈ X существует управление
𝑢(·) ∈ 𝐿2([𝑡0, 𝑡1],U), переводящее решение системы (2) из точки 𝑥(𝑡0) =
𝑥0 в точку 𝑥(𝑡1) = 𝑥1.

Пусть 𝜗 := 𝑡1− 𝑡0 > 0. Построим линейный ограниченный оператор
𝒞𝜗 : X → 𝐿2([𝑡0, 𝑡1],Y):(︁

𝒞𝜗𝑥
)︁

(𝑡) = 𝐶(𝑡)Φ(𝑡, 𝑡0)𝑥, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1].

Определение 2. Система (2), (3) называется в точности наблю-
даемой на [𝑡0, 𝑡1], если оператор 𝒞𝜗 является инъективным и его обрат-
ный является ограниченным на области значений оператора 𝒞𝜗.

Рассмотрим задачу глобального управления верхним показателем
Боля системы (2),(3), замкнутой динамической обратной связью по
выходу. Построим систему

(4) ̂̇︀𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡)̂︀𝑥(𝑡) + 𝑉 (𝑡)
(︀
𝐶(𝑡)̂︀𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)

)︀
+𝐵(𝑡)𝑢(𝑡).

Здесь ̂︀𝑥(𝑡) ∈ X — оценка состояния для системы (2), (3), и 𝑉 (𝑡) ∈
ℒ(Y,X) ∀𝑡 ∈ Z. Пусть управление в системе (2), (3), (4) имеет вид

(5) 𝑢(𝑡) = 𝑈(𝑡)̂︀𝑥(𝑡).
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Замкнутая система (2), (3), (4), (5) имеет вид

(6)
ẋ(𝑡) = A(𝑡)x(𝑡), x = col(𝑥, ̂︀𝑥),

A(𝑡) =

(︂
𝐴(𝑡) 𝐵(𝑡)𝑈(𝑡)

−𝑉 (𝑡)𝐶(𝑡) 𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑈(𝑡) + 𝑉 (𝑡)𝐶(𝑡)

)︂
.

Оператор-функции обратной связи 𝑈(·), 𝑉 (·) называется допустимы-
ми, если sup

𝑡∈Z
‖𝑈(𝑡)‖ < +∞, sup

𝑡∈Z
‖𝑉 (𝑡)‖ < +∞.

Верхний показатель Боля системы (2), (3) называется глобаль-
но управляемым посредством линейной динамической обратной связи
по выходу (4), (5), если для любого 𝜇 ∈ R существуют допустимые
оператор-функции обратной связи 𝑈(·), 𝑉 (·) такие, что для замкнутой
системы (6),

κ(A) = 𝜇.

Предположим, что система (2), (3) является периодической, т.е. су-
ществует 𝜔 > 0 такое, что

(7) 𝐴(𝑡+ 𝜔) = 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡+ 𝜔) = 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡+ 𝜔) = 𝐶(𝑡) ∀ 𝑡 ∈ Z.

Теорема 1. Пусть выполнено (7). Предположим, что система
(2),(3) в точности управляема на некотором промежутке [𝑡0, 𝑡1] и
в точности наблюдаема на некотором промежутке [𝑡′0, 𝑡

′
1]. Тогда

верхний показатель Боля системы (2),(3) глобально управляем по-
средством линейной динамической обратной связи по выходу (4),(5).

Следствие 1. Пусть выполнено (7). Предположим, что система
(2),(3) в точности управляема на некотором промежутке [𝑡0, 𝑡1] и
в точности наблюдаема на некотором промежутке [𝑡′0, 𝑡

′
1]. Тогда си-

стема (2),(3) равномерно экспоненциально стабилизируема с произ-
вольным наперед заданным показателем устойчивости посредством
линейной динамической обратной связи по выходу (4),(5).

Для доказательства теоремы 1 используются методы, развитые
в работах [1, 2].

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования РФ в рамках государственного задания № 075-00928-21-01 (Проект
FEWS-2020-0010) и РФФИ (Проект № 20-01-00293).
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We consider a linear input-output continuous-time control system with
periodic linear bounded operator coefficients in an infinite-dimensional
Hilbert space. The controller in the system has the form of linear dynamic
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