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О ЗАДАЧАХ НАЗНАЧЕНИЯ АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЙ
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

С.Н. Попова
udsu.popova.sn@gmail.com

УДК 517.926, 517.977

Рассматривается задача назначения спектра показателей Ляпунова
линейной управляемой системы под действием линейного по фазо-
вым переменным управления. Получены достаточные условия, кото-
рые гарантируют возможность построения управления, обеспечива-
ющего совпадение спектра показателей замкнутой системы с произ-
вольным допустимым набором чисел. Для получения необходимых
условий применена концепция оболочки Бебутова управляемой си-
стемы, то есть замыкания (в топологии равномерной сходимости на
отрезках) множества сдвигов этой системы.

Ключевые слова: линейная управляемая система, показатели Ляпуно-
ва, оболочка Бебутова

On the problems of assigning the asymptotics of solutions of
linear systems

We consider the problem of assignment of the Lyapunov spectrum of a lin-
ear control system under the action of a linear in phase variables control.
We obtain sufficient conditions that guarantee the possibility of construct-
ing a control that ensures the coincidence of the Lyapunov spectrum of a
closed-loop system with an arbitrary admissible set of numbers. To obtain
the necessary conditions we apply the concept of the Bebutov hull of a
control system, i.e. the closure (in the topology of uniform convergence
on segments) of the shift set of this system.

Keywords: linear control system, Lyapunov spectrum, Bebutov hull

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚, (1)

ñ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè íà R ìàòðèöàìè êîýôôè-
öèåíòîâ 𝐴(·) è 𝐵(·). Ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà [1] ñâîáîäíîé
ñèñòåìû (òî åñòü ñèñòåìû (1) ñ íóëåâûì óïðàâëåíèåì)

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, (2)

îáîçíà÷èì 𝜆1(𝐴) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴). Óïðàâëåíèå 𝑢(·) â ñèñòåìå (1) âûáåðåì â
âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè 𝑢 = 𝑈(𝑡)𝑥, ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó âèäà

𝑥̇ =
(︀
𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑈(𝑡)

)︀
𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛. (3)

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 20–01–00293) и Министерства
науки и высшего образования в рамках государственного задания № 075-01265-22-00
(проект FEWS-2020-0010 “Развитие теории и методов управления и стабилизации ди-
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Áóäåì íàçûâàòü 𝑈(·) матричным управлением äëÿ ñèñòåìû (3). Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå 𝑈(·) допустимо äëÿ ñèñòåìû (3), åñëè
ìàòðèöà 𝑈(·) êóñî÷íî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíî
íåêîòîðîå äîïóñòèìîå äëÿ ñèñòåìû (3) ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå 𝑈(·). Òîãäà
äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (3) ñ âûáðàííûì óïðàâëåíèåì 𝑈(·) îïðåäåëåí ïîë-
íûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà 𝜆1(𝐴+𝐵𝑈) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴+𝐵𝑈).

Определение 1 [2]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì: локальной управляемости полного спектра показателей Ляпуно-
ва, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäåòñÿ òàêîå 𝛿 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà
÷èñåë 𝜇1 6 . . . 6 𝜇𝑛, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó max

𝑖=1,...,𝑛
|𝜇𝑖 − 𝜆𝑖(𝐴)| 6 𝛿,

ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå äëÿ ñèñòåìû (3) ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå 𝑈(·) òàêîå,
÷òî sup𝑡∈R ‖𝑈(𝑡)‖ 6 𝜀 è

𝜆𝑖(𝐴+𝐵𝑈) = 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛; (4)

глобальной управляемости полного спектра показателей Ляпунова, åñëè
äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë 𝜇1 6 . . . 6 𝜇𝑛 ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå äëÿ ñèñòå-
ìû (3) ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå 𝑈(·) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (4).

Теорема 1. Пусть 𝑛 = 2. Если система (1) равномерно вполне управ-
ляема [3], то полный спектр показателей Ляпунова системы (3) локально
управляем и глобально управляем.

Теорема 2. Пусть полный спектр показателей Ляпунова системы (2)
устойчив [1]. Если система (1) равномерно вполне управляема, то полный
спектр показателей Ляпунова системы (3) локально управляем.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ, îáðàòíûå òåîðåìàì 1 è 2, â îáùåì ñëó÷àå
íåâåðíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óïðàâëÿåìîñòè ïîëíî-
ãî ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ââåäåì ïîíÿòèå îáîëî÷êè Áåáóòîâà ëè-
íåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1). Ñèñòåìó (1) îòîæäåñòâèì ñ ôóíêöèåé
𝑡 ↦→ 𝜎(𝑡)

.
=
(︀
𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)

)︀
∈ R𝑛×(𝑛+𝑚). Îáîçíà÷èì 𝜎𝑠(𝑡)

.
= 𝜎(𝑡+ 𝑠) � ñäâèã 𝜎 íà

𝑠 ∈ R è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R(𝜎) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {𝜎𝑠(·) : 𝑠 ∈ N}
â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêàõ. Ìåòðèêà â R(𝜎) ìîæåò
áûòü çàäàíà ðàâåíñòâîì 𝜌(̃︀𝜎, ̂︀𝜎) = sup𝑡∈R min{‖̃︀𝜎(𝑡)−̂︀𝜎(𝑡)‖, |𝑡|−1}. Ïðîñòðàí-
ñòâî (R(𝜎), 𝜌) êîìïàêòíî. Îíî íàçûâàåòñÿ оболочкой Бебутова ñèñòåìû 𝜎.
Êàæäóþ ôóíêöèþ ̂︀𝜎(·) =

(︀ ̂︀𝐴(·), ̂︀𝐵(·)
)︀
∈ R(𝜎) îòîæäåñòâèì ñ ëèíåéíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé 𝑥̇ = ̂︀𝐴(𝑡)𝑥+ ̂︀𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚, è ðàñìîò-
ðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìêíóòóþ ñèñòåìó

𝑥̇ =
(︀ ̂︀𝐴(𝑡) + ̂︀𝐵(𝑡)𝑈(𝑡)

)︀
𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛. (5)

Теорема 3. Если для каждой функции ̂︀𝜎(·) =
(︀ ̂︀𝐴(·), ̂︀𝐵(·)

)︀
∈ R(𝜎)

замкнутая система (5) обладает свойством глобальной управляемости
спектра Ляпунова, то система (1) равномерно вполне управляема.

Теорема 4. Пусть полный спектр показателей Ляпунова системы (2)

устойчив. Если для каждой функции ̂︀𝜎(·) =
(︀ ̂︀𝐴(·), ̂︀𝐵(·)

)︀
∈ R(𝜎) замкну-

тая система (5) обладает свойством локальной управляемости спектра
Ляпунова, то система (1) равномерно вполне управляема.
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НЕОСОБЫЕ ПОТОКИ МОРСА–СМЕЙЛА С ТРЕМЯ
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Топологической эквивалентности неособых потоков Морса –Смейла
в предположениях различной общности посвящен целый ряд статей.
Однако, в случае малого числа орбит известные инварианты можно
значительно упростить и, главное, довести задачу классификации до
реализации, описав допустимость полученных инвариантов. В недав-
ней работе была получена исчерпывающая классификация потоков с
двумя орбитами на произвольных замкнутых 𝑛-многообразиях. В на-
стоящей статье полная топологическая классификация получена для
потоков с тремя периодическими орбитами, заданных на ориентируе-
мых 3-многообразиях.

Ключевые слова: потоки Морса –Смейла, неособые потоки, топологи-
ческая классификация

Non-singular morse-smale flows with three periodic orbits on
orientable 3-manifolds

The topological equivalence of non-singular Morse-Smale flows under as-
sumptions of various generalities is considered in a number of papers.
However, in the case of a small number of orbits, the known invariants
can be significantly simplified and, most importantly, the classification
problem can be brought to realization by describing the admissibility of
the obtained invariants. In a recent paper, an exhaustive classification of
flows with two orbits on arbitrary closed 𝑛-manifolds was obtained. In
this talk, a complete topological classification is obtained for flows with
three periodic orbits given on orientable 3-manifolds.

Keywords: Morse-Smale flows, nonsingular flows, topological classification
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