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Ïðåäèñëîâèå
Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ

âóçîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ ïðàêòè-
÷åñêè âñåõ òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê
â êîìïüþòåðíóþ ýïîõó çíà÷åíèå äèñêðåòíûõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ è ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè íåóêëîííî âîçðîñòàåò. Äèñ-
êðåòíàÿ ìàòåìàòèêà îáðàçóåò îñíîâó òàêèõ ïðèêëàäíûõ äèñöè-
ïëèí êàê èíôîðìàòèêà è ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåîðèÿ àë-
ãîðèòìîâ, òåîðèÿ ôîðìàëüíûõ ñèñòåì è òîìó ïîäîáíîå. Â òî æå
âðåìÿ ðàçäåëû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè òåñíî ñâÿçàíû ñ êëàññè-
÷åñêèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè íàóêàìè � ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì,
àëãåáðîé, òåîðèåé ÷èñåë è îñîáåííî ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé.

Â íàñòîÿùåå ïîñîáèå âêëþ÷åíû äâà áàçèñíûõ ðàçäåëà äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêè � òåîðèÿ ìíîæåñòâ è êîìáèíàòîðèêà. Íà-
÷àëüíûå ñâåäåíèÿ ïî ýòèì ðàçäåëàì ñîäåðæàòñÿ â øêîëüíîé ïðî-
ãðàììå è, êàçàëîñü áû, èõ èçó÷åíèå íå äîëæíî âûçûâàòü òðóä-
íîñòåé ó ñòóäåíòîâ. Ïðàêòèêà, îäíàêî, ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãèå
ñòóäåíòû 1-2 êóðñîâ èñïûòûâàþò áîëüøèå ñëîæíîñòè ïðè ôîð-
ìàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åêèõ ïîíÿòèé è äîêàçàòåëüñòâ, èñïîëüçîâà-
íèè òåõíè÷åñêèõ ïðèåìîâ è íàâûêîâ êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäå-
íèé. Ñëóøàòåëè íå ðàç âûñêàçûâàëè æåëàíèå èìåòü ñâîåãî ðîäà
ýëåìåíòàðíîå ðóêîâîäñòâî ïî ðåøåíèþ çàäà÷ äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêè. Äàííîå ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ýòîé
öåëè.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò áàçîâûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, òåðìè-
íû è ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé. Â ðàçäåë "ÒÅÎÐÈß
ÌÍÎÆÅÑÒÂ"âõîäÿò âñå îñíîâíûå òåìû: ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâ,
îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè, ñâîéñòâà áóëåâîé àëãåáðû ìíîæåñòâ;
òåîðèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé, â òîì ÷èñëå îòíîøåíèé ýêâèâàëåíò-
íîñòè è ïîðÿäêà; ìîùíîñòü ìíîæåñòâ, ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà è ìíî-
æåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóì. Ðàçäåë "ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ"ñîäåðæèò
îñíîâíûå ïåðå÷èñëèòåëüíûå êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû, ìåòîä âêëþ-
÷åíèé è èñêëþ÷åíèé, áèíîì Íüþòîíà è åãî îáîáùåíèå � ïîëèíî-
ìèàëüíóþ ôîðìóëó, à òàêæå ñðàâíèòåëüíî ñëîæíóþ òåìó � ïðî-
èçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå òðóäíûõ êîìáèíàòîðíûõ
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çàäà÷.
Â êàæäîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ òèïîâûõ óïðàæíå-

íèé è çàäà÷ è äàþòñÿ çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Íó-
ìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ, ôîðìóë è çàäà÷ ñêâîçíàÿ. Òåðìèíû, âïåð-
âûå ïîÿâëÿþùèåñÿ â òåêñòå, âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì. Òàêæå
âûäåëÿþòñÿ îñîáåííî âàæíûå óòâåðæäåíèÿ. Çàïèñü A⇒B îçíà-
÷àåò "èç À ñëåäóåò Â". À⇔Â � "À òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Â".
Ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ è âñåîáùíîñòè ïîíèìàþòñÿ
êàê: ∃x � ñóùåñòâóåò x, ∀x � äëÿ âñåõ x.

Ïîñîáèå ðåêîìåíäóåòñÿ ñòóäåíòàì ìëàäøèõ êóðñîâ - ñëóøà-
òåëÿì ëåêöèé ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è êîìáèíàòîðíîìó àíà-
ëèçó äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Åãî
òàêæå ìîãóò èñïîëüçîâàòü ïðåïîäàâàòåëè ýòèõ äèñöèïëèí.
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×àñòü I

ÒÅÎÐÈß ÌÍÎÆÅÑÒÂ

1. Çàäàíèå ìíîæåñòâ. Îïåðàöèè íàä

ìíîæåñòâàìè.

Ìíîæåñòâî ïîíèìàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâîëüíûõ îáú-
åêòîâ, íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàìè. Çàïèñü a ∈ A îçíà÷àåò: a åñòü
ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, ∈ - ñèìâîë ïðèíàäëåæíîñòè. Ïðîòèâî-
ïîëîæíîå óòâåðæäåíèå a /∈ A - a íå ïðèíàäëåæèò A.

Ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îñíîâíûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ:
N - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
Z - ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë,
Q - ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
J - ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
R - ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
C - ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâà A è B ðàâíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ:

A = B ⇔ ∀ x ( x∈ A ⇔ x∈ B ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî À ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà Â ( À âêëþ÷àåòñÿ â Â) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êàæäûé ýëåìåíò èç À ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Â. Çíà÷îê ⊆ åñòü ñèì-
âîë âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ:

A ⊆ B ⇔ ∀ x ( x∈ A ⇒ x∈ B ).

Òàê, N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C, J ⊆ R.
Åñëè À ⊆ B è A 6= B, òî ïèøóò A ⊂ B: ìíîæåñòâî À ñòðîãî

âêëþ÷àåòñÿ â ìíîæåñòâî Â. Íàïðèìåð, ïðåäûäóùèå âêëþ÷åíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü è òàê:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C, J ⊂ R.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëå-
ìåíòà, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ∅. Ïóñòîå
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.

Èç îïðåäåëåíèé 1 è 2 ñëåäóåò ïðèçíàê ðàâåíñòâà ìíîæåâñòâ:
Òåîðåìà 1. A = B ⇔ ( A ⊆ B è B ⊆ A ).
Óïðàæåíèå 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ïóñòîå

ìíîæåñòâî.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ïóñòûõ ìíîæå-

ñòâà ∅1 è ∅2. Òîãäà ∅1 ⊆ ∅2 è ∅2 ⊆ ∅1. Ïî òåîðåìå 1 ∅1 =
∅2.

Çàäàíèå ìíîæåñòâà

Ïåðâûé ñïîñîá: ïåðå÷èñëåíèå. Ìíîæåñòâî À, ñîñòîÿùåå èç
ýëåìåíòîâ a1, a2, ..., an, çàïèñûâàåòñÿ êàê A = { a1, a2, ..., an }
( ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1, íåñóùåñòâå-
íåí ). Î÷åâèäíî, ÷òî íå ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü òàêèì
îáðàçîì ( ïðèâåäèòå ïðèìåðû ). Áîëåå óíèâåðñàëüíûì ÿâëÿåòñÿ
äðóãîé ñïîñîá - ÷åðåç îïðåäåëÿþùåå ñâîéñòâî.

Ïóñòü çàïèñü P (x) îçíà÷àåò: îáúåêò x óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó
P . Òîãäà À = {x|P (x)} åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ x, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñâîéñòâó P . Íàïðèìåð, A = {x|x = 2k, k ∈ N} åñòü
ìíîæåñòâî ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: À = { 2, 4, 6, ... }.

Óïðàæíåíèå 2. Çàäàòü ìíîæåñòâî A = { 3, 6, 15, 9, 12 } ñ
ïîìîùüþ îïðåäåëÿþùåãî ñâîéñòâà.

Ðåøåíèå. Îáùåå ñâîéñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç À - áûòü êðàòíûì
3. Ïîýòîìó À = {x|x = 3k, k ∈ N, 1 ≤ k ≤ 5}.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî P(A) = {X|X ⊆ A} íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà À.

Óïðàæíåíèå 3. Çàïèñàòü P(A) äëÿ ìíîæåñòâà À = {a, b, c}.
Ðåøåíèå: P(A) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì |A| ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà À.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î÷åíü âàæåí.
Òåîðåìà 2. Åñëè |A| = n, òî |P(A)| = 2n, n = 0, 1, 2, ...
Óïðàæíåíèå 4. Äîêàçàòü òåîðåìó 2.
Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè. Ïðè n=0 ìíîæåñòâî À ïóñòîå è, ñëåäîâàòåëüíî, P(A) =
{∅}, òî åñòü |P(A)| = 1 = 20. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïðî-
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èçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A = {a1, a2, ..., an} èç n ýëåìåíòîâ.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A' = {a1, a2, ..., an, an+1}, ïîëó÷åííî-

ãî äîáàâëåíèåì ê À íîâîãî ýëåìåíòà an+1. Êàæäîå èç 2n ïîäìíî-
æåñòâ À áóäåò, î÷åâèäíî, ïîäìíîæåñòâîì À'. Åù¼ 2n ïîäìíîæåñòâ
À' îáðàçóþòñÿ äîáàâëåíèåì ê êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó À ýëåìåí-
òà an+1. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî áóäåò 2n + 2n = 2n+1 ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà À'. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

1. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ.

Îáúåäèíåíèåì A ∪ B ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó

èç ìíîæåñòâ A è B.

A ∪B = {x|x ∈ A èëè x ∈ B}.

2. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ.

Ïåðåñå÷åíèåì A ∩ B ìíîæåñòâ À è Â íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáîèì ìíîæå-
ñòâàì À è Â.

A ∩B = {x|x ∈ A è x ∈ B}.

3. Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ.

Ðàçíîñòüþ A \ B ìíîæåñòâ À è Â íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñî-
ñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà À, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíî-
æåñòâó Â.

A \B = {x|x ∈ A è x /∈ B}.

4. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü.

Ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ À ∆ Â ìíîæåñòâ À è Â íàçûâà-
åòñÿ îáüåäèíåíèå îáû÷íûõ ðàçíîñòåé À \ B è B \ A.

A∆B = (A \B) ∪ (B \A).
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Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî À ∆ Â ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæå-
ñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ òîëüêî îäíîìó èç ìíî-
æåñòâ A è B.

Äëÿ ââåäåíèÿ åù¼ îäíîé îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè ïîòðåáó-
åòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî U , òàêîå, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî
A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì U , íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìíî-
æåñòâîì èëè óíèâåðñóìîì.

5. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà.

Äîïîëíåíèåì Ā ìíîæåñòâà À íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ýëå-
ìåíòîâ èç óíèâåðñóìà, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó À.

Ā = U \A = {x|x /∈ A}.

Îïåðàöèè 1-5 âûïîëíèìû äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ èç óíèâåð-
ñóìà U è ðåçóëüòàò îïåðàöèè òàêæå âêëþ÷àåòñÿ â U . Îïåðàöèè
1-4 âûïîëíÿþòñÿ íàä äâóìÿ ìíîæåñòâàìè è ïîòîìó íàçûâàþòñÿ
áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè, îïåðàöèÿ 5 âûïîëíÿåòñÿ íàä îäíèì
ìíîæåñòâîì è ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé îïåðàöèåé.

Óïðàæíåíèå 5. Ïóñòü A - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
äåëÿùèõñÿ íà 3. Ñ÷èòàÿ óíèâåðñóìîì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë N, îïðåäåëèòü A ∪B,A ∩B,A \B,B \A,A∆B, Ā, B̄.

Ðåøåíèå. A∪B = {x|x ∈ A èëè x ∈ B} = {x|x
...2 èëè x

...3, x ∈ N}
- ìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ ëèáî íà 2, ëèáî íà 3. Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî â A ∪ B ïîïàäàþò âñå ÷åòíûå ÷èñëà, à òàêæå âñå
íå÷åòíûå, êðàòíûå 3.

A ∩ B = {x|x ∈ A è x ∈ B} = {x|x
...2 è x

...3, x ∈ N}. Îäíàêî,
åñëè ÷èñëî îäíîâðåìåííî êðàòíî 2 è 3, òî îíî êðàòíî 6 (òàê êàê

2 è 3 - âçàèìíîïðîñòûå ÷èñëà). Ïîýòîìó A ∩B = {x|x
...6, x ∈ N}.

A\B = {x|x ∈ A è x /∈ B} = {x|x
...2 è x 6

...3, x ∈ N} - ìíîæåñòâî
÷åòíûõ ÷èñëå, íå äåëÿùèõñÿ íà 3. Ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ïåðâûå
ýëåìåíòû A \B = {2, 4, 8, 10, 14, 16, ...}.

B \A = {x|x ∈ B è x /∈ A} = {x|x
...3 è x 6

...2, x ∈ N} - ìíîæåñòâî
íå÷åòíûõ ÷èñëå, êðàòíûõ 3. B \ A = {3, 9, 15, 21, ...} = {x|x =
3 + 6k, k = 0, 1, 2, ...}.
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A∆B = {x|x ∈ A\B èëè x ∈ B \A} - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûé
÷èñåë, êðàòíûõ 2, íî íå êðàòíûõ 3 ëèáî êðàòíûõ 3, íî íå êðàòíûõ
2.

Ā = {x|x /∈ A} = {x|x 6
...2, x ∈ N} - ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìîæíî çàïèñàòü Ā = {x|x = 2k − 1, k ∈ N}.

B̄ = {x|x /∈ B} = {x|x 6
...3, x ∈ N} - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, íå êðàòíûõ 3. Ìîæíî çàïèñàòü B̄ = {x|x = 3k − 1 èëè
x = 3k − 2, k ∈ N}.

Óïðàæíåíèå 6.Ïðè êàêèõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèÿõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

à) A ∪B = ∅
á) A ∩B = U
â) A \B = ∅
ã) A∆B = ∅
ä) A ∪B = A
å) A ∪B = Ā
æ) A ∪B = A ∩B
ç) A ∩B = A
è) A ∩B = Ā
Ðåøåíèå: à) Èç îïðåäëåíèÿ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî A ⊆ A ∪ B è B ⊆ A ∪ B. Ïîñêîëüêó A ∪ B = ∅, òî A ⊆ ∅
è B ⊆ ∅. Íî åäèíñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ïóñòîãî ìíîæåñòâà
ÿâëÿåòñÿ îíî ñàìî. Îòñþäà A = B = ∅, òî A ∪B = ∅ ∪∅ = ∅.

á) Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî A∩B ⊆
A è A ∩ B ⊆ B. Ïîñêîëüêó A ∩ B = U , òî U ⊆ A è U ⊆ B. Íî
ëþáûå ìíîæåñòâà A è B ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè óíèâåðñóìà,
òî åñòü A ⊆ U è B ⊆ U . Ýòî âëå÷åò A = B = U .

â) A \ B = ∅ îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà A, íå
ïðèíàäëåæàùåãî B. Äðóãèìè ñëîâàìè x ∈ A âëå÷åò x ∈ B, òî
åñòü A ⊆ B.

ã) A∆B = (A \ B) ∪ (B \ A) = ∅. Ïî ïóíêòó à) ñëåäóåò, ÷òî
A \ B = B \ A = ∅. Ïî ïóíêòó â) ýòî âëå÷åò A ⊆ B è B ⊆ A, òî
åñòü A = B.

ä) Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïóíêòå à) äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è
B b ⊆ A ∪B. Òîãäà èç óñëîâèÿ A ∪B = A ñëåäóåò, ÷òî B ⊆ A.
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å) Òàê êàê A ⊆ A ∪ B, òî èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî A ⊆ Ā, ÷òî
âîçìîæíî òîëüêî ïðè A = ∅. Òîãäà A∪B = ∅∪B = B = ∅ = U .
Èòàê, A = ∅, B = U .

æ) A ⊆ A∪B = A∩B ⊆ B. Àíàëîãè÷íî, B ⊆ A∪B = A∩B ⊆
A. Çíà÷èò, A = B.

ç) A ∩B ⊆ B, ñëåäîâàòåëüíî, A ⊆ B.
è) A ∩ B ⊆ A, òîãäà èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî Ā = A, ÷òî

âîçìîæíî òîëüêî ïðè Ā = ∅, òî åñòü A = U . Òîãäà A ∩ B =
U ∩B = B = Ā = Ū = ∅. Èòàê, A = U , B = ∅

Óïðàæíåíèå 7. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ìíîæåñòâà A,B,C,
÷òî 

A ∩B 6= ∅,
A ∩ C = ∅,
(A ∩B)\C = ∅?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò. Èç ïåð-
âîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x, òàêîé, ÷òî x ∈
A ∩ B, è, çíà÷èò x ∈ A. Èç âòîðîãî óñëîâèÿ x /∈ C. Íî òîãäà
x ∈ (A ∩B)\C, òî åñòü (A ∩B)\C 6= ∅. Ïðîòèâîðå÷èå.

Äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà

Ïðîñòûì è íàãëÿäíûì ñïîñîáîì èëëþñòðàöèé äåéñòâèé íàä
ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà ( èëè êðó-
ãè Ýéëåðà). Óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî èçîáðàæàåòñÿ ïðÿìîóãîëü-
íèêîì íà ïëîñêîñòè, à ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà - êðóãàìè
âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà. Òàê, äëÿ îïåðàöèé 1-5 äèàãðàììû âû-
ãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Íàïðèìåð, äèàãðàììà äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ðèñ. 1(ã)
ïîêàçûâàåò, ÷òî A∆B ìîæíî çàïèñàòü êàê (A ∪B)\(A ∩B).

Óïðàæíåíèÿ 8.Èçîáðàçèòü íà äèàãðàììå Ýéëåðà-Âåííà ìíî-
æåñòâà: a) A∆(B∆C); á) (A ∩B) ∪ (A ∩ C̄)

Ðåøåíèå:
Óïðàæíåíèå 9. Çàïèñàòü çàøòðèõîâàííîå ìíîæåñòâî:
Ðåøåíèå: Ìîæíî çàïèñàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð:

((A\C)∪ (B\C))\(A∩B) èëè ((A∪B)\C)\(A∩B) èëè (A∆B)\C
Áóëåâà àëãåáðà ìíîæåñòâ.

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ
óíèâåðñóìà, òî åñòü ìíîæåñòâà P(U), âìåñòå ñ ââåäåííûìè îïå-
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Ðèñ. 1:

Ðèñ. 2:

ðàöèÿìè, íàçûâàþò áóëåâîé àëãåáðîé ìíîæåñòâ B. Ìîæíî
çàïèñàòü îáîçíà÷åíèå (ñèãíàòóðó) òàê:

B =< P(U);∪,∩, >̄

Îïåðàöèè ðàçíîñòü è ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü íå âêëþ÷àþò-
ñÿ, òàê êàê îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òðè îñòàâëåííûå îïåðàöèè:
A \B = A ∩ B̄, îòñþäà A∆B = (A ∩ B̄) ∪ (B ∩ Ā).

Çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû ìíîæåñòâ.

1. A ∪B = B ∪A 1'. A ∩B = B ∩A

(çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè)

2. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C
2'. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

(çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè)
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Ðèñ. 3:

3. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
3'. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

(çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè)

4. A ∪A = A 4'. A ∩A = A

(çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè)

5. ¯̄A = A (çàêîí äîïîëíåíèÿ äîïîëíåíèÿ)
6. ¯A ∪B = Ā ∩ B̄ 6'. ¯A ∩B = Ā ∪ B̄

(çàêîíû äå Ìîðãàíà)

7. A ∪∅ = A 7'. A ∩∅ = ∅
8. A ∪ Ā = U 8'. A ∩ Ā = ∅
9. A ∪ U = U 9'. A ∩ U = A
10. ∅̄ = U 10'. A ∩ Ū = ∅
Ýòè çàêîíû ïîêàçûâàþò, ÷òî áóëåâà àëãåáðà ìíîæåñòâà åñòü

êîììóòàòèâíàÿ è àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà áåç êîýôôèöåíòîâ è ñòå-
ïåíåé, â êîòîðîì ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ "íóëåì à óíèâåð-
ñàëüíîå ìíîäåñòâî - "åäèíèöåé".

Óïðàæíåíèå 10. Äîêàçàòü çàêîí ïîãëîùåíèÿ:

A ∪ (A ∩B) = A

Ðåøåíèå: Çàïèøåì A ∪ (A ∩ B) êàê (A ∩ U) ∪ (A ∩ B) (ïî
ñâîéñòâó 9'), äàëåå, ïî ïðàâèëó äèñòðèáóòèâíîñòè 3' A∩ (U ∪B),
âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïî ïðàâèëó 9 ðàâíî U , íàêîíåö, A ∩ U = A
ïî ïðàâèëó 9'. Âñå ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå öåïî÷êè ïðîñòûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, êàê â øêîëüíîé àëãåáðå:
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A ∪ (A ∩B) = (A ∩ U) ∪ (A ∩B) = A ∩ (U ∪B) = A ∩ U = A

Äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ðàâåí-
ñòâà A = B.

1. Ñðàâíèòü äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà äëÿ ìíîæåñòâ A è B.
Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò ñïîñîá íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñòðî-

ãèì, ñêîðåå îí ïîçâîëÿåò áûñòðî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå îá èñ-
òèííîñòè èëè ëîæíîñòè ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

2. Èñïîëüçîâàíèå òàáëèö èñòèííîñòè.
Èç êóðñà ìàòåìàòèêè ëîãèêè èçâåñòíî, ÷òî îïåðàöèÿì ∪, ∩,¯

âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè ∨ (äèçú-
þíêöèÿ), · (êîíúþíêöèÿ),¯(îòðèöàíèå) áóëåâûõ ïåðåìåííûõ,
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0,1. Ôîðìóëå, çàïèñàííîé íà ÿçûêå òåî-
ðèè ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâóåò áóëåâà ôóíêöèÿ íà ÿçûêå âûñêà-
çûâàíèé. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà A = B òàáëèöû èñòèí-
íîñòè äëÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâà A è B, äîëæíû
òîæäåñòâåííî ñîâïàäàòü. Íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ìîæíî ñ÷è-
òàòü òî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ îí òðåáóåò èçëèøíå ìíîãî âû÷èñëè-
òåëíûõ ïðîöåäóð.

3. Ïðèâåäåíèå îäíîé èç ÷àñòåé äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà ê
äðóãîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ áóëåâîé àëãåáðû ìíîæåñòâ, êàê
ïîêàçàíî â óïðàæäåíèè 8, èëè ïðèâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé ê îäèíà-
êîâîìó âèäó

4. Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî.
Íàèáîëåå ïðîñòûì è êîðîòêèì ìåòîäîì ìîæíî ñ÷èòàòü ñïî-

ñîá, îñíîâàííûé íà îïðåäåëåíèè 1 ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ: íóæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò îäíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåò-
ñÿ ýëåìåíòîâ äðóãîãî è îáðàòíî.

Óïðàæíåíèå 11. Äîêàçàòü: A\(A\B) = A ∩B.
Ðåøåíèå: Ïðèâåäåì âñå îïèñàííûå âûøå ñïîñîáû äîêàçàòåëü-

ñòâà.
1.Ïîñòðîèì äèàãðàììó Ýéëåðà-Âåííà äëÿ ìíîæåñòâàA\(A\B) =

A ∩B
Ðåçóëüòàò, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ A ∩B.
2. Ñîñòàâèì áóëåâó ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùèì ôîðìóëàì

A\(A\B) = A ∩B è A ∩B.
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Ðèñ. 4:

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áóëåâó ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ëåâîé ÷àñòè, çàïèøèì A\(A\B) = A\(A ∩ B) = A ∩ ¯A ∩ B̄.
Òîãäà f1(x, y) = x·x̄ȳ. Äëÿ ïðàâîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèÿ î÷åâèäíà:
f2(x, y) = xy.

Ñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ f1(x, y) è f2(x, y).

Ðèñ. 5:

Çíà÷åíèå ôóíêöèè â êàæäîé ñòðî÷êå ñîâïàäàþò, è ðàâåíñòâî
äîêàçàíî.

3. Ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèé
Ôàêòè÷åñêè, íà÷àëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå óæå èñïîëüùîâàíî â

ïðåäûäóùåì ïóíêòå:
A\(A\B) = A\(A ∩ B) = A ∩ ¯A ∩ B̄ = A ∩ (Ā ∪ ¯̄B (ïî çàêîíó

äå Ìîðãàíà) = A ∩ (Ā ∪ B) (ïî çàêîíó äîïîëíåíèÿ äîïîëíåíèÿ)
= (A∩Ā)∪(A∩B) (ïî çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè) = ∅ cup(A∩B) =
A ∩B.
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4. Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü x ∈ A\(A\B) ⇒ x ∈ A, x /∈ (A\B) ⇒ x ∈ A, x /∈ A èëè

x ∈ B ⇒ x ∈ A è x ∈ B ⇒ x ∈ A∩B. Äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ
ñòîðîíó àíàëîãè÷íî.

Óïðàæíåíèå 12. Äîêàçàòü çàêîí äå Ìîðãàíà ¯A ∪B = Ā∩B̄.
Ðåøåíèå: Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî àíàëèòè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì.
x ∈ ¯A ∪B ⇒ x /∈ ¯A ∪B ⇒ x /∈ A, x /∈ B ⇒ x ∈ Ā, x ∈ B̄ ⇒ x ∈

Ā ∩ B̄. Îáðàòíàÿ öåïî÷êà î÷åâèäíà.
Óïðàæíåíèå 13. à) Äîêàçàòü, ÷òî P(A∩B) = P(A)∩P(B);
á) Âåðíî ëè óòâåðæäåèå P(A ∪ B) = P(A) ∪ P(B). Ðåøåíèå:

à) Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ìíîæåñòâå èç ìíîæåñòâ, ëîãè÷íî îáî-
çíà÷èòü ýëåìåíò êàê X

X ∈ P(A ∩ B) ⇒ X ⊆ A ∩ B ⇒ X ⊆ A,X ⊆ B ⇒ X ∈
P(A), X ∈ P(B)⇒ X ∈ P(A ∩ P(B). Îáðàòíîå î÷åâèäíî.

á) Âïå÷àòëåíèå, ÷òî äîñòàòî÷íî òåïåðü ïîìåíÿòü ∩ íà ∪ è â
âûâîäå ñâÿçêó È íà ñâÿçêó ÈËÈ, è êàê ñëåäñòâèå, ÷òî óòâåð-
æäåíèå á) âåðíî, ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷íûì.

Äåéñòâèòåëüíî,
X ∈ P(A ∪ B) ⇒ X ⊆ A ∪ B. Íî èç ýòîãî íå ñëåäóåò, ÷òî

X ⊆ A èëè X ⊆ B, íàïðèìåð êàê íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå

Ðèñ. 6:

Âèäíî, ÷òî X 6⊆ A è X 6⊆ B. Óòâåðæäåíèå á) íå ÿâëÿåòñÿ
âåðíûì.

Îáîáùåííûå îïåðàöèè

Ïóñòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî I èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ìíî-
æåñòâà èíäåêñîâ. Îáîùåííîå îáúåäèíåíèå ïî ìíîæåñòâó I
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ⋃

i∈I Ai = {x|∃i ∈ I, x ∈ Ai}

Â ÷àñòíîñòè, åñëè I = {1, 2, ..., n}, òî
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A1 ∪A2 ∪ ... ∪An =
⋃n
i=1Ai = {x|∃i, 1 ≤ i ≤ n, x ∈ Ai}

Åñëè I = N = {1, 2, ..., n, ...}

A1 ∪A2 ∪ ... ∪An ∪ ... =
⋃∞
i=1Ai = {x|∃i, i ∈ N, x ∈ Ai}

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáîáùåííîå ïåðåñå÷åíèå:

⋂
i∈I

Ai = {x|∀i ∈ I, x ∈ Ai};

A1 ∩A2 ∩ ... ∩An =

n⋂
i=1

Ai = {x|∀i, 1 ≤ i ≤ n, x ∈ Ai}

A1 ∩A2 ∩ ... ∩An ∩ ... =

∞⋂
i=1

Ai = {x|∀i, i ∈ N, x ∈ Ai}

Óïðàæíåíèå 18. Äîêàçàòü îáîáùåííîå ïðàâèëî äå Ìîðãàíà:

⋃̄
i∈I
Ai =

⋂
i∈I

Āi

Ðåøåíèå:

x ∈
⋃̄
i∈I
Ai ⇒ x 6∈

⋃
i∈I

Ai ⇒ ∀i ∈ Ix 6∈ Ai ⇒ ∀i ∈ Ix ∈ Āi ⇒ x ∈
⋂
i∈I

Āi

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó àíàëîãè÷íî.

ÇÀÄÀ×È
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1. Çàïèñàòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé:
à)x2−1 = 0; á)x2+1 = 0; â)x3−1 = 0; ã)x3−x = 0; ä)x2+4x+4 = 0.

2. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâàõ: à){1, 2, 3, {1, 2, 3}}; á){∅};
â) {∅, {∅}}?

3. Ðàâíû ëè ìíîæåñòâàA = {a, b, {c, d}}, B = {a, b, c, d}, C =
{a, {b, c}, d} åñëè a=b=c=d?

4. Çàïèñàòü ìíîæåñòâà, èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùåå ñâîéñòâî:
à){ 3, 6, 15, 9, 12, 18, 24, 21};
á){1, 4, 9, 16, 25, 36, 49};
â){2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, . . .}
ã){1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . . }
5. Çàäàòü ñâîéñòâîì ìíîæåñòâî: à) âñåõ ÷åòíûõ; á) âñåõ íå÷åò-

íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà R.
6. Ïóñòü A = {1, 2}, B = {{1, 2, 3}, {1, 3}, 1, 2}. Âåðíî ëè ÷òî à)

A ∈ B; á) A ⊆ B?
7. Ñîñòàâèòü P(A) äëÿ à) A =a, b, c; á) A = a; b, c; d.
8. Íàéòè îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèé x2 − 1 = 0 è 2x2 − 3x = 5
9. Ïóñòü A ⊆ B, a ∈ A. Êàêèå èç óòâåðæäåíèé âåðíû: à)a 6∈ B;

á)a ∈ A\B; â)a ∈ B; ã)a ∈ A∆B; ä)A ∈ B; å)A ⊆ A; æ)a ∈ A ∪B;
ç){a} ⊆ A.

10. Îïðåäåëèòå: à)∅∩∅; á){∅}∩{∅}; â){∅, {∅}}\∅; ã){∅, {∅}}\{∅};
ä){∅, {∅}}\{{∅}}.

11. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî: à)A∪B = A∪(B\A); á)A∩(B\A) = ∅;
â)A∩ (B\C) = (A∩B)\C = (A∩B ∩C)∆(A∩B); ã)A∪ (Ā∩B) =
A∆(Ā ∩B) = B∆(A ∩ B̄); ä) ¯A∆B = (A ∩B) ∪ (Ā ∩ B̄).

12. Äîêàçàòü âòîðîé çàêîí ïîãëîùåíèÿ A∩ (A∪B) = A (ñð. ñ
óïð. 8).

13. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî: à)A\B = A∆(A∩B); á) ¯A∆B = Ā∆B =
A∆B∆U .

14. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ çàêîíîâ äèñòðèáóòèâíîñòè ñïðàâåä-
ëèâû:

à)A\(B ∪C) = (A\B)∪ (A\C); á)A\(B ∩C) = (A\B)∩ (A\C);
â)A∆(B ∪ C) = (A∆B) ∪ (A∆C); ã)A\(B∆C) = (A\B)∆(A\C);
ä)A∩ (B\C) = (A∩B)\(A∩C); å) A∩ (B∆C) = (A∩B)∆(A∩C)
?
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15. Äîêàçàòü, ÷òî:
à)A ∪ B ⊆ C ⇔ A ⊆ C è B ⊆ C; á)A ⊆ B ∩ C ⇔ A ⊆ B è

A ⊆ C; â)A\B = ∅ ⇔ A ⊆ B; ã)A ⊆ B ∪ C ⇔ A ∩ B̄ ⊆ C; ä)A ⊆
B ⇔ A ∪ C ⊆ B ∪ C; å) A ⊆ B ⇔ B̄ ⊆ Ā; æ)A = B ⇔ A∆B = ∅

16.Óïðîñòèòü âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóÿ çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû
ìíîæåñòâ:

à)A∩ (A∪U)∩ (B ∪∅); á)(A∩B)∪ ((A∪B)∩ (Ā∪B)); â)A∪
(B cap ¯A ∩B); ã)(Ā ∩B ∩ C) ∪ (Ā ∩B ∩ C) ∪B ∪ C.

17. Äîêàçàòü îáîáùåííûå çàêîíû áóäåâîé àëãåáðû ìíîæåñòâ:
à)
⋃
k∈K

⋃
t∈T Akt =

⋃
t∈T

⋃
k∈K Akt; á)

⋃
k∈K Ak ∪

⋃
k∈K Bk =⋃

k∈K(Ak ∪Bk); â)
⋃
k∈K(B ∩Ak) = B ∩ (

⋃
k∈K Ak).

18. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé{
A ∩X = B,

A ∪X = C,

ãäå A,B,C - äàííûå ìíîæåñòâà è B ⊆ A ⊆ C.
19. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ X ∪

A = B?
20. Äîêàçàòü, ÷òî |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
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2. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Äåêàðòîâûì èëè ïðÿìûì ïðîèçâåäå-

íèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïàð (x, y) ýëåìåíòîâ A è B, ãäå x ∈ A, y ∈ B. Äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àåòñÿ A×B. Èòàê,

A×B = {(x, y)|x ∈ A, y ∈ B}

Åñëè A = B, òî A× A íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì êâàäðàòîì

(ïðÿìûì) ìíîæåñòâà A:

A2 = A×A = {(x, y)|x, y ∈ A}

Íàïðèìåð, åñëè A = R, òî R2 - ÷èñëîâàÿ ïëîñêîñòü.
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A1, A2, ..., An îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (x1, x2, ..., xn), ãäå xi ∈
Ai, i = 1, 2, ..., n/

A1 ×A2 × ...×An = {(x1, x2, ..., xn)|xi ∈ Ai, i = 1, 2, ..., n}

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ À íàçûâàåò-
ñÿ n-îé äåêàðòîâîé (ïðÿìîé) ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà À è îáî-
çíà÷àåòñÿ An:

An = {(x1, x2, ..., xn)|xi ∈ A, i = 1, 2, ..., n}

Íàïðèìåð, åñëè A = R, òî Rn- n-ìåðíîå ÷èñëîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

Óïðàæíåíèå 15. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìíî-
æåñòâ: à)[a; b]× [c; d], ãäå [a;b], [c;d] - îòðåçêè äåéñòâèòåëüíîé ïðÿ-
ìîé; á)[a; b]× R.

Ðåøåíèå: à) Ïî îïðåäåëåíèþ, [a; b]×[c; d] = {(x, y)|x ∈ [a; b], y ∈
[c; d]}. Òàêèì îáðàçîì, x è y ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòàìè òî÷åê
ïëîñêîñòè, çàïîëíÿþùèõ ïðÿìîóãîëüíèê.

á) Òî÷êè çàïîëíÿþò áåñêîíå÷íóþ ïîëîñó.
Óïðàæíåíèå 16.Äîêàçàòü, ÷òî

⋂
i∈I Ai×

⋂
i∈I Bi =

⋂
i∈I(Ai×

Bi).
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Ðèñ. 7:

Ðåøåíèå: (x, y) ∈
⋂
i∈I Ai×

⋂
i∈I Bi ⇒ x ∈

⋂
i∈I Ai, y ∈

⋂
i∈I Bi ⇒

∀i ∈ Ix ∈ Ai, ∀i ∈ Iy ∈ Bi ⇒ ∀i ∈ Ix inAi, y ∈ Bi ⇒ ∀i ∈ I(x, y) ∈
Ai ×Bi ⇒ (x, y) ∈

⋂
i∈I(Ai ×Bi). Îáðàòíîå àíàëîãè÷íî.

Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ mathcalp íà ìíî-
æåñòâå A, B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèÿ
ìíîæåñòâ A è B:

ρ ⊆ A×B.

Â ñëó÷àè A = B îòíîøåíèå ρ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì íà ìíîæå-
ñòâå À:

ρ ⊆ A×A = A2

Åñëè ïàðà (x, y) ∈ ρ, ãäå x ∈ A, y ∈ B, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò
x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîâ y è çàïèñûâàåòñÿ xρy.
Òàêèì îáðàçîì, çàïèñè (x, y) ∈ ρ è xρy ðàâíîçíà÷íû.

Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå: ïàðà ÷èñåë (3,4) íàõîäèòñÿ â îòíîøå-
íèè "ìåíüøå ðàâíîçíà÷íî áîëåå ïðèâû÷íîìó 3<4; óòâåðæäåíèå:
(Ìèøà, Ìàøà) íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè "áûòü áðàòîì ðàâíîçíà÷íî
áîëåå ïðèâû÷íîìó - Ìèøà -áðàò Ìàøè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïàðà (Ìà-
øà, Ìèøà) íå íàõîäèòñÿ â äàííîì îòíîøåíèè. Ïîñêîëüêó îòíîøå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè, íàä ìèíè îïðåäåëåíû âñå îïåðàöèè
äëÿ ìíîæåñòâ: ρ1 ∪ ρ2, ρ1 ∩ ρ2, ρ1\ρ2, ρ1∆ρ2, ρ̄, ãäå ρ1, ρ2 ⊆ A× B.
Ïðè ýòîì, ïóñòîå îòíîøåíèå - ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îä-
íîé ïàðû, ðîëü óíèâåðñóìà èñïîëíÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ïàð, òî
åñòü äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A×B.
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Îïðåäåëåíèå 8. 1) Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom(ρ) îòíî-
øåíèÿ ρ ⊆ A × B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ
ïàð, âõîäÿùèõ â ρ:

dom(ρ) = {x ∈ A|∃y ∈ B, (x, y) ∈ ρ}

2)Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ring(ρ) îòíîøåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ ïdnjhs[ ýëåìåíòîâ ïàð, âõîäÿùèõ â ρ:

ring(ρ) = {y ∈ B|∃x ∈ A, (x, y) ∈ ρ}

3) Îáðàòíûì îòíîøåíèåì íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå, îïðåäå-
ëåííîå íà ìíîæåñòâàõ B, A:

ρ−1 = {(x, y)|(y, x) ∈ ρ}, x ∈ A, y ∈ B.

4) Ïóñòü ρ1 ⊆ A×B, ρ2 ⊆ B×C.Ïðîèçâåäåíèåì (êîìïîçè-

öèåé) îòíîøåíèé ρ1 è ρ2 íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ρ1◦ρ2, çàäàííûì
íà A, C:

ρ1 ◦ ρ2 = {(x, y)|∃z, (x, z) ∈ ρ1, (z, y) ∈ ρ2}, x ∈ A, z ∈ B, y ∈ C.

Óïðàæíåíèå 17. Äëÿ îòíîøåíèÿ ρ = {(x, y)|x, y ∈ N, y =
2x} íàéòè dom(ρ), ring(ρ), ρ−1, ρ ◦ ρ, ρ ◦ ρ−1, ρ−1 ◦ ρ.

Ðåøåíèå:

dom(ρ) = {x|∃y ∈ N, y = 2x} = N
ring(ρ) = {y|∃x ∈ N, y = 2x} = {2, 4, 6, ...}

ρ−1 = {(x, y)|(y, x) ∈ ρ} = {(x, y)|x = 2y, x, y ∈ N} = {(x, y)|y =
x/2, x, y ∈ N}

ρ ◦ ρ = {(x, y)|∃z, (x, z) ∈ ρ, (z, y) ∈ ρ} = {(x, y)|∃z ∈ N, z =
2x, y = 2y} = {(x, y)|x, y ∈ N, y = 4x}

ρ ◦ ρ−1 = {(x, y)|∃z, (x, z) ∈ ρ, (z, y) ∈ ρ−1} = {(x, y)|∃z ∈ N, z =
2x, z = 2y} = {(x, y)|x, y ∈ N, x = y

ρ−1 ◦ ρ = {(x, y)|∃z, (x, z) ∈ ρ−1, (z, y) ∈ ρ} = {(x, y)|∃z ∈ N, x =
2z, y = 2z} = {(x, y)|x, y ∈ N, x = y, x-÷åòíîå} = {(2, 2), (4, 4), ...}

Óïðàæíåíèå 18. Äîêàçàòü ñâîéñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé:

(ρ1 ◦ ρ2)−1 = ρ−12 ◦ ρ
−1
1 .
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Ðåøåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèå - ýòî ìíîæåñòâà ïîýòîìó
òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî äâóõ ìíîæåñòâ, êàê â ïðåäûäóùåé
ãëàâå.

(x, y) ∈ (ρ1 ◦ ρ2)−1 ⇒ (y, x) ∈ ρ1 ◦ ρ2 ⇒ ∃z, (y, z) ∈ ρ1, (z, x) ∈
ρ2 ⇒ ∃z, (z, y) ∈ ρ−11 , (x, z) ∈ ρ−12 ⇒ (x, y) ∈ ρ−12 ◦ ρ

−1
1 . Îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 9. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ρ ⊆ A2, çàäàííîå íà
ìíîæåñòâå À, íàçûâàåòñÿ:

à) ðåôëåêòîðíûì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç À íàõîäèòñÿ â
äàííîì îòíîøåíèè ñ ñîáîé:

∀x ∈ Axρx;

á) ñèììåòðè÷íûì, åñëè

∀x, y ∈ Axρy ⇒ yρx;

â) òðàíçèòèâíûì, åñëè

∀x, y, z ∈ Axρy, yρz ⇒ xρz.

Îòíîøåíèå ρ ⊆ A2 íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíî-

ñòè íà ìíîæåñòâå À, åñëè îíî ðåôëåêòîðíî, ñèììèòðè÷íî è òðàí-
çèòèâíî îäíîâðåìåííî. Àáñòðàêòíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∼ . Çàïèñòü (A,∼) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
À âìåñòå ñ çàäàííûì íà íåì îòíîøåíèè ýêâèâàëåíòíîñòè.

Óïðàæíåíèå 19. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ:

à) îòíîøåíèå ðàâåðñòâà(=) íà ìíîæåñòâå R;
á) îòíîøåíèå ïîäîáèÿ (') íà ìíîæåñòâå òðåóãîëüíèêîâ;
â) îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ (‖) íà ïëîñêîñòè;
ã) îòíîøåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ (⊥) íà ïëîñêîñòè;

ä) îòíîøåíèå "äåëèòüñÿ áåç îñòàòêà"(
...) íà ìíîæåñòâå N;

å) îòíîøåíèå "íàõîäèòüñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò Ìîñê-
âû"íà ìíîæåñòâå ãîðîäîâ?

Ðåøåíèå: à) ÿâëÿåòñÿ. Î÷åâèäíî, ∀x ∈ Rx = x;∀x, y ∈ Rx =
y ⇒ y = x;∀x, y, z ∈ Rx = y, y = z ⇒ x = z.
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á) ÿâëÿåòñÿ.
â) ßâëÿåòñÿ. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ l ñ÷èòàåòñÿ ïàðàëëåëüíîé ñåáå:

l ‖ l; l1 ‖ l2 ⇒ l2 ‖ l1; l1 ‖ l2 ⇒ l2 ‖ l3 ⇒ l1 ‖ l3.
ã) íå ÿâëÿåòñÿ. Ïðÿìàÿ l íå ïåðïåíäèêóëÿðíà ñåáå. Ñèììåò-

ðè÷íîñòü âûïîëíÿåòñÿ: l1 ⊥ l2 ⇒ l2 ⊥ l1; íî òðàíçèòèâíîñòü - íåò:
l1 ⊥ l2, l2 ⊥ l3 ⇒ l1 ‖ l3, à íå l1 ⊥ l3.

ä) íå ÿâëÿåòñÿ. Ðåôëåêñèâíîñòü âûïîëíåíà: ∀x ∈ Nx
...x; íî

ñèììåòðè÷íîñòü - íåò: x
...y 6⇒ y

...x. Òðàíçèòèâíîñòü âûïîëíåíà:

x
...y, y

...z ⇒ x
...z.

å) ÿâëÿåòñÿ. Êàæäûé ãîðîä íàõîäèòñÿ ñàì ñ ñîáîé íà îäèíà-
êîâîì ðàññòîÿíèè îò Ìîñêâû; åñëè ãîðîäà x è y íàõîäÿòñÿ íà
îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò Ìîñêâû, òî æå ñàìîå äëÿ ãîðîäîâ y
è x; åñëè ãîðîäà x è y íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò
Ìîñêâû, ãîðîäà y è z íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêîâîì, à, çíà÷èò, íà òîì
æå ðàññòîÿíèè îò Ìîñêâû, òî x è z òàêæå íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêî-
âîì ðàññòîÿíèè îò Ìîñêâû.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A çàäàíî îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, x - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç A. Ìíîæåñòâî
âñåõ ýëåìåíòîâ èç A, ýêâèâàëåíòíûõ x, íàçûâàåòñÿ êëàññîì ýê-

âèâàëåíòíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì x. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îáî-
çíà÷àåòñÿ [x]:

[x] = {y ∈ A|y ∼ x}

Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, íà-
çûâàåòñÿ ôàêòîð - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A ïî îòíîøåíèþ ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Ôàêòîð - ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ A/∼:

A/∼ = {[x]|x ∈ A}.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ðàçíûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ (äîêàæèòå!) è îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A.

Îòíîøåíèå, ðàññìàòðèâàåìîå íèæå, èñêëþ÷èòåëüíî âàæíî äëÿ
òåîðèè ÷èñåë è àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü x,y - ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, m
- íàòóðàëüíîå, m>1. ×èñëà x è y íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî

ìîäóëþ m, åñëè (x− y)
...m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äåëåíèè íà m
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÷èñëà x è y äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè. Îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ
çàïèñûâàåòñÿ òàê:

x ≡ y(modm)

Íàïðèìåð: 1≡4(mod 3). Òàêæå 1≡-2(mod 3)
Óïðàæíåíèå 20. Ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ åñòü

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z, îïðå-
äåëèòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè è ôàêòîð - ìíîæåñòâî.

Ðåøåíèå:∀x ∈ Z;x ≡ x(modm), x− x = 0 ≡ m
∀x, y ∈ Z;x ≡ x(modm), òàê êàê ðàçíîñòè x-y è y-x îòëè÷àþò-

ñÿ òîëüêî çíàêîì.
∀x, y, z ∈ Z;x ≡ y(modm), y ≡ z(modm) ⇒ x ≡ z(modm), òàê

êàê x − z = (x − y) + (y − z) è ñóììà ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà m,
ñàìà äåëèòñÿ íà m. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ åñòü
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè Z.

Âîçüìåì äëÿ ïðèìåðà m=3. Êëàññ [0] ñ ïðåäñòàâèòåëåì 0 åñòü
ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ñ 0, òî åñòü äàþùèì ïðè
äåëåíèè íà 3 îñòàòîê 0. Ñëåäîâàòåëüíî, [0] = {...,−6,−3, 0, 3, 6, ...} =
{x|x = 3n, n ∈ Z}. Ðàññìîòðèì òåïåðü êëàññ [1] ñ ïðåäñòàâèòåëåì
1. Â íåãî, î÷åâèäíî, ïîïàäóò âñå öåëûå ÷èñëà, äàþùèå ïðè äåëå-
íèè íà 3 îñòàòîê 1, òî åñòü [1] = {...,−5,−2, 1, 4, 7, ...} = {x|x =
3n+ 1, n ∈ Z}. Íàêîíåö, êëàññ [2] áóäåò ñîñòîÿòü èç öåëûõ ÷èñåë,
äàþùèõ ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòîê 2: [2] = {...,−4,−1, 2, 5, 8, ...} =
{x|x = 3n + 2, n ∈ Z}. Ïîñêîëüêó ïðè äåëåíèè íà 3 âîçìîæíû
ëèøü îñòàòêè 0, 1, 2, òî äðóãèõ êëàññîâ ýêâèâàëåòíîñòè íå ñóùå-
ñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàêòîð-ìíîæåñòâî Z≡(mod3) = {[0], [1], [2]}.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî m>1
ôàêòîð- ìíîæåñòâî Z≡(modm) = {[0], [1], ..., [m − 1]}. Îíî íàçûâà-
åòñÿ ãðóïïîé îñòàòêîâ (âû÷åòîâ) ïî mod m. Åñëè m-ïðîñòîå
÷èñëî, òî ôàêòîð -ìíîæåñòâî îáðàçóåò êîíå÷íîå ïîëå Ãàëóà. Êàê
óæå áûëî ñêàçàíî, ýòè ïîíÿòèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ
òåîðåòè÷åñêèõ, à òàêæå ïðèêäàäíûõ (íàïðèìåð, â òåîðèè êàäè-
ðîâàíèÿ) âîïðîñàõ ìàòåìàòèêè.

Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 12. Îòíîøåíèåρ ⊆ A2 íàçûâàåòñÿ àíòèñèì-
ìåòðè÷íûì, åñëè ∀x, y ∈ A;xρy, yρx⇒ x = y. Äðóãèìè ñëîâàìè,
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åñëè x è y - ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç À, òî x ⊂ y è y ⊂ x íå ìîãóò
îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ â îòíîøåíèè ρ.

Îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì (íåñòðîãîãî) ÷àñòè÷-
íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå A, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, àíòèñèì-
ìåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî. Îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà îáîçíà÷àåòñÿ çíà-
êîì ≤. Ìíîæåñòâî A ñ çàäàííûì íà íåì îòíîøåíèè ≤ íàçûâàåòñÿ
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ (A,≤).

Ïðèìåðû: 1) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ñ îáû÷íûì
îòíîøåíèåì ≤ ìåæäó íèìè. Î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:
∀x ∈ R;x ≤ x -ðåôëåêñèâíîñòü;
∀x, y ∈ R;x ≤ y è y ≤ x⇒ x = y - àíòèñèììåòðè÷íîñòü;
∀x, y, z ∈ R;x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z - òðàíçèòèâíîñòü.
Òàêèì îáðàçîì, (R,≤) -÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
2) Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ P(U) óíèâåðñóì U ñ îòíî-

øåíèåì âêëþ÷åíèÿ ⊆ ìåæäó ìíîæåñòâàìè. Ïðîâåðèì ñâîéñòâà:
∀A ⊆ U ;A ⊆ A - ðåôëåêñèâíîñòü;
∀A,B ⊆ U ;A ⊆ B è B ⊆ A⇒ A = B - àíòèñèììåòðè÷íîñòü;
∀A,B,C ⊆ U ;A ⊆ B,B ⊆ C ⇒ A ⊆ C - òðàíçèòèâíîñòü.
Ñëåäîâàòåëüíî (P(U),⊆) - ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-

ñòâî. Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ïåðâîì ïðèìåðå äëÿ ëþáûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë x è y âûïîëíÿåòñÿ x ≤ y èëè y ≤ x, òî åñòü ëþáûå
÷èñëà ñðàâíèìû, òî äëÿ îòíîøåíèÿ ⊆ âî âòîðîì ïðèìåðå î÷åâèä-
íûì îáðàçîì ñóùåñòâóþò òîæäåñòâà A,B òàêèå, ÷òî íåâåðíî êàê
A ⊆ B, òàê è B ⊆ A, ñêàæåì, A = {1, 2}, B = {2, 3}. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ïðîèçâîëüíîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå íå âñå
îáúåêòû îáÿçàíû áûòü ñðàâíèìûìè îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâà-
åìîãî ïîðÿäêà.

Óïðàæíåíèå 21. Êàêèå èçñëåäóþùèõ îòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ
îòíîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæå-
ñòâàõ:

à) îòíîøåíèå ðàâåíñòâà (=) íà R;
á) îòíîøåíèå ïîäîáèÿ (') íà ìíîæåñòâå òðåóãîëüíèêîâ;

â) îòíîøåíèå "äåëèòñÿ áåç îñòàòêà"(
...) íà N;

ã) îòíîøåíèå |ā| ≤ |b̄| íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ;
ä) îòíîøåíèå max[a;b]f(x) ≤ max[a;b]g(x) íà ìíîæåñòâå ôóíê-

öèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå [a;b]?
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å) îòíîøåíèå ā ≤ b̄⇔ xi ≤ yi, i = 1, 2, ..., n, ãäå ā = {x1, ..., xn}, b̄ =
{y1, ..., yn} - n-ìåðíûå âåêòîðû ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè?

Ðåøåíèå: à) ÿâëÿåòñÿ. Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ñèììåòðè÷íî, ðå-
ôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî (ñì. óïð 19à). Â òî æå âðåìÿ îíà àíòè-
ñèììåòðè÷íà, òàê êàê x = y è y = x⇒ x = y.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî áûëî áû îøèáî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî
åñëè îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî, òî îíî íå ìîæåò áûòü àíòèñèììåò-
ðè÷íî è íàîáîðîò.

á) íå ÿâëÿåòñÿ. Îòíîøåíèå ïîäîáèÿ ðåôëåêñèâíî è òðàíçè-
òèâíî (ñì. óïð. 19á), íî íå ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì, òàê êàê
ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè íå îáÿçàíû áûòü ðàâíûìè.

â) ÿâëÿåòñÿ. Îòíîøåíèå
... ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî (ñì.

óïð. 19ä). Âûïîëíåíî è ñâîéñòâî àíòèñèììåòðè÷íîñòè: x
...y è y

...x⇒
x = y.

ã) íå ÿâëÿåòñÿ. |ā| ≤ |b̄| è |b̄| ≤ |ā| âëåêóò |ā| = |b̄|, íî ýòî íå
îçíà÷àåò ðàâåíñòâà âåêòîðîâ ā è b̄.

ä) íå ÿâëÿåòñÿ. Ðàâåíñòâî ìàêñèìóìîâ ôóíêöèé íå îçíà÷àåò
ðàâåíñòâà ñàìèõ ôóíêöèé.

å) ÿâëÿåòñÿ. Ðåôëåêñèâíîñòü è òðàíçèòèâíîñòü î÷åâèäíà. Àí-
òèñèììåòðè÷íîñòü âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ā ≤ b̄ è b̄ ≤ ā ⇒ xi ≤
yi, i = 1, 2, ..., n ⇒ ā = b̄. Ïðè ýòîì íå âñå âåêòîðû èç Rn îêàçû-
âàåòñÿ ñðàâíèìûìè. Òàê, ā = (0, 1) è b̄ = (0, 1) íå íàõîäÿòñÿ â
äàííîì îòíîøåíèè ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü (A,≤) - ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ

à) íàèìåíüøèì, åñëè ∀x ∈ Ax ≤ a;
á) íàèáîëüøèì, åñëè ∀x ∈ Aa ≤ x;
â) ìèíèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò x ∈ A, òàêîãî, ÷òî

x < a;
ã) ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò xinA òàêîãî, ÷òî a <

x.
Çäåñü îòíîøåíèå x<y ïîíèìàåòñÿ êàê x ≤ y è x 6= y.
Óïðàæíåíèå 22. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A = {1, 2, 3, 4, 5} çà-

äàíî îòíîøåíèå ÷àñòèíîãî ïîðÿäêà x ≤ y ⇔ y
...x (ñì. óïð. 21â).

Îïðåäåëèòü íàèìåíüøèé, íàèáîëüøèé, ìèíèìàëüíûé, ìàêñèìàëü-
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íûé ýëåìåíòû.
Ðåøåíèå: Íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ 1, òàê

êàê 1 ≤ x, äëÿ ëþáîãî x ∈ A. Íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà íå ñóùå-
ñòâóåò, òàê êàê â À íåò ÷èñëà, êîòîðîå äåëèòñÿ íà âñå îñòàëüíûå
÷èñëà. ×èñëî 1 íå ÿâëÿÿñü íàèìåíüøèì, ðàçóìååòñÿ áóäåò è ìè-
íèìàëüíûì. Ìàêñèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 3,4,5,
òàê êàê äëÿ êàæäîãî èç íèõ íåò áîëüøåãî (÷èñåë, êðàòíûõ èì).

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü (A,≤) - ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî. Ïîðÿäîê ≤ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè ∀x, y ∈ A
âûïîëíåíî x ≤ y èëè y ≤ x. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáûå ýëåìåíòû
èç A ñðàâíèìû îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïîðÿäêà. Ìíîæåñòâî À â
ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èëè öåïüþ.

Ïðèììåðû: ìíîæåñòâî (R,≤) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-
íûì; ìíîæåñòâî (P(U),⊆) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì.

Óïðàæíåíèå 22. Îòíîøåíèå ā ≤ b̄ ⇔ xi ≤ yi, i = 1, 2, ..., n,,
ãäå ā = (x1, x2, ..., xn), b̄ = (y1, y2, .., yn) - n-ìåðíûå âåêòîðû ñ
âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè, íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì
(ñì. óïð. 21å). Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü íà Rn îòíîøåíèÿ ëèíåéíîãî
ïîðÿäêà?

Ðåøåíèå: Ìîæíî. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå: ā ≤ b̄ ⇔ x1 < y1
èëè (x1 = y1 è x2 < y2) èëè (x1 = y1, x2 = y2 è x3 < y3) èëè .
. . èëè (x1 = y1, x2 = y2, ..., xn−1 = yn−1 è xn < yn). Ïðîâåðüòå
ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ïîðÿäêà, è ëþáûå âåêòîðû èç Rn ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé. Òàêîé
ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ ëåêñèãðàôè÷åñêèì (ïî÷åìó?), è îí ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâ, ìàòðèö è òîìó ïîäîáíîå.

Îïðåäåëåíèå 15. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê ≤ íà ìíîæåñòâå À íà-
çûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â êàæäîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå À ñó-
ùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ìíîæåñòâî (A,≤) â ýòîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

Ïðèìåð: 1) ìíîæåñòâî (R,≤) íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åí-
íûì; 2) ìíîæåñòâî (N,≤) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

Óïðàæíåíèå 23. Ïóñòü ρ1, ρ2 - ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè íà ìíî-
æåñòâå À.

1)Äîêàçàòü, ÷òî ρ1 ∩ ρ2 -÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà À.
2) Áóäåò ëè ρ1 ∩ ρ2 : à) ëèíåéíûì, åñëè ρ1, ρ2 -ëèíåéíû;
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á) ïîëíûì, åñëè ρ1, ρ2 -ïîëíûå.
Ðåøåíèå: 1) Çàìåòèì, ÷òî åñëè ρ1 ∩ ρ2 = ∅, òî óòâåðæäåíèå

âåðíî, òàê êàê ïóñòîå îòíîøåíèå àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò
îïðåäåëåíèþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî ρ1 ∩
ρ2 6= ∅∀x ∈ A(x, x) ∈ ρ1 è (x, x) ∈ ρ2 ⇒ ∀x(x, x) ∈ ρ1 ∩ ρ2
- ðåôëåêñèâíûå. Ïóñòü (x, y) ∈ ρ1 ∩ ρ2 è (y, x) ∈ ρ1 ∩ ρ2 äëÿ
íåêîòîðûõ x, y ∈ A. Òîãäà (x, y) è (y, x) ∈ ρ1 ⇒ x = y, çíà÷èò,
ρ1 ∩ ρ2 -àíòèñèììåòðè÷íî. Íàêîíåö, åñëè (x, y) ∈ ρ1 ∩ ρ2 è (y, z) ∈
ρ1 ∩ ρ2, òî (x, y) ∈ ρ1, (y, z) ∈ ρ1 è (x, y) ∈ ρ2, (y, z) ∈ ρ2, îòêóäà
(x, z) ∈ ρ1 è (x, z) ∈ ρ2 ⇒ (x, z) ∈ ρ1 ∩ ρ2 - òðàíçèòèâíîñòü.
Äîêàçàíî, ÷òî ρ1 ∩ ρ2 - ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà À.

2à) Íå îáÿçàòëüíî. Ïóñòü x,y -ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç À. Ïî-
ñêîëüêó ρ1, ρ2 ïî óñëîâèþ ëèíåéíûå ïîðÿäêè, òî x, y - ñðàâíè-
ìû ïî êàæäîìó èç ýòèõ îòíîøåíèé. Íî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
(x, y) ∈ ρ1 è (y, x) ∈ ρ2, ñëåäîâàòåëüíî, (y, x) 6∈ ρ1 è (x, y 6∈ ρ2),
òî åñòü (x, y) 6∈ ρ1 ∩ ρ2 è (y, x) 6∈ ρ1 ∩ ρ2, çíà÷èò, x è y íå áóäóò
ñðàâíèìû ïî îòíîøåíèþ ρ1 ∩ ρ2.

2á) Íå îáÿçàòåëüíî. â ñèëó ï.à)
Óïðàæíåíèå 24. Ïóñòü ≤ - îáû÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå

N0 = {0, 1, 2, ...}. Íàéòè ≤ ◦ ≥.
Ðåøåíèå: Îòíîøåíèå ≤ åñòü ìíîæåñòâî ρ1 = {(x, y)|x, y ∈

N0, x ≤ y}. Îòíîøåíèå ≥ åñòü ìíîæåñòâî ρ2 = {(x, y)|x, y ∈
N0, x ≥ y}. Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèöèè îòíîøåíèå ρ1 ◦ ρ2 =
{(x, y)|∃z, (x, z) ∈ ρ1, (z, y) ∈ ρ2, x, y, z ∈ N0} = {(x, y)|∃z, x ≤
z, z ≥ y, x, y, z ∈ N0}. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ N0, î÷åâèäíî, òàêîé ýëå-
ìåíò z íàéäåòñÿ, íàïðèìåð z = max{x, y}. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ1 ◦ ρ2
ñîñòîèòèç âñåõ ïàð 9x, y), x, y ∈ N0, òî åñòü ρ1 ◦ ρ2 = N2

0.
Ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 14. Ôóíêöèåé èëè îòîáðàæåíèåì èç ìíî-
æåñòâà X â ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå f ⊆
X × Y òàêîå, ÷òî

(x, y1) ∈ f, (x, y2) ∈ f ⇒ y1 = y2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X íå ìîæåò íàõîäèòñÿ
â îòíîøåíèè ñ äâóìÿ èëè áîëåå ýëåìåíòîâ èç Y.

Çàïèñü (x, y) ∈ f ýêâèâàëåíòíà ïðèâû÷íîìó îáîçíà÷åíèþ y =
f(x).
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Óäîáíî òàêæå çàïèñûâàòü f : X → Y . Ýëåìåíòû x ∈ X íàçû-
âàþò àðãóìåíòîì èëè ïðîîáðàçîì, ýëåìåíòû y ∈ Y - çíà÷å-
íèåì èëè îáðàçîì.

Ðèñ. 8:

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé áèíàðíîãî îòíîøå-
íèÿ íà ìíîæåñòâàõ X, Y, òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû âñå ïîíÿòèÿ,
ñâÿçàííûå ñ îòíîøåíèÿìè (îïðåäåëåíèå 8). Òàê, dom(f) åñòü îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè; îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî dom(f)
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì X; ring(f) - îáëàñòü çíà÷åíèé ôê-
íóöèè, ring(f) ⊆ Y . Åñëè çàäàíî äâå ôóíêöèè: f1 : X → Y è
f2 : Y → Z, òî f1 ◦f2 - êîìïîçèöèÿ (ñóïåðïîçèöèÿ) ôóíêöèè -
ýòî ôóíêöèÿÿ èç X â Z. Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ïðèíÿò òåðìèí
"ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ"èëè ôóíêöèÿ îò ôóíêöèè: f1 ◦ f2 = f2(f1(x))
- îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîðÿäîê.

Ñòîèò ïîäðîáíåå ðàññìîòðåòü ïîíÿòèå îáðàòíîé ôóíêöèè. Íà-
ïðàøèâàþùàÿñÿ ìûñëü, ÷òî ýòî åñòü îáðàòíîå îòíîøåíèå, î÷å-
âèäíî íåâåðíà. Îáðàòíîå îòíîøåíèå f−1 = {(y, x), (x, y) ∈ f} =
{(y, x)|y = f(x)} ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ f, íî îíî íå
îáÿçàíî ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèåé, òî åñòü óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëå-
íèþ 14. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå êîòîðîãî íåò èçîáðàæåíà ôóíê-
öèÿ, äëÿ êîòîðîé äâóì ðàçëè÷íûì àðãóìåíòàì ìîîòâåòñòâóåò îä-
íî çíà÷åíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíîå îòíîøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé.

Óïðàæíåíèå 25. Èìååò ëè ôóíêöèÿ y = sinx îáðàòíóþ?
Ðåøåíèå: Îòâåò çàâèñèò îò òîãî, êàê çàäàåòñÿ ôóíêöèÿ. Åñëè

ïîíèìàòü ôóíêöèþ y = sinx êàê îòîáðàæåíèå f : R → [−1; 1],
òî, î÷åâèäíî, îíà íå èìååò îáðàòíîé ôóíêöèè, òàê êàê îäíîìó
ýëåìåíòó y ∈ [−1; 1] ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ x
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òàêèõ, ÷òî y = sinx. Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åíèå ôóíê-
öèè, îáû÷íî íà îòðåçêå [−π /2;π/2], òî åñòü y = sinx åñòü îòîáðà-
æåíèå [−π/2;π/2] → [−1; 1], òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò è
îíà íàçûâàåòñÿ arcsin : x = arcsin. Ïî îáû÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ïðàêòèâå àðãóìåíò è çíà÷åíèå îáðàòíîé ôóíêöèè ïðåäïî÷èòàþò
îáîçíà÷àòü x è y ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ åñòü
y = arcsinx : [−1; 1]→ [pi/2;π/2].

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü f : X → Y - îòîáðàæåíèå èç ìíî-
æåñòâà X â ìíîæåñòâî Y,òàêîå, ÷òî : dom(f) = X, ring(f) =
Y è f−1 - îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ èç Y â X. Îòîáðàæåíèå f íàçû-
âàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì èç X â Y èëè
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè

X è Y. Òàêîå îòîáðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ f : X
1−1−−→ Y .

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ è òàêàÿ òåðìèíàëîãèÿ: îòîáðàæåíèå f :
X → Y ÿâëÿþùååñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæ-
äó X è Y ′ ⊆ Y , íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì èëè èíúåêöèåé;
îòîáðàæåíèå f : X → Y , äëÿ êîòîðîãî ring(f) = Y , íàçûâàåòñÿ

îòîáðàæåíèåì "íà"èëè ñþçúåêöèåé. Îòîáðàæåíèå f : X
1−1−−→ Y

ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî èíúåêöèåé è ñþðúåêöèåé è íàçûâàåòñÿ
áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèè èëè áèåêöèåé.

Óïðàæíåíèå 26. Êàêèå èç äàííûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè ìåæäó óêàçàííûìè ìíîæåñòâàìè:

à) f : R→ R, f(x) = x3;
á) f : R → R+

0 , f(x) = x2, ãäå R+
0 - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë;
â) f : R/{0} → R/{0}, f(x) = 1/x ?
Ðåøåíèå: à) ÿâëÿåòñÿ. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = 3

√
y;

á) íå ÿâëÿåòñÿ. Îáëàñòü çíà÷åíèé - âñå ìíîæåñòâî R+
0 , íî îá-

ðàòíîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ëþáîìó y > 0 ñîîòâåò-
ñòâóåò äâà çíà÷åíèå x = ±√y;

â) ÿâëÿåòñÿ. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = 1/y.
Óïðàæíåíèå 27. Íàéòè êîìïîçèöèþ ôóíêöèè f ◦g: àf(x) =

2x+ 1, g(x) =
√
x;

á) f(x) =
√
x, g(x) = 2x+ 1.

Ðåøåíèå: à) Ïî ïîðåäåëåíèþ êîìïîçèöèè f◦g = {(x, y)|∃z, (x, z) ∈
f, (z, y) ∈ g} = {(x, y)|∃z, z = f(x), y = g(x)} = {(x, y)|∃, z =
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2x + 1, y =
√
z =
√

2x+ 1} = {(x, y)|y =
√

2x+ 1}. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, êîìïîçèöèÿ èëè ôóíêöèÿ îò ôóíêöèè åñòü y = g(f(x)) =√

2x+ 1.
á) Àíàëîãè÷íî ï.à) ïîëó÷èì f ◦ g = g(f(x)) = 2

√
x+ 1.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü f : X → Y è A ⊆ X. Îáðàçîì
ìíîæåñòâà À íàçîâåì f(A) = {y|∃x ∈ A, y = f(x)}. Åñëè B ⊆
ring(f), òî ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà B íàçîâåì ìíîæåñòâî f−1(B) =
{x|∃y ∈ B, y = f(x)}

Óïðàæíåíèå 28. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f
à) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B);
á) f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B)
Ðåøåíèå: à) Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ.
y ∈ f(A ∪ B) ⇒ ∃x ∈ A ∪ B, y = f(x) ⇒ ∃x, x ∈ A èëè

x ∈ B, y = f(x) ⇒ y ∈ f(A) èëè y ∈ f(B) ⇒ y ∈ f(A) ∪ f(B). Â
îáðàòíóþ ñòîðîíó àíàëîãè÷íî.

á) x ∈ f−1(A ∩ B) ⇒ ∃y inA ∩ B, y = f(x) ⇒ ∃y, y ∈ A è y ∈
B, y = f(x) ⇒ x ∈ f−1(A) è x inf−1(B) ⇒ x ∈ f−1(A) ∩ f−1(B).
Îáðàòíî àíàëîãè÷íî.

ÇÀÄÀ×È

21. Îïèøèòå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
à)[a; b]2; á) R2; â) R× [a; b]× [c; d]; ã) Rn, n = 1, 2, ...
22. Äîêàæèòå, ÷òî |A1 ×A2 × ...×An| = |A1||A2|...|An|
23. Äîêàæèòå, ÷òî
à) (A ∩B)× (C ∩D) = (A× C) ∩ (B ×D);
á) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C);
â) (A/B)× C = (A× C)/(B × C);
ã) A× (B/C) = (A×B)/(A× C)
24. Ïóñòü A = {0, 2, 4, 6, 8}, B = {1, 3, 8}. Ïåðå÷èñëëëèòü ýëå-

ìåíòû ñëåäóþùèõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíî-
æåñòâ A è B:

à) (x, y) ∈ ρ⇔ x+ y - ÷åòíî;
á) (x, y) ∈ ρ⇔ x ∗ y -÷åòíî;
â) (x, y) ∈ ρ⇔ x+ y < 5;
ã) (x, y) ∈ ρ⇔ x+ y = 3.
25. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà R:
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à) ρ = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}
á) ρ = {(x, y)|x2 + 4y2 = 1}
â) ρ = {(x, y)|x2 = y2}
ã) ρ = {(x, y)|y ≤ x2,−1 ≤ x ≤ 1}
26. Íàéòè dom(ρ), ring(ρ), ρ−1, ρ ◦ ρ, ρ ◦ ρ−1, ρ−1 ◦ ρ äëÿ îòíî-

øåíèé:

à) ρ = {(x, y)|x, y ∈ N, y
...x};

á) ρ = {(x, y)|x, y ∈ R, 2x < 3y}
â) ρ = {(x, y)|x, y ∈ [−π/2;π/2], y ≤ sinx}
27. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé
à) (ρ−1)−1 = ρ; á) ¯ρ−1 = ρ̄−1; â) (ρ1 ∪ ρ2)−1 = ρ−11 ∪ ρ

−1
2 ; ã)

(ρ1 ∩ ρ2)−1 = ρ−11 ∩ ρ−12 ; ä) |rho1 ◦ (ρ2 ◦ ρ3) = (ρ1 ◦ ρ2) ◦ ρ3; å)
(
⋃
i∈I ρi) ∗ q =

⋃
i∈I(ρi ∗ q).

28. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ1 è ρ2 ñèììåòðè÷íû, òî ρ1 ∪ ρ2, ρ1 ∩
ρ2, ρ

−1
1 , ρ1 ◦ |rho−1! òîæå ñèììåòðè÷íû.
29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ1, ρ2 àíòèñèììåòðè÷íû, òî ρ1∪ρ2, ρ−11

òîæå àíòèñèììåòðè÷íû.
30. Äîêàçàòü, ÷òî: à) ρ òðàíçèòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ρ ◦ ρ ⊆ ρ; á) åñëè ρ òðàíçèòèâíî, òî ρ−1 òîæå òðàíçèòèâíî.
31. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ - îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, òî ρ−1

- òàêæå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
32. Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ρ = {(x, y)|x, y ∈ R, x− y ∈ Q},

ãäå Q - ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, åñòü îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Îïèøèòå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ò ôàêòîð-ìíîæåñòâà.

33. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ - îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, òî
ρ−1 òàêæå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

34. Ïóñòü < -îòíîøåíèå îáû÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå N.
Íàéòè < ◦ <.

35. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè?
Äëÿ ïîñëåäíèõ íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé.

à) ρ = {(−1; 1), (0; 1), (1; 1)}; á) ρ = {(−1;−1), (−1; 1), (2; 2)};
â) ρ = {(1; 1), (2; 2), (3; 3), (4; 4)}.

36. Ïóñòü N0 = {0, 1, 2, ...}. Ïîñòðîéòå îòîðàæåíèå f : N0 → N0

à) âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå, íî íå íà N0; á) íà N0, íî íå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå.
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37. Ïóñòü |A| = m, |B| = n. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèé èç A â B? (Èõ ìíîæåñòâà îáîçíà÷àþò BA)

38. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èõ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé èìååò îá-
ðàòóþ. Çàïèñàòü îáðàòíûå ôóíêöèè ÿâíûì îáðàçîì è íàéòè èõ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

à) y = 2x − 1; á) y = x3; â) y =
√

1− x2, x ∈ [0, 1]; ã) y =
x
x−1 , x ∈ (−2; 1).

39. Íàéòè êîìïîçèöèþ ôóíêöèé f ◦ g:
à)f(x) = 1− x2, g(x) =

√
x; á)f(x) =

√
x, g(x) = 1 + x2.

40. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f :
à)f−1(A ∪ B) = f−1(A) ∪ f−1(B); á) f(A ∩ B) ⊆ f(A) ∩ f(B);

â) f−1(A/B) = f−1(A)/f−1(B).

34



3. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

Íèæå ðå÷ü ïîéäåò î âàæíîì è ñëîæíîì âîïðîñå-ñðàâíåíèè,
ãëàâíûì îáðàçîì, áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ìîæíî ëè ãîâîðèòü î
òîì, ÷òî îäíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò áîëüøå ýëåìåí-
òîâ, ÷åì äðóãîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî? Î÷åâèäíîÞ ïîäìíîæå-
ñòâî íå ìîæåò èìåòü áîëüøå ýëåìåíòîâ, ÷åì ñàìî ìíîæåñòâî, íî
ìîæåò ëè îíîî ñîäåðæàòü "ñòîëüêî æå"ýëåìåíòîâñêîëüêî èìååò-
ñÿ â ìíîæåñòâå? Â òåîðèè ìîùíîñòåé îñíîâîé ñëóæèò ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 16.Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîù-
íûìè, åñëè ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå, òî åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : A
1−1−−→ B.

Òîò ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû, îáîçíà÷àåòñÿ
|A| = |B| (ìîùíîñòü A ðàâíà ìîùíîñòè B). Òàêèìîáðàçîì, ñèìâîë
|A| îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà À. Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
À åãî ìîùíîñòü ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð: Ïóñòü À-ìîùíîñòü ÷åòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, N
- ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, A ⊆ N. Îäíàêî áûëî
áû íåâåðíî ñäåëàòü èç ýòîãî âûâîä, ÷òî â N "áîëüøå"÷èñåë, ÷åì
â À. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü ýëåìåíòû À, à ïîä íèìè
ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû N:

A : 246...2n
N : 123...n

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó A è N ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå çàäàåòñÿ ïðîñòîé ôóíêöèåé
f(n) = 2n, n ∈ N. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 16, ìíîæåñòâà À è N
ðàâíîìîùíû, |A| = |N|.

Óïðàæíåíèå 29. Äîêàçàòü ðàâíîìîùíîñòü:
à) äâóõ ïðîèçâîëüíûõ îòðåçêîâ [a;b] è [c;d];
á) äâóõ ïðîèçâîëüíûõ èíòåðâàëîâ (a;b) è (c;d) âåùåñòâåííûõ

÷èñåë, a < b < c < d.
Ðåøåíèå: à) Ìíåíèå, ÷òî íà áîëåå äëèííîì îòðåçêå "áîëü-

øå"òî÷åê, îøèáî÷íî. Äîêàçàòü ðàâíîìîùíîñòü ìîæíî ìíîãèìè
ñïîñîáàìè. Ïðîùå âñåãî ðàññìîòðåòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðà-
öèþ:
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Ðèñ. 9:

Ñîåäèíèâ òî÷êè a,c è b,d ïðÿìûìè, ïîëó÷èâ â ïåðåñå÷åíèè
òî÷êó S. Òîãäà îòðåçîê [a;b]ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîåêöèåé îòðåçêà
[c;d]. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êàæäîé òî÷êå x ∈ [a; b] ñîîòâåòñòâó-
åò ðîâíî îäíà òî÷êà y ∈ [c; d]. (Ïðè æåëàíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
[a;b] åñòü òåíü [c;d], S-ñîëíöå)

Äðóãèì ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ñîîòâåñòâèÿ ìåæäó [a;b] è
[c;d] ÿâíûì ñïîñîáîì

Ðèñ. 10:

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (a;c) è (b;d), î÷å-
âèäíî, áóäåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó îòðåç-
êàìè:

y − c
d− c

=
x− a
b− a

á) àíàëîãè÷íî à) , òîëüêî êîíöû îòðåçêîâ a,b è c,d íå èñïîëü-
çóþòñÿ.

Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà À è Â íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè è îáîçíà÷àþò A ∼ B. Îñíîâàíèåì äëÿ òàêîãî òåðìèíà ñëóæèò
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Óïðàæíåíèå 30. Ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè
ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðåøåíèå: Ïðîâåðèì, ÷òî îòíîøåíèå |A| = |B| à) ðåôëåêñèâíî,
á) ñèììåòðè÷íî, â) òðàíçèòèâíî.

à) |A| = |A|, òàê êàê ìåæäó À è À, î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, íàïðèìåð, òîæäåñòâåííî îòîá-
ðàæåíèå: f(x) = x, x ∈ A

á) Åñëè |A| = |B|, |B| = |C|, òî ñóùåñòâóþò f : A
1−1−−→ B.

Òîãäà f−1 : B
1−1−−→ A, ñëåäîâàòåëüíî, |B| = |A|.

â) Åñëè |A| = |B|, |B| = |C|, òî ñóùåñòâóþò f : A
1−1−−→ B è

g : B
1−1−−→ C. Òîãäà f ◦ g : A

1−1−−→ C. Òîãäà |A| = |C|.
Óïðàæíåíèå 31.Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë (a;b),

a<b, âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è âñå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R ðàâíîìîùíû.

Ðåøåíèå: Èç óïðàæíåíèÿ 29(á) è òîãî ôàêòà, ÷òî ðàâíîìîù-
íîñòü åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, äîñòàòî÷íî âûáðàòü êîí-
êðåòíûé èíòåðâàë, íàïðèìåð (−π

2 ; π2 ). Òîãäà ôóíêöèÿ y = tg x
îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó (−π

2 ; π2 )
è R.

Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 17. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè
îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N: A ∼ N.

Èç âûøåïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ÷åò-
íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

Óïðàæíåíèå 32. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êâàäðàòîâ íà-
òóëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿ f(n) = n2, n ∈ N ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì
ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó N è A = {12, 22, ..., n2, ...}.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâûå ñâîéñòâà ñ÷åíûõ ìíîæåñòâ.
1. Â êàäîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå èìååòñÿ ñ÷åòíîå ïîäìíî-

æåñòâî. ( Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íå ìîæåò áûòü
"ìåíüøå"ñ÷åòíîãî)

2. Ìíîæåñòâî ñ÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ýëåìåí-
òû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, ..., an, ....
Äðóãèìè ñëîâàìè, òåðìèí "ñ÷åòíîñòü"îçíà÷àåò íå âîçìîæíîñòü
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"ñî÷èòàòü"ýëåìåíòû( äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýòî íåâûïîë-
íèìî), à âîçìîæíîñòü ïðîíóìåðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà.

3. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ
åñòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî: åñëè A1, A2, ..., An - ñ÷åòíûå, òî

⋃n
i=1Ai

- ñ÷åòíî.
4. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñíîæåñòâ åñòü ñ÷åòíîå ìíîæå-

ñòâî: åñëè A1, A2, ..., An, ... - ñ÷åòíûå, òî
⋃∞
i=1Ai - ñ÷åòíî. (Èí-

äåêñû ìîãóò ïðîáåãàòü íå òîëüêî íàòóðàëüíûé ðÿä, íî è ëþáîå
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî).

5. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ
ìíîæåñòâ åñòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî: åñëè A1, A2, ..., An - ñ÷åòíûå,
òî A1 ×A2 × ...×An - ñ÷åòíî.

Óïðàæíåíèå 33. Ïîêàçàòü, ÷òî à) ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë
Z è á) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q - ñ÷åòíûå.

Ðåøåíèå: Z = N0∪N−1, ãäå N0 = {0, 1, 2, ...},N−1 = {−1,−2,−3, ...}.N0

è N−1 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñ÷åòíûå: ôóíêöèÿ f(n) = n−1, n ∈ N ,
åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó N è N0; ôóíêöèÿ
g(n) = −n, n ∈ N , åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå N íà
N−1. Òîãäà Z ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ïî ñâîéñòâó 3.

á) Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äðîáè
m
n ,m inZ?n ∈ N èëè â âèäå ïàðû (m,n) ∈ Z× N. Ìíîæåñòâà Z è
N ñ÷åòíûå, ñëåäîâàòåëüíî Z× N ñ÷åòíîå ïî ìâîéñòâó 5.

Ïðè æåëàíèè ìîæíî ïðîâåñòè áîëåå "êîíñòðóêòèâíîå"äîêàçàòåëüñòâî
ñ÷åòíîñòè Q, ïðÿìî ïðîäåìîíòðèðîâàâ ñïîñîá çàíóìåðîâàòü ðà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷åìñÿ òîëüêî ïîëîæè-
òåëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1

1
;
1

2
,
2

1
;
1

3
,
2

2
,
3

1
;
1

4
,
2

3
,
3

2
,
4

1
; ...

Â êàæäîì áëîêå çàïèñàíû äðîáè m
n ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé m +

n ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, âíóòðè áëîêà ÷èñëà ðàñïîëîæåíû
ïî âîçðîñòàíèþ ÷èñëèòåëÿ. ßñíî, ÷òî ëþáîå ÷èñëî m

n ïîïàäåò â
"ñâîé"áëîê, à â íåì ïîëó÷èò êîíêðåòíîå ìåñòî. Òàêèì îáðàçîì, mn
áóäåò èìåòü ôèêñèðîâàííûé íàòóðàëüíûé íîìåð. Îñòàëîñü òîëü-
êî óáðàòü ïîâòîðíûå ÷èñëà, òàêèå êàê 2

2 ,
3
3 è òîìó ïîäîáíîå.

Ïðèâåäåì åù¼ îäèí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, êàê íàéòè ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà, ñðàâíèâ åãî ñ ìíîæåñòâîì, ÷üÿ ìîùíîñòü óæå
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èçâåñòíà.
Óïðàæíåíèå 34. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ìíî-

æåñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé?
Ðåøåíèå: Ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè

áåñêîíå÷íûì. Ïîíÿòíî, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ïðÿìîé íóìå-
ðàöèåé èíòåðâàëîâ: âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë è ïðèñâîèì
åìó íîìåð 1. Áëèæàéøèé, ñêàæåì, ñïðàâà, èíòåðâàë ïîëó÷èò íî-
ìåð 2, à áëèæàéøèé ñëåâà - íîìåð 3. Äàëåå ïðîäîëæàåì àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì, ïîñëå ÷åãî êàæäûé èíòåðâàë áóäåò èìåòü ôèêñèðî-
âàííûé íîìåð è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ ñ÷åòíîå.
Íà ýòî ðàññóæäåíèå èìååòñÿ âîçðàæåíèå: ìîæåì ëè ìû ãàðàí-
òèðîâàííî îïðåäåëèòü äëÿ ïåðâîãî èíòåðâàëà áëèæàéøèé ñïðà-
âà èëè ñëåâà? Ïðåäñòàâèì ñåáå áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñóæàþùèéñÿ ïî äëèíå èíòåðâàëîâ, èç "áåñêîíå÷íîñòè"è îñòàþ-
ùèõñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò ïåðâîãî èíòåðâàëà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû
íå ìîæåì óêàçàòü èíòåðâàë íîìåð 2.

Ïîïðîáóåì ðàññóæäàòü ïî-èíîìó. Âîçüìåì î÷åíü ïðîñòóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ: (n − α;n + α), 0 < α < 1, n ∈ Z;
òî åñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîñ ñ öåíòðàìè, ÿâëÿþùèì-
ñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Òîãäà, î÷åâèäíî, êàæäûé èíòåðâàë ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ åãî öåíòðîì è ìîùíîñòü ìíîäåñòâà èíòåðâàëîâ ñîâ-
ïàäàåò ñ ìîùüíîñòüþ ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z, òî åñòü ñ÷åòíî-
ãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èíòåðâàëîâ ñóùåñòâîâàíèÿ òà-
êèõ "öåëûõ"ïðåäñòàâèòåëåé òðåáîâàòü óæå íåâîçìîæíî, íî çàòî â
êàæäîì ñêîëüêî óãîäíî ìàëîì èíòåðâàëå ìîæíî âûáðàòü ðàöèî-
íàëüíóþ òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ íå ìîæåò
èìåòü áîëüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì ìíîæåñòâî Q âñåõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, òî åñòü ñ÷åòíóþ ìîùíîñòü. Èòàê, îòâåò: ìíîæåñòâî íåïåð-
ñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî åñòü êîíå÷íî
èëè ñ÷åòíî.

Äàëåå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ÷èñåë, èìåþùèõ âàæíîå çíà÷å-
íèå â ìàòåìàòèêå, îñîáåííî â àíàëèçå.

Îïðåäåëåíèå 18. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ àëãåáðà-
è÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öå-
ëûìè êîýôôèöåíòàìè.
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Î÷åâèäíî, ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî m
n ?m ∈ Z, n ∈ N àëãåá-

ðàè÷åñêîå, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ nx−m = 0, òî
åñòü êîðåì ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè nx−m ñ öåëûìè êîýôôè-
öåíòàìè. ×èñëî

√
2 - èððàöèîíàëüíîå, íî òàêæå àëãåáðàè÷åñêîå,

ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − 2 = 0.
Óïðàæíåíèå 35. Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ ÷èñåë.
Ðåøåíèå: Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò âèä

Pn(x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîñòüþ îòïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì êîýôôèöåí-
òîâ (a0, a1, ..., a− n). Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöåíòû - öåëûå ÷èñëà,
ìíîæåñòâî âñå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó
Zn+1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ïî ñâîéñòâó 5. Èç àëãåáðû èç-
âåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå n äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé âñåâîçìîæíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè n íå ïðåâîñõîäèò ïî ìîùíîñòè îáúåäèíåíèå n ýêçåìïëÿ-
ðîâ Zn+ 1, òî åñòü ñ÷åòíî. Íàêîíåö, ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöåíòàìè íå ïðåâîñõîäèò îáúåäè-
íåíèå ïðåäûäóùåãî ìíîæåñòâà ïî âñåì n = 1, 2 , . . ., òî åñòü
ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ. Ïî ñâîéñòâó 4 ýòî ìíîæåñòâî
ñ÷åòíî. Îòâåò: ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë - ñ÷åòíî.

Ìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóì

Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ äî ñèõ ïîð ïðèìåðàõ ñðàâíèâàåìûå
ìíîæåñòâà îêàçûâàëèñü ðàâíîìîùíûìè. Ýòî ìîãëî ïðèâåñòè ê
óáåæäåíèþ, ÷òî âñå áåñêîíå÷íû åìíîæåñòâî èìåííî èç-çà òîãî,
÷òî îíè áåñêîíå÷íû, èìåþò îäèíàêîâóþ, à çíà÷èò ñ÷åòíóþ ìîù-
íîñòü. Òî, ÷òî ýòî íå òàê è ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà,
íå ÿâëÿþùèåñÿ ñ÷åòíûìè (êîòîðûå åñòåñòâåííî íàçûâàþòñÿ íåñ÷åò-
íûìè), ïîêàçàë îñíîâàòåëü ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ è
òåîðèè ìîùíîñòåé Ã. Êàíòîð.

Òåîðåìà 3.(Êàíòîð) Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èç èí-
òåðâàëà (0;1) íå ñ÷åòíî.

Óïðàæíåíèå 34. Äîêàçàòü òåîðåìó Êàíòîðà
Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîäèì, ÷òî (0;1) - ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî-

ãäà åãî ýëåìåíòû ìîæíî çàíóìåðîâàòü. Áóäåì çàïèñûâàòü âåùå-
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ñòâåííûå ÷èñëà áåñêîíå÷íûìè äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè, åñëè íóæ-
íî, ïðèïèñûâàÿ íóëè. Òîãäà ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ÷èñåë èç (0;1)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü áåñêîíå÷íîé òàáëèöåé:

a1 = 0, α11 α12 α13 ... α1n ...,
a2 = 0, α21 α22 α23 ... α2n ...,
a3 = 0, α31 α32 α33 ... α3n ...,

Çäåñü ïåðâûé èíäåêñ ïîêàçûâàåò íîìåð ÷èñëà, à âòîðîé - íî-
ìåð ðàçðÿäà. Çàïèøèì ÷èñëî

b = 0, β1β2β3, ..., βn, ...,

ãäå β1 6= α11, β2 6= α22, ..., βn 6= αnn, ...
×èñëî b ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0;1) è îòëè÷àåòñÿ ïî êðàéíå

ìåðå îäíèì äåñÿòè÷íûì çíàêîì îò ëþáîãî ÷èñëà èç òàáëèöû. Çíà-
÷èò, âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ, ÷èñëî b íå âõîäèò â ïåðå÷èñëåíèå.

Ïðèìå÷àíèå. Èìååòñÿ îäèí íþàíñ â äîêàçàòåëüñòâå. Èç òîãî
ôàêòà, ÷òî äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà çàïèñàíû ðàçíûìè äåñÿòè÷-
íûìè çíàêàìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî ýòè ÷èñëà îáÿçà-
òåëüíî ðàçëè÷íû. ×èñëà 0,500 è 0,499 ðàçëè÷íû âñåìè çíàêàìè
ïîñëå çàïÿòîé, îäíàêî îíè ñîâïàäàþò. ×òîáû óñòðàíèòü ýòó âîç-
ìîæíîñòü, äîñòàòî÷íî âûáðàòü òîëüêî îäíó ôîðìó çàïèñè , íà-
ïðèìåð, íå èñïîëüçóÿ öèôïû 9 â ïåðèîäå.

Îïðåäåëåíèå 19. Ìíîæåñòâî A, ýêâèâàëåíòíîå (0;1), íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìîùíîñòè êîíòèíóóì.

Èç óïðàæíåíèé 29 è 31 ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé
èíòåðâàë (a;b) è îòðåçîê [a;b] âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à òàêæå âñå
ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R èìåþò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü ñ÷åòíóþ ìîù-
íîñòü è ìîùíîñòü êîíòèíóóì, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì åñòå-
ñòâåííûì îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 19. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A ìåíüøå ìîùíî-
ñòè ìíîæåñòâà B, åñëè A ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó
ìíîæåñòâà B, à B íå ýêâèâàëåíòíî íèêàêîìó ïîäìíîæåñòâó ìíî-

æåñòâà A. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f : A
1−1−−→

B1 ⊆ B, íî íå ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå g : B
1−1−−→ A1 ⊆ A.
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Îáîçíà÷åíèå: |A| < |B|.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé ïîëåçíîé ÿâÿëåòñÿ
ÒÅÎÐÅÌÀ 4(Êàíòîðà-Áåðíøòåéí) Åñëè A ∼ B1 ⊆ B, à

B ∼ A1 ⊆ A, òî A ∼ B.
Ýòîò ôàêò ìîæíî ïîíèìàòü òàê: åñëè |A| ≤ |B| è |B| ≤ |A|,

òî |A| = |B|.
Óïðàæíåíèå 37. Ïóñòü À -ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, à Â - íîæå-

ñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóì. Ïîêàçàòü, ÷òî |A| < |B|.
Ðåøåíèå: Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì â êà÷åñòâå ñ÷åòíîãî

ìíîæåñòâà ìíîæåñòâî N, à ìíîæåñòâî ìîøíîñòè êîíòèíóóì - R.
Òàê êàê N ⊂ R, ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó N è N ⊂ R, è, çíà÷èò, |N| ⊆ |R|. Îáðàòíîå æå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ èç R â N ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò, òàê
êàê ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû òåîðåìå Êàíòîðà î íåñ÷åòíîñòè (0;1).
Ñëåäîâàòåëüíî, |N| < |R|.

Óïðàæíåíèå 38. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî J èððàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

Ðåøåíèå: Íà ïåðâûé âçãëÿä ïðîùå âñåãî äîêàçûâàòü îò ïðî-
òèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî J - ñ÷åòíîå. Ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, êàê ìû çíàåì (óïð.33(á)), ñ÷åòíîå. Òîãäà ìíîæåñòâî
R = Q∪ J áûëî áû ñ÷åòíûì, êàê îáúåäèíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ
- ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî R èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì. Îäíàêî,
â ýòîì ðàññóæäåíèå ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè ìíîæå-
ñòâî J íå êîíòèíóàëüíî, òî îíî ñ÷åòíîå. Íà ñàìîì äåëå, èç ïðåäû-
äóùåãî óïðàæíåíèÿ ìû çíàåì, ÷òî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èìååò ìîù-
íîñòü ìåíüøóþ, ÷åì êîíòèíóóì, íî òàì íå ãîâîðèòñÿ, ÷òî ýòè
ìîùíîñòè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì. Íå ìî-
æåò ëè J èìåòü ìîùíîñòü ìåæäó ñ÷åòíîé è êîíòèíóóìîì? Âîïðîñ
î ñóùåñòâîâàíèè ìíîæåñòâà, ìîùíîñòü êîòîðîãî áûëà áû áîëüøå
ñ÷åòíîé, íî ìåíüøåé êîíòèíóóìà, ñîñòîâëÿåò îäíó èç ñàìûõ çíà-
ìåíèòûõ çàäà÷ òåîðèè ìíîæåñòâ - ïðîáëåìó êîíòèíóóìà, êî-
òîðóþ çäåñü îáñóæäàòü íåò âîçìîæíîñòè. Ìîæíî âîçðàçèòü, ÷òî
åñëè áû J èìåëî íåêîòîðóþ íåñ÷åòíóþ ìîùíîñòü, ìåíüøóþ, ÷åì
ìîùíîñòü êîíòèíóóìà , òî R èìåëî áû òàêæå ýòó íîâóþ ìîù-
íîñòü, íî ýòî äîâîä òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ íåêîòîðûõ äîïîëüíè-
òåëüíûõ çíàíèé îá "àðèôìåòèêå"ìîùíîñòåé, êîòîðûå îïÿòü æå
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âûõîäèë áû çà ðàìêè íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî J âñå-òàêè èìååò ìîùíîñòü êîí-

òèíóóìà, ïîñòîèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç R â íåêî-
òðîå ïîäìíîæåñòâî J. Ïóñòü ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî
x , òî åñòü áåñêîíå÷íàÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü, èìå-
åò âèä x = a, b1b2..., ãäå a - öåëàÿ ÷àñòü, b1b2, ... - äåñÿòè÷íûå
çíàêè. Ñîïîñòàâèì x ÷èñëî y, ðàâíîå a + 1, b1b2, ..., åñëè x>0, è
a − 1, b1, b2, ..., åñëè x<0. Î÷åâèäíî, ÷òî y -òîæå èððàöèîíàëü-
íîå è |y| > 1. Â ïðîìåæóòêå (-1;1) âûáåðåì íåêîòîðå ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå, î÷åâèäíî ñóùåñòâó-
åò. Âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà èç R ìîæíî, ñëåäîâàòåëüíî, âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî îòîáðàçèòü íà ýòî ìíîæåñòâî. Â èòîãå R âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî îòîáðàçèòüñÿ íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâî J. À ïî-
ñêîëüêó J, ïîíÿòíî, ìîæíî îòîáðàçèòü íà ñåáÿ êàê ÷àñòü R, îñòà-
åòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà. Èòàê J ∼
R, òî åñòü J èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

Óïðàæíåíèå 39. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê êâàäðàòà
[0; 1]2 ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó òî÷åê îòðåçêà [0;1] è, ñëåäîâàòåëü-
íî, èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Ðåøåíèå: Îïÿòü âûãîäíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà.
Ïîñêîëüêó [0; 1] ⊂ [0; 1]2?, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèò âçàèíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå èç [0; 1]2 â [0;1]. Ïóñòü (x,y) - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
êâàäðàòà, x = 0, a1a2..., y = 0, b1b2.... Ñîïîñòàâèì òî÷êå (x,y) òî÷-
êó z = 0, , a1b1a2b2... ∈ [0; 1]. Ýòî è áóäåò èñêîìûì îòîáðàæíèåì.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ëþáîãî êâàäðà-
òà èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Òåïåðü íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè R2, ïðîñòðàíñòâî R3, è âîîáùå ïðî-
ñòðàíñòâà ëþáîé ðàçìåðíîñòè Rn òàêæå èìåþò ìîùíîñòü êîíòè-
íóóìà.

Ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü ìíîæåñòâî áîëüøåé ìîùíîñòè, ÷åì
êîíòèíóóì? Âñïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 2 êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ
n - ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà åñòü 2n > n. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò
ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíÿåòñÿ |P(A)|, >
|A|.

Ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì óäîáíî ââåñòè ñëåäóþ-

43



ùèå îáîçíà÷åíèÿ: P(A) = 2A, |P(a)| = 2|A|.
Óïðàæíåíèå 40. Ïóñòü À -ñ÷åòíîå. Ïîêàçàòü, ÷òî P(A) = 2A

åñòü ìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóì.
Ðåøåíèå: Ïîñòàðàåìñÿ ñíà÷àëà ëó÷øå ïîíÿò, â ÷åì ñîñòîèò äî-

êàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà À âçÿòî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûé ÷èñåë N, à ïðåäïîëà-
ãàåìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóì åñòü ìíîæåñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë R. Òîãäà óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî R ∼ P(N). Ïî
ñóùåñòâó, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî îäíîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó ñî-
îòâåòñòâóåò öåëîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàê ýòî ìîæåò
áûòü? Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îäíèì èç ñïîñîáîâ ââå-
äåíèÿ äåéñòâèòåëíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë êàê ïðåäåëà ñõîäÿùåéñÿ (ôóíäàìåíüòàëüíîé) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè ýòî ïðåäåë åñòü ðàöè-
îíàëüíîå ÷èñëî, òî îíï îïðåäåëåíî. Åñëè æå ñóùåñòâóþùèé ïðå-
äåë íå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî îíà îáúÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì
÷èñëî. Òåïåðü ñòðîãîå äîêàçàòåëüíî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåñòè íå
î÷åíü óäîáíî. Êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó x ñîïîñòàâèòü ñõëäÿùó-
þñÿ ê x ñ÷òåíóþ ïîñëåäîâàòåëíüîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. À òàê
êàê Q ∼ N, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûé ÷èñåë. Ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îáðàçóþò íåêîòðîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Èòàê, èìååò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç R â P(N). Îá-
ðàòíî, íåïóñòîìó ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûé ÷èñåë {a0, a1, a2, ..., an, ...}
ìîäíî ñîïîñòàâèòü äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà [0;1), íà-
ïðèìåð, òàê:

0, 0...0︸︷︷︸
a0

1 0...0︸︷︷︸
a1

1...1 0...0︸︷︷︸
an

1...

Ïóñòîìó ìíîæåñòâó ñîîòâåòñòâåò 0. Ïîñêîëüêó [0; 1) ∼ R, òî
èìååò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç P(N) â R . Ïî òåîðåìå
Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà P(N) ∼ R.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îòìåòèì: èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðîñòàþùèõ ïî ìîù-
íîñòè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ: |A| < |P(A)| < |P(P(A))| < ... èëè,

ýêâèâàëåíòíî, |A| < 2|A| < 22
A
< ...
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Â íà÷àëå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñò íàõîäèòñÿ ñàìîå "ìàëåíü-
êîå"èç áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ - ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Çàòåì, êàê
áûëî äîêàçàíî â óïð. 40, èäåò ìíîæåñòâî 2A ìîùíîñòè êîíòèíó-
óì, ïîòîì 22

A
- ãèïåðêîíòèíóóì, è òàê äàëåå. Ïðèìåðîâ ìíîæå-

ñòâà ìîùíîñòè, ãèïåðêîíòèíóóì ÿàëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé.
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ÇÀÄÀ×È

41. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà à)A = {12, 22, 32, ..., n2, ...} - êâàä-
ðàòîâ; á)B = {13, 23, 33, ..., n3, ...} - êóáîâ; â)C = {14, 24, 34, ..., n4, ...}
- ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíîìîùíû. Êàêóþ
ìîùíîñòü èìåþò âñå ýòè ìíîæåñòâà?

42. Äîêàçèòå, ÷òî ìíîæåñòâà òî÷åê äâóõ îêðóæíîñòåé ðàäèó-
ñîâ r è R ðàâíîìîùíû. Êàêîâà ìîùíîñòü ýòèõ ìíîæåñòâ?

43. Ïóñòü |A| = |B|, |C| = |D|. Âåðíî ëè, ÷òî à)|A∪C| = |B∪D|
á)|A ∩ C| = |B ∩D| â)|A\C| = |B\D| ? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

45. Óñòàíîâèòå âçàèìíî- îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó N è
ñëåäóþùèìè ìíîæåñòâàìè, äîêàçàâ òåì ñàìûì, ÷òî îíè ñ÷åòíû:

à) ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 3;
á) ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 5;
â) ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ íå÷åòíûõ ÷èñåë.
46. Äîêàæèòå ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâ:
à) âñåõ êîíå÷íûõ äâîè÷íûõ äðîáåé, òî åñòü íåîòðèöàòåëüíûõ

÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

a = A+ a1
2 + a2

22
+ ...+ an

2n ,

ãäå À -öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå; a1, a2, ..., an ∈ {0, 1}, n ∈ N;
á) âñåõ êîíå÷íûõ ð-è÷íûõ äðîáåé, òî åñòü íåîòðèöàòåëüíûõ

÷èñåë, ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå

a = A+ a1
p + a2

p2
+ ...+ an

pn ,

ãäå À -öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå; a1, a2, ..., an ∈ {0, 1, ..., p−1}, n ∈
N;

47. Êàóþ ìîùíîñòü èìååò ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë?
48. Äîêàæèòå ñ÷åòíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
à) ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåí-

íûõ èç ýëåìåíòîâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà;
á) ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæå-

ñòâà;
â) ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåíîé ñ ðàöèî-

íàëüíûìè êîýôôèöåíòàìè.
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49. Êàêîâà ìîùíîñòü: à) ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè; á)∗ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-
æåñòâà áóêâ Ò íà ïëîñêîñòè ( áóêâà Ò ïîíèìàåòñÿ êàê ïàðà îò-
ðåçêîâ îäèíàêîâîé äëèíû, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì
ïåðïåíäèêóëÿðîì ê äðóãîìó; áóêâû ìîãóò êàñàòüñÿ äðóã äðóãà,
íî íå íàëåãàòü).

50. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ìîíîòîííîé ôóíê-
öèè, îïðåäåëåííîé íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, íå áîëåå. ÷åì ñ÷åò-
íîå.

51. Ïóñòü A ⊂ R è cóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè x, y ∈ A íå ïðåâîñõîäèò δ : |x − y| ≤ δ.
Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî À íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå.

Â çàäà÷àõ 49-51 èñïîëüçóéòå ñïîñîá èç óïð. 32.
52. ∗. Ïóñòü A ⊂ R - ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíî ÷èñëî à, òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî B = {x+
a|x ∈ A}, òî åñòü ìíîæåñòâî ïîëó÷àþùååñÿ "ñäâèãîì"ìíîæåñòâà
A íà a, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ A.

53. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë mathbbC
èìåå ìîùíîñòü êîíòèíóóì. ( Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ
÷èñëî âèäà z = a+ bi), ãäå a, b ∈ R, i =

√
−1 - ìíèìàÿ åäèíèöà).

54. äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f |dom(f)| ≥
|ring(f)|.

55. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òðàíñöåíäåíòíûå (íåàëãåá-
ðàè÷åñêèå) ÷èñëà (ñì. óïð. 33). Êàêóþ ìîùíîñòü èìååò ìíîæå-
ñòâî òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë?

56. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ, âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþ-
ùàÿ îòðåçîê [0;1] íà ìíîæåñòâå R? Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ
òàêàÿ ôóíêöèÿ?

57. Êàêóþ ìîùíîñòü èìååò ìíîæåñòâî: à) âñåõ êîíå÷íûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0, 1; á) âñåõ áåñêîíå÷íûõ ( òî åñòü ñ÷åòíûõ)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0,1?

58. Êàêóþ ìîùíîñòü èìååò ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé, òî åñòü ôóíêöèÿ f(x), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå f(x) =
Pn(x)
Qm(x) , ãäå Pn(x), Qm(x) - ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n è m ñîîòâåòñòâåí-
íî ñ öåëûìè êîýôôèöåíòàìè?

59.∗ Êàêóþ ìîùíîñòü èìååò ìíîæåñòâî: à) âñåõ íåïðåðûâíûõ
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ôóíêöèé, çàäàííûõ íà R á) âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà R?

60, (Âèëåíêèí Í.ß. Ðàññêàçû î ìíîæåñòâàõ). Ãîñòèíèöà ñ áåñ-
êîíå÷íûì (òî åñòü ñ÷åòíûì) ÷èñëîì íîìåðîâ ïîëíîñòüþ çàñåëåíà.
à) Êàê îáåñïå÷èòü îòäåëüíûõ íîìåðîâ âíîâü ïðèáûâøèõ òóðè-
ñòîâ? á) Êàê îáåñïå÷èòü îòäåëüíûìè íîìåðàìè áåñêîíå÷íî ìíîãî
íîâûõ òóðèñòîâ?
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×àñòü II

ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ
Êîìáèíàòîðèêà - ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ

ñïîñîáû ïîä÷åòà ÷èñëà ðàñïîëîæåíèé ( êîìáèíàöèé) îáúåêòîâ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà.

4. Îñíîâíûå ïðèíöèïû êîáèíàòîðè-

êè

Ïðèíöèï óìíîæåíèÿ. Åñëè îáúåêò À ìîæåò áûòü âûáðàí
m ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè è ïîñëå êàæäîãî òàêîãî âûáîðà îáúåêò
B ìîæåò áûòü âûáðàí m n ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, òî âûáîð A è
B â óêàçàííîì ïîðÿäêå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí m*n ñïîñîáàìè.

Âûáîð A è B ìîæíî çàïèñàòü êàê âûáîð óïîðÿäî÷åííîé ïà-
ðû (A,B). Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèï óìíîæåíèÿ ýêâèâàëåíòåí
óòâåðæäåíèþ: åñëè |A| = m, |B| = n, òî |A×B| = |A|×|B| = m×n
(çàäà÷à 22). Ïðèíöèï óìíîæåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èëî îáýåêòîâ A1, A2, ..., Ak.

Ïðèíöèï ñëîæåíèÿ. Åñëè îáúåêò À ìîæíî âûáðàòü M ñïî-
ñîáàìè, à îáúåêò B äðóãèìè n ñïîñîáàìè, òî âûáîð A èëè B
ìîäåò áûòü ñäåëàí m+n ñïîñîáàìè.

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó è î÷åâèäíîñòü îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ, èõ
ïðèìåíåíèÿ òðåáóåò àêêóðàòíîñòè. Ïîä÷åðêíåì åù¼ ðàç , ÷òî äëÿ
ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ âàæíî ïîíèìàòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ïàð (A,B) è
(B,A) ðàçëè÷íûìè ïî ñìûñëó çàä÷è, à äëÿ ïðèíöèïà ñëîæåíèÿ
÷òîáû ñïîñîáû âûáîðà A+B íå ïîâòîðÿëèñü.

Óïðàæíåíèå 41. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò: à) ðàçëè÷íûõ òðåõ-
çíà÷íûõ ÷èñåë; á) òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ñ ðàçëè÷íûìè öèôðàìè; â)
÷åòíûõ òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë; ã) ÷åòíûõ òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ñ ðàç-
ëè÷íûìè öèôðàìè?

Ðåøåíèå: Çàäà÷à, ôàêòè÷åñêè, äëÿ ìëàäøåãî øêîëüíîãî âîç-
ðîñòà è ïðèâîäèòñÿ çäåñü äëÿ èëëþñòðàöèè îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ.

à) Íóæíî îñóùåñòâèòü âûáîð òðåõ öèôð. Íà ïåðâîì ìåñòå
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èìååòñÿ 9 âàðèàíòîâ. Òàê êàê 0 íå ìîæåò áûòü ïåðâîé öèôðîé,
íà âòîðîì è òðåòüåì ìåñòàõ ïî 10 âàðèàíòîâ. Îòâåò: 9·10·10 = 900
÷èñåë.

×àñòî ñòóäåíòû ðàññóæäàþò òàê: ñàìîå áîëüøîå òðåõçíà÷íîå
÷èñëî - 999, ñàìîå ìàëåíüêîå - 100. Âû÷èòàÿ, ïîëó÷àåì 899. Ëî-
ãè÷åñêàÿ îøèáêà - âû÷èòàíèå ÷èñëà 100, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ çàä÷è. Ìû âèäèì, ÷òî ïðèíöèï óìíîæåíèÿ ýôôåêòèâíåé
è "áåçîïàñíåé".

á) Àíàëîãè÷íî ï. à) íà ïåðâîì ìåñòå 9 âàðèàíòîâ. íà âòîðîì
òàêæå 9, òàê êàê íåëüçÿ ïîâòîðèòü ïåðâóþ öèôðó, íà òðåòüåì -
8. Îòâåò: 9 · 9 · 8 = 648.

â) Îòâåò:9 · 10 · 5 = 450, òàê êàê ñóùåñòâåò 5 ÷åòíûõ öèôð.
Ðàññóæäåíèå, ÷òî ïîëîâèíû âñåõ ÷èñåë -÷åòíûå è, çíà÷èò, îòâåò
900 : 2 = 450 õóæå, òàê êàê òðåáóåò ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà
òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ÷èñåë îäèíàêîâî.

ã) Ýòîò âîïðîñ ÷óòü ñëîæíåå ïðåäûäóùåãî. Ïîïûòêè îáîéòèñü
òîëüêî ïðèíöèïîì óìíîæåíèÿ çàòðóíÿþòñÿ òåì, ÷òî öèôðà 0 ÷åò-
íàÿ è â òî æå âðåìÿ íå äîëæíà ñòîÿòü íà ïåðâîì ìåñòå. Ìîæíî
ðàññóæäàòü òàê: ñíà÷àëà íàéäåì êîëè÷åñòâî ÷èñåë, ó êîòîðûõ â
êîíöå íàõîäèòüñÿ 0: 9 · 8 · 1 = 72. Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî
÷èñåë, ó êîòîðûõ â êîíöå ÷åòíàÿ öèôðà, íî íå 0: 8 · 8 · 4 = 256. Ïî
ïðèíöèïó ñëîæåíèÿ îòâåò: 72+256=328.

Â êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñõåìà ðàçìå-

ùåíèÿ ïðåäìåòîâ ïî óðíàì. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò
ýòîé ñõåìû.

Óïðàæíåíèå 42. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè n ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ìåòîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü ïî k ðàçëè÷íûì óðíàì?

Ðåøåíèå: Äëÿ êàäîãî ïðåäìåòà åñòü k âàðèàíòîâ âûáîðà óðíû.
ïî ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ îòâåò: k · k · ... · k︸ ︷︷ ︸

n

= kn.

Îòìåòèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñõåìû ïðè k =2. Ýòó ñèòó-
àöèþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òî, ÷òî êàæäûé ïðåäìåò íàõîäèòñÿ
â îäíîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé. Ê ýòîìó ñâîäèòñÿ óæå ðàññìîòðåííàÿ
çàäà÷à î ÷èñëå ïîäìíîåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ( òåîðåìà 2 è
óïð. 4): êàæäûé èç n ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü âêëþ÷åí â ïîäìíî-
æåñòâî - ñîñòîÿíèå 1, èëè íå âêëþ÷åí â ïîäìíîæåñòâî - ñîñòîÿíèå
0. Îòñþäà ìãíîâåííî ïîëó÷àåì îòâåò: ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ðàâåí
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2n. Ïðèâåäåì åù1 íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íà èñïîëüçîâàíèå ýòîé ñõå-
ìû:

1) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò èñõîäîâ ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû n
ðàç?

2) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áèíàðíûõ âåêòîðîâ (x1, x2, ..., xn), xi =
0, 1, i = 1, 2, ..., n ?

3) Ñêîëüêî âåðøèí â n-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå?
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îòâåò 2n.
Â ðàçâèòèå äàííîé ñõåìû ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Óïðàæíåíèå 41. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðåôëåêñèâíûõ áèíàð-

íûõ îòíîøåíèé, çàäàííûõ íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå A?
Ðåøåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæå-

ñòâå A åñòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ:
ρ ⊆ A × A = A2. Îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíà ( îïð. 9), åñëè êàæ-
äûé ýëåìåíò èç À íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ñ ñàìèì ñîáîé. Îòíî-
øåíèå, çàäàííîå íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå À, óäîáíî èçîáðàæàòü ñ
ïîìîùüþ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàçìåðà n×n, â êîòîðîé ýëåìåíò
aij = 1, åñëè ýëåìåíò xi íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîì
xj , è aij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âñåãî â ìàòðèöå n2 ýëåìåíòîâ,
è êàæäûé ýëåìåíò ìîäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè 1 èëè 0. Îò-
ñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ çàïîìíèòü ìàòðèöó, òî åñòü
÷èñëî ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé, åñòü 2n

2
. Ýòîò ðåçóëüòàò,

ðàçóìååòñÿ, ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ A2, òàê êàê
|A2| = n2. Òåïåðü íàéäåì êîëè÷åñòâî ðåôëåêñèâíûõ îòíîøåíèé.
Â ýòîì ñëó÷àå âñå ýëåìåíòâ ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû îáÿçàíû
ðàâíÿòüñÿ 1. Ñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîëüíî çàïîëíÿòü 0 è 1 ìîæ-
íî òîëüêî îñòàâøèåñÿ n2 − n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Ïîëó÷àåì, ÷òî
÷èñëî ðåôëåêñíûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ðàâíî 2n

2−n.
Â çàêëþ÷åíèè ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ

òåîðèåé ÷èñåë.
Óïðàæíåíèå 44. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî À ðàçëîæíî íà ïðîèç-

âåäåíèå ïðîñòûõ äåëèòåëåé: A = pk11 · p
k2
2 · ... · pknn . Ñêîëüêî âñåãî

äåëèòåëåé èìååò ÷èñëî À?
Ðåøåíèå: Ïóñòü d - ïðîèçâîëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà À. Òîãäà D

ìîäåò ñàì áûòü ðàçëîæåí êàê d = pα1
1 · p

α2
2 · ... · pαn

n , ãäå 0 ≤ αi ≤
ki, i = 1, 2, ..., n. Êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò
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ñ êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ âûáðàòü ÷èñëà α1, α2, ..., αn. Ïî ïðèíöèïó
óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì îòâåò: (k1 + 1) · (k2 + 1) · ... · (kn + 1).

Íàïðèìåð, ÷èñëî 60 ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê 60 = 22 · 31 · 51. Ñëå-
äîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé 60 ðàâíî (2 + 1)(1 + 1)(1 + 1) =
3 · 2 · 2 = 12.

5. Ïåðåñòàíîâêè, ñî÷åòàíèÿ, ðàçìåùå-

íèÿ

Âî ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ âîçíèêàþò îäíîòèïíûå ñè-
òóàöèè, ïîýòîìó öåëåñîáðàçíî îáúåäèíèòü èõ â ñòàíäàðòíûå ôîð-
ìóëû.

Ïåðåñòàíîâêè

Îïðåäåëåíèå 20. Ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàåò-
ñÿ èõ ðàñïîëîæåíèå â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. ×èñî âñåõ ïåðåñòàíîâîê
îáîçíà÷àåòñÿ Pn.

Óïðàæíåíèå 45. Äîêàçàòü, ÷òî Pn âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Pn = 1 · 2 · ... · n = n! (1),

(n - ôàêòîðèàë, 0! =1).
Ðåøåíèå: Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ïåðåñòàíîâêè óêëàäûâàåòñÿ

â ðàññìîòðåííóþ âûøå ñõåìó ðàçìåùåíèÿ ïðåäìåòîâ ïî óðíàì.
Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ðàçìåùåíèè n îáúåêòîâ ïî n óðíàì
ñ óñëîâèåì, ÷òî â êàæäîé óðíå äîëæåí íàõîäèòüñÿ ðîâíî îäèí
îáúåêò. Äëÿ ïåðâîãî îáúåêòà ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ èç n óðí,
äëÿ âòîðîãî - îäíó èç n-1 îñòàâøèõñÿ è òàê äàëåå Ïî ïðèíöèïó
óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì Pn = n(n−1)...·1 èëè, çàïèñûâàÿ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå Pn = 1 · 2 · ... · n = n!

Ðåøè äîâîëüíî ïîïóëÿðíóþ çàäà÷ó.
Óïðàæíåíèå 46. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìò 8 ëàäåé ìîæíî ðàñ-

ñòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå 8 × 8 òà, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã
äðóãà? (Ëîäüè õîäÿò ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè)

Ðåøåíèå: Èç óñëîâèÿ õàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîé ãîðèçîí-
òàëè è âåðòèêàëè äîëæíâ ñòîÿòü ðîâíî îäíà ëàäüÿ. Âûáåðåì äëÿ
ëàäüè îäíó èç 8 êëåòîê, ñêàæåì, íà ïåðâîé âåðòèêàëè. Òîãäà îäíà
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èç ãîðèçîíòàëåé áóäåò óæå "çàíÿòà òàê ÷òî äëÿ ëàäüè íà âòîðîé
âåðòèêàëè îñòàåòñÿ 7 êëåòîê è òàê äàëåå

Îòâåò: ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ëàäüè ðàâíî 8 · 7 · ... · 1 = 8!
Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî ëàäüÿ îêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà.

Èçìåíèòñÿ ëè îòâåò? Ðàçóìååòñÿ, äà. Èç êàæäîé èç 8! ðàññòàíî-
âîê ëàäåé ìîæííî ïîëó÷èòü 8! ðàñïîëîæåíèé, ìåíÿÿ öâåòà. ïî
ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì 8! · 8! = (8!)2. Ýòî ïðèìåð åù¼
ðàç ïîä÷åðêèâàåò âàæíîñòü ïîíèìàíèÿ òîãî, êàêèå êîíôèãóðà-
öèè, èñõîäÿò èç óñëîâèÿ çàäà÷è, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè èëè
îäèíàêîâûìè.

Óïðàæíåíèå 47. Íà ïîëêå íóæíî ðàññòàâèòü n çàíóìåðî-
âàííûõ êíèã. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàññòàíîâêè, åñëè k
âûáðàíûõ êíèã äîëæíû ñòîÿòü âìåñòå?

Ðåøåíèå: Ïðåäñòàâèì, ÷òî k âûáðàííûõ êíèã "ñêëåèëè"èïðåâðàòèëè
â îäíó òîëñòóþ êíèãó. Òîãäà ðàññòàâëÿòü íóæíî n-k+1 êíèãó. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü (n− k+ 1)! ñïîñîáàìè. Ó÷òåì åù¼, ÷òî ñêëåèâàòü
êíèãè ìîæíî áûëî k! ñïîñîáàìè. Ïî ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ ïîëó-
÷àåì îòâåò: k!(n-k+1)! ñïîñîáîâ.

Óïðàæíåíèå 48. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè n ÷åëîâåê (n ≥ 2)
ìîæíî ðàññàäèòü çà êðóãëûì ñòîëîì?

Ðåøåíèå: Åñëè áû n ÷åëîâåê ñèäåëè íà ñêàìåéêå, òî îòâåò,
ïîíÿòíî, áûë áû Pn = n!. Îäíàêî äëÿ êðóãëîãî ñòîëà ñèòóàöèÿ
ìåíÿåòñÿ, òàê êàê åñëè áû ëþäè îäíîâðåìåííî ñäâèíóòñÿ íà îäè-
íàêîâîå ÷èñëî ìåñò, ñêàæåì, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî èõ âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå íå èçìåíèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû ñ÷èòàòü
òàêóþ ðàññòàíîâêó ñîâïàäàþùåé ñ èñõîäíîé. Ïîñêîëüêó èñõîä-
íîå ðàñïîëîæåíèå ìîæíî ñäâèãàòü íà 0, 1, 2, . . ., n -1 ìåñò, òî èç
n! ôîðìàëüíûõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ n ïåðåñòàíîâîê äàþò
ñîâïàäàþùèå ðàñïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó îòâåò: n!n = (n− 1)!.

Ñî÷åòàíèå

Îïðåäåëåíèå 21. Ïóñòü m,n - öåëûå ÷èñëà, 0 ≤ m ≤ n.
Ñî÷åòàíèåì èç n ïî m íàçûâàåòñÿ âûáîð m ýëåìåíòîâ èç n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. ×èñëî âñåõ ñî÷åòàíèé îáîçíà÷àåòñÿ Cmn .

Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé èìååò âèä:

Cmn = n(n−1)(n−2)...(n−m+1)
m! = n!

m!(n−m)! . (2)

Ïðè ýòîì C0
n = Cnn = 1, n = 0, 1, 2, ... . Ïðè m > nCmn = 0
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Óïðàæíåíèå 49. Äîêàçàòü ôîðìóëó (2).
Ðåøåíèå: Âûáèðàåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðâé ýëåìåíò - n ñîñî-

áîâ, âòîðîé ýëåìåíò - (n-1) ñïîñîáîâ è òàê äàëåå Ïåðåä âûáîðîâ
ïîñëåäíåãî, m-ãî ýëåìåíà, óæå âûáðàí m-1 ýëåìåíò è, çíà÷èò, ÷èñ-
ëî ñïîñîáîâ ðàâíî n-(m-1) = n-m+1. Ïî ïðèíöèàó óìíîæåíèÿ ÷èñ-
ëî ñïîñîáîâ âûáðàòü âñå m ýëåìåíòîâ ðàâíî n(n-1) . . . (n-m+1).
Îäíàêî âûáðàííûå ýëåìåíòû ìîãëè ïîÿâèòüñÿ â ðàçíûõ ïîðÿä-
êàõ (ñêàæåì ab è ba). À ïîñêîëüêó ÷èñëî ðàçíûõ ïîðÿäêîâ åñòü
÷èñëî ïåðåñòàíîâîê Pm = m!, òî îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò åñòü
Cmn = n(n−1)...(n−m+1)

m! - ïåðâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (2). Äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ âòîðîé ÷àñòè äîìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà (n-m)!,
îòêóäà Cmn = n!

m!(n−m)! .
Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé óäîáíåå

ïåðâàÿ ôîðìà. Çàìåòèì, ÷òî â ÷èñëèòåëå è çàìåíàòåëå ðîâíî m
ñîìíîæèòåëåé. Âòîðàÿ ôîðìà ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ñâîéñòâ.

Óïðàæíåíèå 50. à) n øàõìàòîâ n ≥ 2, èãðàþò ïî îäíîé
ïàðòèè äðóã ñ äðóãîì. Ñêîëüêî âñåãî ïàðòèé áóäíò ñûãðàíî?

á) Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî n ïðÿìûõ n ≥ 2, ëþáûå äâå
èç íèõ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ñêîëüêî âñåãî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ èìåþò ýòè
ïðÿìûå?

Ðåøåíèå: à) Äàííóþ èçâåñòíóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ìíî-
ãèìè ñïîñîáàìè, íî ñàìûì "ðàäèêàëüíûì"áóäåò òàêîé: ïàðòèÿ -
ýòî äâà èãðîêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïàðòèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
ñïîñîáîâ âûáðàòü äâóõ øàõìàòèñòîâ èç n, òî åñòü C2

n = n(n−1)
2 .

á) Ôîðìóëèðîâêà èíà, ÷åì â ï. à), íî êîìáèíàòîðíàÿ ñóòü òà
æå ñàìàÿ: îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ - ýòî âûáîð äâóõ ïðÿìûõ. Îò-
âåò: C2

n = n(n−1)
2 .

×èñëà ñî÷åòàíèé îáëàäàþò äâóìÿ ïðîñòûìè, íî âàæíûìè ñâîé-
ñòâàìè :

Cmn = Cn−mn . (3)
Cmn = Cn−1m−1 + Cmn−1. (4) (òîæäåñòâî Ïàñêàëÿ)

Óïðàæíåíèå 51. Äîêàçàòü ôîðìóëû (3), (4).
Ðåøåíèå: Ìîæíî çàïèñàòü ïðàâûå ÷àñòè ïî ôîðìóëå (2) è óáå-

äèòüñÿ â âåðíîñòè ðàâåíñòâà. Íî ëó÷øå ðàññóæäàòü èñõîäÿ èç
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ïîíèìàíèÿ òåðìèíà. à) Cmn åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü m ýëå-
ìåíòîâ èç n. Íî âûáðàòü m ýëåìåíòîâ, âû àâòîìàòè÷åñêè "âûáè-
ðàåòå"îñòàëüíûå n-m ýëåìåíòîâ. á) Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò èç n, îáîçíà÷èì åãî "à". Âñå ñî÷åòàíèÿ ìîæíî ðàçáèòü
íà äâà êëàññà - ñîäåðæàùèå à è íå ñîäåðæàùèå à. Ïåðâûõ áóäåò
Cm−1n−1 , òàê êàê îäèí ýëåìåíò óæå âûáðàí. Âòîðûõ áóäåò Cmn−1.
Ñêàäûâàÿ, ïðèõîäèì ê (4).

Óïðàæíåíèå 52. ×åìó ðàâíû: à) C10001000; á) C1000999?
Ðåøåíèå: à) Ïî ôîðìóëå (3) C10001000 = C10000 = 1.
á) C1000999 = C10001 = 1000.
Óïðàæíåíèå 53. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç êàðòî÷íîé êîëî-

äû (52 êàðòû) ìîæíî âûòàùèòü 4 êàðòû, ñîäåðæàùèå à) ðîâíî
îäèí òóç; á) ïî êðàéíåé ìåðå îäèí òóç?

Ðåøåíèå: à) Èç ÷åòûðåõ òóõîâ íóæíî âûáðàòü îäèí, èç 48
îñòàëüíûõ êàðò íóæíî âûáðàòü 3. Îòâåò: C1

4 · C48
3 = 4C48

3.
á) Íàïðàøèâàþùååñÿ ðàññóæäåíèå: âûáåðåì îäèí òóç èç ÷å-

òûðåõ, îñòàâøìåñÿ 3 òóçà âåðíåì â êîëîäó. Çàòåì èç 51 êàðò âû-
áåðåì ëþáûå òðè. Òîãäà â ÷åòûðåõ êàðòàõ áóäåì ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí òóç. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåòñÿ C1

4 · C51
3. Ýòî ðàññóæäå-

íèå ñîäåðæèò ëîãè÷åñêóþ îøèáêó: íåêîòîðûå íàáîðû èç ÷åòûðåõ
êàðò ïðè ïîäñ÷åòå áóäó ó÷èòûâàòüñÿ ïîâòîðíî. Ðåøèòü çàäà÷ó
ìîæíî òàê: ÷èñëî âñåõ íàáîðîâ èç ÷åòûðåõ êàðò ðîâíî C52

4; ÷èñ-
ëî íàáîðîâ, íå ñîäåðæàùèõ íè îäíîãî òóçà, ðàâíîC48

4. Îòâåò:
C52

4 − C48
4.

Óïðàæíåíèå54. Â ñêîëüêèõ òî÷êàõ ïåðåñåêàþòñÿ äèàãîíàëè
âíóòðè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, åñëè íèêàêèå òðè äèàãîíàëè íå
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå?

Ðåøåíèå: Ïîïðîáóåì ñíà÷àëà ïðîñòî ïîäñ÷èòàâ ÷èñëî òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé äëÿ ñëó÷àåâ n = 3, 4,5. Â òðåóãëüíèêå
(n =3) ýòî ÷èñëî ðàâíî 0, û ÷åòûðåõóãîëüíèêå (n = 4) - 1, â ïÿ-
òèóãîëüíèêå ( n = 5) - 5. Êàêîé-òî î÷åâèäíîé çàâèñèìîñòè îò n
íå âèäíî. Äàëåå ìîæåò ïðèéòè òàêàÿ ìûñëü: íàéäåì ÷èñëà âñåõ
äèàãîíàëåé ( ýòî ñäåëàòü íåòðóäíî (ñì. óïð 50(á))). Íî, ê ñîæà-
ëåíèþ, íå áûëå äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ - çíà÷èò, ýòîò ñïîñîá íå
ãîäèòñÿ. Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ ÷åòûðåóãîëüíèêà. Â íåì ðàâíî äâå
äèàãîíàëè, êîòîðûå çàâåäîìî ïåðåñåêàþòñÿ. È òåïåðü ìû íàøëè
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ïðàâèëüíóþ èäåþ: áóäåì âûáèðàòü ÷åòâåðêó âåðøèí, ýòîé ÷åòâåð-
êè ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà òî÷êà ïåðåñåíèÿ äèàãîíàëåé. èòàê,
îòâåò: C4

n = n(n−1)(n−2)(n−3)
24 .

Ðàçìåùåíèå.

Îïðåäåëåíèå 22. Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè,
m,n - öåëûå, 0 ≤ m ≤ n. Ðàçìåùåíèåì èç n ïî m íàçûâàåòñÿ
âûáîð m ýëåìåíòîâ èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ñ ó÷åòîì ïî-

ðÿäêà âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ. ×èñëî ðàçìåùåíèé îáîçíà÷àåòñÿ
Amn .

Ïîñêîëüêó ðàçìåùåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ñî÷åòàíèé òîëüêî ó÷å-
òîì ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ, ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ðàçìå-
ùåíèé îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû (2) ëèøü îòñóòñòâèåì m! â çíàìå-
íàòåëå:

Amn = n(n− 1)(n− 2)...(n−m+ 1) = n!
(n−m)! . (5)

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ î÷åâèäíàÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ÷èñëî
ðàçìåùåíèé, ñî÷åòàíèé è ïåðåñòàíîâîê:

Amn = Cmn · Pm. (6)

Óïðàæíåíèå 55.Äîêàçàòü òîæäåñòâîAn−1m = Amn −mAn−1m− 1
Ðåøåíèå: Ìîæíî èñïîëüçîâàòü (5) è ïîëå î÷åâèäíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé óáåäèòüñÿ â âåðíîñòè ðàâåíñòâà. Íî ïðîùå è áûñòðåå
ïåðéòè ê ðàâíîñèëüíîìó ðàâåíòñâó ïî ôîðìóëå (6):

Cmn−1 ·m! = Cmn ·m!−m · Cn−1m− 1 · (m− 1)! èëè
Cmn−1 = Cmn − Cm−1n−1

Óïðàæíåíèå 56. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ òåëå-
ôîííûõ íîìåðîâ, ñîñòîÿùèõ èç ðàçëè÷íûõ öèôð (íîëü äîïóñêà-
åòñÿ íà ëþáîì ìåñòå)?

Ðåøåíèå: Âñåãî ðàçëè÷íûõ øåñòèçíà÷íûõ íîìåðîâ, î÷åâèäíî,
106. Åñëè öèôðû íå ïîâòîðÿþòñÿ, òî íà ïåðâîì ìåñòå 10 âàðèàí-
òîâ, íà âòîðîì - 9 è òàê äàëåå Ïîëó÷èì 10 ·9 ·8 ·7 ·6 ·5 è çàìå÷àåì,
÷òî ýòî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (5) ïðè n =10, m=6. Èòàê, îòâåò:
A10

6
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ÇÀÄÀ×È

61. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå çàïèñû-
âàþòñÿ öèôðàìè 0, 1, 2, 3, 4, 5 è äåëÿòñÿ íà 3?

62. Íàéäèòå ÷èñëî äèàãîíàëåé â âûïóêëîì n-óãîëüíèêå.
63. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ

äîñêó à) áåëóþ è ÷åðíóþ ëàäüþ; á) áåëîãî è ÷åðíîãî ñëîíà; â)
áåëîãî è ÷åðíîãî ôåðçÿ; ã) áåëîãî è ÷åðíîãî êîðîëÿ òàê, ÷òîáû
îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

64. Ñêîëüêî ñëîâ äëèíû n ìîæíî îáðàçîâàòü, èñïîëüçóÿ àë-
ôàâèò èç m áóêâ?

65. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ìàòðèö ðàçìåðà m × n ñ ýëåìåíòàìè
pm1.

66.Áóëåâîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f(x1, x2, ..., xn),
ãäå ïåðåìåííûå x1, x2, ..., xn, çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x1, x2, ..., xn)
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1], òî åñòü ýòî äâîè÷íàÿ ôóíêöèÿ
äâîè÷íûõ ïåðåìåííûõ.

à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ?
á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ñî-

õðàíÿþùèõ íîëü, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f(0, 0, ..., 0) =
0?

â) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ñî-
õðàíÿþùèõ åäèíèöó, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f(1, 1, ..., 1) =
1?

ã)Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñàìîäâîè÷íûõ áóëåâûé ôóíêöèé îò n
ïåðåìííûõ? Ôóíêöèÿ f(x1, x2, ..., xn) íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåí-
íîé, åñëè f(x̄1, x̄2, ..., x̄n) = f̄(x1, x2, ..., xn), ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò
îòðèöàíèå: 0̄ = 1, 1̄ = 0.

67. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò à) ñèììåòðè÷íûõ; á)∗ àíòèñèììåò-
ðè÷íûõ þèíàðíûõ îòíîøåíèéíà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ?

68. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò à) ðåôëåêñèâíûõ è ñèììåòðè÷íûõ îò-
íîøåíèé îäíîâðåìåííî; á) áèíàðíûõ îòíîøåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ðåôëåêñèâíûìè íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ?

69. Íà ïîëêå íóæíî ðàññòàâèòü n çàíóìåðîâàííûõ êíèã. Ñêîëü-
êî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü èõ, åñëè:

à) êíèãè ðàññòàâëÿþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå;
á)1 è 2 òîì íå äîëæíû ñòîÿòü ðÿäîì;
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â) êíèãè ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè äîëæíû ñòîÿòü íà ÷åòíûõ ìå-
ñòàõ;

ã) êíèãè ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè äîëæíû ñòîÿòü íà íå÷åòíûõ
ìåñòàõ;

ä) 1-é òîì äîëæåí ñòîÿòü ëåâåå 2-ãî òîìà?
70. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü èç n ðàçíîöâåòíûõ

áóñèí, n ≥ 3?
71. Ñêîëüêî â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò k-ýëåìåíòíûõ

ïîäìíîæåñòâ?
72. Äîêàçàòü: Cmn + 2Cm+1

n + Cm+2
n = Cm+2

n+2 .
73. Äàíû n òî÷åê,íèêàêèå òðè èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-

ìîé. Ñêîëüêî ïðÿìûõ ìîæíî ïðîâåñòè, ñîåäèíÿÿ òî÷êè ïîïàðíî?
74. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò âûïóêëûé n-óãîëüíèê âñå äèàãî-

íàëè, åñëè íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå?
75. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç êîëîäû êàðò (52 êàðòû) ìîæíî

âûòàùèòü ÷åòûðå òàê, ÷òîáû:
à) âñå êàðòû áûëè ðàçíûõ ìàñòåé;
á) âñå êàðòû áûëè îäíîé ìàñòè;
â) âñå êàðòû áûëè ðàçíûõ ìàñòåé è äîñòîèíñòâ?
76. Â ëîòîðåå ðàçûãðûâàåòñÿ n áèëåòîâ, èç êîòîðûõ m âûèã-

ðàøíûå. Ñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðèîáðåñòè k áèëåòîâ òàê, ÷òîáû õîòÿ
áû îäèí èç íèõ áûë âûèãðàøíûì?

77. Â óðíå íàõîäÿòñÿ N øàðîâ, ñðåäè êîòîðûõ M áåëûõ, N-M
÷åðíûõ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç óðíû ìîæíî èçâëå÷ü n øàðîâ,
÷òîáû èç íèõ áûëî m áåëûõ?

78. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìèìîæíî ðàññòàâèòü â ðÿä n íóëåé è
m åäèíèö òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå åäèíèöû íå ÷òîÿëè ðÿäîì?

79. Â âûïóêëîì n-óãîëüíèêå ïðîâåäåíû âñå äèàãîíàëè. Ñêîëü-
êî âñåãî îòðåçêîâ ïðîâåäåíî, åñëè ó÷èòûâàòü è ñòîðîíû â n-óãîëüíèêå?

80. Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å êàæäûé îòðåçîê( ñòîðîíà èëè äèà-
ãîíàëü) îðèåíòèðîâàí â òó èëè èíóþ ñòîðîíó ( òàêîé n-óãîëüíèê
íàçûâàåòñÿ òóðíèðîì).Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òóðíèðîâ?

58



6. Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 23. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç n ýëåìåí-
òîâ. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü A íà çàäàííîå ÷èñëî k ïîäìíî-
æåñòâ B1, B2, ..., Bk, èìåþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, n1, n2, ..., nk ýëå-
ìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâ ïåðñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n
ïî n1, n2, ..., nk. Îáîçíà÷åíèå: Cn(n1, n2, ..., nk).

Îïðåäåëåíèå îáîçíà÷àåò, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò êîëè÷åñòâî ñïî-
ñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà À â âèäå îáúåäèíåíèÿ åãî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ B1, B2, ..., Bk:

A = B1 ∪B2 ∪ ... ∪Bk,

ãäå k-çàäàííîå ÷èñëî, à òàêæå çàäàíû ÷èñëà n1, n2, ..., nk ýëåìåí-
òîâ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîíÿòíî, ÷òî n1 + n2 + ...+ nk = n.

×èñëî ïðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Cn(n1, n2, ..., nk) = n!
n1!n2!...nk!

. (7)

Óïðàæíåíèå 57. Âûâåñòè ôîðìóëó (7).
Ðåøåíèå: Ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (7). Ïåðâîå

- ñêîðåå âû÷èñëèòåëüíîå, âòîðîå - áîëåå ëîãè÷åñêîå.
1) Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ïîäìíîæåñòâàB1, B2, ..., Bk.
Ïîäìíîæåñòâî B1 ìîæíî âûáðàòü C

n1
n ñïîñîáàìè. Ïîñëå âû-

áîðà B1 îñòàíåòñÿ n − n1 ýëåìåíòîâ è ïîýòîìó ïîäìíîæåñòâî
B2 ìîæíî âûáðàòü Cn2

n−n1
ñïîñîáàìè. Àíàëîãè÷íî äëÿ B3 åñòü

Cn3
n−n1−n2

ñïîñîáîâ è òàê äàëåå Äëÿ âûáîðà âñåõ k ïîäìíîæåñòâ
ïî ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ

Cn1
n · C

n2
n−n1

· Cn3
n−n1−n2

· ... · Cnk
n−n1−n2−...−nk

.

ñïîñîáîâ. Çàïèøåì ÷èñëà ñî÷åòàíèé ïî ôîðìóëå (2):

n!
n1!(n−n1)!

· (n−n1)!
n2!(n−n1−n2)!

· ... · (n−n1−n2−...−nk−1)!
nk!(n−n1−n2−...−nk−1−nk)!

.

(Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ìíîæèòåëå â çíàìåíàòåëå ñòîèò nk!0!)
Ïîñëå î÷åâèäíûõ ñîêðàùåíèé îñòàåòñÿ

n!
n1!n2!...nk!

.
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2) Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè
ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñçåìó ðàçìåùåíèÿ n ýëåìåíòîâ ïî k ðàç-
ëè÷íûì óðíàì ì çàäàííûì êîëè÷åñòâîì ïðåäìåòîâ â êàæäîé
óðíå. ×èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ðàâíî
Pn = n!.

Ïóñòü n ýëåìåíòîâ ðàçëîæåíû ïî k óðíàì, ïðè÷åì â ïåðâîé
óðíå n1 ïðåäìåòîâ, âî âòîðîé n2, è òàê äàëåå, â k-îé óðíå nk.
Ïåðåñòàíîâêè ïðåäìåòîâ âíóòðè óðíû íå ìåíÿþò îáùåãî ðàç-
ìåùåíèÿ. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê âíóòðè óðíû Bj åñòü
Pnj = nj !, j = 1, 2, ..., k, êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà À áóäåò ðàâíî

n!
n1!n2!...nk!

.

Ïðèììåð. Ñêîëüêî ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â
ñëîâå "ìàìà"

Âñåãî áóêâ n=4. Ïðåäñòàâèì, ÷òî êàæäàÿ áóêâà çàïèñàíà íà
êàðòî÷êå. Òîãäà ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê êàðòî÷åê ðàâíî P4 = 4! = 24.
Íî âçàèìíûå ïåðåñòàíîâêè êàðòî÷åê ñ áóêâàìè à è ñ áóêâàìè ì
íå ìåíÿþò îáùåãî ñëîâà. Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëîâ åñòü
C4(2, 2) = 4!

2!2! = 24
4 = 6.

Èç ïðèìåðà òàêæå ìîæíî óÿñíèòü,ïî÷åìó ÷èñëî ïåðåñòàíî-
âîê ñ ïîâòîðåíèÿìè îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Cn(n1, n2, ..., nk), íà-
ïîìèíàþùèì ÷èñëî ñî÷åòàíèé Cmn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñ-
ëî ñïîñîáîâ ðàçáèòü ìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ íà äâà ïîäìíîæå-
ñòâà èç m è n-m ýëåìåíòîâ, òî åñòü Cmn = Cn(m,n−m) = n!

m!(n−m)!
Óïðàæíåíèå 58. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íà÷èíàþùèé øàõ-

ìàòèñò ìîäåò ðàññòàâèòü áåëûå è ÷åðíûå ôèãóðû íà ñîîòâåò-
ñòâåííî ïåðâîé è ïîñëåäíåé ãîðèçîíòàëè øàçìàòíîé äîñêè?

Ðåøåíèå: Èìååòñÿ 8 ôèãóð êàæäîãî öâåòà: êîðîëü, ôåðçü, äâå
ëàäüè, äâà ñëîíà è äâà êîíÿ. Äëÿ áåëûé ôèãóð ÷èñëî ñïîñîáîâ
ðàññòàíîâêè åñòü C8(1, 1, 2, 2, 2) = 8!

1!1!(2!)3
= 8!

8 = 7!. Ñòîëüêî ýå

ñïîñîáîâ ðàññòàíîâêè äëÿ ÷åðíûõ ôèãóð íà ïðîòèâîïîëîæíîé ãî-
ðèçîíòàëè. Îáùèé îòâåò ïî ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ åñòü(7!)2

Óïðàæíåíèå 59. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 3n ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ìåòîâ ìîæíî ðàçëîæèòü ïîðîâíó ïî n óðíàì, åñëè:

à) óðíû ðàçëè÷íû;
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á) óðíû îäèíêîâû?
Ðåøåíèå: à) Èç ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî ñëåäó-

åò, ÷òî C3n(3, 3, ..., 3︸ ︷︷ ︸
n

) = (3n)!
(3!)n = (3n)!

6n

á) Ïîñòðàðàåìñÿ ïîíÿòü â ÷åì ñîñòîèò îòëè÷èå îò çàäà÷è (à).
Ðàçëè÷èíûå óðíû ñíàáæåíû ìåòêàìè èëè íîìåðàìè: óðíà 1, óð-
íà 2, . . . , óðíà n. Ïîýòîìó, åñëè ïîìåíÿòü ñîæåðæèìîå, ñêàæåì
1 è 2 óðíû, òî ýòî áóäåò äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåäìåòîâ ïî óð-
íàì. Â á) óðíû îäèíàêîâûå, òî åñòü ôàêòè÷åñêè ïåðåñòàíîâêà óðí
íå ìåíÿåò îáùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäìåòîâ. Òàê êàê n óðí ìîæ-
íî ïåðåñòàâëÿòü ìåæäó ñîáîé n! ñïîñîáàìè, ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé
áóäåò â n! ðàç ìåíüøå îòâåòà ê çàäà÷å (à), òî åñòü (3n)!

n!6n

7. Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 24. Ïóñòü m,n - öåëûå ÷èñëà, m ≥ 0, n ≥ 1.
Ñî÷åòàíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî m íàçîâåì âûáîð m îáú-
åêòîâ èç n òèïîâ îáúåêòîâ. ×èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè îáî-
çíà÷èì Cmn .

Óäàáíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå: îáúåêòû n ðàçëè÷íûõ
òèïîâ: òèï 1, òèï 2, . . . , òèï n. Îáúåêòû îäíîãî òèïà íåðàçëè÷íû
ìåæäó ñîáîé. Êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ êàæäîãî òèïà íåîãðàíè÷åííî.
Íóæíî âûáðàòü (íàáðàòü) m îáúåêòîâ áåçðàëè÷íî êàêèõ òèïîâ.

Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî êîáìèíàòîðíîãî ïîíÿòèÿ ñâÿçàíî
ñ óæå íå ðàç óïîìèíàâøåéñÿ çàäà÷åé ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäìåòîâ ïî
óðíàì. Â äàííîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ m ïðåäìåòîâ ðàçëîæèòü ïî n
ðàçëè÷íûì óðíàì. Îòëè÷èåì îò ñõåìû â óïð. 42 ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ïðåäìåòû íåðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäìåòîâ
â òîé èëè èíîé óðíå, à íå òåì, êàêèå èìåííî ïðåäìåòû ïîïàëè â
äàííóþ óðíó.

Ïðèìåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòîâèòü íàáîðû, ÷î-
äåðæàùèå äâå áóêâû, èç áóêâ a, b, c?

Â ïåðâîé èíòåðïðåòàöèè íóæíî âûáðàòü äâà îáúåêòà èç òðåõ
òèïîâ: òèï a, òèï b, òèï ñ. Ïîëó÷àþòñÿ íàáîðû èç äâóõ áóêâ îäíî-
ãî òèïà: aa, bb, cc, èëè íàáîðû èç äâóõ ðàçíûõ òèïîâ: ab, ac, bc.
Âñåãî 6 íàáîðîâ. Âî âòîðîé èíòåðïðåòàöèè òðåáóåòñÿ äâà îäèíà-

61



êîâûõ ïðåäìåòà ðàçëîæèòü ïî òðåì ðàçëè÷íûì óðíàì ñ ìåòêàìè
a, b, c. Åñëè îáà ïðåäìåòà ïîëîæèòü â îäíó óðíó, ïîëó÷èì ñî÷å-
òàíèÿ aa, bb èëè cc. Åñëè ïîëîæèòü ïî îäíîìó ïðåäìåòó â äâå
óðíû, òî âîçíèêàþò ñî÷åòàíèÿ ab, ac èëè bc.

Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èìååò âèä:

Cmn = Cmn+m−1 = Cn−1n+m−1. (8)

Óïðàæíåíèå 58. Âûâåñòè ôîðìóëó (8).
Ðåøåíèå:Óäîáíî çàêîäèðîâàòü êàæäîå ñî÷åòàíèå âåêòîðîì èç

åäèíèö è íóëåé ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàïèøåì ñòîëüêî åäèíèö,
ñòîëüêî âûáðàíî îáúåêòîâ ïåðâîãî òèïà, çàòåì ïîñòàâèì íîëü,
ñëóæàùèé ðàçäåëèòåëåì èëè ïåðåãîðîäêîé. Äàëåå îïÿòü ïèøåì
ñòîëüêî åäèíèö, ñêîëüêî âûáðàíî îáúåêòîâ âòîðîãî òèïà è îïÿòü
ïîñòàâèì íîëü è òàê äàëåå Â êîíöå áóäóò íàõîäèòüñÿ åäèíèöû,
îáîçíà÷àþùèå îáúåêòû ïîñëåäíåãî, n-ãî, òèïà, ïîñëå ÷åãî íîëü
óæå íå íóæåí. Íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà âûáîðà âåêòîð áóäåò ñî-
äåðæàòü m åäèíèö è n-1 íóëåé, òî åñòü m+n -1 ýëåìåíòîâ. Òåïåðü
äîñòàòî÷íî íàéòè, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ñðåäè m+n-1 ýëåìåíòîâ
ìîæíî âûáðàòü m ýëåìåíòîâ (åäèíèö) èëè, ýêâèâàëåíòíî, n-1 ýëå-
ìåíòîâ (íóëåé). Ýòî ÷èñëî ðàâíî Cmn+m−1 èëè , ÷òî òî æå ñàìîå,
Cn−1n+m−1. Ôîðìóëà (8) äîêàçàíà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ìåòîä âûøåïåðå÷èñëåííûé ïðèìåðîì. Âû-
áîð aa çàêîäèðóåì âåêòîðîì 1100. Àíàëîãè÷íî, bb-0110, cc - 0011,
ab -1010, ac - 1001, bc - 0101. Âñåãî ÷èñëî ñî÷åòàíèé C2

3 áóäåò
ðàâíî C2

4 = 6.
Ðàññìîòðèì âàæíóþ çàäà÷ó èç òåîðèè ÷èñåë.
Óïðàæíåíèå 61. Ñêîëüêî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé

èìååò óðàâíåíèå

x1 + x2 + x3 + ...+ xn = m,

ãäå m - íàòóðàëüíîå, n - öåëîå, n ≥ 0?
Ðåøåíèå: Åñëè îïðåäåëåíèå 24 õîðîøî ïîíÿòî, òî íåòðóäíî

çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à äàåò åù¼ îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñî-
÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òðå-
áóåòñÿ íàéòè ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü m íåðàçëè÷èìûõ ïðåä-
ìåòîâ ïî n ðàçëè÷íûì óðíàì. Çäåñü íîìåð ïåðåìåííîé ñëóæèò
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íîìåðîì óðíû. Ïîñêîëüêó xi ≥ 0, i = 1, 2, ..., n, íåêîòîðûå óðíû,
êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ìîãóò îñòàâàòüñÿ ïóñòûå. Èòàê, îòâåòîì
ÿâëÿåòñÿ Cmn .

Óïðàæíåíèå 62. Ñêîëüêî èìååòñÿ êîñòåé äîìèíî?
Ðåøåíèå: Ìîæíî ðåøèòü òàê: êîñòåé ñ ðàçíûìè ÷èñëàìè îò 0

äî 6 èìååòñÿ C2
7 = 7·6

2 = 21; ê ýòîìó ÷èñëó íàäî äîáàâèòü êîëè÷å-
ñòâî äóáëåé, êîòîðûõ, î÷åâèäíî, 7. Â èòîãå 28 êîñòåé. Íî ëó÷øå
ñðàçó çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî êîñòåé åñòü

C2
7 = C2

7+2−1 = C2
8 =

8 · 7
2

= 28.

Óïðàæíåíèå 61. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíûõ ïà-
ðàëëåëåïèïåäîâ, ó êîòîðûõ äëèíà êàæäîãî ðåáðà åñòü öåëîå ÷èñ-
ëî îò 1 äî 10?

Ðåøåíèå: Òðåáóåòñÿ âûáðàòü 3 ÷èñëà (äëèíó, øèðèíó, âûñîòó
ïàðàëëåëåïèïåäà) èç 10 âîçìîæíûõ òèïîé. Îòâåò:

C103 = C3
10+3−1 = C12

3 =
12 · 11 · 10

6
= 220.

Óïðàæíåíèå 64. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òðåõ íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ
ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà?

Ðåøåíèå: Òðåáóåòñÿ çàïèñàòü n â âèäå ñóììû

x1 + x2 + x3 = n,

ãäå x1, x2, x3 - íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â óïð. 61 ìû âèäåëè ïîõî-
æóþ çàäà÷ó, íî òàì ïåðåìåííûå ìîãëè ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ïðåäñòà-
âèì, ÷òî íóæíî ðàçëîæèòü n îäèíàêîâûõ øàðîâ ïî òðåõ óðíàì,
íî òàê ÷òîáû íè îäíà óðíà íå áûëà ïóñòîé. Ïîëîæèì â êàæäóþ
óðíó ïî øàðó. Òîãäà øàðîâ îñòàåòñÿ n-3, è ìû ïðèõîäèì ê óðàâ-
íåíèþ

x′1 + x′2 + x′3 = n− 3,

ãäå íîâûå ïåðåìåííûå x′1, x
′
2, x
′
3 ≥ 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì îòâåò:

Cn−33 = Cn−33+n−3−1 = Cn−3n−1 = C2
n−1 =

(n− 1)(n− 2)

2
.
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8. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé.

×èñëî ýëåìåíòîâ â îáúåäèíåíèè äâóõ ìíîæåñòâ A è B ðàâíî

(9)|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íà äèàãðàììå (ðèñ. 11), öèôðû ïîêàçû-
âàþò, ñêîëüêî ðàç ó÷èòûâàþòñÿ ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷à-
ñòåé:

Ðèñ. 11:

Äëÿ òðåõ ìíîæåñòâ A, B, C ôîðìóëà èìååò âèä:

(10)
|A∪B∪C| = |A|+ |B|+ |C|−|A∩B|−|A∩C|−|B∩C|+ |A∩B∩C|.

Ðèñ. 12:

Îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ îáúåäèíåíèÿ n ìíîæåñòâ A1, A2, ..., An
íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé:

(11) |
n⋃
i=1
Ai =

n∑
i=1
|Ai| −

∑
1≤i<j≤n

|Ai ∩Aj |+
∑

1≤i<j<k≤n
|Ai ∩Aj ∩Ak| −

...+ (−1)n−1|A1

n⋂
i=1
Ai|.
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Ôîðìóëó (11) ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâà áóäåâîé àëãåáðû ìíîæåñòâ.

Îíàïîçâîëÿåò íàõîäèòü ÷èñëî îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ èëè íå
îáëàäàþùèõ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Óïðàæíåíèå 63. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èç ïåðâîé ñîò-
íè íå äåëÿòñÿ íà 2, 3, 5 îäíîâðåìåííî?

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì ÷åðåç A2 ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë îò 1 äî 100, äåëÿùèõñÿ íà 2 ; A3 - äåëÿùèõñÿ íà 3; A5 -
äåëÿùèõñÿ íà 5. Î÷åâèäíî, ýòè ìíîæåñòâà ïåðååêàþòñÿ; ê ïðè-
ìåðó ÷èñëî 6 ïðèíàäëåæèò A2 è A3, à ÷èñëî 30 ïðèíàäëåæèò
âñåõ òðåì ìíîæåñòâàì. Íàéäåì ïî ôîðìóëå 10: |A2 ∪ A3 ∪ A5| =
|A2|+ |A3|+ |A5| − |A2A3| − |A2A5| − |A3A5|+ |A2A3A5| (äëÿ ïðî-
ñòîòû ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ çàïèñàòü êàê ïðîèçâåäåíèå). ×èñëî
ýëåìåíòîâ A2 (òî åñòü ÷åòíûõ ÷èñåë) ðàâíî 100 : 2 = 50. ×èñ-
ëî ýëåìåíòîâ A3 åñòü öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ 100 íà 3, òî åñòü
33. ×èñëî ýëåìåíòîâ A5 ðàâíî 100 : 5 = 20. Åñëè ÷èñëî ïðèíàä-
ëåæèò A2 è A3, òî â ñèäó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë 2 è 3, îíî
äåëèòñÿ íà 2 · 3 = 6. Ïîýòîìó |A2A3| = [100/6] = 16. Àíàëî-
ãè÷íî, |A2A5| = [100/10] = 10, |A3A5| = [100/30] = 3. Îòñþäà,
|A2 ∪ A3 ∪ A5| = 50 + 33 + 20− 16− 10− 6 + 3 = 74. Îòâåò áóäåò
100 - 76 = 26.

Óïðàæíåíèå 66. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x+ y+
z = 10, ãäå x, y, z -öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: x ≥
0, 1 ≤ yle3, 0 ≤ z ≤ 2?

Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà íàéäåì îáùåå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íèæíèì îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ïåðåìåííûõ: x ≥ 0, y ≥
1, z ≥ 0 ïî îáðàçöó óïð. 61 è 64. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå z+y′+z =
9, ãäå x, y′, z ≥ 0. ×èñëî ðåøåíèé ðàâíî C9

3 = C11
2 = 11·10

2=55 . Èç ýòî-
ãî ÷èñëà âû÷òåì êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, íàðóøàþùèõ âåðíèå îãðà-
íè÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü Ay - ìíîæåñòâî ðåøåíèé, äëÿ
êîòîðûõ y ≥ 4, Az - ìíîæåñòâî ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ z ≥ 3. Ay
åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x + y′′ + z = 6, x.y′′, z ≥ 0 è
|Ay| = C6

3 = C2
8 = 8·7

2 = 28. Az åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ x+y′′′+z′′′ = 6 è |Az| = 28. Ìíîæåñòâî AyAz åñòü ïåðåñå÷åíèå
Ay è Az, òî åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x + y′′′′ + z′′′′ =

3, x, y′′′′, z′′′′ ≥ 0. Îíî ñîæåðæèò C3
3 = C2

5 = 5·4
2 = 10 ðåøåíèé. Èñ-
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ïîëüçóÿ (9), èìååì ÷èñëî ðåøåíèé, íàðóøàþùèõ óñëîâèÿ, ðàâíî
|Ay|+ |Az|− |AyAz| = 28 + 28−10 = 46. Âû÷èòàÿ èç îáùåãî ÷èñëà
ðåøåíèé ïîëó÷àåì îòâåò: 55- 46 =9.

Äàëåå ðàññìîòðèì âàæíîå äëÿ êîìáèíàòîðèêè è ïðèëîæåíèé
ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 25. Ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, ..., an) ýëåìåíòîâ 1,
2, . . ., n íàçûâàåòñÿ áåñïîðÿäêîì, åñëè ai 6= i, i = 1, 2, ..., n.
Äðóãèìè ñëîâàìè, â áåñïîðÿäêå íè îäíèå ýëåìåíò íå ñòîèò íà
ñâîåì ìåòñòå: 1 íå íàõîäèòñÿ íà ïåðâîì ìåñòå, 2 - íà âòîðîì, .
. ., n - íå íà n-îì ìåñòå. ×èñî âñåõ áåñïîðÿäêîâ èç n ýëåìåíòîâ
îáîçíà÷àåòñÿ Dn (åãî òàêæå íàçûâàþò ñóáôàêòîðíûì), D0 ïî
îïðåäåëåíèþ ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 1, D1 = 0. Äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ
D2, î÷åâèäíë, ðàâíî 1, äëÿ òðåõ ýëåìåíòîâ 1, 2, 3 ñóùåñòâóåò äâà
áåñïîðÿäêà: (2 3 1) è (3 1 2), òî åñòü D3 = 2.

Ôîðìóëà äëÿ áåñïîðÿäêîâ èìååò âèä:

(12) Dn = n!( 1
0! −

1
1! + 1

2! − ...+ (−1)n 1
n!) = n!

n∑
k=1

(−1)k 1
k! .

Óïðàæíåíèå 65. Âûâåñòè ôîðìóëó (12).
Ðåøåíèå: Èç îáùåãî ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê Pn = n! âû÷òåì ÷èñ-

ëî ïåðåñòàíîâîê, íå îáðàçóþùèç áåñïîðÿäîê. Ïóñòü A1 - ìíîæå-
ñòâî ïåðåñòàíîâîê, ñîäåðæàùèõ 1 íà ïåðâîì ìåñòå, A2 - ñîäåðæà-
ùèõ 2 íà âòîðîì ìåñòå, . . . , An - ñîäåðæàùèõ n íà n-îì ìåñòå.

×èñëî âñåõ "íåáåñïîðÿäêîâ"åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ
n⋃
i=1
Ai. Íàéäåì

åãî ïî ôîðìóëå (11).
Äëÿ ëþáîãî I, 1 ≤ I ≤ n, |Ai| = (n−1)!, òàê êàê ýëåìåíò i ñòîèò

íà i-îì ìåñòå, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàñïîëàãàþòñÿ ïðàâèëüíî.

Ïîýòîìó
n∑
i=1
|Ai| = n(n − 1)! = n!, |Ai ∩ Aj | = (n2)!, òàê êàê äâà

ýëåìåíòà i è j ñòîÿò íà "ñâîèõ"ìåñòàõ. ×èñëî ïàð (i, j)(i 6= j)
ðàâíî C2

n = n!
2!(n−2)! . Àíàëîãè÷íî, |Ai ∩ Aj ∩ Ak| = (n − 3)!, à

÷èñëî òðåõ (i, j, k) èç ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî C3
n = n!

3!(n−3 !.
Ïðîäîëæàÿ òàêèì æå îáðàçîì, èìååì

|
n⋃
i=1
Ai| = n!− n!

2!(n−2)!(n− 2)! + n!
3!(n−3)!(n− 3)!− ...+ (−1)n1 n!

n!0!0! =

n!
1! −

n!
2! + n!

3! − ...+ (−1)n−1 n!n!
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Òîãäà:

Dn = n!−(n!1!−
n!
2! +

n!
3!−...+(−1)n−1 n!n!) = n!( 1

0!−
1
1!+

1
2!−...+(−1)n 1

n!)

Ìû ïðèøëè ê ôîðìóëå (12).
Óïðàæíåíèå 68. Êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè íóæíî ðàñêðà-

ñèòü â 8 öâåòîâ òàê, ÷òîáû â êàæäîé ãîðèçîíòàëè âñòðå÷àëèñü âñå
8 öâåòîâ, à â êàæäîé âåðòèêàëè íå âòðå÷àëèñü ïîäðÿä äâå êëåò-
êè, îêðàøåííûå â îäèí öâåò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ýòî
ñäåëàòü?

Ðåøåíèå: Äëÿ ïåðâîé ãîðèçîíòàëè âîçìîæíî 8! ðàñêàñîê. Äëÿ
âòîðîé ãîðèçîíòàëè âîçìîæíî D8 ðàñêàñîê, òàê êàê îíè îáÿçàíû
áûòü áåñïîðÿäêîì ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé ãîðèçîíòàëè. Àíàëî-
ãè÷íî, äëÿ òðåòüåé ãîðèçîíòàëè âîçìîæíîD8 ðàñêðàñîê-áåñïîðÿäêîâ
ïî îòíîãåíèþ êî âòîðîé ãîðèçîíòàëè. Ïðîäîëæàÿ äî ïîñëåäíåé
ãîðèçîíòàëè è ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì îòâåò:
8!(D8)

7.
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ÇÀÄÀ×È (ê ïàðàãðàôàì 6, 7, 8)

81. Ñêîëüêî ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëî-
âàõ: à) âåêòîð; á) áàîáàá; â) ìàòåìàòèêà?

82. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 10 ÷åëîâåê ìîæíî: à) ðàçäåëèòü íà
äâå êîàíäû A è B ïî 5 ÷åëîâåê â êàæäîé; á) ðàçäåëèòü ïîðîâíó?

83. à)Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè êîëëåêòèâ èç 8 æåíùèí è 4 ìóæ-
÷èå ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå çàíóìåðîâàííûå ãðóïïû ñ ðàâ-
íûì êîëè÷åñòâîì ëþäåé?

á)Ñêîëüêî ñïîñîáîâ, ïðè êîòîðûõ â êàæäîé ãðóïïå áóäåò ìóæ-
÷èíà?

â) Ñêîëüêî ñïîñîáîâ, ïðè êîòîðûõ â êàæäîé ãðóïïå áóäåò æåí-
ùèíà?

84. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 2n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ ìîæíî ðàç-
ëîæèòü ïî n óðíàì, åñëè à) óðíû çàíóìåðîâàííû; á) óðíû îäè-
íàêîâû?

85. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÷èñëà - öåëûå (n - íàòóðàëüíîå):

à) (2n)!
2n ; á) (2n)1

n!2n ; â)
(2n)!
2n3n ; ã)

(n2)!
(n!)n+1

86. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü îæåðåëüå èç 3 áó-
ñèí ñèíåãî öâåòà, 4 áóñèíû êðàñíîãî öâåòà è 5 áóñèí çåëåíîãî
öâåòà (ñð. ñ çàäà÷åé 70)?

87. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ìîæíî ñîòàâèòü èç 30 ìî-
íåò äîñòîèíñòâîì 1 ðóáëü, 2 ðóáëÿ, 5 ðóáëåé?

88. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 5 ðóáëåâûõ ìîíåò
è 10 ïîëòèííèêîâ ïî 4 ðàçëè÷íûì êîøåëüêàì?

89. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ , äëèíû ñòîðîí êîòî-
ðûõ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ 4,5,6,7?

90. Íàéòè êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1+
x2 + ...+ xn = m, ãäå n,m - öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, åñëè:

à) xi ≥ 0; á) xi > 0; â) xi ≥ ai; ãäå ai - çàäàííûå öåëûå ÷èñëà.
91. Â øêîëå 1400 ó÷åíèêîâ. Èç íèõ 1250 óìåþò êàòàòüñÿ íà

ëûæàõ, 952 - íà êîíüêàõ. Íè íà ëûæàõ, íè íà êîíüêàõ íå óìåþò
êàòàòüñÿ 60 ó÷àùèçñÿ. Ñêîëüêî ó÷àùèõñÿ óìåþò êàòàòüñÿ è íà
ëûæàõ è íà êîíüêàõ?

92. à) Ñêîëüêî ÷èñåë èç ïåðâîé òûñÿ÷è íå äåëÿòñÿ íè íà îäíî
èç ÷èñåë 2, 3, 5?

á) Ñêîëüêî ñðåäè ïåðâûõ ñòà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðîñòûõ?
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93. Ñêîëüêî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x+ y+
z = 40, åñëè à) x, y, z ≥ 0; á)x, y, z > 0; â) x ≥, y ≥ 0, z ≥ 2; ã)
3 ≤ x ≤ 5, 0 ≤ y ≤ 5, z ≥ 2?

94. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç êîëîäû, ñîäåð-
æàùåé 52 êàðòû , 6 êàðò òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûëè êàðòû âñåõ
÷åòûðåõ ìàñòåé?

95. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõçíà÷íûõ ÷èñëå, ó êîòîðûõ ñóììà
öèôð ðàâíà 20?

96. Âû÷èñëèòå D3, D4, D5.
97. ×åìó ðàâíà äîëÿ áåñïîðÿäêîâ ñðåäè âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç

n ýëåìåíòîâ? Ê ÷åìó ñòðåìèòñÿ ýòî äîëÿ ïðè n→∞?
98. Äîêàæèòå, ÷òî à) Dn = (n − 1)(Dn−1 + Dn−2); á) Dn =

nDn−1 + (−1)n (ýòè ñâîéñòâà íàïîìèíàþò ñâîéñòâà ôàêòîðèàëîâ,
ïîýòîìó Dn è íàçûâàåòñÿ ñóáôàêòîðèàëîì).

99. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn,k ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ,
ó êîòîðûõ ðîâíî k ýëåìåíòîâ íàõîäÿòñÿ íà "ñâîèõ"ìåñòàõ.

à) Âûâñòè ôîðìóë äëÿ Dn,k; á) Íàéòè
n∑
k=0

Dn,k.

100. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íà ùàõìàòíîé äîñêå 8 × 8 ìîæíî
ðàññòàâèòü 8 ëàäåé òàê, ÷òîáû îíè íå áûëè äðóã äðóãà è ÷òî áû
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè à) íå ñòîÿëà íè îäíà ëàäüÿ; á) ñòîÿëè ðîâíî
äâå ëàäüè (ñð. ñ óïð. 46).
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9. Áèíîì Íüþòîíà. Ïîëèíîìèàëüíàÿ

òåîðåìà.

Íà÷íåì ñ øêîëüíûõ ôîðìóë:

(a+ b)0 = 1,

(a+ b)1 = a+ b,

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3.

Êîýôôèöåíò â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëàìè ñî÷åòàíèé:

n = 0 C0
0 = 1′

n = 1 C0
1 , C

1
1 ,

n = 2 C0
2 , C

1
2 , C

2
2 ,

n = 3 C0
3 , C

1
3 , C

2
3 , c

3
3.

Åñëè ýòè ÷èñëà ðàñïîëîæèòü â âèäå òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èò-
ñÿ íà÷àëî èçâåñòíîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. ×èñëà â êàæäîé
ñòðî÷êå ñèììåòðè÷íâ (ñâîéñòâî ñî÷åòàíèé(3)). À òîæäåñòâî Ïàñ-
êàëÿ (4) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûéé âíóòðåííèé ýëåìåíò, íà÷èíàÿ ñ
n=2, ðàâåí ñóììå, ñòîÿùèõ ïîä íèì ýëåìåíòîâ ïðåäûäóùåé ñòðî-
êè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðîäîëæàòü òðåóãîëüíèê äî áåñêîíå÷-
íîñòè.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Åñëè ïðåäïîëîæèòü î ñâÿçè ÷èñåë ñî÷åòàíèé ñ ôîðìóëîé âîç-
âåäåíèÿ â ñòåïåíü âåðíî, òî äîëæíû áûòü ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:
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(a+ b)4 = a4 + 4ab + 6a2b2 + 4ab3 + b4,

(a+ b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5

è òàê äàëåå Òî, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê îáúÿñíÿåò çíàìåíèòàÿ
ôîðìóëà, íàçûâàåìàÿ áèíîì Íüþòîíà:

(13)
(a+ b)n = C0

na
n +C1

na
n−1b+C2

na
n−2b2 + ...+Cn−1n abn−1 +Cnnb

n =
n∑
k=0

Ckna
n−kbk

Ïîñêîëüêó ÷èñëà ñî÷åòàíèé Ckn ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöåíòàìè â ðàç-
ëîæåíèè â áèíîì Íüþòîíà, èõ åù¼ íàçûâàþò áèíîìèàëüíûìè
êîýôôèöåíòàìè.

Óïðàæíåíèå 69. Äîêàçàòü ôîðìóëó (13).
Ðåøåíèå: Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îáû÷íî èñïîëüçó-

þò äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Íà íàø
âçãëÿä, êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ëó÷øå ïðîÿñíÿåò ñìûñë
ôîðìóëû.

Çàïèøåì, ïðîèçâåäåíèå n ñêîáîê (a + b) · (a + b) · ... · (a + b).
Åñëè ðàñêðûâ ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü ïðîèçâåñòè óìíîæåíèå âñåõ
ñêîáîê, ïîëó÷èòñÿ ñóììà, ñîñòîÿùàÿ èç 2n ñëàãàåìûõ (ïî÷åìó?)
âèäà an−kbk, ãäå k ìîæåò ðàâíÿòñÿ 0, 1, . . ., n. Ïðèâåäÿ ïîäîá-
íûå, çàìå÷àåì, ÷òî ñëàãàåìîå an−kbk ñîäåðæèòñÿ Ckn ðàç, òàê êàê
èç k ñêîáîê â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ âûáðàíî b, à èç îñòàëüíûõ n-k
ñêîáîê - âûáðàíî a. Îñòàåòñÿ òîëüêî íàïèñàòü ñóììó ïðèâåäåí-

íûõ ÷ëåíîâ:
n∑
k=0

Ckna
kbn−k, ÷òî è äîêàçûâàåò (13). Îòìåòèì, ÷òî

ôîðìóëà áèíîìà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(13′)(a+ b)n =
n∑
k=0

Ckna
n−kbk,

òî åñòü ïî âîçðîñòàþùèì ñòåïåíÿì a.
Ïðèìåð. Çàïèñàòü (a− b)6
Êîýôôèöåíòû ðàçëîæåíèÿ âîçáìåì èç ñòðî÷êè òðåóãîëüíèêà

Ïàñêàëÿ ïðè n =6. Çàìåòèì, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ ñòåïíÿõ ïåðåä
ñëàãàåìûì áóäåò çíàê ìèíóñ, à ïðè ÷åòíûõ - ïëþñ. Ïîëó÷èì:
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(a− b)6 = a6 − 6a5b+ 15a4b2 − 20a3b3 + 15a2b4 − 6ab5 + b6.

Óïðàæíåíèå 70. Äîêàçàòü êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà:

à)
n∑
k=0

Ckn = 2n; (14)

á)
n∑
k=0

(−1)Ckn = 0; (15)

â)
∑

0≥k≥n
2

C2
nk =

∑
0≥k≥n−1

2

C2k+1
n ; (16)

Äàííûå òîðæäåñòâà, ñâÿçàíû ñ ÷èñëàìè ñî÷åòàíèé, íå òîëüêî ïîç-
âîëÿåò óïðîùàòü ðóçåëüòàò, íî è ïî-èíîìó èõ èíòåðïðåòèðîâàòü.

Ðåøåíèå: à) Ïåðâûé ñïîñîá: ñóììà âñåõ ÷èñåë ñî÷åòàíèé - ýòî
÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Îíî ðàâíî 2n

(òåîðåìà 2). Âòîðîé ñïîñîá: ïîëîæèòü â ôîðìóëå áèíîìà (13)
a=b=1.

Ôîðìóëà (14) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë â
n-îé ñòðî÷êå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ðàâíà 2n.

á) Ïîëîæèì â (13) a=1, b=1. Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî çíàêî÷åðå-
äóþùàÿñÿ ñóììà ÷èñåë â ëþáîé ñòðî÷êå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ
ðàâíî íóëþ.

â) Ñêëàäûâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè â (14) è (15), ïîëó÷èì
2

∑
0≥k≥n

2

C2
nk = 2n, îòêóäà ñëåäóþò îáà ðåçóëüòàòà â (16). Ôîðìóëû

(16) îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà ïî ÷åòíûì âåðõíèì èíäåêñàì ÷èñåë â
ñòðî÷êå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ðàâíà ñóììå ïî íå÷åòíûì âåðõíèì
èíäåêñàì, è îáå îíè ðàâíû ïîëîâèíå ñóììû âñåõ ÷èñåë ñòðî÷êè.

Óïðàæíåíèå 71. Âû÷èñëèòü ñóììó:
n∑
k=0

Ckn = 1C1
n + 2C2

n + ...+ nCnn .

Ðåøåíèå: Çàïèøåì áèíîì (1+x)n = 1+C1
nx+C2

nx
2+...+Cnnx

n.
Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè òîæäåñòâà, èìååì:

n(1 + x)n−1 = 1C1
n + 2C2

nx+ ...+ nCnnx
n−1.

Ïîëàãàÿ x=1, ïîëó÷àåì
1C1

n + 2C2
n + ...+ nCnn = n · 2n−1. (17)

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíîå òîæäåñòâî Âàíäåðìîíäà:
Óïðàæíåíèå 72. Äîêàçàòü
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C0
nC

k
m + C1

nC
k−1
m + ...+ CknC

0
m = Ckn+m (18)

Ðåøåíèå: Çàïèøåì äâà ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå áèíîìà:

(1 + x)n = 1 + C1
nx+ C2

nx
2 + ...+ Cnnx

n; (∗)
(1 + x)m = 1 + C1

mx+ C2
mx

2 + ...+ Cmmx
m; (∗∗)

Ïåðåìíîæàÿ ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâà, èìååì (1 +x)n(1 +x)m =
(1 + x)n+m.

Ðàññêëàäûâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì Ðåøåíèå: Çà-
ïèøåì äâà ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå áèíîìà:

(1 + x)n+m = 1 + C1
n+mx+ C2

n+mx
2 + ...+ Cn+mn+mx

n+m, (***)

òî åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n+m. Ñ äðóãîé ÷òîðîíû, ïðåìíîæàÿ
ïðàâûå ÷àñòè (*) è(**), ïîëó÷èì ýòîò æå ìíîãî÷ëåí.

Äâà ìíîãî÷ëåíà ðàâíû, êîãäà êîýôôèöåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé ñîâïàäàþò. Êîýôôèöåíòû ïðè xk â (***)
ðàâåí Ckn+m. ×òîáû ïîëó÷èòü òàêîé æå êîýôôèöåíò â ïðîèçâåäå-
íèè (*) è (**), íóæíî ñëîæèòü ïðîèçâåäåíèÿ êîýôôèöåíòîâ ïðè
xi â (*) è xk−i â (**) ïî âñåì i, 0 ≥ i ≥ k. Â èòîãå ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó:

Ckn+k =
k∑
i=0
Cin · Ck−im ,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ (18).
Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (18) ïîëó÷àåòñÿ ïðè n=m=k.

Ïðè ýòîì Cin = Cn−in (òîæäåñòâî (3)) è ïîýòîìó

(C0
n)2 + (C1

n)2 + ...+ (Cnn )2 = c2n
n. (19)

Óïðàæíåíèå 71. Ïðè êàêîì n â ðàçëîæåíèè (x5 + 2
5)n íàè-

áîëüøèé êîýôôèöåíò íàõîäèòñÿ ïðè x9?
Ðåøåíèå: Çàïèøåì èñõîäíîå âûðàæåíèå êàê (x+2)n

5n . Êîýôôè-

öåíò ïðè x9 ðàâåí 29Cn−9
n

5n = C9
n·29
5n . Ïîñêîëüêó îí íàáîëüøèé, îáÿ-

çàíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà
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C9
n · 29

5n
>
C8
n · 28

5n
,

C9
n · 29

5n
>
C1
n0 · 210

5n
,

Èç ïåðâîãî íåðàâåðñòâà ñëåäóåò:

2 n!
9!(n−9)! >

n!
8!(n−8)! ,

îòêóäà 2
9 >

1
n−8 , èëè 2n− 19 > 9, n > 12, 5.

Èç âòîðîãî ñëåäóåò:

2 n!
9!(n−9)! >

n!
10!(n−10)! ,

îòêóäà 1
n−9 >

2
10 = 1

5 , èëè n− 9 < 5, n < 14.
Ïîñêîëüêó n - öåëîå ÷èñëî, ïîäõîäÿùèì çíà÷åíèå ìîæåò áûòü

òîëüêî n = 13.
Îòâåò: n =13.
Îáîùåíèåì áèíîìèàëüíîé ôîðìóëû (13) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-

ìèàíàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ n-îé ñòåïåíè k ñëàãàåìûõ a1, a2, ..., ak:

(a1 + a2 + ...+ ak)
k =

∑
0≤n1,n2,...,nk≤n
n1+n2+···+nk=n

Cn(n1, n2, ..., nk)a
n1
1 a

n2
2 ...a

nk
k =

=
∑

0≤n1,n2,...,nk≤n
n1+n2+···+nk=n

n!

n1!n2!...nk!
an1
1 a

n2
2 ...a

nk
k . (20)

Ñóììèðîâàíèå â (20) èäåò ïî âñåì íàáîðàì íåîòðèöàòåëüûõ öå-
ëûé ÷èñåë n1, n2, ..., nk, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà n. Ïîñêîëüêó êîýô-
ôèöåíòàìè â (20) ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè
Cn(n1, n2, ..., nk) , èõ åù¼ íàçûâàþò ïîëèíîìèàëüíûìè êîýô-

ôèöåíòàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (20) ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó áèíîìèàëüíîé ôîðìóëû (13) è ïðåäëàãàåò-
ñÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåùåíèÿ.

Ïðèìåð. Ðàçëîæèòü (x+ y + z)3.
Ïîêàçàòåëü n=3 ìîæåò áâòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû òðåõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:
3 + 0 + 0 = 0 + 3 + 0 = 0 + 0 + 3 = 2 + 1 + 0 = 2 + 0 + 1 =

1 + 2 + 0 = 0 + 2 + 1 = 1 + 0 + 2 = 0 + 1 + 2 = 1 + 1 + 1
Çàïèñûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöåíòû, ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùåå ðàçëîæåíèå:

3!

3!0!0!
x3 +

3!

0!3!0!
y3 +

3!

0!0!3!
z3 +

3!

2!1!0!
x2y +

3!

2!0!1!
x2z +

3!

1!2!0!
xy2+

+
3!

0!2!1!
y2z +

3!

1!0121
xz2 +

3!

0!1!2!
yz2 +

3!

1!1!1!
xyz =

= x3 + y3 + z3 + 3x2y + 3x2z + 3xy2 + 3y2z + 3xz2 + 3yz2 + 6xyz.

Óïðàæíåíèå 74. à) ×åìó ðàâíû êîýôôèöåíòû ïðè x17 è x18
â ðàçëîæåíèè (1−x2−x7)n? á) ×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ êîýôôèöí-
òîâ?

Ðåøåíèå: Ïîêàçàòåëü 17 ó ïðåìåííîé x ìîæíî ïîëó÷èòü åäèí-
ñòâåííûì ñïîñîáîì: 9 − x)5 · (−x)7. Ðàñêëàäûâàÿ (a + b + c)n ïî
ïîëèíîìèàëüíîé ôîðìóëå (20), ãäå a = 1, b = −x5c = −x7, èìå-
åì êîýôôèöåíò ïðè an−3b2c,ðàâíûé Cn(n − 3, 2, 1) = n!

(n−3)!2!1! =
n(n−1)(n−2)

2 . Åñòåñòâåííî, ýòîò êîýôôèöåíò áóäåò èìåòü çíàê ìè-

íóñ. Îòâåò: −n(n−1)(n−2)
2 .

á) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà Pn(x) = a0+a1x+ ...+anx
n

ñóììà êëýôèèöåíòîâ a0+a1+...+an ñîâïàäàåò ñ çíà÷åíèåì Pn(1).
Ïîýòîìó ñóììà êîýôôèöåíòîâ â ðàçëîæåíèè (1−x2−x7)n ðàâíà
çíà÷åíèþ âûðàæåíèÿ ïðè x=1, òî åñòü (−1)n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
÷åòíîì n îòâåò 1, ïðè íå÷åòíîì n îòâåò -1.
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10. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ïðî-

èçâîäÿùèå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 26. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàåòñÿ ðåêóð-
ðåòíûì ñîîòíîøåíèåì k ïîðÿäêà, åñëè

an = f(an−1, an−2, ..., an−k), (21)

ãäå f -íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, n-ûé ÷ëåí
ïîñëåîâàòåëüíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî k ïðåäûäóùèì ÷ëåíàì an−1, an−2, ..., an−k
ýòîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû "çàïóñòèòü"ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìî
çíàòü k íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = n! óäîâëåòâîðÿåò ðåêêóð-
ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà an = nan−1, òàê êàê
n! = n(n− 1)!. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå a0 = 0! = 1

Îáùåå ðåøåíèå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ñîñòîèò èç âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé an, óäîâëåòâîðÿþùèõ (21). Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü an, âõîäÿùàÿ â îáùåå ðåøåíèå è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì, íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì (21).

Óïðàæíåíèå 73. Çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé:è à) An = c+ n; á) an = cn; â) an = cn, ãäå c=const.

Ðåøåíèå: à) Ïî óñëîâèþ an = c+n, an−1 = c+n−1. Âû÷èòàÿ,
èìååì an − an−1 = 1 èëè an = an−1 + 1; á) àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-
ùåìó an = cn, an−1 = c(n1) = cn − c, îòêóäà an − an−1 = c èëè
a−n = an−1+c; â) an−cn, an−1 = cn−1. Áåðÿ îòíîøåíèå, ïîëó÷èì
an
an−1

= c èëè an = can−1.
Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòî âîçíèêàþò â êîìáèíàòîð-

íûõ çàäà÷àõ.
Óïðàæíåíèå 76.Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò ïëîñêîñòü n îêðóæ-

íîñòåé ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûå äâå îêðóæíîñòè èìåþò îäíó îá-
ùóþ õîðäó è íèêàêèå òðè îêðóæíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå?

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì èñêîìîå ÷èñëî ÷åðåç an. Äëÿ íà÷àëà íàé-
äåì a1 = 2, a2 = 4, a3 = 8. Âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå: an = 2n.

Ïîïðîáóåì òåïåðü ðàññóæäàòü. Ïóñòü ïðîâåäåíà (n+1)-ÿ îêðóæ-
íîñòü. Ïî óñëîâèþ îíà ïåðåñåêàåòñÿ â äâóõ òî÷êàõ ñ êàæäîé èç
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ïðåäûäóùèõ îêðóæíîñòåé, ïðè÷åì ýòî òî÷êè ðàçëè÷íûû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñëåäíÿÿ îêðóæíîñòü èìååò ñ ïðåäûäóùèìè 2n òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Ýòè òî÷êè ðàçáèâàþò îêðóæíîñòü íà 2n äóã.
Êàæäàÿ èç ýòèõ äóã ðàçáèâàåò ÷àñòü ïëîñêîñòè íà äâå íîâûå ÷à-
ñòè. Îòñþäà, êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ïëîñêîñòè an+1 óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 2n ïî ñðàâíåíèþ ñ an. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ñîîòíîøåíèå:
an+1 = a − n + 2n. Óäîáíåå ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå çà-
ïèñàòü êàê an = an−1 + 2(n− 1).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ çàïèøåì an = 2(n −
1) + an−1, à ïîñëåäíèé ÷ëåí ñíîâà ðàñïèøåì ïî ñîîòíîøåíèþ:
an = 2(n− 1) + an−2 + 2(n− 2). Ïðîäîëæàÿ òàê, ïîëó÷èì:

an = 2(n− 1) + 2(n− 2) + ...+ 2 · 1 + 2 = 2(1 + 2 + ...+n− 1) + 2 =

2 · (1+n−1)(n−1)2 + 2 = n(n− 1) + 2 = n2 − 2n+ 2.

Çíà÷èò, ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îòâåòîì ÿâëÿåò-
ñÿ 2n, îêàçàëîñü íåâåðíûì. Âïðî÷åì, ïî çðåëîìó ðàññóæäåíèþ,
ìîæíî áûëî äîãàäàòüñÿ ëá ýòîì ñðàçó. Âåäü 2n îçíà÷àëî áû, ÷òî
êàæäàÿ "ñòàðàÿ"÷àñòü ïëîñêîñòü íîâîé îêðóæíîñòè äåëèòñÿ íà
äâå, â òî âðåìÿ, êà ýòî ñïðàâåäëèâî ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòåé.

Ðàññìîòðèì âàæíûé êëàññ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.
Îïðåäåëåíèå 27. Ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøå-

íèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöåíòàìè ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ
ñîîòíîøåíèå âèäà

an+k = p1an+k−1 + p2an+k−2 + ...+ pkan, (22)

ãäå p1, p− 2, ..., pk - ïîñòîÿííûå.
Äëÿ ñîîòíîøåíèé (22) âîçìîæíî çàïèñûâàòü îáùåå ðåøåíèå

ìåòîäîì, ïîçîæèì íà ðåøåíèå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöåíòàìè.

Óðàâíåíèå xk = p1x
k−1 + p2x

k−2 + ...+ pk íàçûâàåòñÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì. Åñëè êîðíè x1, x2, ..., xk õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ïðîñòûå (òî åñòü âñå ðàçëè÷íûå) äåéñòâèòåëüíûå, òî
îáùåå ðåøåíèå ñîîòíîøåíèÿ (22) èìååò âèä

an = C1x
n
1 + C2x

n
2 + ...+ Ckx

n
k .
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ãäå C1, C2, ..., Ck - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè xi - äéñòâè-
òåëüíûé êîðåíü êðàòíîñòè S õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ,
òî åìó ñîîòâåòñòâåííî ñëàãàåìîå îáùåãî ðåøåíèÿ

xni (Ci1 + Ci2n+ Ci3n
2 + ...+ Cisn

s−1).

Çíàÿ k íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé a0, a1, ..., ak−1 ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè an, ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòíîøåíèÿ (22), ïîä-
ñòàâëÿÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå â îáùåå ðåøåíèå è íàõîäÿ êîíñòàíòû
C1, C2, ..., Ck èç ïîëó÷àþùåéñÿ ñèñòåìû.

Óïðàæíåíèå 77. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ðåêóðåíòíîãî ñîîò-
íîøåíèé:

à) an+2 = 4an+1 − 3an ;
á) an+2 = 3an;
â) an+2 = −2an+1 − an;
ã) an+3 − 3an+2 + 3an+1 − an = 0.
Ðåøåíèå: à) Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

x2 − 4x+ 3 = 0,

åãî êîðíèx1 = 1, x2 =
√

3. Îáùåå ðåøåíèå: an = C1 + C23
n

á) Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

x2 − 3 = 0,

åãî êîðíèx1 = −
√

3, x2 =
√

3. Îáùåå ðåøåíèå:
an = C1(−

√
3)n + C2(

√
3)n

â) Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

x2 + 2x+ 1 = 0,

åãî êîðíèx1 = −1, êðàòíîñòè 2. Îáùåå ðåøåíèå:
an = (−1)n(1 + nC2)
ã)Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

x3 − 3x2 + 3x− 1 = 0,
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åãî êîðíèx1 = 1, èìååò êðàòíîñòü 3. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå çà-
ïèøåòñÿ êàê

an = 1n(C1 + nC2 + n2C3) = C1 + nC2 + n2C3

Óïðàæíåíèå 78. Íàéòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñîîòíîøåíèé:
à) an+2 = 4an+1 − 3an, a0 = 10, a1 = 16;
á)an+2 = 2 cosαan+1 − an, a0 = cosα, a1 = cos 2α;
â)an+2 = 3an+1 − 2an−1a0 = 3, a1 = 6.
Ðåøåíèå: à) Îáùåå ðåøåíèå ñîîòíîøåíèÿ íàéäåíî â óïð 77(à):

an = C1 + C23
n,

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî íàõîäèì C1 = 7, C2 = 3. ×àñòíîå ðåøåíèå èìååò
âèä

an = 7 + 3n+1.

á) Íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñèêîå êðàâíåíèå:

x2 − 2 cosαx+ 1 = 0,

Åãî êîðíè x1,2 = cosα±
√

cos2 α− 1. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ
òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, cos2 α îáÿçàí ðîâíÿòüñÿ 1, cosα =
±1. Åñëè cosα = 1, α = 2πm,m ∈ Z, x1,2 = cosα = 1. Îáùåå
ðåøåíèå:

an = 1n(C1 + C2n) = C1 + C2n.

Ïîäñòàâëÿåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó

{
cosα = 1 = C1 + C2 · 0, C1 = 1,

cos 2α = 1 = C1 + C2, C2 = 0.

×àñòíîå ðåøåíèå: an = (−1)n, n = 0, 1, ...
Åãî cosα = −1, α = π+2πm,m ∈ Z, x1,2 = −1. Îáùåå ðåøåíèå:

an = (−1)n(C1 + C2n).

Ïîäñòàâëÿåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó
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{
cosα = −1 = C1, C1 = −1,

cos 2α = 1 = −C1 − C2, C2 = 0.

×àñòíîå ðåøåíèå: an = (−1)n+1, n = 0, 1, ...
â) Ýòî ñîîòíîøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ñòðóêòóð (22) Íàëè÷èåì

ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. ×òîáû ïðèâåòñè ñîîòíîøåíèå ê íóæíîìó âèäó,
çàïèøåì âìåñòå ñ íè ñîîòíîøåíèå, "ñäâèíóòîå"íà îäèí øàã:

Åãî êîðíè x1,2 = cosα ±
√

cos2 α− 1. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðè-
âàþòñÿ òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, cos2 α îáÿçàí ðîâíÿòüñÿ 1,
cosα = ±1. Åñëè cosα = 1, α = 2πm,m ∈ Z, x1,2 = cosα = 1.
Îáùåå ðåøåíèå:

an+2 = 3an+1 − 2an − 1,
an+3 = 3an+2 − 2an+1 − 1.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà:

an+3 = 4an+2 − 5an+1 + 2an.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: x3− 4x2 + 5x− 2 = 0. Ïîñêîëüêó
êîðåíü x1 = 1 ëåãêî óãàäûâàåòñÿ, òî îñòàëüíûå êîðíè x2 = z, x3 =
2. Îáùåå ðåøåíèå:an = 1n(C1 +C2n) +C3 · 2n = C1 +C2n+C32

n.
Èç èñõîäíîãî ñîîòíîøåíèÿ íàéäåì a3 = 3 · 6 − 2 · 3 − 1 = 11.

Ïîäñàâëÿÿ â îáùåå ðåøåíèå çíà÷åíèÿ a1 = 3, a2 = 6, a3 = 11,
ïîëó÷àåì ñèñòåìó:


C1 + C2 + 2C3 = 3,

C1 + +2C2 + 4C3 = 6,

C1 + 3C2 + 8C3 = 11.

Èç íåå íàõîäèì C1 = 0, C2 = C3 = 1. Èñêîìîå ÷àñòíîå ðåùåíèå
èìååò âèä: an = n+ 2n.

Çíàìåíèòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è 1,1,2,3,5,8,13,21,
. . . îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì
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an+2 = an+1 + an, n ≥ 1. (23)

Óïðàæíåíèå 79. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è.

Ðåøåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: x2 − x − 1 = 0, åãî

êîðíè x1 = 1+
√
5

2 , x2 = 1−
√
5

2 . (Îòìåòèì, ÷òî êîðåíü1+
√
5

2 åñòü íå
÷òî èíîå, êàê "çîëîòîå ñå÷åíèå "). Îáùåå ðåøåíèå ñîîòíîøåíèÿ
(23):

an = C1(
1+
√
5

2 )n + C2(
1−
√
5

2 )n.

Ïîäñòàâëÿÿ a1 = a2 = 1, ïîëó÷èì ñèñòåìó

{
C1

1+
√
5

2 + C2
1−
√
5

2 = 1,

C1(
1+
√
5

2 )2 + C2(
1−
√
5

2 )2 = 11.

Óìíîæèì ÷ëåíû ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà 16
√
5

2 è âû÷òåì èç âòîðîãî
óðàâíåíèÿ.


2(

1−
√
5

2 )2 − C2
(1−
√
5)(1+

√
5)

22
= 1− 1+

√
5

2 ,

C2
1−2
√
5+5−1+5
4 = 1−sqrt5

2 ,

C2
5−
√
5

2 = 1−
√
5

2 , C2 = 1−
√
5√

5(
√
5−1) = − 1√

5
,

C1 = 1√
5.

Îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåíò
âèä

an = 1√
5
((1+

√
5

2 )n − (1−
√
5

2 )n). (24)

(Ôîðìóëà Áèíå)
Èíòåðåñíî, ÷òî âûðàæåíèå (24) èìååò èððàöèîíàëüíûé âèä ,

õîòÿ âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè - íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Îäíèì èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ êîìáèíà-

òîðíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 28. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè an íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
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A(x) =
∞∑
n=0

anx
n, (25)

òî åñòü ñóììà ñòåïåííîãî, êîýôôèöåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷ëå-
íû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, ôóíêöèÿ A(x) ðàññìàòðèâà-
àåòñÿ òîëüêî â îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ïðèìåðû: à) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ≡ 1, òî åñòü âñå ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè - åäèíèöû. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿA(x),ñîãëàñíî
(25), èìååò âèä:

A(x) = 1 + 1 · x+ 1 · x2 + ...+ 1 · xn + ... = 1 + x+ x2 + ...+ xn + ...

Ýòî -ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèèè ñ çíàìåíàòåëåì x, ñëå-
äîâàòåëüíî, A(x) = 1

1−x
Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà åñòü |x| < 1, îíî è áóäåò îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè A(x). Åñëè, ñêàæåì, ïîäòàâèòü çíà÷åíèå
x = 2, íå âõîäÿùåå â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì àáñóðäíîå
ðàâåíñòâî:

−1 = 1 + 2 + 22 + ...+ 2n + ...

á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàåòñÿ óñëîâèåì :

an =

{
0, 0 ≤ n ≤ m− 1,

1, n > m.

an ñîäåðæèò âíà÷àëå m íóëåé, à âñå ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû - åäèíè-
öû. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

A(x) = 0·1+0·x+0·x2+...+0·xm−1+1·xm+1·xm+1+1·xm+2+... =
xm + xm+1 + xm+2 + ... = xm(1 + x+ x2 + ...)

Â ñêîáêàõ ñòîèò òîò æå ðÿä, ÷òî â ïóíêòå à), ñëåäîâàòåëüíî,

A(x) = xm

1−x , |x| < 1
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Óïðàæíåíèå 80. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ
áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöåíòîâ Cmn .

Ðåøåíèå: Â äàííîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçàíà ñ ïå-
ðåìåííûì èíäåêñîì m, à n - êîíñòàíòà, òî åñòü am = Cmn ,m =
0, 1, 2, ..., n. Ïîýòîìó

A(x) = C0
n + C1

nx+ C2
nx

2 + ...+ Cnnx
m

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷òâøàÿñÿ ñóììà åñòü ðàçëîæåíèå
ïî áèíîìó Íüþòîíà (13) (1+x)n. Ïîëó÷èëñÿ ïðîñòîé, íî âàæíûé
ðåçóëüòàò: ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-
öåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ A(x) = (1 + x)n.

Óïðàæíåíèÿ 81. Çíàÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ A(x) äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ B(x)
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn}:

à) bn = an−1; á) bn = an+1; â) bn = nan; ã) bn = a0+a1+ ...+an.
Ðåøåíèå: à) Ïî îïðåäåëåíèþ B(x) = a0x+ a1x

2 + a2x
3 + ...+

an−1x
n + ... = x(a0 + a1x+ a2x

2 + ...+ an−1x
n−1) = xA(x).

á) B(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bnx

n + ... = a1 + a2x+ a3x
2 +

...+an−1x
n + ... = 1

x(a1x+a2x
2 +a3x

3 + ...+an+1x
n+1). Â ñêîáêàõ

çàïèñàíà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(x) áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà a0.
Ïîýòîìó îòâåò: B(x) = 1

x(A(x)− a0).
â) B(x) = b0 + b1x + b2x

2 + ... + bnx
n + ... = 0 · a0 + 1 · a1x +

2 · a2x2 + ... + nanx
n + ... = a1x + 2a2x

2 + ... + nanx
n−1 + ...) =

x(a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx + ...)′ = xA′(x).

ã) B(x) = b0 + b1x + b2x
2 + ... + bnx

n + ... = a0 + (a0 + a1)x +
(a0 + a1 + a2)x

2 + ... + (a0 + a1 + ... + an)xn + ... = (a0 + a0x +
a0x

2 + ... + a0x
n + ...) + (a1 + a1x + a1x

2 + ... + a1x
n + ...) + ... =

a0(1 + x+ x2 + ...+ xn + ...) + a1x(1 + x+ x2 + ...+ xn + ...) + ... =

(1 + x+ x2 + ...+ xn + ...)(a0 + a1x+ a2x
2 + ...) = A(x)

1−x .
Îïðåäåëåíèå 29. Ñâåðòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn}

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn}, îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî èìååò
âèä:

cn = a0bn + a1bn−1 + ...+ anb0

Ñâåðòêà îáîçíà÷àåòñÿ {cn} = {an}∗{bn} ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðî-
èçâîäÿùèõ ôóíêöèé:
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C(x) = A(x) ·B(x) (25)

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ðåçóëüòàò â óïð.81(ã) ìîæíî áûëî áû ïîëó-
÷èòü òàê: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} åñòü ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {an} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn}, ñîñòîÿùåé èç åäèíèö: Cn ≡
1.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê
ìû çíàåì(ïðèìåð (à)), ðàâíà 1

1−x . Ïîýòîìó îòâåò ïîëó÷àåì ñðàçó

ïî ôîðìóäå (26): B(x) = A(x) · 1
1−x .

×èòàòåëü ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî ôàêòè÷åñêè ýòî æå ïðèåì ñ
ó÷åòîì ðåçóëüòàòà óïð.80 áûë èñïîëüçîâàí ïðè âûâîäå òîæäåñòâà
Âàíäåðìîíäà (18) (óïð.72).

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñîñòîèò â òîì,
÷òî åñëè an - ðåøåíèå êîìáèíàòîðíîé çàäà÷è, ñîäåðæàùåé ïàðà-
ìåòð n, è èçâåñòíà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(x) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {an}, òî ðàñêëàäûâàåÿ A(x) â ñòåïåííîé ðÿä, ïîëó÷àåì çíà-
÷åíèå an êàê êîýôôèöåíüà ïðè xn.

Ïðèìåð. Íàéòè ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç òðåõ ïðåäìåòîâ (òèïîâ) 1,
2, 3 ïðè óñëîâèè, ÷òî 1,2 ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ íå áîëåå äâóõ ðàç, à
3 - íå áîëåå îäíîãî.

Ðàññìîòðèì ôóêíöèþ A(x) = (1 + x+ x2)(1 + x+ x2)(1 + x) =
1 + 3x + 5x2 + 5x3 + 3x4 + x5. Êîýôôèöåíò ïðè xn, n = 0, 1, ..., 5,
ïîêàçûâàåò ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñî÷åòàíèé ïî n ýëåìåíòîâ.
Òàê, êîýôôèöåíò 5 ïðè x3 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò 5 ñî÷åòàíèé
ïî 3 ýëåìåíòà: 1, 1,2; 1, 1, 3; 1, 2, 2; 1, 2, 3; 2, 2, 3. Ñóììà âñåõ
êîýôôèöåíòîâ äàåò îáùåå ÷èñëî ñî÷åòàíèö ñ óêàçàííûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè: 18.

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü áèíî-
ìèàëüíûé ðÿä Íüþòîíà, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì áèíîìèàëüíîé
ôîðìóëû(13) ðàçëîæåíèÿ (a+ b)n íà ñëó÷àé íåíàòóðàëüíîãî n:

(a+ x)n =

an+ n
1!a

n−1x+ n(n−1)
2! an−2x2+...+ n(n−1)...(n−k+1)

k! an−kxk+... (27)

Ôîðììóëà (27) èìååò ìåñòî ïðè a > 0 è |x| < a, n ∈ R. Ïðè
íàòóðàëüíîì n ðÿä îáðûâàåòñÿ è ïåðåõîäèò â ôîðìóëó (13).

Óïðàæíåíèå 82. Àáèòóðèåíòó äëÿ ïîñòóïëåíèÿ â âóç äîñòà-
òî÷íî íàáðàòü 17 áàëëîâ â 4 ýêçàìåíàõ. à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
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îí ìîæåò ïîëó÷èòü ýòî ÷èñëî áàëëîâ? á) Ñêîëüêî ñïîñîáîâ îí
èîæåò ïîëó÷èòü íå ìåíüøå 17 áàëëîâ?

Ðåøåíèå: Íà ïåðâîì ýêçàìåíå àáèòóðèåíò ìîæåò ïîëó÷èòü 3,
4 èëè 5 áàëëîâ. Ñîïîñòàâèì ýòîìó ðåçóëüòàòó âûðàæåíèå x3+x4+
x5. Íà îñòàëüíûõ ýêçàìåíàõ àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä: A(x) = (x3 + x4 + x5)4 =
x12(1+x+x2)4. Ðàñêëàäûâàÿ åå â ìíîãî÷ëåí, óáåæäàåìñÿ, ÷òî êî-
ýôôèöåíòû ïðè x17 ðàâåí 16- îòâåò íà ï à) Ñóììà êîýôôèöåíòîâ
ïðè x17, x18, x19, x20 ðàâíà 31 - îòâåò íà ï. á).

Óïðàæíåíèå 83. Ðàçëîæèòü â ðÿä 1
(1−x)n , n - íàòóðàëüíîå.

Êàêóþ êîìáèíàòîðíóþ èòåðïðåòàöèþ èìååò ïîëó÷åííûé ðåçóëü-
òàò?

Ðåøåíèå: Çàïèøåì 1
(1−x)n êàê (1 + (x))−n. Ïî ôîðìóëå (27)

(1 + (−x))−n = 1 +
−n
1!

(−x) + 1 +
(−n)(−n− 1)

2!
(−x)2 + ...

...+
(−n)(−n− 1)(−n− 2)...(−n− k + 1)

k!
(−x)k + ... =

= 1 +
n

1!
x+

n(n+ 1)

2!
x2 + ...

...+
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)...(n+ k − 1)

k!
xk + ...

Çàìåòèì, ÷òî ïî ôîðìóëå (2) äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé

n

1!
= C1

n,
n(n+ 1)

2!
=

= C2
n+1, ...,

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)...(n+ k − 1)

k!
= Ckn+k−1, ...

Òàêèì îáðàçîì,

1

(1− x)n
=

∞∑
k=0

Ckn+k−1x
k. (28)
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Êîýôôèöåíò ïðè xk ðàâåí Ckn+k−1 - ôîðìóëà (8) äëÿ ÷èñëà

ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè Ckn. Çíà÷èò, ñîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

ôóíêöèÿ A(x) = 1
(1−x)n åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Ckn.

Ïî÷åìó ïîëó÷èëñÿ òàêîé ðåçóëüòàò? Áóäåì ðàññóæäàòü, êàê â
âûøåïðèâåäåííîì ïðèìåðå è óïð. 82. Ckn îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñïî-
ñîáîâ âûáðàòü 0,1,2,... ñïîñîáàìè. Òàêîìó âûáîðó ñîîòâåòñòâóåò
ðÿä 1 + x + x2 + .... Äëÿ ïðåäìåòîâ âòîðîãî, òðåòüåãî è òàê äà-
ëåå òèïîâ ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ A(x) = (1 + x + x2 + ...)n = 1

(1−x)n . Ìîæíî áûëî áû,
îòòàëêèâàÿñü îò ýòîé ôóíêöèè, êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ÷èñî ñïîñî-
áàâ âûáðàòü k ïðåäìåòîâ èç n òèïîâ ðàâíî êîýôôèöåíòó ïðè xk

â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè 1
(1−x)n â ðÿä è, êàê ñëåäñòâèå, âûâåñòè

ôîðìóëó Ckn = Ckn+k−1.
Óïðàæíåíèå 83. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü m

ïðåäìåòîâ èç n òèïîâ, åñëè ïðåäìåò êàæäîãî òèïà äîëæåí áûòü
âûáðàòü õîòÿ áû ðàç?

Ðåøåíèå: Ñîñòàâèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ. Äëÿ êàæäîãî
òèïà ÷èñëî âûáðàííûõ ïðåäìåòîâ ðàâíî 1,2 , . . . , ïîýòîìó

A(x) = (x+ x2 + x3 + ...)n = xn(1 + x+ x2 + ...)n =
xn

(1− x)n
.

Ðàçëîæèì A(x) â ðÿä , èñïîëüçóÿ (28):

xn

(1− x)n
= xn

1

(1− x)n
= xn

∞∑
k=0

Ckn+k−1x
k =

∞∑
k=0

Ckn+k−1x
k+n.

Óäîáíî ïðîèçâåñòè ïåðåíóìåðàöèþ. Îáîçíà÷èì k+n = m. Òî-
ãäà ðÿä çàïèøåì êàê

∑∞
m=nC

m−n
m−1 x

m. Îòâåò íà çàäà÷ó: Cm−nm−1 ïðè
óñëîâèè m ≥ n, 0 åñëè m < n.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî ÷ëåíà an ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî åå
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè A(x) â ðÿä. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñò-
íûå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà. ×àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êî-
ãäà A(x) åñëè ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü îòíîøåíèå äâóõ
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ìíîãî÷ëåíîâ. Â ýòîì ñëó÷àå óäîþíî ðàçëîæèòü A(x) íà ýëåìåí-
òàðíûå äðîáè.

Óïðàæíåíèå 85. Íàéòè îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñè {an}
ïî åå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè: à) Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ôóíêöèè ln(1 + x) ðÿäîì Òåéëîðà: ln(1 + x) = x− x2

2 +
x3

3 −...+(−1)n+1 xn

n! +.... Ñëåäîâàòåëüíî, a0 = 0, a1 = (−1)n+1 1
n , n ≥

1.
á) Êîðíè çíàìåíàòåëÿ x = 2, x = 3, ôíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ

íà ññóììó ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé:

1− 7x

(x− 2)(x− 3)
=

A

x− 2
+

B

x− 3
=
A(x− 3) +B(x− 2)

(x− 2)(x− 3)
;

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëèòåëè çíà÷åíèÿ x=2 è x=3,ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

{
−B = −A;

−20−B;

A = B,B = −20. Òàêèì îáðàçîì A(x) = 13
x−2 −

20
x−3

Çàïèøåì ïåðâóþ äðîáü êàê 13
−2(1−x

2
) = −13

2 ·
1

1−x
2
.

Âûðàæåíèå 1
1−x

2
åñòü ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî

çíàìåíàòåëåì x
2 :

1
1−x

2
= 1 + x

2 + (x2 )2 + ...+ (x2 )n + ...

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîé äðîáè

20

−3(1− x
3 )

= −20

3

1

1− x
3

,
1

1− x
3

= 1 +
x

3
+ (

x

3
)2 + ...+ (

x

3
)n + ...

Â èòîãe

A(x) = −13

2
(

∞∑
n=0

(
x

2
)n +

20

3

∞∑
n=0

(
x

3
)n =

= −13
∞∑
n=0

xn

2n+1
+ 20

∞∑
n=0

xn

3n+1
=

=

∞∑
n=0

20

3n+1
− 13

2n+1
(1)
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.
Ïîëó÷èì îòâåò:

an =
20

3n+1
− 13

2n+1

.
Â çàêëþ÷åíèå ðàñññìîòðèì, êàê íàõîäèòü ïðîèçâîäÿþùóþ ôóíê-

öèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøå-
íèå.

Óïðàæíåíèå 86.Íàéòè îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an},
çàäàííîé íåëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì.

an = a1an−1 + a2an−2 + ...+ an−1a1, a0 = 1

Ðåøåíèå: Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà xn è ïðîñóììèðó-
åì ïî n ≥ 1. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî äëÿ ðÿäîâ

∞∑
n=1

anx
n =

∞∑
n=1

(a1an−1 + a2an−2 + ...+ an−1a1)x
n =

= x

∞∑
n=1

(a1an−1 + a2an−2 + ...+ an−1a1)x
n−1

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä â ëåâîé ÷àñòè åñòü A(x) − a0 = A(x) − 1.
Äàëåå, â ïðàâîé ÷àñòè çàïèñàíà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñâåðòêè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñ ñîáîé, òî åñòü {an} × {an}, n = 1, 2, ...
(Îáðàòèòå âíèìàíèå íà íóìåðàöèþ, âîò ïî÷åìó íóæíî áûëî âû-
íåñòè x çà çíàê ñóììû). Ïî òåîðåìå 6 î ñâåòðêå èìååò:

A(x)− 1 = xA2(x)
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Ïîëó÷åì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçåñòíîé
ôóíêöèè A(x). Îáîçíà÷èì âðåìåíî A(x) = y è ðåøèì êâàðäðàò-
íîå óðàâíåíèå.

Ïîëó÷èì y1,2 = 1±
√
1−4x
2x .

Êîðåíü 1+
√
1−4x
2x - íå ïîäõîäèò, òàê êàê limx→0

1−1+4x
2x(1+

√
1−4x) =

∞., à ïî óñëîâèþA(0) = a0 = 1. Äëÿ âòîðîãî êîðíÿ limx→0
1−1+4x

2x(1+
√
1−4x) =

lim 2
1+
√
1−4x = 1

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿA(x) = 1−
√
1−4x
2x . Îñòà-

åòñÿ ðàçëîæèò åå â ðÿä. Ñîãëàíî ôîðìóëå (28), èìååì

(1− 4x)
1
2 = 1 +

1

2
(−4x) +

1
2(12 − 1)

2!
(−4x)2+

+
1
2(12 − 1)(12 − 2)

3!
(−4x)3 + ... =

= 1− 2x− 1

2!

1 · 1
22

42x2 − 1

3!

1 · 1 · 3
23

43x3 − ... =

= 1−
∞∑
k=1

1

k!

1 · 3 · ... · (2k − 3)

2k
4kxk (2)

Äîáàâëÿÿ â ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ìíîæèòåëü (2k − 1)k!
ïîëó÷èì

(1−4x)
1
2 = 1−

∞∑
k=1

1

k!

1 · 3 · 5 · ... · (2k − 3)(2k − 1)(2k − 1)k!

2k(2k − 1)k!
4kxk =

= 1−
∞∑
k=1

1

k!

1 · 2 · ... · 2k
k!2k2k(2k − 1)

4kxk = 1−
∞∑
k=1

1

k!

(2k)!

(2k − 1)k!
xk =

= 1−
∞∑
k=1

Ck2k
1

2k − 1
xk (3)

Òîãäà A(x) = 1
2

∑∞
k=1C2k

k 1
2k−1x

k,

èèë ïðîâåäÿ ïåðåíóìåðàöèþ A(x)− 1
2C

n+1
2n+2

1
2n−1x

n.

Òàêèì îáðàçîì, an = 1
2C

n+1
2n+2

1
2n+1 = 1

n+1C2n
n.
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×èñëà 1
n+1C2n

n íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Êàòàëàíà. Îíè íàõî-
äÿò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ.

ÇÀÄÀ×È
ê ïàðàãðàôàì 9,10.

101. Íàéäèòå n, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ðàçëîæåíèè (1 + x)n êî-
ýôôèöåíòû ïðè x5 è x12 ðàâíû.

102. Íàéòè íàèáîëüøèé êîýôôèöåíò ìíîãî÷ëåíîâ: à)(2 + x)8;
á)(1 + 2x)8.

103. Íàéòè íàèáîëüøèé êîýôôèöåíò ðàçëîæåíèÿ (a+b)n, åñëè
ñóììà âñåõ êîýôôèöåíòîâ ðàâíà 4096.

104. Íàéòè êîýôôèöåíò ïðè xk â ðàçëîæåíèè:
à)1 + (1 + x) + (1 + x)2 + ...+ (1 + x)n, 0 ≤ k ≤ n;
á) (1 + x)m + (1 + x)m+1 + ...+ (1 + x)n

105. Èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà, äàêàæèòå, ÷òî:
à)(1 + x)n + (1− x)n ≤ 2n, |x| ≤ 1, n ≥ 2;
á)|(1 + x)2m− (1− x)2m| ≤ 4m, |x| ≤ 1;
â) nn+1 > (n+ 1)n, n ≥ 3.
106. Ïîëüçóÿñü ïîëèíîìèàëüíîé ôîðìóëîé (20), âû÷èñëèò: à)

(x+ y + z)7; á) (2x+ y − z)3; â) (x− 2y + z − 1)3.
107. ×åìó ðàâåí êîýôôèöåíò:
à) ïðè x2y3z7 â ðàçëîæåíèè (x+ y + z)7

á) ïðè xkym â ðàçëîæåíèè (1 + x+ y)n

â) ïðè x3 â ðàçëîæåíèè 4
√
x+ 3

√
x+
√
x)

ã) ïðè xk â ðàëîæåíèè (1+x+ ...+xn−1) ? ×åìó ðàâíû ñóììû
âñåõ êîýôôèöåíòîâ?

108. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:
à) 1

1!(n−1)! + 1
3!(n−3)! + 1

5!(n−5)! + ...+ 1
(n−1)!1! = 2n−1

n!

á)
∑∞

k=0 k
2 Ck

n
k+1 = 2n−1−1

n+1 ;

â)
∑∞

k=0 k
2Ckn = n(n+ 1)2n−2 = 2n−2C2

n+1;
ã)

∑∞
k=0(−1)k+1kCkn = 0, n > 1/

109 Âû÷èñëèòü ñóììû:
à)
∑∞

k=0(k + 1)Ckn;
á)

∑∞
k=0(k − 1)Ckn;

â)
∑∞

k=0(2k + 1)Ckn;
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ã)
∑∞

k=0
Ck

n
k+2 ;

ä)
∑∞

k=0(−1)k Ck
n

k+1 ;

å)
∑∞

k=0(−1)k(Ckn)2.
110. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé: à)an+2 =

an á)an+3 = an+1 â)an+3 = 2an+2 + 3an − 2
111. Íàéòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé èç

110, óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì: à)a0 = 1, a1 = −1;
á)a0 = 0, a1 = 2, a2 = 3; â)a0 = −1, a1 = 0, a2 = 3.

112. Ïóñòü an - ÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå n ïîïàðíî ïåðå÷åêà-
þùèõñÿ ïðÿìûõ äåëÿò ïëîñêîñòü, ïðè óñëîâèè, ÷òî íèêàêèå òðè
ïðÿìûå íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ñîñòàâüòå ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ an è ðåøèòå åãî.

113. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò ïðîñòðàíñòâî n ïëîñêîñòåé, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó À, åñëè íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïðîõîäÿò
÷åðåçå îäíó ïðÿìóþ?

114. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîì-
òåé:

à)

an =

{
1, n = m,

0, n = 0, 1, 2, ...,m− 1,m+ 1, ...;

á)

an =

{
1, n = 0, 1, ...,m− 1

0, n ≥ m;

â) an = an;
ã)an − nαn;
ä)an = αn;
å)an = n3;
æ) an = n(n− 1).
115. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 6 î ñâåðòêå äîêàæèòå òîæäåñòâà:
à)

m∑
k=0

(−1)kCm−kn Ckn =

{
(−1)

m
2 C

m
2
n ,m− ,

0,m− .

A(x) = (1 + x)n, B(x) = (1− x)n;
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á)

[∑
m=0

k

2
]Ck−2mn Cmn+m−1 = Ckn+k−1, A(x) = (1 +x)n, B(x) = (1−x2)−n

.
116. Íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an = Dn
n! , ãäå Dn = n!

∑n
k=0(−1)k 1

k! - ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ èç n
ýëåìåíòîâ.

117. Íàéòè îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ïî çàäàííîé
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè:

à)A(x) = 2x
x2−1 ; á)A(x) = 1

(1+x)m ; â)A(x) = 1
(1−x)2(1+x)2 ; ã)A(x) =

arctg x.
118. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñî÷åòàíèé èç n òèïî ïî m îáúåêòîâ,

åñëè: à) åñëè êàæäûé îáúåêòâñòðå÷àåòñÿ íå ìåíåå k ðàç; á) êàæ-
äûé îáúåêò âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå k ðàç?

119.1 Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïëàèòü: à) 60 êîï.; á) 6
êîï.; â) 62 êîï., áåðÿ íå áîëåå îäíîé ìîíåòû êàæäîãî äîñòîèíñòâà
(1 êîï., 5 êîï., 10 êîï., 50 êîï.) 2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî:
à) ðàçìåíÿòü ãðèâåííèê (òî åñòü 50 êîï.) íà êîíåå÷íûå è ïÿòèêî-
ïåå÷íûå ìîíåòû; á) óïëàòèòü 19 êîïååê òàêèìè æå ìîíåòàìè?

120. Ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé: à) ðåøèòü çàäà÷ó èç
óïð. 76; á) íàéòè îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è(óïð.
79); â) ðåøèòü çàäà÷è 112, 113.
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