
Министерство науки и высшего образования Российской Федерации

ФГБОУ ВО «Удмуртский государственный университет»

Институт математики, информационных технологий и физики

Кафедра математического анализа

Н.А. Соловьева

СИСТЕМЫ И ФУНКЦИИ
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Учебно-методическое пособие

Ижевск
2022



УДК 519.2(075.8)
ББК 22.171я73

С 60

Рекомендовано к изданию Учебно-методическим советом УдГУ

Рецензент: к.ф.-м.н., ст. научный сотрудник А.Ю. Дроздов

Соловьева Н.А.
С60     Системы и функции случайных величин : учеб.-метод. по-                                  

собие. —  Ижевск : Удмуртский университет, 2022. – 64 с.

Учебно-методическое пособие посвящено изучению таких 
разделов теории вероятностей, как системы случайных величин 
и функций случайных величин. Приводятся основные понятия и 
подробные решения типовых задач.

Для студентов всех направлений Института математики, 
информационных технологий и физики.

УДК 519.2(075.8)
ББК 22.171я73

c© Н.А.Соловьева, 2022
c© ФГБОУ ВО «Удмуртский
государственный университет», 2022



Содержание

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1. Системы дискретных случайных величин . . . . . . . . . 5

2. Системы непрерывных случайных величин . . . . . . . . 13

3. Числовые характеристики двумерной случайной величины 24

4. Функции одной случайной величины . . . . . . . . . . . . 34

5. Функции двух случайных величин . . . . . . . . . . . . . 39

Тестовые задания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Ответы к упражнениям . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Приложения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3



Введение

Теория вероятностей — математическая наука, которая изу-
чает закономерности случайных явлений. Часто испытание опи-
сывается несколькими случайными величинами. В этом случае
говорят о многомерной случайной величине или о системе слу-
чайных величин. Например, успеваемость выпускника вуза ха-
рактеризуется системой случайных величин — оценками по раз-
личным предметам, проставленными в приложении к диплому.
Или погода в данном месте в определенное время суток может
быть охарактеризована системой случайных величин: темпера-
турой, влажностью, давлением, скоростью ветра и т.п.

В пособии изложены разделы теории вероятностей — систе-
мы случайных величин и функций случайных величин. Рассмот-
рены основные понятия двумерных случайных величин, законы
их распределения и функции от случайных величин.

Учебно-методическое пособие содержит подробное решение
типовых задач и упражнения для самостоятельной работы. Мо-
жет быть использовано для работы на практических занятиях по
дисциплинам: «Теория вероятностей и математическая статисти-
ка», «Стохастический анализ».

В результате освоения материала пособия формируются сле-
дующие компетенции:

• УК-1 — способность осуществлять поиск, критический ана-
лиз и синтез информации, применять системный подход для
решения поставленных задач;

• ОПК-1 — способность применять фундаментальные знания,
полученные в области математических и (или) естествен-
ных наук, и использовать их в профессиональной деятель-
ности.

Учебно-методическое пособие подготовлено в соответствии
с Федеральным государственным образовательным стандартом
высшего образования (ФГОС ВО) для бакалавров по направле-
ниям «Математика», «Прикладная математика и информатика»,
«Механика и математическое моделирование», «Математика и
компьютерные науки».
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1. Системы дискретных случайных величин

Очень часто результат опыта характеризуется не одной слу-
чайной величиной, а несколькими случайными величинами (си-
стемой случайных величин или случайным вектором).

Пусть на дискретном вероятностном пространстве заданы
две случайные величины ξ={x1, . . . , xn} и η={y1, . . . , ym}. Упоря-
доченная пара (ξ, η) называется двумерным случайным вектором
или двумерной случайной величиной.

Распределение двумерной дискретной случайной величины
(ξ, η), задается таблицей, содержащей возможные значения слу-
чайных величин и их вероятности P ((ξ = xi)(η = yj)) = pij , при

этом
n∑
i=1

m∑
j=1

pij = 1 (рис.1).

ξ
η

y1 . . . yj . . . ym
x1 p11 . . . p1j . . . p1m
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xi pi1 . . . pij . . . pim
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn pn1 . . . pnj . . . pnm

Рис. 1 Распределение двумерной случайной величины (ξ, η)

Распределение одномерной дискретной случайной величи-
ны ξ можно получить, вычислив вероятности событий {ξ = xi},
i = 1, . . . , n по теореме сложения вероятностей несовместных
событий:

P (ξ = xi) =

m∑
j=1

P ((ξ = xi)(η = yj)) =

m∑
j=1

pij = pi, (1.1)

при этом
n∑
i=1

pi = 1. Аналогично можно найти распределение од-

номерной дискретной случайной величины η.
Условные распределения ξ при условии η = yj можно найти
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по теореме умножения вероятностей:

P (ξ = xi|η = yj) =
P ((ξ = xi)(η = yj))

P (η = yj)
. (1.2)

Определение 1.1. Функцией распределения двумерной случай-
ной величины (ξ, η) называется функция

F (x, y) = P ((ξ < x)(η < y)). (1.3)

Геометрически функция распределения двумерной случай-
ной величины — это вероятность попадания случайной точки в
бесконечный прямоугольник Π(x, y) = (−∞, x)× (−∞, y) (рис.2).

Рис. 2 Функция распределения F (x, y)

Функции распределения составляющих ξ и η равны

Fξ(x) = F (x,+∞), Fη(y) = F (y,+∞).

Для функции распределения системы случайных величин
справедливы следующие свойства:

1. 0 ≤ F (x, y) ≤ 1.

2. F (x, y) неубывающая функция по каждому аргументу.

3. F (x, y) непрерывна слева по обоим аргументам в каждой
точке.

4. F (x,−∞) = F (−∞, y) = F (−∞,−∞) = 0.
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5. F (+∞,+∞) = 1.

6. Вероятность попадания двумерной случайной величины
(ξ, η) в прямоугольник [a; b)× [c; d) равна

P (a ≤ ξ ≤ b, c ≤ η ≤ d) = F (b, d)− F (a, d)− F (b, c) + F (a, c).

Определение 1.2. Случайные величины ξ и η называются неза-
висимыми, если для любых пар (xi, yj), i= 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

P ((ξ = xi)(η = yj)) = P (ξ = xi) · P (η = yj). (1.4)

Если распределение двумерной дискретной случайной вели-
чины (ξ, η) задается таблицей (рис. 1), то распределения суммы,
разности, произведения и частного случайных величин ξ и η мож-
но найти по формулам:

P (ξ ± η = xi + yj) = pij , P (ξ · η = xi · yj) = pij ,

P (
ξ

η
=
xi
yj

) = pij , yj 6= 0, i= 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m.

Затем объединить одинаковые значения и сложить соответ-
ствующие вероятности.

Пример 1.1. Распределение двумерной дискретной случайной ве-
личины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

0 1 2 3
-1 0,02 0,03 0,09 0,01
0 0,04 0,20 0,16 0,10
1 0,05 0,10 0,15 0,05

Найдите: а) законы распределения одномерных случайных
величин ξ и η; б) условные законы распределения случайной ве-
личины ξ при условии η=2 и случайной величины η при условии
ξ= 0; в) вероятность P (η>ξ); г) проверить, являются ли случай-
ные величины ξ и η зависимыми.
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Решение. а) Случайная величина ξ может принимать значения
−1, 0, 1 с вероятностями:

P (ξ =−1) = 0,02 + 0,03 + 0,09 + 0,01 = 0,15;

P (ξ = 0) = 0,04 + 0,2 + 0,16 + 0,1 = 0,5;

P (ξ = 1) = 0,05 + 0,1 + 0,15 + 0,05 = 0, 35,

т.е. ее закон распределения

ξ -1 0 1
P 0,15 0,5 0,35

Аналогично для случайной величины η

η 0 1 2 3
P 0,11 0,33 0,4 0,16

б) Условный закон распределения случайной величины ξ при
условии η = 2 имеет вид

P (ξ =−1|η = 2) =
P ((ξ =−1)(η = 2))

P (η = 2)
=

=
0,09

0,09 + 0,16 + 0,15
=

0,09

0,4
= 0, 225,

P (ξ = 0|η = 2) =
P ((ξ = 0)(η = 2))

P (η = 2)
=

0,16

0,4
= 0,4,

P (ξ = 1|η = 2) =
P ((ξ = 1)(η = 2))

P (η = 2)
=

0,15

0,4
= 0,375.

ξ|η = 2 -1 0 1
P 0,225 0,4 0,375

Аналогично находим условный закон распределения случай-
ной величины η при условии ξ = 0 :

η|ξ = 0 0 1 2 3
P 0,08 0,4 0,32 0,2
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в) P (η>ξ) = 0,02 + 0,03 + 0,09 + 0,01 + 0,2 + 0,16 + 0,1 + 0,15 +
+ 0,05 = 0,81.

г) Проверим, являются ли случайные величины ξ и η зави-
симыми. Вероятность P ((ξ =−1)(η = 0)) = 0,02, но произведение
вероятностей P (ξ =−1) · P (η = 0) = 0,15 · 0,11 = 0,0165, т.е.

P ((ξ =−1)(η = 0)) 6= P (ξ =−1) · P (η = 0).

Следовательно, случайные величины ξ и η зависимы.

Пример 1.2. Распределение двумерной дискретной случайной ве-
личины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

0 1
0 0,16 0,20
1 0,28 0,36

Найдите функцию распределения F (x, y) двумерной случай-
ной величины (ξ, η) и вероятность попадания в прямоугольник
B = (−1; 2)× (−1; 0, 5).

Решение. Функцию распределения F (x, y) найдем по форму-
ле 1.3.

Если x 6 0, y 6 0 событие {(ξ < x)(η < y)} является невоз-
можным, поэтому F (x, y) = 0.

Если 0 < x 6 1, 0 < y 6 1, в прямоугольник Π(x, y) попадает
одна точка (0, 0), поэтому

F (x, y) = P (ξ = 0, η = 0) = 0,16.

Если 0 < x 6 1, y > 1, в прямоугольник Π(x, y) попадут две
точки (0, 0), (0, 1), поэтому

F (x, y) = P (ξ = 0, η = 0) + P (ξ = 0, η = 1) = 0,16 + 0,2 = 0,36.

Если x > 1, 0 < y 6 1, в прямоугольник Π(x, y) попадут две
точки (0, 0), (1, 0), поэтому

F (x, y) = P (ξ = 0, η = 0) + P (ξ = 1, η = 0) = 0,16 + 0,28 = 0,44.
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Если x > 1, y > 1 событие {(ξ <x)(η<y)} является достовер-
ным, поэтому F (x, y) = 1.

F (x, y) =


0, если x 6 0 или y 6 0,

0,16, если 0< x 6 1, 0< y 6 1,
0,36, если 0< x 6 1, y > 1,
0,44, если x > 1, 0< y 6 1,

1, если x > 1, y > 1.

Вероятность попадания в прямоугольник B = (−1; 2) ×
× (−1; 0,5) равна F (2; 0, 5) = 0,44.

Упражнения

1.1. Распределение двумерной дискретной случайной вели-
чины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

0 1 2
1 0,10 0,10 0,10
2 0,15 0,20 0,15
3 0,10 0,05 0,05

Найдите: а) законы распределения одномерных случайных
величин ξ и η; б) условные законы распределения случайной ве-
личины ξ при условии η=1 и случайной величины η при условии
ξ = 2.

1.2. Распределение двумерной дискретной случайной вели-
чины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

10 14 18
3 0,25 0,15 0,32
6 0,10 0,05 0,13

Найдите условные законы распределения случайной величи-
ны ξ при условии η = 10 и случайной величины η при условии
ξ = 6.
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1.3. Распределение двумерной дискретной случайной вели-
чины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

1 2 3
1 0,10 0,10 0,10
2 0,15 0,20 0,10
3 0,10 0,05 0,10

Найдите: а) законы распределения одномерных случайных
величин ξ и η; б) таблицу условных распределений ξ|η и η|ξ;
в) проверить, являются ли случайные величины ξ и η зависи-
мыми.

1.4. Распределение двумерной дискретной случайной вели-
чины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

1 2
0 0,06 0,30
1 0,50 0,14

Найдите функцию распределения (ξ, η) и вероятность попа-
дания в прямоугольник B = (−1; 1,5)× (0; 1,5).

1.5. Распределение двумерной дискретной случайной вели-
чины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

-1 1
0 0,1 0,06
1 0,3 0,18
2 0,2 0,16

Найдите функцию распределения F (x, y) двумерной слу-
чайной величины (ξ, η), функции распределения составляющих
Fξ(x), Fη(y) и вероятность P (ξ > η).

1.6. Бросаются две кости. Случайные величины ξ1 и ξ2 —
число очков на первой и второй кости соответственно, а случай-
ная величина η = max(ξ1, ξ2). Найдите распределение двумерной
случайной величины (ξ1, η).
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1.7. Проводятся два выстрела в мишень. Вероятность попа-
дания при каждом выстреле равна 0,7. Случайная величина ξ ––
число попаданий при первом выстреле, а η –– при втором выстре-
ле. Найдите распределение двумерной случайной величины (ξ, η)
и ее функцию распределения.

1.8. Даны распределения случайных величин ξ и η :

ξ 1 2 4
P 0,1 0,5 0,4

η 0 1 2
P 0,2 0,4 0,4

Найдите распределения ξ + η, ξ − η, ξ · η, η
ξ
.

1.9. Даны распределения случайных величин ξ и η :

ξ -1 0 1
P 0,4 0,1 0,5

η 1 2
P 0,2 0,8

Найдите распределения 3ξ + 2η, ξ2, ξ2 + η2.
1.10. Распределение двумерной дискретной случайной вели-

чины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

0 2 4
1 0,40 0,15 0,10
2 0,05 0,15 0,15

Найдите распределения ξ + η, ξ − η, ξ · η.
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2. Системы непрерывных случайных величин

Определение 2.1. Двумерная случайная величина (ξ, η) назы-
вается непрерывной, если ее функция распределения F (x, y) —
непрерывная функция, дифференцируемая по каждому аргумен-
ту, и у неё существует непрерывная вторая смешанная производ-
ная F ′′xy(x, y).

Определение 2.2. Плотностью совместного распределения
непрерывной двумерной случайной величины (ξ, η) называется
вторая смешанная производная:

f(x, y) = F
′′
xy(x, y). (2.1)

Плотность распределения f(x, y) обладает следующими
свойствами:

1. f(x, y) > 0;

2.
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y) dxdy = 1;

3. P ((ξ, η) ∈ D) =
∫∫
D

f(x, y) dxdy;

4. F (x, y) =
x∫
−∞

y∫
−∞

f(u, v) dudv;

5. Fξ(x) =
x∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

f(x, y) dy, Fη(y) =
y∫
−∞

dy
+∞∫
−∞

f(x, y) dx;

6. fξ(x) =
+∞∫
−∞

f(x, y) dy, fη(y) =
+∞∫
−∞

f(x, y) dx.

Определение 2.3. Условной функцией распределения случай-
ной величины ξ при условии, что известно значение η = y, назы-
вается функция F (x|y) = P ((ξ < x)|(η = y)).

Аналогично, условной функцией распределения случайной
величины η при условии, что известно значение ξ=x называется
функция F (y|x) = P ((η < y)|(ξ = x)).
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Определение 2.4. Условной плотностью распределения случай-
ной величины ξ при условии, что η = y, называется

f(x|y) =
∂F (x|y)

∂x
. (2.2)

Аналогично, условной плотностью распределения случайной ве-
личины η при условии ξ = x называется

f(y|x) =
∂F (y|x)

∂y
. (2.3)

Условные плотности распределения f(x|y), f(y|x) можно вы-
разить через совместную плотность f(x, y) :

f(x|y) =
f(x, y)

fη(y)
=

f(x, y)
+∞∫
−∞

f(x, y) dx

, (2.4)

f(y|x) =
f(x, y)

fξ(x)
=

f(x, y)
+∞∫
−∞

f(x, y) dy

. (2.5)

Определение 2.5. Случайные величины ξ и η называются неза-
висимыми, если

F (x|y) = Fξ(x), F (y|x) = Fη(y), (2.6)
f(x|y) = fξ(x), f(y|x) = fη(y). (2.7)

Теорема 2.1. Случайные величины ξ и η тогда и только то-
гда, когда совместная функция распределения равна произведе-
нию функций распределений составляющих

F (x, y) = Fξ(x)Fη(y). (2.8)

Теорема 2.2. Случайные величины ξ и η тогда и только тогда,
когда совместная плотность распределения равна произведению
плотностей распределений составляющих

f(x, y) = fξ(x)fη(y). (2.9)
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Пример 2.1. Случайная точка (ξ, η) равномерно распределена
внутри треугольника T, ограниченного прямыми x = 0, y = 0,
x+y=1. Найдите плотности fξ(x), fη(y). Зависимы ли случайные
величины ξ и η?

Решение. Так как случайная точка (ξ, η) распределена равномер-
но внутри треугольника T, то совместная плотность распределе-
ния постоянна в данном треугольнике:

f(x, y) =

{
C, если (x, y) ∈ T,
0, если (x, y) /∈ T.

Для нахождения постоянной C воспользуемся свойством 2.

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y) dxdy =

∫∫
T

C dxdy = C · ST =
1

2
C = 1,

Тогда C = 2, т.е. совместная плотность равна

f(x, y) =

{
2, если (x, y) ∈ T,
0, если (x, y) /∈ T.

Плотности распределения составляющих случайных величин
ξ и η равны

fξ(x) =

+∞∫
−∞

f(x, y) dy =


1−x∫
0

2 dy = 2(1− x), если x ∈ [0, 1],

0, если x /∈ [0, 1].

fη(y) =

+∞∫
−∞

f(x, y) dx=


1−y∫
0

2 dx= 2(1− y), если y ∈ [0, 1],

0, если y /∈ [0, 1].

Тогда получаем, что f(x, y) 6= fξ(x) · fη(y) и, следовательно, слу-
чайные величины ξ и η зависимы.

Пример 2.2. Случайная точка (ξ, η) распределена с постоянной
плотностью внутри квадрата D с вершинами (1, 0), (0, 1), (−1, 0),
(0,−1). Найдите плотность совместного распределения f(x, y),
плотности fξ(x), fη(y). Зависимы ли случайные величины ξ и η?
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Рис. 3 Квадрат D

Решение. Длины сторон квадрата D (рис.3) равны
√

2, его пло-
щадь равна 2, поэтому из свойства 2 следует, что совместная
плотность равна

f(x, y) =

{ 1

2
, если (x, y) ∈ D,

0, если (x, y) /∈ D.

Стороны квадрата D задаются уравнениями y = 1− x, y = x− 1,
y = 1 + x, y =−1− x.

Плотности fξ(x) найдем по формуле

fξ(x) =

+∞∫
−∞

f(x, y) dy

Если x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) точка (x, y) не содержится в
квадрате, поэтому f(x, y) = 0 при данных значениях x. Следова-
тельно, fξ(x) = 0.

Если x ∈ [−1, 0], то f(x, y) =
1

2
при y ∈ [−1− x, 1 + x]. Следо-

вательно,

fξ(x) =

x+1∫
−x−1

1

2
dy = x+ 1.
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Если x ∈ [0, 1], то f(x, y) =
1

2
при y ∈ [x− 1, 1− x]. Следова-

тельно,

fξ(x) =

1−x∫
x−1

1

2
dy = 1− x.

Получаем

fξ(x) =


0, если x <−1,

x+ 1, если − 1 6 x < 0,
−x+ 1, если 0 6 x 6 1,

0, если x > 1.

Аналогично находим плотность Y :

fη(x) =


0, если y <−1,

y + 1, если − 1 6 y < 0,
−y + 1, если 0 6 y 6 1,

0, если y > 1.

Для ответа на вопрос о независимости рассмотрим значения
плотности совместного распределения f(x, y) и плотностей
fξ(x), fη(y) в точке (0, 0).

f(0, 0) =
1

2
, fξ(0) = 1, fη(0) = 1

f(0, 0) 6= fξ(0) · fη(0),

т.е. случайные величины ξ и η зависимы.

Пример 2.3. Внутри квадрата D, ограниченного прямыми x= 0,

x =
π

2
, y = 0, y =

π

2
, плотность распределения двух случайных

величин имеет вид f(x, y) = C sin(x + y); вне данного квадрата
f(x, y) = 0.

Найдите постоянную C; функцию распределения системы
F (x, y); вероятность попадания случайной точки в квадрат, огра-
ниченный прямыми x= 0, x=

π

4
, y = 0, y =

π

4
.
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Решение. Для нахождения постоянной C воспользуемся свой-
ством 2.

1 =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y) dxdy =

π
2∫

0

π
2∫

0

C sin(x+ y) dxdy=

=− C

π
2∫

0

(cos(x+
π

2
)− cosx) dx=−C(sinπ − sin

π

2
− sin

π

2
) = 2C,

следовательно C = 1
2 .

Найдем функцию распределения F (x, y) по свойству 4.
Если x ∈ (−∞, 0), или y ∈ (−∞, 0), то функция распределе-

ния равна F (x, y) = 0.

Если x ∈
[
0,
π

2

]
, y ∈

[
0,
π

2

]
функция распределения равна

F (x, y) =
1

2

x∫
0

y∫
0

sin(u+ v) dudv=

=− 1

2

x∫
0

(cos(u+ y)− cosu) du=−1

2
(sin(x+ y)− sinx− sin y).

Если x ∈
[
0,
π

2

]
, y ∈

(π
2
,+∞

)
функция распределения равна

F (x, y) =
1

2

x∫
0

π
2∫

0

sin(u+ v) dudv =
1

2
(sinx− cosx+ 1).

Если x ∈
(π

2
,+∞

)
, y ∈

[
0,
π

2

]
функция распределения равна

F (x, y) =
1

2

π
2∫

0

y∫
0

sin(u+ v) dudv =
1

2
(sin y − cos y + 1).
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Если x ∈
(π

2
,+∞

)
, y ∈

(π
2
,+∞

)
, то областью интегрирова-

ния является исходный квадрат и функция распределения равна
F (x, y) = 1.

Следовательно, функция распределения системы (ξ, η) равна

F (x, y) =



0, если x < 0 или y < 0,
sinx+sin y−sin(x+y)

2 , если 0 6 x 6 π
2 , 0 6 y 6 π

2 ,
sinx−cosx+1

2 , если 0 6 x 6 π
2 , y >

π
2 ,

sin y−cos y+1
2 , если x > π

2 , 0 6 y 6 π
2 ,

1, если x > π
2 , y >

π
2 .

Вероятность попадания случайной точки в квадрат, ограни-
ченный прямыми x= 0, x=

π

4
, y = 0, y =

π

4
, равна

P (0 6 X 6
π

4
, 0 6 Y 6

π

4
) = F (

π

4
,
π

4
)− F (0,

π

4
)− F (

π

4
, 0)+

+F (0, 0) = F (
π

4
,
π

4
) =

√
2

2
− 1

2
.

Пример 2.4. Совместная плотность распределения случайной ве-
личины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
Cxy, если 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x2,

0, иначе.

Найдите постоянную C; плотности fξ(x), fη(y); условные плотно-
сти f(x|y), f(y|x).

Решение. Для нахождения постоянной C вычислим интеграл

1 =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y) dxdy =

1∫
0

x2∫
0

Cxy dxdy = C

1∫
0

x5

2
dx=

C

12
,

тогда C = 12.
Найдем плотности fξ(x), fη(y).
Если x < 0 или x > 1, то совместная плотность f(x, y) = 0,

поэтому fξ(x) = 0.
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Если 0 6 x 6 1, то

fξ(x) =

+∞∫
−∞

f(x, y) dy =

x2∫
0

12xy dy = 6x5.

Аналогично, если y < 0 или y > 1, то совместная плотность
f(x, y) = 0, поэтому fη(x) = 0.

Если 0 6 y 6 1, то

fη(y) =

+∞∫
−∞

f(x, y) dx=

1∫
√
y

12xy dx= 6y − 6y2.

Таким образом, плотности составляющих ξ и η имеют вид:

fξ(x) =

{
6x5, если 0 6 x 6 1,

0, если x < 0 или x > 1,

fη(x) =

{
6y − 6y2, если 0 6 y 6 1,

0, если y < 0 или y > 1.

Найдем условные плотности f(x|y), f(y|x).

f(x|y) =
f(x, y)

fη(y)
=


2x

1− y
, если 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x2,

0, иначе.

f(y|x) =
f(x, y)

fξ(x)
=

{ 2y

x4
, если 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x2,

0, иначе.

Упражнения

2.1. Функция распределения двумерной случайной величины
(ξ, η) имеет вид

F (x, y) =

{
sinx · sin y, если 0 6 x 6

π

2
, 0 6 y 6

π

2
,

0, если x < 0 или y < 0.
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Найдите совместную плотность распределения и вероятность
попадания случайной точки (ξ, η) в прямоугольник, ограничен-
ный прямыми x= 0, x=

π

6
, y = 0, y =

π

4
.

2.2. Функция распределения двумерной случайной величины
(ξ, η) имеет вид

F (x, y) =

{
1− 2−x − 2−y + 2−x−y, если x > 0, y > 0,

0, если x < 0 или y < 0.

Найдите совместную плотность распределения и вероятность
попадания случайной точки (ξ, η) в прямоугольник, ограничен-
ный прямыми x= 1, x= 3, y = 3, y = 8.

2.3. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =
C

(16 + x2)(25 + y2)
.

Найдите постоянную C; функцию распределения системы
F (x, y).

2.4. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
C · 3−

x
2
−y, если x > 0, y > 0,

0, если x < 0 или y < 0,

Найдите постоянную C; функцию распределения F (x, y).
2.5. Случайная точка (ξ, η) равномерно распределена в

круге радиуса R. Найдите плотность совместного распределения
f(x, y), плотности fξ(x), fη(y); вероятность попадания случайной
точки (ξ, η) в круг радиуса r = 1 с центром в начале координат,
если R= 2. Зависимы ли случайные величины ξ и η?

2.6. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
C · ey, если x 6 0, y 6 0, y 6 x,

0, иначе.

Найдите постоянную C; плотности fξ(x), fη(y).
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2.7. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
36xye−3(x

2+y2), если x > 0, y > 0,
0, x < 0 или y < 0, .

Доказать, что случайные величины ξ и η независимы.
2.8. Внутри треугольника T, ограниченного прямыми x= 0,

y=0, 2x+3y=6, совместная плотность распределения случайной
величины (ξ, η) имеет вид f(x, y) = Cxy2. Найдите постоянную
C; плотности составляющих. Зависимы ли случайные величины
ξ и η?

2.9. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =


C

(x+ y + 2)4
, если x > 0, y > 0,

0, если x < 0 или y < 0,

Найдите постоянную C; плотности fξ(x), fη(y); вероятность
попадания случайной точки в квадрат x = 0, x = 2, y = 0, y = 2.
Зависимы ли случайные величины ξ и η?

2.10. Случайная точка (ξ, η) равномерно распределена в пря-
моугольнике Π, ограниченного прямыми x= 0, x= 1, y = 2, y = 4.
Найдите плотность совместного распределения f(x, y), функцию
распределения F (x, y), плотности распределения и функции рас-
пределения составляющих. Найдите вероятность попадания слу-
чайной точки в треугольник с вершинами (0, 1), (0, 3), (2, 1).

2.11. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =


C

x4(y − 1)3
, если x > 1, y > 3,

0, если x < 1 или y < 3,

Найдите постоянную C; функцию распределения F (x, y),
плотности fξ(x), fη(y). Зависимы ли случайные величины ξ и η?

2.12. Двумерная случайная величина (ξ, η) равномерно рас-
пределена внутри треугольника T, ограниченного прямыми x=0,
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y=0, x+2y=4. Найдите плотности распределения составляющих;
условные плотности. Зависимы ли случайные величины ξ и η?

2.13. Функция распределения двумерной случайной величи-
ны (ξ, η) имеет вид

F (x, y) =

{
(1− e−4x)(1− e−2y), если x > 0, y > 0,

0, если x < 0 или y < 0.

Найдите совместную плотность распределения; плотности
распределения составляющих; условные плотности; вероят-
ность попадания случайной точки в треугольник с вершинами
(0, 0), (0, 1), (1, 0).

2.14. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
2xe−y, если 0 6 x 6 1, y > 0,

0, иначе.

Найдите условные плотности f(x|y), f(y|x).
2.15. Совместная плотность распределения двух нормаль-

ных случайных величин (ξ, η) имеет вид

f(x, y) = C · e−
(x+3)2

8
− (y−1)2

2 .

Найдите постоянную C. Установить, являются ли случайные
величины ξ и η зависимыми
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3. Числовые характеристики двумерной
случайной величины

Зная распределение двумерной случайной величины (ξ, η)
можно вычислить числовые характеристики составляющих ξ и
η — математические ожидания и дисперсии.

Если (ξ, η) — дискретная случайная величина, то математи-
ческие ожидания и дисперсии ξ и η равны:

Mξ =

n∑
i=1

m∑
j=1

xipij , Mη =

n∑
i=1

m∑
j=1

yjpij , (3.1)

Dξ =
n∑
i=1

m∑
j=1

(xi −Mξ)2pij , Dη =
n∑
i=1

m∑
j=1

(yj −Mη)2pij . (3.2)

Если (ξ, η) — непрерывная случайная величина с плотностью
f(x, y), то математические ожидания и дисперсии ξ и η равны:

Mξ =

+∞∫
−∞

xfξ(x) dx=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xf(x, y) dxdy, (3.3)

Mη =

+∞∫
−∞

yfη(y) dy =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

yf(x, y) dxdy (3.4)

Dξ =

+∞∫
−∞

(x−Mξ)2fξ(x) dx=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x−Mξ)2f(x, y) dxdy, (3.5)

Dη =

+∞∫
−∞

(y −Mη)2fη(y) dy =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(y −Mη)2f(x, y) dxdy. (3.6)

Также рассматриваются числовые характеристики условных
распределений: условные математические ожиданияM(ξ|η = y),
M(η|ξ=x) и условные дисперсииD(ξ|η=y), D(η|ξ=x). Эти харак-
теристики можно найти по формулам (3.1)-(3.6), где вместо веро-
ятностей pij или плотностей fξ(x), fη(y) используются условные
вероятности P (ξ=xi|η=yj) или условные плотности f(x|y), f(y|x).
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Например, для непрерывной случайной величины условные ма-
тематические ожидания равны:

M(ξ|η = y) =

+∞∫
−∞

xf(x|y) dx, M(η|ξ = x) =

+∞∫
−∞

yf(y|x) dy. (3.7)

Определение 3.1. Функцией регрессии ξ по η называется услов-
ное математическое ожиданиеM(ξ|η=y), а кривая x=M(ξ|η=y)
называется линией регрессии ξ по η.

Аналогично, условное математическое ожидание M(η|ξ = x)
называется функцией регрессии η по ξ, а кривая y = M(η|ξ = x)
называется линией регрессии η по ξ.

Для изучения зависимости случайных величин ξ и η вычис-
ляют ковариацию и коэффициент корреляции.

Определение 3.2. Ковариацией (корреляционным моментом)
системы (ξ, η) называется математическое ожидание произведе-
ния отклонений случайных величин ξ и η от своих математиче-
ских ожиданий, т.е.

cov(ξ, η) =M(ξ −Mξ)(η −Mη). (3.8)

Для дискретных случайных величин

cov(ξ, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

(xi −Mξ)(yj −Mη)pij , (3.9)

для непрерывных

cov(ξ, η) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x−Mξ)(y −Mη)f(x, y) dxdy. (3.10)

Свойства ковариации:

1. cov(ξ, η) = cov(η, ξ);

2. cov(ξ, η) =M(ξη)−Mξ ·Mη;
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3. cov(ξ, ξ) =Dξ, cov(η, η) =Dη;

4. D(ξ + η) =Dξ +Dη + 2cov(ξ, η);

5. Если ξ и η независимы, то cov(ξ, η) = 0.

Корреляционной матрицей двумерной случайной величины
(ξ, η) называется матрица(

Dξ cov(ξ, η)
cov(ξ, η) Dη

)
. (3.11)

Определение 3.3. Коэффициентом корреляции случайных ве-
личин ξ и η называется число

ρ(ξ, η) =
cov(ξ, η)√
Dξ ·Dη

. (3.12)

Коэффициент корреляции является величиной безразмер-
ной, измеряет тесноту линейной связи случайных величин.

Рис. 4 η = aξ + b

Свойства коэффициента корреляции:

1. |ρ(ξ, η)| 6 1;

2. Если ξ и η независимы, то ρ(ξ, η) = 0;

3. |ρ(ξ, η)|=1, тогда и только тогда, когда случайные величины
ξ и η связаны линейной зависимостью, т.е. η=aξ+b (рис. 4).
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Определение 3.4. Случайная величина (ξ, η) имеет двумерное
нормальное распределение, если её совместная плотность имеет
вид:

f(x, y) =
1

2πσ1σ2
√

1− ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)

(
(x−a1)

2

σ21
−2ρ (x−a1)(y−a2)

σ1σ2
+

(y−a2)
2

σ22

)
.

(3.13)

Плотности составляющих нормально распределенной слу-
чайной величины равны

fξ(x) =
1√

2πσ1
e
− (x−a1)

2

2σ21 , fη(y) =
1√

2πσ2
e
− (y−a2)

2

2σ22 . (3.14)

Тогда Mξ = a1, Mη = a2, Dξ = σ21, Dη = σ22, а ρ — это коэф-
фициент корреляции.

Теорема 3.1. Нормально распределенные случайные величины ξ
и η независимы тогда и только тогда, когда они некоррелиро-
ванны.

Пример 3.1. Распределение двумерной дискретной случайной ве-
личины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

0 1 2 3
-1 0,02 0,03 0,09 0,01
0 0,04 0,20 0,16 0,10
1 0,05 0,10 0,15 0,05

Найдите ковариацию и коэффициент корреляции случайных
величин ξ и η.

Решение. В примере 1.1 были найдены законы распределения
случайных величин ξ и η :

ξ -1 0 1
P 0,15 0,5 0,35

η 0 1 2 3
P 0,11 0,33 0,4 0,16
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Найдем математические ожидания и дисперсии этих случай-
ных величин:

Mξ =−1 · 0,15 + 0 · 0,5 + 1 · 0,35 = 0,2,

Mη = 0 · 0,11 + 1 · 0,33 + 2 · 0,4 + 3 · 0,16 = 1,61,

Dξ =M(ξ2)− (Mξ)2=

=(−1)2 · 0,15 + 02 · 0,5 + 12 · 0,35− 0,22 = 0,46,

Dη =M(η2)− (Mη)2=

=02 · 0,11 + 12 · 0,33 + 22 · 0,4 + 32 · 0,16− 1,612 = 0,7779.

Для нахождения M(ξη) воспользуемся таблицей распределения
двумерной дискретной случайной величины (ξ, η)

M(ξη) =
n∑
i=1

m∑
j=1

xiyjpij =−1 · 0 · 0,02 + (−1) · 1 · 0,03+

+(−1) · 2 · 0,09 + (−1) · 3 · 0,01 + 0 · 0 · 0,04 + 0 · 1 · 0,20+

+0 · 2 · 0,16 + 0 · 3 · 0,10 + 1 · 0 · 0,05 + 1 · 1 · 0,10+

+1 · 2 · 0,15 + 1 · 3 · 0,05 = 0,37.

Тогда ковариация и коэффициент корреляции равны

cov(ξ, η) =M(ξη)−Mξ ·Mη = 0, 37− 0, 2 · 1, 61 = 0, 048,

ρ(ξ, η) =
cov(ξ, η)√
Dξ ·Dη

=
0, 048√

0, 46 · 0, 7779
= 0, 08.

Пример 3.2. Плотность распределения вероятности случайной
величины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
x+ y, если (x, y) ∈ D,

0, если (x, y) /∈ D,

где область D = {(x, y) : 0 6 x 6 1; 0 6 y 6 1}.
Найдите ковариацию и коэффициент корреляции.

Решение. Найдем математическое ожидание Mξ.

M(ξ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

x · f(x, y) dxdy =

1∫
0

1∫
0

x(x+ y) dxdy=
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=

1∫
0

1∫
0

(x2 + xy) dxdy =

1∫
0

(
x2y +

xy2

2

) ∣∣∣∣1
0

dx=

=

1∫
0

(
x2 +

x

2

)
dx=

(
x3

3
+
x2

4

) ∣∣∣∣1
0

=
7

12
.

Аналогично, Mη =
7

12
.

M(ξη) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xy · f(x, y) dxdy =

1∫
0

1∫
0

xy(x+ y) dxdy=

=

1∫
0

1∫
0

(x2y + xy2) dxdy =

1∫
0

(
x2y2

2
+
xy3

3

) ∣∣∣∣1
0

dx=

=

1∫
0

(
x2

2
+
x

3

)
dx=

(
x3

6
+
x2

6

) ∣∣∣∣1
0

=
1

3
.

Тогда ковариация равна

cov(ξ, η) =M(ξη)−Mξ ·Mη =
1

3
− 7

12
· 7

12
=− 1

144
.

Вычислим соответствующие дисперсии:

Dξ =M(ξ2)− (Mξ)2 =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

x2 · f(x, y) dxdy − (Mξ)2=

=

1∫
0

1∫
0

x2(x+ y) dxdy −
(

7

12

)2

= =

1∫
0

1∫
0

(x3 + x2y) dxdy − 49

144
=

=

1∫
0

(
x3y +

x2y2

2

) ∣∣∣∣1
0

dx− 49

144
=

1∫
0

(
x3 +

x2

2

)
dx− 49

144
=

=

(
x4

4
+
x3

6

) ∣∣∣∣1
0

− 49

144
=

11

144
.
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Аналогично, Dη =
11

144
.

Тогда коэффициент корреляции равен

ρ(ξ, η) =
cov(ξ, η)√
Dξ ·Dη

=− 1

11
.

Упражнения

3.1. Распределение двумерной дискретной случайной вели-
чины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

-1 0 1 2
1 0,10 0,25 0,30 0,15
2 0,10 0,05 0,00 0,05

Найдите ковариацию и коэффициент корреляции случайных
величин ξ и η.

3.2. Распределение двумерной дискретной случайной вели-
чины (ξ, η) задано таблицей

ξ
η

1 2
1 0,15 0,15
2 0,15 0,20
3 0,10 0,25

Найдите ковариацию и коэффициент корреляции случайных
величин ξ и η.

3.3. Две игральные кости бросают один раз. Случайные ве-
личины ξi, i = 1, 2 — число очков на i-той кости, η = max(ξ1, ξ2).
Найдите корреляционную матрицу и коэффициент корреляции
случайных величин ξ1 и η.

3.4. Мяч бросается в корзину три раза. Вероятность попада-
ния при одном броске равна 0,5. Случайные величины ξ — число
попаданий при первом броске, η — общее число попаданий при
трех бросках. Найдите корреляционную матрицу и коэффициент
корреляции случайных величин ξ и η.
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3.5. Случайная точка (ξ, η) распределена равномерно внутри
квадрата D, ограниченного прямыми x = 0, x = 1, y = 0, y = 2.
Найдите математические ожидания и дисперсии составляющих ξ
и η; ковариацию и коэффициент корреляции.

3.6. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
C(x2 + xy + y2), если 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1,

0, иначе.

Найдите C; математические ожидания и дисперсии состав-
ляющих ξ и η; коэффициент корреляции.

3.7. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
4xye−x

2−y2 , если x > 0, y > 0,
0, если x < 0 или y < 0.

Найдите математические ожидания и дисперсии составляю-
щих ξ и η; коэффициент корреляции.

3.8. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
2e−x−2y, если x > 0, y > 0,

0, если x < 0 или y < 0.

Найдите корреляционную матрицу и коэффициент корреля-
ции случайных величин ξ и η.

3.9. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
1/2 sin(x+ y), если 0 6 x 6

π

2
, 0 6 y 6

π

2
,

0, иначе.

Найдите математические ожидания и дисперсии составляю-
щих ξ и η; коэффициент корреляции.

3.10. Случайная точка (ξ, η) распределена равномерно в об-
ласти D = {(x, y) : x2 + y2 6 4, x 6 0}. Найдите математические
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ожидания и дисперсии составляющих ξ и η; ковариацию и коэф-
фициент корреляции.

3.11. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{ 4

πR4
(x2 + y2), если (x, y) ∈ D,

0, если (x, y) /∈ D,

где D = {(x, y) :
√
x2 + y2 6 R, y > 0}, R > 0.

Найдите математические ожидания и дисперсии составляю-
щих ξ и η; коэффициент корреляции.

3.12. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =


320

(x+ y)6
, если x > 1, y > 1,

0, если x < 1 или y < 1.

Найдите математические ожидания и дисперсии составляю-
щих ξ и η; коэффициент корреляции.

3.13. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =


480

(x+ 1)4(y + 2)6
, если x > 0, y > 0,

0, если x < 0 или y < 0.

Найдите математические ожидания и дисперсии составляю-
щих ξ и η; ковариацию коэффициент корреляции. Зависимы ли
ξ и η? Коррелированы ли ξ и η?

3.14. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =
1

1, 6π
e
− 1

1,28((x−2)2−1,2(x−2)(y+3)+(y+3)2).

Найдите математические ожидания и дисперсии составляю-
щих ξ и η; коэффициент корреляции.
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3.15. Внутри треугольника T, ограниченного прямыми x=0,
y=0, 2x+3y=6, совместная плотность распределения случайной

величины (ξ, η) имеет вид f(x, y) =
5

6
xy2. Найдите математиче-

ские ожидания и дисперсии составляющих ξ и η; коэффициент
корреляции; функции регрессии ξ по η и η по ξ.

3.16. Совместная плотность распределения случайной вели-
чины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{
12xy, если 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x2,

0, иначе.

Найдите функции регрессии ξ по η и η по ξ.



4. Функции одной случайной величины

Определение 4.1. Если каждому возможному значению слу-
чайной величины ξ соответствует единственное значение случай-
ной величины η, то η называют функцией от случайной величи-
ны ξ :

η = ϕ(ξ).

1. Пусть ξ — дискретная случайная величина, имеющая за-
кон распределения

ξ x1 . . . xi . . . xn
P p1 . . . pi . . . pn

Обозначим yi = ϕ(xi).
Если функция η=ϕ(ξ) монотонна, то различным значениям

случайной величины ξ соответствуют различные значения слу-
чайной величины η, причем P (η = yi) = P (ξ = xi), т.е.

η y1 . . . yi . . . yn
P p1 . . . pi . . . pn

Если функция η = ϕ(ξ) не является монотонной, то различ-
ным значениям случайной величины ξ могут соответствовать
одинаковые значения случайной величины η. Например, пусть
f(xi) = f(xk), тогда P (η = yi) = P (ξ = xi) + P (ξ = xk).

2. Пусть ξ — непрерывная случайная с плотностью распре-
деления f(x).

Если η = ϕ(ξ) — дифференцируемая монотонная функция,
обратная функция которой x = ϕ−1(y) = ψ(y), то плотность рас-
пределения случайной величины η равна

g(y) = f(ψ(y))

∣∣∣∣dψ(y)

dy

∣∣∣∣ . (4.1)

Если функция η=ϕ(ξ) не является монотонной, то интервал
возможных значений ξ разбиваем на такие интервалы, в кото-
рых функция ϕ(ξ) является монотонной, и находим плотности
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распределения gi(y) на каждом из этих интервалов. Тогда плот-
ность распределения случайной величины η равна

g(y) =
∑
i

gi(y) (4.2)

Пример 4.1. Дискретная случайная величина ξ задана законом
распределения

ξ -2 -1 1 2
P 1

16
1
4

1
2

3
16

Найдите закон распределения случайной величины η = ξ2.

Решение. Найдем возможные значения случайной величины
η = ξ2 :

y1 = x21 = (−2)2 = 4, y2 = x22 = (−1)2 = 1,

y3 = x23 = 12 = 1, y4 = x24 = 22 = 4.

Различным значениям случайной величины ξ соответствуют
одинаковые значения случайной величины η, потому что функ-
ция η=ξ2 не является монотонной. Поэтому вероятности значений
η найдем, используя теорему сложения:

P (η = 1) = P (ξ =−1) + P (ξ = 1) =
1

4
+

1

2
=

3

4

P (η = 4) = P (ξ =−2) + P (ξ = 2) =
1

16
+

3

16
=

1

4
.

Тогда закон распределения случайной величины η имеет вид

η 1 4
P 3

4
1
4

Пример 4.2. Случайная величина ξ равномерно распределена на
отрезке [1; 3]. Найдите плотность распределения случайной вели-
чины η = eξ.

Решение. Плотность распределения случайной величины ξ имеет
вид

f(x) =

{ 1

2
, если x ∈ [1; 3],

0, если x /∈ [1; 3].
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Функция y = ex является монотонно возрастающей и дифферен-
цируемой. Обратная функция x=ln y также является монотонной
и дифференцируемой функцией для всех y ∈ (0;∞) и её произ-
водная равна x′y = 1

y .
Тогда по формуле 4.1 плотность распределения случайной

величины η будет иметь вид

g(y) =


1

2y
, если x ∈ [e; e3],

0, если x /∈ [e; e3].

Пример 4.3. Случайная величина ξ имеет нормальное распреде-
ление с параметрами a = 1, σ2 = 1 Найдите плотность распреде-
ления случайной величины η = ξ2.

Решение. Плотность распределения случайной величины ξ имеет

вид f(x) =
1√
2π
e−x

2/2.

Так как функция y = x2 на интервале (−∞;∞) не является
монотонной, то разобьем этот интервал на два интервала (−∞; 0)
и (0;∞), на которых функция монотонна. На интервале (−∞; 0)
обратная функция имеет вид ψ1(y) = −√y, на интервале (0;∞)
обратная функция ψ2(y) =

√
y.

Производные обратных функций:

ψ′1(y) =− 1

2
√
y
, ψ′2(y) =

1

2
√
y
.

Так как y = x2, x ∈ (−∞;∞), то y ∈ (0;∞).
Тогда по формуле 4.2 плотность распределения случайной

величины η на интервале (0;∞) равна

g(y) = f(ψ1(y)) · |ψ′1(y)|+ f(ψ2(y)) · |ψ′2(y)|=

=
1√
2π
e−y/2 ·

∣∣∣∣− 1

2
√
y

∣∣∣∣+
1√
2π
e−y/2 ·

∣∣∣∣ 1

2
√
y

∣∣∣∣=
=

1√
2π
e−y/2 · 1

2
√
y

+
1√
2π
e−y/2 · 1

2
√
y

=
1√
2πy

e−y/2.

Пример 4.4. Случайная величина ξ имеет функцию распределе-
ния Fξ(x).Найдите функцию распределения случайной величины
η = kξ + b.
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Решение. По определению функция распределения случайной ве-
личины равна Fη(y) = P (η < y).

Если k>0, то Fη(y)=P (η<y)=P (kξ+ b<y)=P
(
ξ < y−b

k

)
=

= Fξ

(
y−b
k

)
.

Если k<0, то Fη(y)=P (η<y)=P (kξ+b<y)=P
(
ξ > y−b

k

)
=

= 1− P
(
ξ 6 y−b

k

)
= 1− Fξ

(
y−b
k

)
.

Упражнения

4.1. Дискретная случайная величина ξ задана законом рас-
пределения

ξ -2 -1 1 2
P 0,3 0,1 0,2 0,4

Найдите закон распределения случайной величины η = |ξ|.
4.2. Дискретная случайная величина ξ задана законом рас-

пределения

ξ π
4

π
2

3π
4

P 0,2 0,7 0,1

Найдите закон распределения случайной величины η = sin ξ.
4.3. Случайная величина ξ задана плотностью распределе-

ния f(x) на интервале (1; 4). Найдите плотность распределения
случайных величин η1 =−4ξ, η2 = 3ξ + 1.

4.4. Случайная величина ξ распределена по закону Коши

f(x) =
1

π(1 + x2)
.

Найдите плотности распределения случайных величин

η1 = ξ3 + 2, η2 =
1

ξ
.

4.5. Случайная величина ξ с плотностью распределения f(x)
принимает только положительные значения. Найдите плотности

распределения случайных величин η1 = e−ξ, η2 =
1

ξ2
, η3 =

√
ξ.

37



4.6. Случайная величина ξ с плотностью распределения f(x)
принимает все вещественные значения. Найдите плотности рас-

пределения случайных величин η1=ln |ξ|, η2=arctg ξ, η3=
1

1 + ξ2
.

4.7. Случайная величина ξ имеет показательное распределе-
ние с параметром λ = 1. Найдите плотность распределения слу-
чайной величины η = eξ.

4.8. Случайная величина ξ имеет нормальное распределение
с параметрами a=0, σ=1 Найдите плотность распределения слу-
чайной величины η = ξ5.

4.9. Случайная величина ξ равномерно распределена на про-
межутке [−2; 2]. Найдите плотность распределения случайной ве-
личины η = |ξ|.

4.10. Случайная величина ξ равномерно распределена на
промежутке (−π/2;π/2). Найдите плотность распределения слу-
чайной величины η = sin ξ.

4.11. Случайная величина ξ равномерно распределена на
промежутке (0; 2π). Найдите плотность распределения случай-
ной величины η = cos ξ.

4.12. Случайная величина ξ имеет функцию распределения

Fξ(x) =


0, если x < 0,

0, 25x2, если 0 6 x 6 2,
1, если x > 2.

Найдите функцию распределения случайных величин η1 =5ξ+3,
η2 =−4ξ + 1.

4.13. Непрерывная случайная величина ξ имеет функцию
распределения Fξ(x). Найдите функцию распределения случай-
ных величин η1 = ξ3, η2 = arctg ξ, η3 = ξ2.

4.14. Случайная величина ξ имеет показательное распреде-
ление с параметром λ= 1. Найдите функции распределения слу-
чайных величин η1 = 2 − ξ, η2 = ξ2, η3 =

√
ξ, η4 = [ξ]2, где [ξ]—

целая часть ξ.
4.15. Радиус шара распределен по показательному закону с

параметром λ. Найдите распределение объема шара и площади
поверхности сферы.
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5. Функции двух случайных величин

Пусть (ξ, η) — двумерная случайная величина. Случайная ве-
личина ζ=ϕ(ξ, η) называется функцией от двумерной случайной
величины.

Если (ξ, η) непрерывная случайная величина с плотностью
f(x, y), то функцию распределения и плотность случайной вели-
чины ζ = ϕ(ξ, η) можно найти по формулам

Fζ(z) = P (ζ < z) = P (ϕ(x, y)< z) =

∫∫
D

f(x, y)dxdy, (5.1)

fζ(z) =
d

dz

∫∫
D

f(x, y)dxdy, (5.2)

где D = {(x, y)|ϕ(x, y)< z}.
1. Пусть ζ = ξ + η. Тогда множество D = {(x, y)|x + y < z}

(рис. 5), а функция распределения и плотность ζ = ξ + η равны

Fζ(z) =

∫∫
x+y<z

f(x, y)dxdy =

+∞∫
−∞

dx

z−x∫
−∞

f(x, y)dy, (5.3)

fζ(z) =

+∞∫
−∞

f(x, z − x)dx=

+∞∫
−∞

f(z − y, y)dy. (5.4)

Рис. 5 Множество D = {(x, y)|x+ y < z}.
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Если ξ и η — независимые случайные величины с плотностя-
ми fξ(x) и fη(y), то плотность суммы случайных величин ξ + η
равна

fξ+η(z) =

+∞∫
−∞

fξ(x)fη(z − x)dx=

+∞∫
−∞

fξ(z − y)fη(y)dy. (5.5)

Формулу 5.5 называют формулой свёртки.
2. Пусть ζ=ξ ·η. Тогда множество D={(x, y)|xy<z} (рис. 6),

а функция распределения и плотность произведения случайных
величин ξ · η равны

Fζ(z) =

0∫
−∞

dx

+∞∫
z
x

f(x, y)dy +

+∞∫
0

dx

z
x∫

−∞

f(x, y)dy, (5.6)

fζ(z) =

+∞∫
−∞

f
(
x,
z

x

) dx
|x|
. (5.7)

Рис. 6 Множество D = {(x, y)|xy < z}.

Если ξ и η — независимые случайные величины с плотностя-
ми fξ(x) и fη(y), то плотность произведения случайных величин
ξ · η равна

fξ·η(z) =

+∞∫
−∞

fξ(x)fη

( z
x

) dx
|x|

=

+∞∫
−∞

fξ

(
z

y

)
fη(y)

dy

|y|
. (5.8)
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3. Пусть ζ = ξ
η . Тогда множество D = {(x, y)|x < yz} (рис. 7),

а функция распределения и плотность отношения случайных ве-
личин ξ

η равны

Fζ(z) =

0∫
−∞

dy

+∞∫
zy

f(x, y)dx+

+∞∫
0

dy

zy∫
−∞

f(x, y)dx, (5.9)

fζ(z) =

+∞∫
−∞

f(zy, y)|y|dy. (5.10)

Рис. 7 Множество D = {(x, y)|x < yz}.

Если ξ и η — непрерывные независимые случайные величины
с плотностями fξ(x) и fη(y), то плотность отношения случайных
величин ξ

η равна

f ξ
η
(z) =

+∞∫
−∞

fξ(x)fη

(x
z

) |x|
z2
dx=

+∞∫
−∞

fξ(zy)fη(y)|y|dy. (5.11)

Пример 5.1. Найдите плотность суммы случайных величин ξ и η,
если эти величины независимы и ξ имеет равномерное распреде-
ление на отрезке [0, 1], а η имеет равномерное распределение на
отрезке [0, 2].

Решение. Плотности распределения случайных величин ξ и η бу-
дут иметь вид

fξ(x) =

{
1, если x ∈ [0; 1],
0, если x /∈ [0; 1]

fη(y) =

{ 1

2
, если y ∈ [0; 2],

0, если y /∈ [0; 2]
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Используем формулу свертки 5.5

f(z) =

+∞∫
−∞

fξ(x)fη(z − x) dx

Выпишем плотность случайной величины η как функцию от
переменной z − x:

fη(z − x) =

{ 1

2
, если z − x ∈ [0; 2]

0, если z − x /∈ [0; 2]

fη(z − x) =

{ 1

2
, если z − 2 6 x 6 z,

0, если z − x /∈ [0; 2]

Если z < 0 (рис. 8), то fξ(x)fη(z − x) = 0 и f(z) = 0 .

Рис. 8 Случай z < 0.

Если 0 6 z < 1 (рис. 9), то fξ(x)fη(z − x) =
1

2
и

f(z) =

z∫
0

1

2
dx=

1

2
z.

Рис. 9 Случай 0 6 z < 1.
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Если z > 1, z−2<0, т.е 1 6 z<2 (рис. 10), то fξ(x)fη(z−x)=
1

2
и

f(z) =

1∫
0

1

2
dx=

1

2
.

Рис. 10 Случай 1 6 z < 2.

Если 2 6 z < 3 (рис. 11), то fξ(x)fη(z − x) =
1

2
и

f(z) =

1∫
z−2

1

2
dx=

3− z
2

.

Рис. 11 Случай 2 6 z < 3.

Если z > 3 (рис. 12), то fξ(x)fη(z − x) = 0 и f(z) = 0.

Рис. 12 Случай z > 3.
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Тогда

f(z) =



0, если z < 0,
z

2
, если 0 6 z < 1,

1

2
, если 1 6 z < 2,

3− z
2

, если 2 6 z < 3,

0, если z > 3.

Пример 5.2. Случайная точка (ξ, η) равномерно распределена
внутри прямоугольника с вершинами (0; 0), (2; 0), (2; 1) и (0; 1).
Найдите плотность произведения случайных величин ζ = ξ · η.
Решение. Случайная точка (ξ, η) равномерно распределена внут-
ри прямоугольника D= {(x, y) : 0 6 x 6 2, 0 6 y 6 1}. Плотность
распределения случайной величины (ξ, η) имеет вид

f(x, y) =

{ 1

2
, если (x, y) ∈ D,

0, если (x, y) /∈ D.

При этом случайные величины ξ и η также имеют равномер-
ное распределение с плотностями

fξ(x) =

{ 1

2
, если x ∈ [0, 2],

0, если x /∈ [0, 2],
fη(y) =

{
1, если y ∈ [0, 1],
0, если y /∈ [0, 1].

и ξ и η независимы.
Для нахождения плотности произведения случайных вели-

чин ζ = ξ · η воспользуемся формулой 5.8. Если x ∈ [0, 2], то

fξ·η(z) =

+∞∫
−∞

fξ(x)fη

( z
x

) dx
|x|

=
1

2

2∫
0

fη

( z
x

) dx
x
.

Плотность fη
(
z
x

)
= 1 при 0<x< z и fη

(
z
x

)
= 0 при z < 0 или

z > 2. Cледовательно, при 0< z < 2

fξ·η(z) =
1

2

2∫
z

1

x
dx=

1

2
(ln 2− ln z) =

1

2
ln

2

z
.
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Тогда плотности произведения случайных величин ζ = ξ · η
равна

fξη(z) =

{ 1

2
ln

2

z
, если 0< z < 2,

0, если z < 0 или x > 2.

Упражнения

5.1. Найдите плотность суммы случайных величин ξ и η,
если эти величины независимы и имеют равномерное распреде-
ление на отрезке [0, 1].

5.2. Найдите плотность суммы случайных величин ξ и η, ес-
ли эти величины независимы и имеют нормальное распределение
с параметрами a= 0, σ2 = 1.

5.3. Найдите плотность суммы случайных величин ξ и η,
если эти величины независимы и ξ имеет нормальное распреде-
ление с параметрами a= 0, σ2 = 1, а η имеет нормальное распре-
деление с параметрами a= 1, σ2 = 1.

5.4. Найдите плотность суммы случайных величин ξ и η, ес-
ли эти величины независимы и имеют плотности распределений:

fξ(x) =

{
0, если x < 0,

e−x, если x > 0,
fη(y) =

{
0, если y < 0,

1
2e
−y/2, если y > 0,

5.5. Найдите плотность суммы случайных величин ξ и η,
если эти величины независимы и ξ имеет нормальное распреде-
ление с параметрами a= 0, σ2 = 1, а η имеет равномерное распре-
деление на отрезке [0, 1].

5.6. Найдите плотность суммы случайных величин ξ и η,
если эти величины независимы и ξ имеет показательное распре-
деление с параметром λ=1, а η имеет равномерное распределение
на отрезке [0, 1].

5.7. Найдите плотность суммы случайных величин ξ и η,
если эти величины независимы и ξ имеет показательное распре-
деление с параметром λ=2, а η имеет нормальное распределение
с параметрами a= 0, σ2 = 1.
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5.8. Найдите плотность разности случайных величин ξ и η,
если эти величины независимы и имеют равномерное распреде-
ление на отрезке [0, 1].

5.9. Найдите плотность разности случайных величин ξ и η,
если эти величины независимы и ξ имеет показательное распреде-
ление с параметром λ=1, а η имеет показательное распределение
с параметром λ= 2.

5.10. Найдите плотность произведения случайных величин
ξ и η, если эти величины независимы и ξ имеет равномерное рас-
пределение на отрезке [0, 1], а η имеет равномерное распределение
на отрезке [1, 2].

5.11. Найдите плотность произведения случайных величин
ξ и η, если эти величины независимы и имеют плотности распре-
делений:

fξ(x) =
1√
2π
e−x

2/2, fη(y) =

{
0, если y < 0,

ye−y
2/2, если y > 0.

5.12. Найдите плотность отношения случайных величин ξ и
η, если эти величины независимы и ξ имеет показательное распре-
деление с параметром λ=1, а η имеет равномерное распределение
на отрезке [0, 1].

5.13. Найдите плотность отношения случайных величин ξ и
η, если эти величины независимы и ξ имеет равномерное распре-
деление на отрезке [0, 1], а η имеет нормальное распределение с
параметрами a= 0, σ2 = 1.

5.14. Случайная точка (ξ, η) равномерно распределена в
квадрате D = [0; 1] × [0; 1]. Найдите распределение площади
прямоугольника [0; ξ]× [0; η].

5.15. Система (ξ, η) независимых случайных величин имеет
плотность распределения

f(x, y) =

{
0, если x < 0 или y < 0,

xye−(x
2+y2)/2, если x > 0 и y > 0.

Найдите плотность отношения случайных величин ξ и η.
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Тестовые задания

1. Двумерная случайная величина называется непрерывной, если
a) ее функция распределения F (x, y) - непрерывная функция;
b) ее функция распределения F (x, y) дифференцируемая по

каждому из аргументов;
c) существует вторая смешанная производная F ′′xy(x, y);

d) существует производная F ′x(x, y);

e) ее функция распределения F (x, y) дифференцируемая по y.

2. Свойства функции распределения двумерной случайной величи-
ны F (x, y):
a) функция распределения F (x, y) есть неотрицательная

функция, заключенная между нулем и единицей;
b) функция распределения F (x, y) есть неубывающая функ-

ция по каждому из аргументов;
c) если хотя бы один из аргументов стремится к −∞, функция

распределения F (x, y) равна нулю;
d) если один из аргументов стремится к +∞, функция распре-

деления F (x, y) становится равной функции распределения
случайной величины, соответствующей другому аргументу;

e) функция распределения F (x, y) есть невозрастающая функ-
ция по каждому из аргументов.

3. Непрерывными являются следующие двумерные случайные ве-
личины:
a) масти двух карт, вытаскиваемых из колоды;
b) число очков, выпавших на каждом из двух подбрасываемых

кубиков;
c) число очков, выпавших на двух разных рулетках;
d) скорость и направление ветра;
e) дальность и направление полета снаряда.

4. P ((x1 ≤ ξ < x2)(y1 ≤ η < y2))=

a) F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1);

b) F (x2, y2)− F (x1, y1);

c) F (x2, y2)− F (x2, y1);

d) F (x1, y2)− F (x1, y1).
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5. Если оба аргумента стремятся к +∞, то функция распределения
равна...

6. Плотностью совместного распределения непрерывной двумерной
случайной величины (ξ, η) называют:

a) f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x2
, где F (x, y)— функция распределения;

b) f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
, где F (x, y)— функция распределения;

c) f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂y2
, где F (x, y)— функция распределения;

d) f(x, y) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

F (x, y) dxdy.

7. Функция распределения F (x, y) двумерной случайной величины
принимает значения:
a) F (x, y) 6 0;

b) −1 6 F (x, y) 6 1;

c) 0 6 F (x, y) 6 1;

d) F (x, y)> 1.

8. Плотность совместного распределения непрерывной двумерной
случайной величины (ξ, η) обладает свойствами:

a)
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y) dxdy = 1;

b) f(x, y) > 0;

c) −1 6 f(x, y) 6 1;

d)
+∞∫
0

+∞∫
0

f(x, y) dxdy = 1.

9. Вероятность попадания двумерной случайной величины (ξ, η) в
область D вычисляется по формуле:
a) P ((ξ, η) ∈ D) =

∫∫
D

f(x, y) dxdy;

b) P ((ξ, η) ∈ D) =
∫∫
D

F (x, y) dxdy;

c) P ((ξ, η) ∈ D) =
∫∫
D

fξ(x) dxdy;

d) P ((ξ, η) ∈ D) =
∫∫
D

fξ(x)fη(y) dxdy.
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10. Ковариация случайной величины с самой собой есть
a) ее дисперсия;
b) математическое ожидание ее квадрата;
c) ее математическое ожидание;
d) 0.

11. Коэффициент корреляции принимает значения
a) от -1 до 1;
b) от 0 до 1;
c) от 0 до +∞;
d) от −∞ до +∞.

12. Ковариация двух независимых случайных величин равна...

13. Выберите верное утверждение.
a) Если две нормально распределенные случайные величины

ξ и η коррелированы, то они зависимы.
b) Если две нормально распределенные случайные величины

ξ и η некоррелированы, то они зависимы.
c) Если две нормально распределенные случайные величины

ξ и η некоррелированы, то они независимы.
d) Если две нормально распределенные случайные величины

ξ и η коррелированы, то они независимы.
e) Если две нормально распределенные случайные величины

ξ и η независимы , то они некоррелированы.

14. Ковариацией системы (ξ, η) называется
a) cov(ξ, η) =M((ξ −Mξ)2(η −Mη)2);

b) cov(ξ, η) =M(ξ −Mξ)(η −Mη);

c) cov(ξ, η) =D(ξ −Mξ)(η −Mη);

d) cov(ξ, η) =
M(ξ −Mξ)(η −Mη)√

Dξ ·Dη
.

15. Если случайные величины ξ и η независимы, то для функций
распределения выполняется соотношение
a) F (x, y) = Fξ(x)Fη(y);

b) F (x, y) = Fξ(x) + Fη(y);

c) F (x, y) = Fξ(x) = Fη(y);

d) F (x, y) =
√
Fξ(x)Fη(y).
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16. Если случайные величины ξ и η независимы, то для плотности
распределения выполняется соотношение
a) f(x, y) = fξ(x)fη(y);

b) f(x, y) = fξ(x) + fη(y);

c) f(x, y) = fξ(x) = fη(y);

d) f(x, y) =
√
fξ(x)fη(y).

17. Коэффициент корреляции принимает значения:
a) |ρ(ξ, η)| 6 1;

b) |ρ(ξ, η)|<∞;

c) ρ(ξ, η)> 0;

d) 0< ρ(ξ, η)< 1;

18. Если случайные величины ξ и η независимы, то их ковариация
равна
a) cov(ξ, η) = 1;

b) cov(ξ, η) = 0;

c) cov(ξ, η)> 0;

d) cov(ξ, η) 6= 0.

19. Для дискретных случайных величин ковариация равна

a) cov(ξ, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

xiyjpij ;

b) cov(ξ, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

(xi −Mξ)(yj −Mη)pij ;

c) cov(ξ, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

(xi −Mξ)2(yj −Mη)2pij ;

d) cov(ξ, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

(xi −Mξ)(yj −Mη)f(xi, yj).

20. Для непрерывных случайных величин ковариация равна

a) cov(ξ, η) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x−Mξ)(y −Mη)f(x, y) dxdy;

b) cov(ξ, η) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xyf(x, y) dxdy;

c) cov(ξ, η) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x−Mξ)2(y −Mη)2f(x, y) dxdy;

d) cov(ξ, η) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x−Mξ)f(x, y) dxdy;
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Ответы к упражнениям

1. Системы дискретных случайных величин

1.1.
ξ 1 2 3
P 0,3 0,5 0,2

η 0 1 2
P 0,35 0,35 0,3

ξ|η = 1 1 2 3
P 2

7
4
7

1
7

η|ξ = 2 0 1 2
P 3

10
2
5

3
10

1.2.
ξ|η = 10 3 6

P 5
7

2
7

η|ξ = 6 10 14 18
P 5

14
5
28

13
28

1.3.
ξ 1 2 3
P 0,3 0,45 0,25

η 1 2 3
P 0,35 0,35 0,3

ξ|η 1 2 3
1 2

7
2
7

1
3

2 3
7

4
7

1
3

3 2
7

1
7

1
3

η|ξ 1 2 3
1 1

3
1
3

1
3

2 1
3

4
9

2
9

3 2
5

1
5

2
5

ξ и η — зависимы.

1.4. F (x, y) =


0, если x 6 0 или y 6 1,

0, 06, если 0< x 6 1, 1< y 6 2,
0, 36, если 0< x 6 1, y > 2,
0, 56, если x > 1, 1< y 6 2,

1, если x > 1, y > 2.
P (ξ, η ∈ B) = 0, 56.

1.5. Fξ(x) =


0, если x 6 0,

0, 16, если 0< x 6 1,
0, 54, если 1< x 6 2,

1, если x > 2.

Fη(y) =

 0, если y 6 −1,
0, 06, если − 1< y 6 1,

1, если y > 1.
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F (x, y) =



0, если x 6 0 или y 6 −1,
0, 10, если 0< x 6 1, −1< y 6 1,
0, 16, если 0< x 6 1, y > 1,
0, 40, если 1< x 6 2, −1< y 6 1,
0, 60, если x > 2, −1< y 6 1,
0, 64, если 1< x 6 2, y > 1,

1, если x > 2, y > 1.
P (ξ 6 η) = 0, 94.

1.6.

ξ1
η

1 2 3 4 5 6
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36
4 0 0 0 1/9 1/36 1/36
5 0 0 0 0 5/36 1/36
6 0 0 0 0 0 1/6

1.7.
ξ1

η
0 1

0 0,09 0,21
1 0,21 0,49

F (x, y) =


0, если x 6 0 или y 6 0,

0, 21, если 0< x 6 1, 0< y 6 1,
0, 30, если x > 1, 0< y 6 1,
0, 30, если 0< x 6 1, y > 1,

1, если x > 1, y > 1.

1.8.
ξ + η 1 2 3 4 5 6
P 0,02 0,14 0,24 0,28 0,16 0,16

ξ − η -1 0 1 2 3 4
P 0,04 0,24 0,22 0,26 0,16 0,08

ξ · η 0 1 2 4 8
P 0,2 0,04 0,24 0,36 0,16

η
ξ 0 0,25 0,5 1 2
P 0,2 0,16 0,36 0,24 0,04
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1.9.
3ξ + 2η -1 1 2 4 5 7
P 0,08 0,32 0,02 0,08 0,1 0,4

ξ2 0 1
P 0,1 0,9

ξ2 + η2 1 2 4 5
P 0,02 0,08 0,18 0,72

1.10.
ξ + η 1 2 3 4 5 6
P 0,2925 0,1575 0,195 0,105 0,1625 0,0875

ξ − η -3 -2 -1 0 1 2
P 0,1625 0,0875 0,195 0,105 0,2925 0,1575

ξ · η 0 2 4 8
P 0,45 0,195 0,2675 0,0875

2. Системы непрерывных случайных величин

2.1. f(x, y) =

{
cosx · cos y, если 0 6 x 6 π

2 , 0 6 y 6 π
2 ,

0, если x < 0 или y < 0.

P (0 6 ξ 6 π
6 , 0 6 η 6 π

4 ) =
√
2
4 .

2.2. f(x, y) =

{
ln2 2 · 2−x−y, если x 6 0, y 6 0,

0, если x < 0 или y < 0.

P (1 6 ξ 6 3, 3 6 η 6 8) = 93
2048 .

2.3. C =
20

π2
, F (x, y) = (

1

π
arctg

x

4
+

1

2
)(

1

π
arctg

y

5
+

1

2
).

2.4. C =
ln2 3

2
,

F (x, y) =

{
(3−

x
2 − 1)(3−y − 1) если x 6 0, y 6 0.

0, если x < 0 или y < 0.

2.5. f(x, y) =

{
1

πR2
, если x2 + y2 6 R2,

0, если x2 + y2 >R2,

fξ(x) =

{
2

πR2

√
R2 − x2, если −R 6 x 6 R,

0, если x <−R или x > R,

fη(y) =

{
2

πR2

√
R2 − y2, если −R 6 y 6 R,

0, если y <−R или y > R.

P (ξ2 + η2 6 1) = 0, 25, ξ и η зависимы.
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2.6. C = 1. fξ(x) =

{
ex, если x 6 0,
0, если x > 0,

fη(y) =

{
−yey, если y 6 0,

0, если y > 0.

2.8. C =
5

6
. fξ(x) =

{
20

9
x(3− x)3, если 0 6 x 6 3,

0, если x < 0 или x > 3,

fη(y) =

{
15

16
y2(2− y)2, если 0 6 y 6 2,

0, если y < 0 или y > 2.
ξ и η зависимы.

2.9. C = 24. fξ(x) =


8

(x+ 2)3
, если x > 0,

0, если x < 0,

fη(y) =


8

(y + 2)3
, если y > 0,

0, если y < 0.

P (0 6 ξ 6 2, 0 6 η 6 2) = 11
18 . ξ и η зависимы.

2.10. f(x, y) =

{
1

2
, если (x, y) ∈ П,

0, если (x, y) /∈ П,

F (x, y) =



0, если x < 1 или y < 2,
x(y − 2)

2
, если (x, y) ∈ П,

y − 2

2
, если x > 1, 2 6 y 6 4,

x, если 0 6 x 6 1, y > 4,
1, если x > 1, y > 4,

Fξ(x)=

 0, если x < 0,
x, если 0 6 x 6 1,
1, если x > 1,

Fη(y)=


0, если y < 2,

y − 2

2
, если 2 6 y 6 4,

1, если y > 4.

fξ(x) =

{
1, если 0 6 x 6 1,
0, если x < 0 или x > 1,

fη(y) =

{
1

2
, если 2 6 y 6 4,

0, если y < 2 или y > 4.
P ((ξ, η) ∈ 4) = 0, 25.
2.11. C = 24,

F (x, y) =

{
0, если x 6 1 или y 6 3,(

1− 1
x3

) (
1− 4

(y−1)2

)
, если x > 1, y > 3,
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fξ(x) =

{
3

x4
, если x > 1,

0, если x < 1,
fη(y) =


8

(y − 1)3
, если y > 3,

0, если y < 3.
ξ и η независимы.

2.12. fξ(x) =

{
4− x

8
, если 0 6 x 6 4,

0, если иначе,

fη(y) =

{
2− y

2
, если 0 6 y 6 4,

0, если иначе.

fξ(x|y) =


1

4− 2y
, если (x, y) ∈ T,

0, если (x, y) /∈ T,

fη(y|x) =

{ 2

4− x
, если (x, y) ∈ T,

0, если (x, y) /∈ T,
ξ и η зависимы.

2.13. f(x, y) =

{
8e−4x−2y, если x > 0, y > 0,

0, если x < 0 или y < 0,

fξ(x|y) =

{
4e−4x, если x > 0,

0, если x < 0,
fη(y|x) =

{
2e−2y, если y > 0,

0, если y < 0,

P ((ξ, η) ∈ 4) = 1 + e−4 − 2e−2.

2.14. fξ(x|y) =

{
2x, если 0 6 x 6 1,

0, если x < 0, или x > 1,

fη(y|x) =

{
e−y, если y > 0,

0, если y < 0,

2.15. C =
1

4π
, ξ и η независимы.

3. Числовые характеристики двумерной случайной величины

3.1. cov(ξ, η) =−0, 1, ρ(ξ, η) =−0, 244.
3.2. cov(ξ, η) = 0, 07, ρ(ξ, η) = 0, 178.

3.3.
(

2, 92 1, 46
1, 46 1, 97

)
, ρ(ξ, η) = 0, 609.

3.4.
(

0, 25 0, 25
0, 25 0, 75

)
, ρ(ξ, η) =

1√
3
.

3.5. Mξ =
1

2
, Mη = 1, Dξ =

1

12
, Dη =

1

3
, cov(ξ, η) = 0, ρ(ξ, η) = 0.

3.6. C =
12

11
, Mξ =Mη =

7

11
, Dξ =Dη =

257

3630
, ρ(ξ, η) =− 40

257
.

3.7. Mξ =Mη =

√
π

2
, Dξ =Dη = 1− π

4
, ρ(ξ, η) = 0.
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3.8.
(

1 0
0 0, 25

)
, ρ(ξ, η) = 0.

3.9. Mξ =Mη =
π

4
, Dξ =Dη =

π2 + 8π − 32

16
, ρ(ξ, η) = 0, 74.

3.10. Mξ = − 8

3π
, Mη = 0, Dξ = 1 − 64

9π2
, Dη = 1, cov(ξ, η) = 0,

ρ(ξ, η) = 0.

3.11. Mξ = 0, Mη = 8R
5π , Dξ =

R2

3
, Dη =

25π2 − 192

75π2
, cov(ξ, η) = 0,

ρ(ξ, η) = 0, ξ и η зависимы, некоррелированы.

3.12. Mξ =Mη =
5

3
, Dξ =Dη =

8

9
, ρ(ξ, η) =

1

4
.

3.13. Mξ=Mη=
1

2
, Dξ=

3

4
, Dη=

5

12
, ρ(ξ, η)=0, ξ и η независимы,

некоррелированы.
3.14. Mξ = 2, Mη =−3, Dξ =Dη = 1, ρ(ξ, η) = 0, 6.

3.15. Mξ =Mη = 1, Dξ =
2

7
, Dη =

1

7
, ρ(ξ, η) =− 1√

2
,

y =

{
1
2 (3− x), если 0 6 x 6 3,

0, если x < 0, или x > 3,

x=

{
2− y, если 0 6 y 6 2,

0, если y < 0, или y > 2.

3.16. y =

{
2
3x

2, если 0 6 x 6 1,
0, если x < 0, или x > 1,

x=

{
2
3 ·

1+
√
y+y

1+
√
y , если 0 6 y 6 1,

0, если y < 0, или y > 1.

4. Функции одной случайной величины

4.1.
η 1 2
P 0,3 0,7

4.2. η
√

2/2 1
P 0,3 0,7

4.3. g1(y)=
1

4
f
(
−y

4

)
, y ∈ (−16;−4), g2(y)=

1

3
f

(
y − 1

3

)
, y ∈ (4; 13).

4.4. g1(y) =
1

3π((y − 2)2/3 + (y − 2)4/3)
, g2(y) =

1

π(1 + y2)
.

4.5. g1(y) =


1

y
f

(
ln

1

y

)
, если 0< y < 1,

0, если y < 0, или y > 1,
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g2(y) =


1

2y
√
y
f

(
1
√
y

)
, если y > 0,

0, если y < 0,

g3(y) =

{
2yf(y2), если y > 0,

0, если y < 0.

4.6. g1(y) = (f(ey) + f(−ey))ey,

g2(y) =


1

cos2 y
f(tg y), если − π

2 < y < π
2 ,

0, если y <−π2 , или y >
π
2 ,

g3(y) =


f
(√

1−y
y

)
+ f

(
−
√

1−y
y

)
2y
√
y − y2

, если 0< y < 1,

0, иначе.

4.7. g(y) =


1

y2
, если y > 1,

0, если y < 1.

4.8. g(y) =
1

5
√

2πy4/5
e−

1
2y

2/5

, y 6= 0.

4.9. g(y) =

{
1
2 , если 0 6 y 6 2,
0, если y < 0, или y > 2.

4.10. g(y) =


1

π
√

1− y2
, если − 1< y < 1,

0, если y <−1, или y > 1.

4.11. g(y) =


1

π
√

1− y2
, если − 1< y < 1,

0, если y <−1, или y > 1.

4.12. Fη1(y) = Fξ

(
y − 3

5

)
, Fη2(y) = 1− Fξ

(
y − 1

4

)
.

Fη1(y) =


0, если y < 3,

(y − 3)2

100
, если 3 6 y 6 13,

1, если y > 13,

Fη2(y) =


0, если y <−7,

1− (y − 1)2

64
, если − 7 6 y 6 1,

1, если y > 1,

4.13. Fη1(y) = Fξ( 3
√
y), Fη2(y) = Fξ(tg y),

Fη3(y) =

{
0, если y 6 0,

Fξ
(√
y
)
− Fξ

(
−√y

)
, если y > 0.
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4.14. Fη1(y) =

{
ey−2, если y < 2,

1, если y > 2,

Fη2(y) =

{
1− e−

√
y, если y > 0,
0, если y < 0,

Fη3(y) =

{
1− e−y2 , если y > 0,

0, если y < 0,

η4 0 1 4 . . . k2 . . .
P 1− e−1 e−1 − e−2 e−2 − e−3 . . . e−k − e−(k+1) . . .

4.15. gV (y) =


λ

3
√

36πy2
e
−λ

3

√
3y

4π , если y > 0,

0, если y < 0,

gS(y) =


λ

4
√
πy
e
−λ

√
y

4π , если y > 0,

0, если y < 0,

5. Функции двух случайных величин

5.1. fξ+η(z) =

 z, если 0 6 z < 1,
2− z, если 1 6 z 6 2,

0, если z < 0, или z > 2.

5.2. fξ+η(z) =
1

2
√
π
e−z

2/4, z ∈ R.

5.3. fξ+η(z) =
1

2
√
π
e−(z−1)

2/4, z ∈ R.

5.4. fξ+η(z) =

{
e−z/2 − e−z, если z > 0,

0, если z < 0.

5.5. fξ+η(z) =
1√
2π

z∫
z−1

e−t
2/2 dt= Φ(z)− Φ(z − 1), z ∈ R.

5.6. fξ+η(z) =

 0, если z < 0,
1− e−z, если 0 6 z 6 1,

e1−z − e−z, если z > 1.

5.7. fξ+η(z) = 2e2−2z
(

1

2
+ Φ(z − 2)

)
, z ∈ R.
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5.8. fξ−η(z) =

 1 + z, если − 1 6 z < 0,
1− z, если 0 6 z 6 1,

0, если z <−1, или z > 1.

5.9. fξ−η(z) =


2

3
e−z, если z > 0,

2

3
e2z, если z 6 0.

5.10. fξη(z) =


ln 2, если 0 6 z < 1,

ln
2

z
, если 1 6 z 6 2,

0, если z < 0, или z > 2.

5.11. fξη(z) =
1

2
e−|z|, z ∈ R.

5.12. f ξ
η

(z) =

 1− (z + 1)e−z

z2
, если z > 0,

0, если z < 0.

5.13. f ξ
η

(z) =


1√
2π

(
1− e−1/2z2

)
, если z 6= 0,

1√
2π
, если z = 0.

5.14. fS(z) =

{
− ln z, если 0< z < 1,

0, если z < 0, или z > 1.

5.15. f ξ
η

(z) =


2z

(1 + z2)2
, если z > 0,

0, если z < 0.
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Приложения

Таблица 1

Значения функции Гаусса ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2
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Таблица 2

Значения функции Лапласа ϕ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt
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Т
аб
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де
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Р
ав
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м
ер
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е
f

(x
)

=

{
1

b
−
a
,

ес
ли

x
∈

[a
;b

],

0,
ес
ли

x
/∈

[a
;b

].
F

(x
)

=

    
0,

ес
ли

x
<
a
,

x
−
a

b
−
a
,

ес
ли

a
6
x
6
b,

1,
ес
ли

x
>
b.

П
ок

аз
ат

ел
ьн

ое
f

(x
)

=

{ λe
−
λ
x
,

ес
ли

x
>

0,
0,

ес
ли

x
<

0.
F

(x
)

=

{ 1
−
e−

λ
x
,

ес
ли

x
>

0,
0,

ес
ли

x
<

0.

Н
ор

м
ал

ьн
ое

f
(x

)
=

1
√

2π
σ
e−

(
x
−
a
)
2

2
σ
2

F
(x

)
=

1
√

2π
σ

x ∫ −
∞
e−

(
t
−
a
)
2

2
σ
2
d
t

Л
ап

ла
са

f
(x

)
=

λ 2
e−

λ
|x
|

F
(x

)
=

{
1 2
eλ
x
,

ес
ли

x
<

0,
1
−

1 2
e−

λ
x
,

ес
ли

x
>

0.
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