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Исмагилова А. А., Тинюкова Т. С. 

 СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА  

ДИСКРЕТНОГО ОПЕРАТОРА КИТАЕВА  

ДЛЯ БЕСКОНЕЧНОЙ СВЕРХПРОВОДЯЩЕЙ СТРУКТУРЫ 
 

А. А. Исмагилова, Т. С. Тинюкова 

 
В работе исследованы спектральные свойства дискретного оператора Китаева. Для нулевого собственного зна-

чения найдено условие существования собственных функций в случае тривиальной топологической фазы и доказано 

их отсутствие в нетривиальной топологической фазе. Для собственных функций получены асимптотические формулы. 

 

оператор Китаева; собственное значение; собственная функция 
* 

SPECTRAL PROPERTIES  

OF THE DISCRETE KITAYEV OPERATOR  

FOR AN INFINITE SUPERCONDUCTING STRUCTURE 9 

 

А. А. Ismagilova, T. S. Tinyukova 

 
In this paper, the spectral properties of the discrete Kitaev operator are investigated. For a zero eigenvalue, a condition 

for the existence of eigenfunctions in the case of a trivial topological phase is found, and their absence in a nontrivial topological 

phase is proved. Asymptotic formulas are obtained for eigenfunctions. 

 

Kitaev operator; eigenvalue; eigenfunction 

 

Последние 15–20 лет активно изучаются сверхпроводники. Свойство металла обладать 

сверхпроводимостью, то есть иметь нулевое электрическое сопротивление, весьма перспективно 

в будущем при создании квантового компьютера. Имеется большое количество численных ра-

бот, посвященных исследованию свойств сверхпроводников или гибридных структур, например, 

вида нормальный металл (металл без сверхпроводящего порядка) – сверхпроводник – нормаль-

ный металл. Математически сверхпроводники изучают с помощью оператора Боголюбова –  

де Жена, частным случаем которого в дискретном виде является оператор Китаева, действующий 

на вектор-функцию 𝜓(𝑛) = (𝜓1(𝑛), 𝜓2(𝑛))
𝑇

 по формуле 

(𝐻𝜓)(𝑛) = (
−𝑡(𝜓1(𝑛 + 1) + 𝜓1(𝑛 − 1)) + 𝛥(𝜓2(𝑛 + 1) − 𝜓2(𝑛 − 1)) − 𝜇𝜓1(𝑛)

𝑡(𝜓2(𝑛 + 1) + 𝜓2(𝑛 − 1)) − 𝛥(𝜓1(𝑛 + 1) − 𝜓1(𝑛 − 1)) + 𝜇𝜓2(𝑛)
), 

где 𝑛 = 0,±1,±2,… – номер узла в рассматриваемой бесконечной цепочке, 𝜓1(𝑛) (𝜓2(𝑛)) – вол-

новая функция электрона (дырки), 𝑡 > 0 – амплитуда перехода на соседний узел, Δ – веществен-

ный параметр сверхпроводимости, μ – химический потенциал. Функции 𝜓1 и 𝜓2 принадлежат 

пространству ℓ2(ℤ), а константы 𝑡, Δ, μ определяются изучаемой системой. 

Рассмотрим возмущенный оператор 𝐻 + 𝑉, где 

𝑉 = 𝑉0 (
𝛿𝑛0 0
0 −𝛿𝑛0

) + 𝑉0 (
𝛿𝑛1 0
0 −𝛿𝑛1

), 

𝑉0 – вещественная константа. Уравнение на собственные значения (𝐻 + 𝑉)𝜓 = 𝐸𝜓 можно пере-

писать в виде 

 𝜓 = −(𝐻 − 𝐸)−1𝑉𝜓.                                                            (1) 

Резольвента оператора H найдена в [1]. Далее, положим 𝐸 = 0. Тогда (1) примет вид  

 

 

 
* Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ в рамках госзадания  

№ 075-01265-22-00 (проект FEWS-2020-0010). 
© Исмагилова А. А., Тинюкова Т. С., 2022 
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𝜓𝑗(𝑛) = −
𝛼𝑉0(2𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑘+ + 𝜇)

2𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝑘+
(𝑒𝑖𝑘+|𝑛|𝜓𝑗(0) + 𝑒

𝑖𝑘+|𝑛−1|𝜓𝑗(1)) + 

+ 
𝛼𝑉0(2𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑘− + 𝜇)

2𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝑘−
(𝑒𝑖𝑘−|𝑛|𝜓𝑗(0) + 𝑒

𝑖𝑘−|𝑛−1|𝜓𝑗(1)) − 

− 𝛼𝛥𝑉0 (𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛) (𝑒
𝑖𝑘+|𝑛| − 𝑒𝑖𝑘−|𝑛|)𝜓𝑗′(0) + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛 − 1) (𝑒

𝑖𝑘+|𝑛−1| − 𝑒𝑖𝑘−|𝑛−1|)𝜓𝑗′(1)),    (2) 

где 𝑗 = 1,2, 𝑗′ = 𝑗 + (−1)𝑗−1, 

𝛼 =
1

2√𝑡2𝐸2 + 𝛥2(4(𝛥2 − 𝑡2) + 𝜇2 − 𝐸2)
 , 

2 𝑐𝑜𝑠 𝑘± =
𝑡𝜇 ± √𝑡2𝐸2 + 𝛥2(4(𝛥2 − 𝑡2) + 𝜇2 − 𝐸2)

𝜇2 − 𝑡2
. 

Условие существования ненулевого решения системы (2) является необходимым для существо-

вания собственной функции оператора 𝐻 + 𝑉, соответствующей нулевому собственному  

значению. 

Пусть 휀 = 𝜇 − 2𝑡. Если 휀 > 0, то рассматриваемая система находится в тривиальной  

топологической фазе, а при 휀 < 0 – в нетривиальной топологической фазе. 

Теорема 1. Если 휀 > 0, то условие существования собственной функции оператора 𝐻 + 𝑉, 

соответствующей нулевому собственному значению, имеет вид 

𝑉0
2 − 2𝑉0(Δ + 𝑡) + 2Δ(Δ + 𝑡) + 𝑂(휀) = 0.                                           (3) 

Если 휀 < 0, то 𝐸 = 0 не является собственным значением оператора (𝐻 + 𝑉)𝜓 = 𝐸𝜓. 

Теорема 2. Пусть 휀 > 0 и выполнено условие (3). Тогда собственные функции оператора 

𝐻 + 𝑉, соответствующие нулевому собственному значению, имеют вид (𝜓1(𝑛),𝜓2(𝑛))
𝑇

 

и (𝜓2(𝑛),𝜓1(𝑛))
𝑇

, где 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝜓1(𝑛) =

𝑉0
2

4𝛥(𝛥 + 𝑡)(𝑉0 − 2𝛥)
((𝑡 + 𝛥 ⋅ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛)) (

𝛥 − 𝑡

𝛥 + 𝑡
)
|𝑛|

+ (𝑡 − 𝛥 ⋅ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛)) (
1 − 2𝛥

2𝛥
)
|𝑛|

)+

+
𝑉0
4𝛥
((
𝛥 − 𝑡

𝛥 + 𝑡
)
|𝑛−1|

+ (
1 − 2𝛥

2𝛥
)
|𝑛−1|

) + 𝑂(휀),

𝜓1(𝑛) =
𝑉0
2

4𝛥(𝛥 + 𝑡)(𝑉0 − 2𝛥)
((𝛥 + 𝑡 ⋅ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛)) (

𝛥 − 𝑡

𝛥 + 𝑡
)
|𝑛|

+ (𝛥 − 𝑡 ⋅ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛)) (
1 − 2𝛥

2𝛥
)
|𝑛|

)−

−
𝑉0
4𝛥
((
𝛥 − 𝑡

𝛥 + 𝑡
)
|𝑛−1|

− (
1 − 2𝛥

2𝛥
)
|𝑛−1|

) ⋅ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛 − 1) + 𝑂(휀).
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