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Список основных обозначений

:= и =: — «равно по определению» (двоеточие — со стороны
определяемого объекта).
R, C — множества вещественных, комплексных чисел.
α — комплексное сопряжение к числу α ∈ C.
R+ := [0,+∞).
R

n — вещественное пространство векторов-столбцов размер-
ности n.
C

n — комплексное пространство векторов-столбцов размерно-
сти n.
K — поле R или поле C.
col(α1, α2, . . . , αn) ∈ K

n — вектор-столбец с координатами
α1, α2, . . . , αn из поля K.
T — операция транспонирования вектора или матрицы.
∗ — операция комплексного сопряжения вектора или матри-
цы, то есть x∗ = xT .
(Kn)T = {xT : x ∈ K

n} — пространство векторов-строк раз-
мерности n.
e1 = col(1, 0, . . . , 0), . . . , en = col(0, 0, . . . , 1) — базис в K

n.
|x| =

√
x∗x — норма в K

n.
Mn,m(K) — пространство n × m-матриц c элементами из по-
ля K; Mn(K) :=Mn,n(K).
‖A‖ = max

|x|=1
|Ax| — норма в пространстве Mn,m(K).

[h1, h2, . . . , hn] — m × n-матрица, образованная вектор-
столбцами h1, h2, . . . , hn ∈ K

m.
I = [e1, e2, . . . , en] — единичная n× n-матрица.
SpA — след матрицы A.
rankA — ранг матрицы A.
detA — определитель матрицы A.
χ(A;λ) := det(λI − A) — характеристический многочлен мат-
рицы A.
A⊗B — правое кронекерово произведение матриц A и B.
vecc : Mn,m(K) → K

nm — отображение, «разворачивающее»
матрицу H = {hij}, i = 1, n, j = 1,m, по строкам в вектор-
столбец veccH := col(h11, . . . , h1m, . . . , hn1, . . . , hnm).

J — первый единичный косой ряд, то есть J :=
n−1∑
i=1

eie
∗
i+1 ∈

∈Mn(K).
A0 := I для всякой матрицы A ∈Mn(K).



ВВЕДЕНИЕ

Одной из классических задач теории управления являет-
ся задача стабилизации линейной стационарной системы

ẋ = Ax+Bu, t ∈ R, x ∈ K, u ∈ K
m, (0.1)

посредством линейной стационарной обратной связи

u = Ux, U ∈Mm,n(K). (0.2)

Замкнутая система

ẋ = (A+BU)x, x ∈ K
n, (0.3)

является линейной однородной и стационарной, следователь-
но, асимптотическое поведение решений замкнутой системы
(0.3) характеризуется вещественными частями собственных
чисел λj(A + BU) матрицы A + BU . Если Reλj(A + BU) <
< −α, где α > 0 — некоторое заданное число, то ||x(t)|| =
= O(e−αt) при t→ +∞, то есть система (0.3) экспоненциально
устойчива с показателем α. Более общая задача — это задача
о размещении (или о назначении) спектра собственных значений
[36, с. 159], или, по-другому, задача управления спектром. При
K = C в этой задаче для произвольного набора µ1, . . . , µn ∈ C

требуется построить матрицу U ∈ Mm,n(C) обратной связи
так, чтобы были выполнены равенства

λj(A+BU) = µj , j = 1, n. (0.4)

При K = R задача назначения спектра формулируется следу-
ющим образом: для произвольного набора {µ1, . . . , µn} веще-
ственного типа (то есть набора инвариантного относительно
комплексного сопряжения) требуется построить матрицу U ∈
∈Mm,n(R), обеспечивающую выполнение равенств (0.4).

Обозначим через χ(A+BU ;λ) характеристический мно-
гочлен матрицы системы (0.3). Сформулируем теперь задачу
назначения коэффициентов характеристического многочлена
(или, по-другому, задачу модального управления [50, c. 435]) си-
стемы (0.3) посредством линейной статической обратной связи
по состоянию (0.2): для любых чисел γi ∈ K, i = 1, n, требуется
построить матрицу U ∈ Mm,n(K) обратной связи так, чтобы
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характеристический многочлен χ(A + BU ;λ) совпадал с мно-
гочленом

p(λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn.

Задача назначения спектра системы (0.3) равносильна задаче
модального управления. Действительно, разложим многочлен
p(λ) на множители:

λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn =

n∏

i=1

(λ− µi).

Если K = C, то всякому набору µ1, . . . , µn ∈ C корней много-
члена p(λ) однозначно отвечает вектор (γ1, . . . , γn) ∈ C

n ко-
эффициентов многочлена p(λ), и наоборот. Если K = R, то
всякому набору µ1, . . . , µn ∈ C вещественного типа однозначно
отвечает вектор (γ1, . . . , γn) ∈ R

n, и наоборот. Таким образом,
задача назначения спектра и задача модального управления
(для систем без запаздываний) отождествляются.

В 1964 году В.М. Попов доказал [49] для K = C, что за-
дача модального управления разрешима тогда и только тогда,
когда выполнено условие

rank [B,AB, . . . , An−1B] = n. (0.5)

В 1967 году Уонэм доказал это утверждение для K = R

[136].
Задача модального управления системы (0.1) посредст-

вом линейной обратной связи по состоянию (0.2) достаточно
хорошо изучена.

Пусть теперь система управления имеет следующий вид

ẋ = Ax+Bu, y = C∗x, t ∈ R. (0.6)

Здесь x ∈ K
n — это фазовый вектор, u ∈ K

m — вектор управ-
ления, y ∈ K

k — вектор выходных величин. Если C = I, то
y = x, то есть измерению доступны все координаты векто-
ра состояния. В этом случае управление может быть постро-
ено в виде линейной обратной связи по состоянию (0.2). Если
rankC < n, то измерению доступны не все координаты век-
тора состояния, а лишь некоторые его линейные комбинации.
Тогда управление строится по неполным данным о состоянии
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вектора x. Пусть управление строится в виде линейной стати-
ческой обратной связи по выходу

u = Uy. (0.7)

Тогда система (0.6) замкнутая управлением (0.7) принимает
вид

ẋ = (A+BUC∗)x, x ∈ K
n. (0.8)

Обозначим через χ(A + BUC∗;λ) характеристический много-
член матрицы системы (0.8). Задача модального управления
для системы (0.6) посредством линейной статической обрат-
ной связи по выходу (0.7) имеет следующую формулировку:
для любых чисел γi ∈ K, i = 1, n, требуется построить матрицу
обратной связи U ∈ Mm,k(K) так, чтобы характеристический
многочлен χ(A+BUC∗;λ) совпадал с многочленом

p(λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn.

Отождествим множество всех приведенных многочленов p(λ)
с пространством K

n = {γ = (γ1, . . . , γn)}. Для заданной систе-
мы (0.8) введем отображение, которое ставит в соответствие
управлению U характеристический многочлен системы с этим
управлением:

σ :Mm,k(K) → K
n, σ(U) = χ(λ;A+BUC∗).

Таким образом, если для системы (0.8) отображение σ сюръ-
ективно, то это означает, что для системы (0.8) разрешима
задача модального управления.

Отметим, что задача модального управления для систе-
мы (0.6) посредством линейной статической обратной связи по
выходу (0.7), в отличие от задачи модального управления для
системы (0.1) посредством линейной обратной связи по состо-
янию (0.2), является одной из трудных задач теории управ-
ления и до настоящего момента не имеет полного решения в
общем случае. Сложность заключается в том, что задача мо-
дального управления системы (0.8) сводится к задаче о раз-
решимости некоторой системы алгебраических уравнений от-
носительно коэффициентов матрицы U . Если C = I, то есть
обратная связь — полная, то условие (0.5), во-первых, позво-
ляет свести эту систему к линейной системе алгебраических
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уравнений, во-вторых, является достаточным условием разре-
шимости этой системы. Если rankC < n (и rankB < n), то
такая система уравнений является, вообще говоря, нелиней-
ной, что затрудняет получить условия ее разрешимости.

Задаче управления спектром для системы (0.8) посвя-
щено огромное количество работ. Обзор известных результа-
тов можно найти в работах [36, 54, 64, 118, 119, 125]. Приве-
дем некоторые основные результаты. Будем считать, что m =
= rankB, k = rankC.

Первые результаты о частичном размещении max{m, k}
собственных значений системы (0.8) с циклической матрицей
A получили A. Jameson [88], E. J. Davison [70], E. J. Davison,
R.A. Chatterjee [71], B. Sridhar, D. P. Lindorff [124] в пред-
положении, что открытая стационарная система (0.6) вполне
управляема и вполне наблюдаема (эти условия необходимы
для сюръективности отображения σ). Позже E. J. Davison,
S.H. Wang [72] и H. Kimura [98] доказали для случая K = R

результаты, из которых вытекает, что если

m+ k > n+ 1, (0.9)

то образ отображения σ является всюду плотным для типич-
ного множества матриц (A,B,C) ∈Mn,n+m+k(R).

В более поздних работах R. Hermann, C. Martin доказали
[85], что в случае K = C условие (0.9) можно ослабить до
условия

mk > n.

В 1981 году R. Brockett и C. Byrnes показали [63] для
K = C, что, если mk > n, то отображение σ полностью сюръ-
ективно (а не только почти сюръективно) для типичного мно-
жества систем (A,B,C) ∈Mn,n+m+k(C). Этот результат явля-
ется наилучшим для K = C.

В 1992 году X. Wang [129] в случае K = R получил до-
статочное условие для произвольного размещения собствен-
ных значений: если mk > n, то отображение σ сюръективно
для типичного множества систем (A,B,C) ∈Mn,n+m+k(R).
Этот результат является наилучшим для K = R. Позднее, в
1995 году J. Rosenthal, J.M. Sсhumacher, J. C. Willems в работе
[117] предложили более простое доказательство этого резуль-
тата (см. также ссылки в работе [119]).

Некоторые результаты, объединяющие сразу несколько
подходов к задаче размещения собственных значений, можно
найти в работе [97].
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Несмотря на то, что большое количество работ посвящено
задачам стабилизации и модального управления линейных си-
стем посредством статической обратной связи по выходу, тем
не менее, как отмечено в обзоре [120], до сих пор не было най-
дено точного решения этой важной проблемы в общем случае,
которое могло бы гарантировать построение статической об-
ратной связи по выходу или определить, что такой обратной
связи не существует.

Задача модального управления посредством статической
обратной связи по выходу была решена положительно в не-
скольких специальных случаях.

Рассмотрим дифференциальное уравнение n-го порядка,
на вход которого подается линейная комбинация из m сигна-
лов и их производных до порядка n − p включительно, а из-
мерению доступны k различных линейных комбинаций состоя-
ния объекта и его производных до порядка p−1 включительно
(1 6 p 6 n) [12]:

x(n) + a1x
(n−1) + . . . + anx =

= bp1u
(n−p)
1 + bp+1,1u

(n−p−1)
1 + . . .+ bn1u1 + . . .

+ bpmu
(n−p)
m + bp+1,mu

(n−p−1)
m + . . .+ bnmum,

(0.10)

y1 = c11x+ c21x
′ + . . .+ cp1x

(p−1), . . . ,

yk = c1kx+ c2kx
′ + . . .+ cpkx

(p−1).
(0.11)

Здесь u = col(u1, . . . , um) ∈ K
m — вектор управления, y =

= col(y1, . . . , yk) ∈ K
k — вектор выходных величин. Система

(0.10), (0.11) является частным случаем системы (0.6).
Говорят, что для системы (0.10), (0.11) разрешима задача

модального управления посредством линейной статической
обратной связи по выходу (0.7), если для любых чисел γi ∈ K,
i = 1, n, существует управление (0.7) такое, что замкнутая
система (0.10), (0.11), (0.7) имеет вид

x(n) + γ1x
(n−1) + . . .+ γnx = 0.

Построим по системе (0.10), (0.11) матрицы B = {blα}, l = 1, n,
α = 1,m, C = {cνβ}, ν = 1, n, β = 1, k, где blα = 0 при l < p
и cνβ = 0 при ν > p. В работах [12, 15] получены следующие
результаты.
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Те о р ем а 0.1 ([12]). Для системы (0.10), (0.11) разре-
шима задача модального управления посредством линейной
статической обратной связи по выходу (0.7) тогда и только
тогда, когда матрицы

C∗B, C∗JB, . . . , C∗Jn−1B

линейно независимы.

Система (0.10), (0.11) может быть записана в форме (0.6),
где матрица A имеет форму Фробениуса. Позже теорема 0.1
для системы (0.10), (0.11) была обобщена на системы (0.6), где
A имеет форму Хессенберга.

Т е о р ем а 0.2 ([15]). Пусть коэффициенты системы
(0.8) имеют следующий специальный вид: матрица
A = {aij}ni,j=1 имеет форму Хессенберга (то есть aij = 0,

i > j + 1; ai,i+1 6= 0, i = 1, n− 1); первые p − 1 строк матри-
цы B и последние n − p строк матрицы C равны нулю. Для
системы (0.6) разрешима задача модального управления по-
средством линейной обратной связи по выходу (0.7) тогда и
только тогда, когда матрицы

C∗B, C∗AB, . . . , C∗An−1B

линейно независимы.

Из этих теорем, в частности, вытекают достаточные усло-
вия стабилизации системы (0.6) посредством линейной обрат-
ной связи по выходу (0.7). В связи с этими результатами воз-
никают вопросы о справедливости аналогичных утверждений
для систем более общего вида. Работа посвящена исследова-
нию этих вопросов.

Распространение задачи модального управления посред-
ством статической обратной связи по выходу, в частности, за-
дачи стабилизации, на более широкий класс систем может про-
исходить в различных направлениях. Одно из направлений от-
носится к распространению этих результатов на системы с за-
паздываниями.

Рассмотрим управляемую систему, заданную дифферен-
циальным уравнением n-го порядка с запаздываниями в со-
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стоянии

x(n)(t) + a10x
(n−1)(t) + a11x

(n−1)(t− h1) + . . .

+ a1sx
(n−1)(t− hs) + . . .+ an0x(t) +

+ an1x(t− h1) + . . .+ ansx(t− hs) +

+

n∑

i=1

s∑

η=1

∫ −hη−1

−hη

giη(τ)x
(n−i)(t+ τ) dτ =

=

m∑

α=1

n∑

l=p

blαu
(n−l)
α (t), t > 0,

(0.12)

yβ(t) =

p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t), β = 1, k. (0.13)

Рассмотрим также управляемую систему, заданную системой
дифференциальных уравнений с запаздываниями в состоянии

ẋ(t) =
ℓ∑

ν=0

Aνx(t− hν) +

+

ℓ∑

ν=1

∫ −hν−1

−hν

Sν(τ)x(t+ τ) dτ +Bu(t), t > 0,

(0.14)

y(t) = C∗x(t). (0.15)

Задачам устойчивости систем с запаздываниями и ста-
билизации управляемых систем с запаздываниями посвяще-
но большое количество работ [30, 37–39, 76, 92, 94, 104 и др.]
(см. обзоры в [82, 110, 115, 123]). Один из методов исследо-
вания задач устойчивости и стабилизации управляемых си-
стем с запаздываниями исторически восходит ко второму ме-
тоду Ляпунова. Этот метод известен как метод функционала
Ляпунова–Красовского [30, 94]. Он позволяет получать доста-
точные условия асимптотической и экспоненциальной стаби-
лизации систем с запаздываниями [76, 92, 94]. Другой подход
восходит к первому методу Ляпунова и представляется в тер-
минах собственных значений системы [104]. В нем требуется
найти условия, обеспечивающие размещение спектра системы
(множество нулей характеристической функции системы) же-
лаемым образом.
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Для систем с запаздываниями спектр состоит, вообще го-
воря, из бесконечного множества значений. Для систем с за-
паздываниями взаимосвязь между задачей назначения произ-
вольного спектра и задачей модального управления является
более сложной, чем для систем без запаздываний, и эти зада-
чи не являются равносильными. Для систем с запаздывания-
ми (даже с одним) задача назначения произвольного спектра
является непреодолимой по многим причинами: во-первых, в
силу бесконечности спектра; во-вторых, в силу отсутствия про-
стой взаимосвязи между корнями характеристического урав-
нения и коэффициентами характеристического уравнения.
Кроме того, несмотря на наличие для систем с запаздыва-
ниями аналогов критерия Рауса–Гурвица, таких как теорема
Эрмита–Билера, теоремы Чеботарева и Понтрягина (см. [47,
48, 53]), использование этих результатов для решения задачи
назначения спектра зачастую вызывает трудности. В связи с
этим для систем с запаздываниями обычно исследуются такие
задачи, как, например, задача перемещения спектра в левую
полуплоскость Reλ < −α (что равносильно экспоненциальной
стабилизации с показателем α), задача частичного назначения
спектра, задача назначения произвольного конечного спектра
и т.п. В свою очередь, задача модального управления (задача
назначения коэффициентов характеристической функции) не
является непреодолимой и активно исследуется на протяже-
нии многих лет. При этом каждый отдельный вид системы с
запаздываниями (с одним или с несколькими, с соизмеримыми
или несоизмеримыми, с сосредоточенными или распределен-
ными и т.п.) и вид регулятора порождают свою постановку
задачи модального управления. В [1] для систем с нескольки-
ми сосредоточенными запаздываниями были получены доста-
точные условия модальной управляемости, в [109] была изу-
чена задача стабилизации и назначения спектра линейной ав-
тономной системы с запаздываниями общего вида; в [90] были
разработаны методы стабилизации независимой от запазды-
вания для класса дифференциальных систем с соизмеримыми
запаздываниями; в [101] задача модального управления была
изучена с применением кольца операторов запаздываний.

В [105] был развит подход для назначения произвольного
конечного спектра линейных систем с запаздываниями. Позд-
нее, задача назначения конечного спектра для систем с запаз-
дыванием посредством линейной обратной связи по состоянию
была изучена в [132] для систем с одним сосредоточенным за-
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паздыванием в состоянии с помощью скалярного регулятора,
в [133] для систем с несколькими соизмеримыми сосредоточен-
ными запаздываниями в состояниях при помощи скалярного
регулятора, в [134] для систем с несколькими соизмеримыми
сосредоточенными запаздываниями в состояниях и управле-
нии при помощи многомерного регулятора, в [42] для систем с
несколькими соизмеримыми сосредоточенными и распределен-
ными запаздываниями в состояниях при помощи скалярного
регулятора, в [43] для систем нейтрального типа c несколькими
соизмеримыми сосредоточенными запаздывании в состояниях
при помощи скалярного регулятора.

Задача модального управления для систем с несоизмери-
мыми сосредоточенными и распределенными запаздывания-
ми в состояниях и управлении посредством обратной связи по
состоянию была изучена в [2], посредством динамической об-
ратной связи по выходу — в [40]. В [52] рассмотрена задача
модального управления для систем нейтрального типа с одним
сосредоточенным запаздыванием в состоянии посредством об-
ратной связи по состоянию. В [41] решена задача модального
управления для системы, где s = 1, m = 1, k = 1 с запаздыва-
ниями (B1 = 0) посредством динамической обратной связи по
выходу. В [44] была изучена задача модального управления для
системы с одним входом и одним выходом с соизмеримыми со-
средоточенными запаздываниями в состоянии посредством ди-
намической обратной связи по выходу. В [151] была изучена за-
дача стабилизации линейных систем с с запаздываниями в со-
стоянии и управлении посредством предиктора–наблюдателя.

Другой метод для стабилизации системы с сосредоточен-
ными несоизмеримыми запаздываниями посредством динами-
ческой обратной связи по выходу представлен в [102], где ис-
пользуются H∞ методология и уравнения Риккати. В работах
Н.Н. Красовского [31, 32, 33, 34] изучались задачи оптималь-
ной стабилизации для линейных автономных систем с запаз-
дыванием при квадратичных критериях качества. Предлага-
лось решение этих задач в классе квадратичных функциона-
лов; в качестве пространства состояний выбиралось простран-
ство непрерывных функций, а в качестве квадратичных функ-
ционалов определенно положительные. Были получены доста-
точные условия существования стабилизирующего управле-
ния. Ю.С. Осипов установил их связь с вполне управляемо-
стью специальной конечномерной системы [45]. Идеи, предло-
женные в [34], были развиты в работах [9, 73] для исследования
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задачи оптимальной стабилизации системы с распределенным
запаздыванием, в [10] — для задачи оптимальной стабилиза-
ции автономных систем с сосредоточенным запаздыванием.

Задачи стабилизации и модального управления систем
с запаздыванием посредством статической обратной связи по
выходу являются более сложными для исследований и менее
изученными. В развитие этих задач фундаментальный вклад
внес Н.Н. Красовский. Одним из основных направлений его
деятельности явилась разработка математического аппарата
для решения проблем гарантированного управления в усло-
виях динамических и информационных помех. Особенностью
исследуемых задач является то, что управление формирует-
ся в зависимости от поступающей информации, которая мо-
жет быть неполной вследствие действия неизвестных помех
и информационных ошибок наблюдения текущего состояния
объекта. Работа Н.Н. Красовского [33] была одной из первых
работ по стабилизации линейных управляемых систем с за-
паздыванием с неполной обратной связью. В работе [108] рас-
сматривается задача стабилизации системы (0.6) посредством
статической обратной связи по выходу с запаздыванием u(t) =
= Ky(t−τ). В [93] для систем с одним входом и одним выходом
с запаздываниями были получены необходимые условия су-
ществования стабилизирующего регулятора, построенного по
принципу статической обратной связи по выходу. В [103] была
изучена задача стабилизации линейной нестационарной систе-
мы с запаздываниями в управлении посредством статической
обратной связи по выходу.

В главах I, II монографии исследуется проблема модаль-
ного управления и задача назначения произвольного конечно-
го спектра для линейной системы (0.12), (0.13) и для линейной
системы (0.14), (0.15) c линейной неполной обратной связью
посредством линейной статической обратной связи по выходу с
запаздываниями. Теоремы 0.1, 0.2 обобщаются на различные
классы систем с запаздываниями.

Другое направление в распространении задачи модаль-
ного управления посредством статической обратной связи по
выходу на более широкий класс систем относится к распро-
странению теоремы 0.1 на линейные системы высших поряд-
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ков. Рассмотрим следующую систему

x(n) +A1x
(n−1) + . . . +Anx =

= Bp1u
(n−p)
1 +Bp+1,1u

(n−p−1)
1 + . . .+Bn1u1 + . . .

+Bpmu
(n−p)
m +Bp+1,mu

(n−p−1)
m + . . .+Bnmum,

(0.16)

y1 = C11x+ C21x
′ + . . .+ Cp1x

(p−1), . . . ,

yk = C1kx+ C2kx
′ + . . .+ Cpkx

(p−1),
(0.17)

где s, n,m, k ∈ N — заданные числа и p ∈ {1, n}; x ∈ K
s —

фазовый вектор, uα ∈ K
s — векторы управления, yβ ∈ K

s —
векторы выходных величин, Ai, Blα, Cνβ ∈ Ms(K), i = 1, n,

l = p, n, ν = 1, p, α = 1,m, β = 1, k.
Рассмотрим также следующую систему

x(n) +A1x
(n−1) + . . .+Anx = B1u,

x, u ∈ K
s, Ai, B1 ∈Ms(K).

(0.18)

Система (0.18) является частным случаем системы (0.16),
(0.17), когда m = 1, p = n, k = n, y = x; Cνβ = I ∈ Ms(K),
ν = β; Cνβ = 0 ∈Ms(K), ν 6= β; ν = 1, n, β = 1, n.

Пусть управление в системе (0.18) строится по принципу
линейной обратной связи по состоянию

u = K1x
(n−1) + . . .+Knx, (0.19)

где Ki ∈Ms(K), i = 1, n.
Используя стандартную замену z1 = x, z2 = x′, . . . , zn =

= x(n−1), можно переписать систему (0.18), (0.19) в виде боль-
шой системы

ż = Fz +Gv, v = Lz, (0.20)

где z = col [z1, . . . , zn] ∈ K
ns, v = u ∈ K

s,

F =




0 I 0 . . . 0
0 0 I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . I
−An −An−1 −An−2 . . . −A1



, G =




0
0
...
0
B1



,

L = [Kn,Kn−1, . . . ,K1], r = ns, q = s.
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Здесь 0, I ∈ Ms(K). Говорят, что для системы (0.18) разре-
шима задача модального управления посредством линейной
статической обратной связи по состоянию (0.19), если со-
ответствующая задача модального управления (или, что рав-
носильно, задача назначения произвольного спектра) посред-
ством линейной стационарной статической обратной связи по
состоянию разрешима для большой системы (0.20).

Для системы (0.18) задача назначения произвольного
спектра посредством статической обратной связи по состоя-
нию была решена в [122]. Задача назначения собственных зна-
чений и собственных векторов (eigenstructure assignment pro-
blem) для системы (0.18) изучалась в [74]. Задача назначения
произвольного спектра для системы (0.18) второго порядка по-
средством линейной статической обратной связи по состоянию
изучалась в [69, 75, 96], задачи робастного управления спек-
тром — в [84]. Задача назначения произвольного спектра систе-
мы (0.16), (0.17) посредством линейной статической обратной
связи по выходу

u = Qy, Q ∈Mms,ks(K).

при n = 2, s = 2, m = 1, k = 1, p = 1 рассмотрена в [46], для
любого натурального n ∈ N при p = n, m = 1, k = n — в [139,
140, 141]. Для системы (0.16), (0.17) задача назначения про-
извольного спектра посредством статической обратной связи
по состоянию изучалась в [152], были получены необходимые
и достаточные условия разрешимости этой задачи в терминах
отображения Сильвестра.

По аналогии с задачей модального управления для ли-
нейного скалярного уравнения n-го порядка можно дать со-
ответствующую формулировку задачи матричного модального
управления для многомерного дифференциального уравнения
n-го порядка.

Задача матричного модального управления системы (0.18)
посредством линейной статической обратной связи по состо-
янию формулируется следующим образом: для произвольного
набора матриц Γi ∈ Ms(K), i = 1, n, требуется построить
матрицы Ki ∈ Ms(K), i = 1, n, обратной связи (0.19) так,
что замкнутая система (0.18), (0.19) имеет вид

x(n) + Γ1x
(n−1) + . . .+ Γnx = 0. (0.21)

Задача матричного модального управления системы (0.16),
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(0.17) посредством линейной статической обратной связи по
выходу формулируется следующим образом: для произвольно-
го набора матриц Γi ∈Ms(K), i = 1, n, требуется построить
матрицу Q ∈Mms,ks(K) обратной связи

u = Qy (0.22)

так, что замкнутая система (0.16), (0.17), (0.22) имеет вид
(0.21).

В главе III поставлена и решена проблема матричного
модального управления для системы (0.16), (0.17) посредством
линейной статической обратной связи по выходу (0.22).

Третье направление относится к распространению резу-
льтатов теоремы 0.1 на системы вида (0.10), (0.11) с перемен-
ными коэффициентами. Рассмотрим систему, заданную неста-
ционарным дифференциальным уравнением n-го порядка с пе-
ременными коэффициентами в левой части уравнения

x(n) +

n∑

i=1

pi(t)x
(n−i) =

m∑

τ=1

n∑

l=p

blτw
(n−l)
τ ,

x ∈ R, blτ ∈ R, t ∈ R+,

(0.23)

yj =

p∑

ν=1

cνjx
(ν−1), j = 1, k, cνj ∈ R, (0.24)

w = col(w1, . . . , wm) ∈ R
m — вектор управления; y = col(y1, . . .

. . . , yk) ∈ R
k — выходной вектор. Функции pi(t), t ∈ R+, явля-

ются измеримыми и ограниченными:

αi 6 pi(t) 6 βi, t ∈ R+, i = 1, n.

Управление в системе (0.23), (0.24) строится по принципу ли-
нейной статической обратной связи по выходу с постоянными
коэффициентами

w = Uy, U ∈Mm,k(R). (0.25)

Задача экспоненциальной стабилизации системы (0.23),
(0.24) посредством линейной стационарной статической обрат-
ной связи по выходу (0.25) формулируется следующим обра-
зом: требуется найти матрицу U обратной связи (0.25) так,
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что замкнутая система (0.23), (0.24), (0.25) является экспо-
ненциально устойчивой с наперед заданным показателем. По-
мимо вышесказанного, предполагается также, что коэффици-
енты pi(t) являются неопределенными, то есть точные значе-
ния этих функций в момент времени t неизвестны, а известны
лишь их границы αi, βi, i = 1, n. Таким образом, рассматри-
ваемая задача относится к задачам робастной стабилизации.

Рассмотрим систему (0.23), (0.24), (0.25), когда m = 1,
p = n, k = n, y = x, C = I. В этом случае система примет вид

x(n) + p1(t)x
(n−1) + . . .+ pn(t)x = u, x, u ∈ R, (0.26)

v = v1x
(n−1) + . . .+ vnx. (0.27)

Используя стандартную замену z1 = x, z2 = x′, . . . , zn =
= x(n−1), можно свести систему (0.26), (0.27) к виду

ż = A(t)z +Bu, (0.28)

u = V z. (0.29)

Здесь A(t) — сопровождающая матрица для многочленов с
коэффициентами pi(t), B = col[0, . . . , 0, 1], V = [vn, . . . , v1].

Задачам робастной асимптотической устойчивости и ста-
билизации линейных систем посвящено большое количество
работ. Отметим известные работы [11, 51, 65, 83, 89, 91, 111,
137, 149], а также недавние результаты [60, 120]. Задачи ста-
билизации неопределенных линейных систем с использовани-
ем линейных матричных неравенств изучались в работах [58,
61, 67, 68, 78, 80, 81, 86, 106, 114, 138]. Стабилизируемость и
управляемость спектром нестационарных линейных алгебро-
дифференциальных систем управления рассмотрена в работах
[55, 121].

Неопределенные системы (0.28), (0.29) изучались в [5, 6,
7, 148] и в других работах Гелига А.Х. и Зубер И.Е. В част-
ности, из результатов [5] следует, что система (0.28) экспонен-
циально стабилизируема посредством обратной связи (0.29) с
некоторым показателем устойчивости.

Глава IV посвящена решению проблемы экспоненциаль-
ной стабилизации системы (0.23), (0.24) с неопределенными
переменными коэффициентами посредством линейной стацио-
нарной статической обратной связи по состоянию и по выходу.
В частности, результаты § 19 дополняют и обобщают резуль-
таты работы [5]. Отличие между результатами § 19 и работой
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[5] состоит в следующем: во-первых, здесь установлена экс-
поненциальная стабилизация системы (0.26), (0.27) не толь-
ко с некоторым показателем устойчивости, как это следует
из [5], но и с произвольным наперед заданным показателем
устойчивости. Во-вторых, в отличие от работы [5], в которой
используется второй метод Ляпунова (метод функций Ляпу-
нова), здесь используется первый метод Ляпунова и теория
неосцилляции. Кроме того, результаты о стабилизации, дока-
занные в § 19, обобщаются в § 20 на нестационарные диффе-
ренциальные уравнения со статической обратной связью по
выходу. Эти результаты дополняют и обобщают результаты,
полученные в работе [12] для стационарных систем.

Целью монографии является исследование проблемы мо-
дального управления, задачи назначения спектра и стабили-
зации посредством линейной статической обратной связи по
выходу для различных классов линейных систем управления:
а) систем с запаздываниями;
б) систем высших порядков;
в) систем с переменными неопределенными коэффициентами.

Основные результаты монографии опубликованы в 19 на-
учных работах [17–29, 95, 143–147].

Глава I посвящена изучению задачи модального управ-
ления и задачи назначения произвольного конечного спектра
для линейной управляемой системы, заданной дифференци-
альным уравнением с запаздываниями. Показано, что условие
линейной независимости матриц

C∗B, C∗JB, . . . , C∗Jn−1B

является необходимым и достаточным условием для разре-
шимости задачи модального управления и задачи назначения
произвольного конечного спектра посредством линейной ста-
тической обратной связи по выходу, и как следствие, доста-
точным условием стабилизации рассматриваемых систем.

В первом параграфе для линейной управляемой систе-
мы, заданной дифференциальным уравнением n-го порядка с
m входами и k выходами с соизмеримыми сосредоточенными
запаздываниями в состоянии, рассматривается задача модаль-
ного управления и задача назначения произвольного конечно-
го спектра посредством линейной статической обратной связи
по выходу с соизмеримыми сосредоточенными запаздывания-
ми.
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В § 2 для линейной управляемой системы, заданной диф-
ференциальным уравнением n-го порядка с m входами и k
выходами с несоизмеримыми сосредоточенными запаздывани-
ями в состоянии, рассматривается задача модального управ-
ления и задача назначения произвольного конечного спектра
посредством линейной статической обратной связи по выходу
с несоизмеримыми сосредоточенными запаздываниями.

В § 3 для линейной управляемой системы, заданной диф-
ференциальным уравнением n-го порядка с m входами и k
выходами с распределенными запаздываниями в состоянии,
рассматривается задача модального управления и задача на-
значения произвольного конечного спектра посредством ли-
нейной статической обратной связи по выходу с распределен-
ными запаздываниями.

В § 4 для линейной управляемой системы, заданной диф-
ференциальным уравнением n-го порядка с m входами и k
выходами с соизмеримыми сосредоточенными и распределен-
ными запаздываниями в состоянии, рассматривается задача
модального управления и задача назначения произвольного
конечного спектра посредством линейной статической обрат-
ной связи по выходу с соизмеримыми сосредоточенными и рас-
пределенными запаздываниями.

В § 5 для линейной управляемой системы, заданной диф-
ференциальным уравнением n-го порядка с m входами и k
выходами с несоизмеримыми сосредоточенными и распреде-
ленными запаздываниями в состоянии, рассматривается зада-
ча модального управления и задача назначения произвольно-
го конечного спектра посредством линейной статической об-
ратной связи по выходу с несоизмеримыми сосредоточенными
и распределенными запаздываниями. Приводятся доказатель-
ства всех утверждений, сформулированных в § 1–5.

В § 6 приведены примеры, иллюстрирующие результаты,
представленные в § 4, 5.

В главе II исследуется задача модального управления и
задача назначения произвольного конечного спектра для ли-
нейных стационарных систем с запаздываниями. Результаты
получены для систем с коэффициентами, имеющими специ-
альный вид. К системам такого вида могут быть приведены
системы, исследуемые в главе I. Результаты главы I частично
распространяются в главе II на более широкий класс систем.

В § 7 для линейной управляемой стационарной системы,
заданной системой дифференциальных уравнений n-го поряд-
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ка с соизмеримыми сосредоточенными запаздываниями в со-
стоянии, рассматривается задача модального управления и за-
дача назначения произвольного конечного спектра посредст-
вом линейной статической обратной связи по выходу с соизме-
римыми запаздываниями. Получено необходимое и достаточ-
ное условие разрешимости задачи модального управления и
задачи назначения произвольного конечного спектра посред-
ством линейной статической обратной связи по выходу. При-
водится следствие о стабилизации системы.

В § 8 для линейной управляемой стационарной системы,
заданной системой дифференциальных уравнений n-го поряд-
ка с несоизмеримыми сосредоточенными запаздываниями в
состоянии, рассматривается задача модального управления и
задача назначения произвольного конечного спектра посред-
ством линейной статической обратной связи по выходу с несо-
измеримыми запаздываниями. Доказано, что условие линей-
ной независимости матриц

C∗B, C∗AB, . . . , C∗An−1B (0.30)

является необходимым и достаточным для разрешимости за-
дачи модального управления и задачи назначения произволь-
ного конечного спектра посредством линейной статической об-
ратной связи по выходу. Приводятся доказательства утвер-
ждений § 7, 8.

В § 9 для линейной управляемой стационарной системы,
заданной системой дифференциальных уравнений n-го поряд-
ка с несоизмеримыми сосредоточенными и распределенными
запаздываниями в состоянии, рассматривается задача назна-
чения произвольного конечного спектра посредством линей-
ной статической обратной связи по выходу с сосредоточенны-
ми и распределенными запаздываниями в тех же узлах. Дока-
зано, что условие линейной независимости матриц (0.30) яв-
ляется необходимым и достаточным для разрешимости задачи
назначения произвольного конечного спектра посредством ли-
нейной статической обратной связи по выходу.

В главе III вводится понятие и исследуется задача мат-
ричного модального управления для систем высших порядков
посредством линейной статической обратной связи. Предпола-
гается, что s — фиксированное число.

В § 10 для системы высшего порядка

xn +A1x
n−1 + . . .+Anx = B1u, x, u ∈ K

s, Ai, B1 ∈Ms(K)
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вводится постановка задачи матричного модального управле-
ния посредством линейной статической обратной связи по со-
стоянию. Приводится необходимое и достаточное условие раз-
решимости этой задачи и достаточное условие разрешимости
задачи скалярного модального управления рассматриваемой
системы. Показано, что это достаточное условие не является
необходимым.

В § 11 для систем высших порядков вводится постановка
задачи матричного модального управления посредством ли-
нейной статической обратной связи по выходу.

В § 12 вводятся вспомогательные обозначения, определе-
ния, утверждения, которые понадобятся для доказательства
основных результатов главы III.

В § 13 получены необходимые и достаточные условия раз-
решимости задачи матричного модального управления для си-
стем высших порядков посредством линейной статической об-
ратной связи по выходу.

В § 14 доказано, что разрешимость задачи матричного
модального управления для систем высших порядков влечет
разрешимость задачи скалярного модального управления. По-
казано, что обратное, вообще говоря, не верно.

В § 15 получены необходимые и достаточные условия раз-
решимости задачи матричного модального управления и до-
статочные условия разрешимости задачи скалярного модаль-
ного управления посредством линейной статической обратной
связи по выходу, когда блоки матрицы B и (или) C являются
скалярными матрицами.

В § 16 обсуждаются связь и различия между задачами
матричного модального управления и скалярного модально-
го управления. Доказано одно свойство системы, для кото-
рой разрешима задача матричного модального управления,
согласно которому можно назначить не только собственные
значения замкнутой системы, но и собственные векторы с вы-
сокой степенью свободы.

В § 17 приведены примеры, иллюстрирующие результа-
ты, полученные в § 13, 15.

В главе IV исследуется задача экспоненциальной стаби-
лизации с произвольным наперед заданным показателем усто-
йчивости для линейного нестационарного дифференциального
уравнения с неопределенными коэффициентами посредством
линейной стационарной обратной связи по состоянию и по вы-
ходу.
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В § 18 приводится постановка задачи экспоненциальной
стабилизации дифференциального уравнения посредством ли-
нейной обратной связи по состоянию.

В § 19 доказана разрешимость задачи экспоненциальной
стабилизации дифференциального уравнения посредством ли-
нейной обратной связи по состоянию. Приведен пример, иллю-
стрирующий полученный результат.

В § 20 исследована задача экспоненциальной стабилиза-
ции с наперед заданным показателем устойчивости для ли-
нейного нестационарного дифференциального уравнения с не-
определенными коэффициентами посредством линейной обра-
тной связи по выходу. Получены достаточные условия разре-
шимости рассматриваемой задачи. Приведен пример, иллю-
стрирующий полученный результат.

В заключение вынесены краткие формулировки основ-
ных результатов, полученных в работе, и описаны возможные
перспективы дальнейшей разработки темы.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты 16 –
01 – 00346-a, 18 – 51 – 41005, 20 – 01 – 00293) и Минобрнауки РФ
(проект FEWS-2020-0010).



Г л а в а I
МОДАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ
С ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ СТАТИЧЕСКОЙ

ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ ПО ВЫХОДУ

В данной главе исследована задача модального управ-
ления и задача назначения произвольного конечного спектра
для линейной управляемой системы, заданной дифференци-
альным уравнением n-го порядка с m входами и k выходами
с запаздываниями в состоянии, посредством статической об-
ратной связи по выходу. Получено необходимое и достаточное
условие разрешимости рассматриваемых задач, и как след-
ствие, достаточное условие стабилизации систем.

В § 1, 2 рассмотрена задача модального управления и за-
дача назначения произвольного конечного спектра для систе-
мы с соизмеримыми (несоизмеримыми) сосредоточенными за-
паздываниями в состоянии посредством линейной статической
обратной связи по выходу с соизмеримыми (несоизмеримыми)
сосредоточенными запаздываниями, в § 3 — для системы с рас-
пределенными запаздываниями в состоянии посредством ли-
нейной статической обратной связи по выходу с распределен-
ными запаздываниями, в § 4, 5 — для системы с соизмеримыми
(несоизмеримыми) сосредоточенными и распределенными за-
паздываниями в состоянии посредством линейной статической
обратной связи по выходу с соизмеримыми (несоизмеримыми)
сосредоточенными и распределенными запаздываниями. До-
казательства всех утверждений даны в § 5.

В § 6 приведены примеры, иллюстрирующие полученные
результаты.

§ 1. Модальное управление дифференциальным
уравнением с соизмеримыми сосредоточенными
запаздываниями

Для линейной стационарной управляемой системы,
которая задана дифферециальным уравнением n-го по-
рядка с несколькими соизмеримыми запаздываниями
в состоянии, получены необходимые и достаточные
условия разрешимости задачи модального управления
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и задачи назначения произвольного конечного спектра
посредством статической обратной связи по выходу
[28].

Рассмотрим линейную стационарную управляемую сис-
тему, которая задана дифференциальным уравнением n-го по-
рядка с s соизмеримыми запаздываниями в состоянии, на вход
которой подается линейная комбинация из m сигналов и их
производных до порядка (n − p) включительно (1 6 p 6 n), а
измерению доступны k различных линейных комбинаций со-
стояния x(t) и его производных до порядка (p − 1) включи-
тельно:

x(n)(t) + a10x
(n−1)(t) +

+ a11x
(n−1)(t− h) + . . .+ a1sx

(n−1)(t− sh) + . . .

+ an0x(t) + an1x(t− h) + . . .+ ansx(t− sh) =

= bp1u
(n−p)
1 + bp+1,1u

(n−p−1)
1 + . . .+ bn1u1 + . . .

+ bpmu
(n−p)
m + bp+1,mu

(n−p−1)
m + . . .+ bnmum,

(1.1)

y1 = c11x+ c21x
′ + . . .+ cp1x

(p−1), . . . ,

yk = c1kx+ c2kx
′ + . . .+ cpkx

(p−1).
(1.2)

с начальными условиями x(n−i)(τ) = φi(τ), τ ∈ [−sh, 0]; здесь
h > 0 — постоянное запаздывание, φi : [−sh, 0] → K — непре-
рывные функции; aij , blα, cνβ ∈ K, i = 1, n, j = 0, s, l = p, n,

α = 1,m, ν = 1, p, β = 1, k; u = col (u1, . . . , um) ∈ K
m — век-

тор управления, y = col (y1, . . . , yk) ∈ K
k — выходной вектор;

p ∈ {1, n}; cνβ означает комплексное сопряжение к cνβ и ис-
пользуется для удобства обозначений.

Пусть управление в системе (1.1), (1.2) имеет вид линей-
ной статической обратной связи по выходу с соизмеримыми
сосредоточенными запаздываниями

u(t) = Q0(t) +Q1y(t− h) + . . .+Qθ(t− θh), (1.3)

y(t) = 0, t < −sh. Здесь Qρ = {qραβ} ∈ Mm,k(K) — постоянные

матрицы (ρ = 0, θ).
Замкнутая система (1.1), (1.2), (1.3) примет вид
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x(n)(t) +
n∑

i=1

s∑

j=0

aijx
(n−i)(t− jh)−

m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( k∑

β=1

θ∑

ρ=0

qραβ
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t− ρh)

))(n−l)

= 0. (1.4)

Обозначим через ϕ(λ, e−λ) характеристический квазиполином
замкнутой системы (1.4). Тогда

ϕ(λ, e−λ) = λn +

n∑

i=1

λn−i
( s∑

j=0

aije
−λjh

)
−

−
m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( p∑

ν=1

k∑

β=1

θ∑

ρ=0

qραβcνβe
−λρhλn−l+ν−1

)
. (1.5)

Множество Λ = {λ ∈ C : ϕ(λ, e−λ) = 0} образует спектр систе-
мы (1.4). Если спектр системы (1.4) лежит в левой полуплос-
кости, то система (1.4) экспоненциально устойчива. Спектр
системы (1.4) однозначно определяется коэффициентами си-
стемы (1.4). Исследуется задача назначения коэффициентов
характеристического квазиполинома (1.5) системы (1.4), то
есть задача модального управления. Если K = R, то спектр Λ
симметричен относительно вещественной оси. В общем случае
спектр Λ системы (1.4) состоит из бесконечного числа точек
λκ ∈ C. Если характеристический квазиполином обращается в
полином λn+γ1λ

n−1+ . . .+γn, то спектр Λ является конечным
множеством.

Опр е д е л е н и е 1.1. Для системы (1.1), (1.2) разрешима
задача модального управления посредством регулятора (1.3),
если для любого целого ℓ > 0, любых чисел γiµ ∈ K, i =

= 1, n, µ = 0, ℓ, найдутся целое число θ > 0 и матрицы
Qρ ∈Mm,k(K), ρ = 0, θ, такие, что характеристический ква-
зиполином (1.5) замкнутой системы (1.4) удовлетворяет ра-
венству

ϕ(λ, e−λ) = λn +

n∑

i=1

λn−i
( ℓ∑

µ=0

γiµe
−λµh

)
.
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Опр е д е л е н и е 1.2. Для системы (1.1), (1.2) разреши-
ма задача назначения произвольного конечного спектра по-
средством регулятора (1.3), если для любых чисел γi ∈ K, i =
= 1, n, найдутся целое число θ > 0 и матрицы Qρ ∈Mm,k(K),

ρ = 0, θ, такие, что характеристический квазиполином (1.5)
замкнутой системы (1.4) удовлетворяет равенству

ϕ(λ, e−λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn.

По системе (1.1), (1.2) построим матрицы B ∈ Mn,m(K),
C ∈Mn,k(K):

B =




0 . . . 0
...

...
0 . . . 0
bp1 . . . bpm
...

...
bn1 . . . bnm




, C =




c11 . . . c1k
...

...
cp1 . . . cpk
0 . . . 0
...

...
0 . . . 0




, p ∈ {1, . . . , n}.

Те о р ем а 1.1. Задача модального управления для систе-
мы (1.1), (1.2) посредством регулятора (1.3) разрешима тогда
и только тогда, когда матрицы

C∗B, C∗JB, . . . , C∗Jn−1B (1.6)

линейно независимы.

Те о р ем а 1.2. Задача назначения произвольного конеч-
ного спектра для системы (1.1), (1.2) посредством регуля-
тора (1.3) разрешима тогда и только тогда, когда матрицы
(1.6) линейно независимы.

Сл е д с т в и е 1.1. Если матрицы (1.6) линейно независи-
мы, то система (1.1), (1.2) экспоненциально стабилизируема
посредством статической обратной связи по выходу (1.3).
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§ 2. Модальное управление дифференциальным
уравнением с несоизмеримыми сосредоточенны-
ми запаздываниями
Для линейной стационарной управляемой системы,

которая задана дифферециальным уравнением n-го по-
рядка с несколькими несоизмеримыми запаздывания-
ми в состоянии, получены необходимые и достаточ-
ные условия разрешимости задачи модального управ-
ления и задачи назначения произвольного конечного
спектра посредством статической обратной связи по
выходу [143].

Рассмотрим линейную стационарную управляемую сис-
тему, которая задана дифференциальным уравнением n-го по-
рядка с s несоизмеримыми запаздываниями в состоянии, на
вход которой подается линейная комбинация из m сигналов и
их производных до порядка (n− p) включительно (1 6 p 6 n),
а измерению доступны k различных линейных комбинаций со-
стояния x(t) и его производных до порядка (p−1) включитель-
но:

x(n)(t) + a10x
(n−1)(t) +

+ a11x
(n−1)(t− h1) + . . .+ a1sx

(n−1)(t− hs) + . . .

+ an0x(t) + an1x(t− h1) + . . .+ ansx(t− hs) =

= bp1u
(n−p)
1 + bp+1,1u

(n−p−1)
1 + . . .+ bn1u1 + . . .

+ bpmu
(n−p)
m + bp+1,mu

(n−p−1)
m + . . .+ bnmum,

(2.1)

y1 = c11x+ c21x
′ + . . .+ cp1x

(p−1), . . . ,

yk = c1kx+ c2kx
′ + . . .+ cpkx

(p−1).
(2.2)

с начальными условиями x(n−i)(τ) = φi(τ), τ ∈ [−hs, 0]; здесь
0 = h0 < h1 < . . . < hs — постоянные запаздывания,
φi : [−hs, 0] → K — непрерывные функции; aij , blα, cνβ ∈ K,

i = 1, n, j = 0, s, l = p, n, α = 1,m, ν = 1, p, β = 1, k; u =
= col (u1, . . . , um) ∈ K

m — вектор управления, y = col (y1, . . .
. . . , yk) ∈ K

k — выходной вектор; p ∈ {1, n}.
Пусть управление в системе (2.1), (2.2) имеет вид линей-

ной статической обратной связи по выходу с несоизмеримыми
сосредоточенными запаздываниями

u(t) = Q0y(t) +Q1y(t− σ1) + . . .+Qθy(t− σθ), (2.3)
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y(t) = 0, t < −hs. Здесь 0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ — постоянные
запаздывания, Qρ = {qραβ} ∈Mm,k(K) — постоянные матрицы

(ρ = 0, θ).
Замкнутая система (2.1), (2.2), (2.3) примет вид

x(n)(t) +

n∑

i=1

s∑

j=0

aijx
(n−i)(t− hj)−

m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( k∑

β=1

θ∑

ρ=0

qραβ
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t− σρ)

))(n−l)

= 0. (2.4)

Обозначим через ϕ(λ, e−λ) характеристический квазиполином
замкнутой системы (2.4). Тогда

ϕ(λ, e−λ) = λn +

n∑

i=1

λn−i
( s∑

j=0

aije
−λhj

)
−

−
m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( p∑

ν=1

k∑

β=1

θ∑

ρ=0

qραβcνβe
−λσρλn−l+ν−1

)
. (2.5)

Опр е д е л е н и е 2.1. Для системы (2.1), (2.2) разрешима
задача модального управления посредством регулятора (2.3),
если для любого целого ℓ > 0, любых заданных чисел 0 = ω0 <
< ω1 < . . . < ωℓ и любых чисел γiµ ∈ K, i = 1, n, µ = 0, ℓ,
найдутся целое число θ > 0, числа 0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ и
матрицы Qρ ∈Mm,k(K), ρ = 0, θ, такие, что характеристи-
ческий квазиполином замкнутой системы (2.5) удовлетворя-
ет равенству

ϕ(λ, e−λ) = λn +
n∑

i=1

λn−i
( ℓ∑

µ=0

γiµe
−λωµ

)
.

Опр е д е л е н и е 2.2. Для системы (2.1), (2.2) разреши-
ма задача назначения произвольного конечного спектра по-
средством регулятора (2.3), если для любых чисел γi ∈ K,
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i = 1, n, найдутся целое число θ > 0, числа 0 = σ0 < σ1 <
< . . . < σθ и матрицы Qρ ∈ Mm,k(K), ρ = 0, θ, такие, что
характеристический квазиполином (2.5) замкнутой системы
(2.4) удовлетворяет равенству

ϕ(λ, e−λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn.

По системе (2.1), (2.2) построим матрицы B ∈ Mn,m(K),
C ∈Mn,k(K):

B =




0 . . . 0
...

...
0 . . . 0
bp1 . . . bpm
...

...
bn1 . . . bnm




, C =




c11 . . . c1k
...

...
cp1 . . . cpk
0 . . . 0
...

...
0 . . . 0




, p ∈ {1, . . . , n}.

Те о р ем а 2.1. Задача модального управления для систе-
мы (2.1), (2.2) посредством регулятора (2.3) разрешима тогда
и только тогда, когда матрицы

C∗B, C∗JB, . . . , C∗Jn−1B (2.6)

линейно независимы.

Те о р ем а 2.2. Задача назначения произвольного конеч-
ного спектра для системы (2.1), (2.2) посредством регуля-
тора (2.3) разрешима тогда и только тогда, когда матрицы
(2.6) линейно независимы.

Сл е д с т в и е 2.1. Если матрицы (2.6) линейно независи-
мы, то система (2.1), (2.2) экспоненциально стабилизируема
посредством статической обратной связи по выходу (2.3).
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§ 3. Модальное управление дифференциальным
уравнением с распределенными запаздывания-
ми
Для линейной стационарной управляемой системы,

которая задана дифферециальным уравнением n-го по-
рядка с распределенными запаздываниями в состоя-
нии, получены необходимые и достаточные условия
разрешимости задачи модального управления и зада-
чи назначения произвольного конечного спектра по-
средством статической обратной связи по выходу
[24].

Рассмотрим линейную стационарную управляемую сис-
тему, которая задана дифференциальным уравнением n-го по-
рядка с распределенными запаздываниями в состоянии, на
вход которой подается линейная комбинация из m сигналов и
их производных до порядка (n− p) включительно (1 6 p 6 n),
а измерению доступны k различных линейных комбинаций со-
стояния x(t) и его производных до порядка (p−1) включитель-
но:

x(n)(t) + a10x
(n−1)(t) + . . . + an0x(t) +

+

∫ 0

−h1

g11(τ)x
(n−1)(t+ τ) dτ + . . .

+

∫ −hs−1

−hs

g1s(τ)x
(n−1)(t+ τ) dτ + . . .

+

∫ 0

−h1

gn1(τ)x(t+ τ) dτ + . . .

+

∫ −hs−1

−hs

gns(τ)x(t+ τ) dτ =

= bp1u
(n−p)
1 + bp+1,1u

(n−p−1)
1 + . . .+ bn1u1 + . . .

+ bpmu
(n−p)
m + bp+1,mu

(n−p−1)
m + . . .+ bnmum, t > 0,

(3.1)

y1 = c11x+ c21x
′ + . . .+ cp1x

(p−1), . . . ,

yk = c1kx+ c2kx
′ + . . .+ cpkx

(p−1).
(3.2)

с начальными условиями x(n−i)(τ) = φi(τ), τ ∈ [−hs, 0]; здесь
0 = h0 < h1 < . . . < hs — постоянные запаздывания,
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giη : [−hη,−hη−1] → K — интегрируемые функции (i = 1, n,
η = 1, s); φi : [−hs, 0] → K — непрерывные функции; ai0, blα,
cνβ ∈ K, i = 1, n, l = p, n, α = 1,m, ν = 1, p, β = 1, k; u =
= col (u1, . . . , um) ∈ K

m — вектор управления, y = col (y1, . . .
. . . , yk) ∈ K

k — выходной вектор; p ∈ {1, n}.
Пусть управление в системе (3.1), (3.2) имеет вид линей-

ной статической обратной связи по выходу с распределенными
запаздываниями

u(t) = Q0y(t) +

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

Rκ(τ)y(t+ τ) dτ, (3.3)

y(t) = 0, t < −hs. Здесь 0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ — по-
стоянные запаздывания, Q0 = {qαβ} ∈ Mm,k(K) — посто-
янная матрица, Rκ(τ) = {rκαβ(τ)} ∈ Mm,k(K), rκαβ : [−σκ ,
−σκ−1] → K — интегрируемые функции (κ = 1, θ), α = 1,m,
β = 1, k. Таким образом, для всех α = 1,m

uα(t) =

k∑

β=1

[
qαβ
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t)

)
+

+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t+ τ)

)
dτ
]
.

Замкнутая система (3.1), (3.2), (3.3) примет вид

x(n)(t) +

n∑

i=1

ai0x
(n−i)(t) +

+

n∑

i=1

s∑

η=1

∫ −hη−1

−hη

giη(τ)x
(n−i)(t+ τ) dτ −

−
m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( k∑

β=1

[
qαβ
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t)

)
+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t+ τ)

)
dτ
])(n−l)

= 0. (3.4)
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Обозначим через ϕ(λ) характеристическую функцию замкну-
той системы (3.4). Тогда

ϕ(λ) = λn +

n∑

i=1

λn−i
(
ai0 +

s∑

η=1

∫ −hη−1

−hη

giη(τ)e
λτ dτ

)
−

−
m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( p∑

ν=1

[ k∑

β=1

qαβcνβ +

+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)cνβe
λτ dτ

]
λn−l+ν−1

)
. (3.5)

Опр е д е л е н и е 3.1. Для системы (3.1), (3.2) разрешима
задача модального управления посредством регулятора (3.3),
если для любого целого ℓ > 0, любых чисел γi0 ∈ K, i = 1, n,
любых чисел 0 = ω0 < ω1 < . . . < ωℓ и любых интегрируемых
функций δiξ : [−ωξ,−ωξ−1] → K, i = 1, n, ξ = 1, ℓ, найдутся
целое число θ > 0, числа 0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ, матрица Q0 ∈
∈ Mm,k(K) и интегрируемые функции Rκ : [−σκ ,−σκ−1] →
Mm,k(K), κ = 1, θ, такие, что характеристическая функция
(3.5) замкнутой системы (3.4) удовлетворяет равенству

ϕ(λ) = λn +

n∑

i=1

λn−i
(
γi0 +

ℓ∑

ξ=1

∫ −ωξ−1

−ωξ

δiξ(τ)e
λτ dτ

)
.

Опр е д е л е н и е 3.2. Для системы (3.1), (3.2) разреши-
ма задача назначения произвольного конечного спектра по-
средством регулятора (3.3), если для любых чисел γi ∈ K,
i = 1, n, найдутся целое число θ > 0, числа 0 = σ0 < σ1 < . . .
. . . < σθ, матрица Q0 ∈ Mm,k(K) и интегрируемые функции

Rκ : [−σκ ,−σκ−1] → Mm,k(K), κ = 1, θ, такие, что характе-
ристическая функция (3.5) замкнутой системы удовлетво-
ряет равенству

ϕ(λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn.
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По системе (3.1), (3.2) построим матрицы B ∈ Mn,m(K),
C ∈Mn,k(K):

B =




0 . . . 0
...

...
0 . . . 0
bp1 . . . bpm
...

...
bn1 . . . bnm




, C =




c11 . . . c1k
...

...
cp1 . . . cpk
0 . . . 0
...

...
0 . . . 0




, p ∈ {1, . . . , n}.

Те о р ем а 3.1. Задача модального управления для систе-
мы (3.1), (3.2) посредством регулятора (3.3) разрешима тогда
и только тогда, когда матрицы

C∗B, C∗JB, . . . , C∗Jn−1B (3.6)

линейно независимы.

Те о р ем а 3.2. Задача назначения произвольного конеч-
ного спектра для системы (3.1), (3.2) посредством регуля-
тора (3.3) разрешима тогда и только тогда, когда матрицы
(3.6) линейно независимы.

Сл е д с т в и е 3.1. Если матрицы (3.6) линейно независи-
мы, то система (3.1), (3.2) экспоненциально стабилизируема
посредством статической обратной связи по выходу (3.3).

§ 4. Модальное управление дифференциальным
уравнением с соизмеримыми сосредоточенными
и распределенными запаздываниями
Для линейной стационарной управляемой системы,

которая задана дифферециальным уравнением n-го по-
рядка с несколькими соизмеримыми сосредоточенны-
ми и распределенными запаздываниями в состоянии,
получены необходимые и достаточные условия раз-
решимости задачи модального управления и задачи
назначения произвольного конечного спектра посред-
ством статической обратной связи по выходу [25,
145].

Рассмотрим линейную стационарную управляемую сис-
тему, которая задана дифференциальным уравнением n-го по-
рядка с сосредоточенными и распределенными соизмеримыми
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запаздываниями в состоянии, на вход которой подается линей-
ная комбинация из m сигналов и их производных до порядка
(n − p) включительно (1 6 p 6 n), а измерению доступны k
различных линейных комбинаций состояния x(t) и его произ-
водных до порядка (p− 1) включительно:

x(n)(t) + a10x
(n−1)(t) +

+ a11x
(n−1)(t− h) + . . .+ a1sx

(n−1)(t− sh) + . . .

+ an0x(t) + an1x(t− h) + . . .+ ansx(t− sh) +

+

∫ 0

−h

g11(τ)x
(n−1)(t+ τ) dτ + . . .

+

∫ −(s−1)h

−sh

g1s(τ)x
(n−1)(t+ τ) dτ + . . .

+

∫ 0

−h

gn1(τ)x(t+ τ) dτ + . . .

+

∫ −(s−1)h

−sh

gns(τ)x(t+ τ) dτ =

= bp1u
(n−p)
1 + bp+1,1u

(n−p−1)
1 + . . .+ bn1u1 + . . .

+ bpmu
(n−p)
m + bp+1,mu

(n−p−1)
m + . . .+ bnmum, t > 0,

(4.1)

y1 = c11x+ c21x
′ + . . .+ cp1x

(p−1), . . . ,

yk = c1kx+ c2kx
′ + . . .+ cpkx

(p−1).
(4.2)

с начальными условиями x(n−i)(τ) = φi(τ), τ ∈ [−sh, 0]; здесь
h > 0 — постоянное запаздывание, φi : [−sh, 0] → K — непре-
рывные функции; aij , blα, cνβ ∈ K, i = 1, n, j = 0, s, l = p, n,

α = 1,m, ν = 1, p, β = 1, k; giη : [−ηh,−(η − 1)h] → K — инте-
грируемые функции (i = 1, n, η = 1, s); u = col (u1, . . . , um) ∈
∈ K

m — вектор управления, y = col (y1, . . . , yk) ∈ K
k — выход-

ной вектор; p ∈ {1, n}.
Пусть управление в системе (4.1), (4.2) имеет вид линей-

ной статической обратной связи по выходу с соизмеримыми
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сосредоточенными и распределенными запаздываниями

u(t) =
θ∑

ρ=0

Qρy(t− ρh) +
θ∑

κ=1

∫ −(κ−1)h

−κh

Rκ(τ)y(t+ τ) dτ, (4.3)

y(t) = 0, t < −sh. Здесь Qρ = {qραβ} ∈ Mm,k(K) — постоянные

матрицы (ρ = 0, θ), Rκ(τ) = {rκαβ(τ)}, rκαβ : [−κh,−(κ− 1)h] →
K — интегрируемые функции (κ = 1, θ), α = 1,m, β = 1, k.
Таким образом, для всех α = 1,m

uα(t) =

k∑

β=1

[ θ∑

ρ=0

qραβ
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t− ρh)

)
+

+

θ∑

κ=1

∫ −(κ−1)h

−κh

rκαβ(τ)
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t+ τ)

)
dτ
]
.

Замкнутая система (4.1), (4.2), (4.3) примет вид

x(n)(t) +

n∑

i=1

s∑

j=0

aijx
(n−i)(t− jh) +

+

n∑

i=1

s∑

η=1

∫ −(η−1)h

−ηh

giη(τ)x
(n−i)(t+ τ) dτ− (4.4)

−
m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( k∑

β=1

[ θ∑

ρ=0

qραβ
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t− ρh)

)
+

θ∑

κ=1

∫ −(κ−1)h

−κh

rκαβ(τ)
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t+ τ)

)
dτ
])(n−l)

= 0.

Обозначим через ϕ(λ) характеристическую функцию замкну-
той системы (4.4). Тогда

ϕ(λ) = λn +

n∑

i=1

λn−i
( s∑

j=0

aije
−λjh +
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+
s∑

η=1

∫ −(η−1)h

−ηh

giη(τ)e
λτ dτ

)
−

−
m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( p∑

ν=1

[ k∑

β=1

( θ∑

ρ=0

qραβcνβe
−λρh

)
+

+

θ∑

κ=1

∫ −(κ−1)h

−κh

rκαβ(τ)cνβe
λτ dτ

]
λn−l+ν−1

)
. (4.5)

Опр е д е л е н и е 4.1. Для системы (4.1), (4.2) разрешима
задача модального управления посредством регулятора (4.3),
если для любого целого ℓ > 0, любых чисел γiµ ∈ K, i = 1, n,

µ=0, ℓ, и любых интегрируемых функций δiξ : [−ξh,−(ξ − 1)h]

→ K, i = 1, n, ξ = 1, ℓ, найдутся целое число θ > 0, мат-
рицы Qρ ∈ Mm,k(K), ρ = 0, θ, и интегрируемые матричные

функции Rκ : [−κh,−(κ − 1)h] → Mm,k(K), κ = 1, θ, такие,
что характеристическая функция замкнутой системы (4.5)
удовлетворяет равенству

ϕ(λ) = λn +

+

n∑

i=1

λn−i
( ℓ∑

µ=0

γiµe
−λµh +

ℓ∑

ξ=1

∫ −(ξ−1)h

−ξh

δiξ(τ)e
λτdτ

)
.

Опр е д е л е н и е 4.2. Для системы (4.1), (4.2) разрешима
задача назначения произвольного конечного спектра посред-
ством регулятора (4.3), если для любых чисел γi ∈ K, i = 1, n,
найдутся целое число θ > 0, матрицы Qρ ∈Mm,k(K), ρ = 0, θ,
и интегрируемые функции Rκ : [−κh,−(κ − 1)h] →Mm,k(K),

κ = 1, θ, такие, что характеристическая функция замкну-
той системы (4.5) удовлетворяет равенству

ϕ(λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn.

По системе (4.1), (4.2) построим матрицы B ∈ Mn,m(K),
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C ∈Mn,k(K):

B =




0 . . . 0
...

...
0 . . . 0
bp1 . . . bpm
...

...
bn1 . . . bnm




, C =




c11 . . . c1k
...

...
cp1 . . . cpk
0 . . . 0
...

...
0 . . . 0




, p ∈ {1, . . . , n}.

Те о р ем а 4.1. Задача модального управления для систе-
мы (4.1), (4.2) посредством регулятора (4.3) разрешима тогда
и только тогда, когда матрицы

C∗B, C∗JB, . . . , C∗Jn−1B (4.6)

линейно независимы.

Те о р ем а 4.2. Задача назначения произвольного конеч-
ного спектра для системы (4.1), (4.2) посредством регуля-
тора (4.3) разрешима тогда и только тогда, когда матрицы
(4.6) линейно независимы.

Сл е д с т в и е 4.1. Если матрицы (4.6) линейно независи-
мы, то система (4.1), (4.2) экспоненциально стабилизируема
посредством статической обратной связи по выходу (4.3).

§ 5. Модальное управление дифференциальным
уравнением с несоизмеримыми сосредоточенны-
ми и распределенными запаздываниями

Для линейной стационарной управляемой системы,
которая задана дифферециальным уравнением n-го по-
рядка с несколькими несоизмеримыми сосредоточен-
ными и распределенными запаздываниями в состоя-
нии получены необходимые и достаточные условия
разрешимости задачи модального управления и зада-
чи назначения произвольного конечного спектра по-
средством статической обратной связи по выходу
[147].

Рассмотрим линейную стационарную управляемую сис-
тему, которая задана дифференциальным уравнением n-го по-
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рядка с несоизмеримыми сосредоточенными и распределенны-
ми запаздываниями в состоянии, на вход которой подается ли-
нейная комбинация из m сигналов и их производных до поряд-
ка (n− p) включительно (1 6 p 6 n), а измерению доступны k
различных линейных комбинаций состояния x(t) и его произ-
водных до порядка (p− 1) включительно:

x(n)(t) + a10x
(n−1)(t) +

+ a11x
(n−1)(t− h1) + . . .+ a1sx

(n−1)(t− hs) + . . .

+ an0x(t) + an1x(t− h1) + . . .+ ansx(t− hs) +

+

n∑

i=1

s∑

η=1

∫ −hη−1

−hη

giη(τ)x
(n−i)(t+ τ) dτ =

=

m∑

α=1

n∑

l=p

blαu
(n−l)
α (t), t > 0,

(5.1)

yβ(t) =

p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t), β = 1, k, (5.2)

с начальными условиями x(n−i)(τ) = φi(τ), τ ∈ [−hs, 0]; здесь
0 = h0 < h1 < . . . < hs — постоянные запаздывания,
φi : [−hs, 0] → K — непрерывные функции; aij , blα, cνβ ∈ K,

i = 1, n, j = 0, s, l = p, n, α = 1,m, ν = 1, p, β = 1, k; giη : [−hη,
−hη−1] → K — интегрируемые функции (i = 1, n, η = 1, s);
u = col (u1, . . . , um) ∈ K

m — вектор управления, y = col (y1, . . .
. . . , yk) ∈ K

k — выходной вектор; p ∈ {1, n}.
Пусть управление в системе (5.1), (5.2) имеет вид линей-

ной статической обратной связи по выходу с несоизмеримыми
сосредоточенными и распределенными запаздываниями

u(t) =
θ∑

ρ=0

Qρy(t− σρ) +
θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

Rκ(τ)y(t+ τ) dτ, (5.3)

y(t) = 0, t < −hs, 0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ — постоян-
ные запаздывания. Здесь Qρ = {qραβ} ∈ Mm,k(K) — посто-

янные матрицы (ρ = 0, θ), Rκ(τ) = {rκαβ(τ)} ∈ Mm,k(K),
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rκαβ : [−σκ ,−σκ−1] → K — интегрируемые функции (κ = 1, θ),

α = 1,m, β = 1, k. Таким образом, для всех α = 1,m

uα(t) =

k∑

β=1

[ θ∑

ρ=0

qραβ
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t− σρ)

)
+

+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t+ τ)

)
dτ
]
.

Замкнутая система (5.1), (5.2), (5.3) примет вид

x(n)(t) +

n∑

i=1

s∑

j=0

aijx
(n−i)(t− hj) +

+

n∑

i=1

s∑

η=1

∫ −hη−1

−hη

giη(τ)x
(n−i)(t+ τ) dτ − (5.4)

−
m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( k∑

β=1

[ θ∑

ρ=0

qραβ
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t− σρ)

)
+

+
θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)
( p∑

ν=1

cνβx
(ν−1)(t+ τ)

)
dτ
])(n−l)

= 0.

Обозначим через ϕ(λ) характеристическую функцию замкну-
той системы (5.4). Тогда

ϕ(λ) = λn +

n∑

i=1

λn−i
( s∑

j=0

aije
−λhj +

+

s∑

η=1

∫ −hη−1

−hη

giη(τ)e
λτ dτ

)
−

−
m∑

α=1

n∑

l=p

blα

( p∑

ν=1

[ k∑

β=1

( θ∑

ρ=0

qραβcνβe
−λσρ

)
+

+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)cνβe
λτ dτ

]
λn−l+ν−1

)
. (5.5)
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Опр е д е л е н и е 5.1. Для системы (5.1), (5.2) разрешима
задача модального управления посредством регулятора (5.3),
если для любого целого ℓ > 0, любых чисел 0 = ω0 < ω1 <
< . . . < ωℓ, любых чисел γiµ ∈ K, i = 1, n, µ = 0, ℓ, и любых
интегрируемых функций δiξ : [−ωξ,−ωξ−1] → K, i = 1, n, ξ =

= 1, ℓ, найдутся целое число θ > 0, числа 0 = σ0 < σ1 < . . .
. . . < σθ, матрицы Qρ ∈ Mm,k(K), ρ = 0, θ, и интегрируемые

функции Rκ : [−σκ ,−σκ−1] → Mm,k(K), κ = 1, θ, такие, что
характеристическая функция замкнутой системы (5.5) удо-
влетворяет равенству

ϕ(λ) = λn +
n∑

i=1

λn−i
( ℓ∑

µ=0

γiµe
−λωµ +

ℓ∑

ξ=1

∫ −ωξ−1

−ωξ

δiξ(τ)e
λτ dτ

)
.

Опр е д е л е н и е 5.2. Для системы (5.1), (5.2) разреши-
ма задача назначения произвольного конечного спектра по-
средством регулятора (5.3), если для любых чисел γi ∈ K,
i = 1, n, найдутся целое число θ > 0, числа 0 = σ0 < σ1 < . . .
. . . < σθ, матрицы Qρ ∈ Mm,k(K), ρ = 0, θ, и интегрируемые

функции Rκ : [−hκ ,−hκ−1] → Mm,k(K), κ = 1, θ, такие, что
характеристическая функция замкнутой системы (5.5) удо-
влетворяет равенству

ϕ(λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn.

По системе (5.1), (5.2) построим матрицы B ∈ Mn,m(K),
C ∈Mn,k(K):

B =




0 . . . 0
...

...
0 . . . 0
bp1 . . . bpm
...

...
bn1 . . . bnm




, C =




c11 . . . c1k
...

...
cp1 . . . cpk
0 . . . 0
...

...
0 . . . 0




, p ∈ {1, . . . , n}.

Приведем вспомогательное утверждение (см. [143]).
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Лемма 5.1. Пусть F = {flα} ∈ Mn,m(K), G = {gβν} ∈
∈ Mk,n(K) — произвольные матрицы (l = 1, n, α = 1,m, β =

= 1, k, ν = 1, n) и Dj = GJjF (j ∈ {0, n− 1}), Dj = {djβα},

β = 1, k, α = 1,m. Тогда djβα =
n∑

l=j+1

gβ,l−jflα.

Док а з а т е л ь с т в о. Для каждого j ∈ {0, n− 1} обозна-

чим Jj =: {ηjst}ns,t=1. Тогда ηjs,s+j = 1 для всех s = 1, n− j, а

остальные ηjst равны нулю. Пусть Rj = GJj . Тогда Rj = {rjβl},

β = 1, k, l = 1, n, где rjβl =
n∑

s=1
gβsη

j
sl. Так как ηjl−j,l = 1 (при l >

> j) и оставшиеся ηjsl равны нулю (и ηjsl = 0 при l 6 j), то rjβl =

= gβ,l−jsgnmax{0, l− j}. Таким образом, djβα =
n∑

l=j+1

gβ,l−jflα.

Лемма доказана. �

Те о р ем а 5.1. Задача модального управления для систе-
мы (5.1), (5.2) посредством регулятора (5.3) разрешима тогда
и только тогда, когда матрицы

C∗B, C∗JB, . . . , C∗Jn−1B (5.6)

линейно независимы.

Те о р ем а 5.2. Задача назначения произвольного конеч-
ного спектра для системы (5.1), (5.2) посредством регуля-
тора (5.3) разрешима тогда и только тогда, когда матрицы
(5.6) линейно независимы.

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 5.1. Рассмотрим задачу
модального управления для системы (5.1), (5.2) посредством
регулятора (5.3). Пусть задана функция

ψ(λ) = λn +

+

n∑

i=1

λn−i

(
ℓ∑

µ=0

γiµe
−λωµ +

ℓ∑

ξ=1

∫ −ωξ−1

−ωξ

δiξ(τ)e
λτ dτ

)
, (5.7)

где ℓ > 0 — произвольное число, 0 = ω0 < ω1 < . . . < ωℓ —
произвольные запаздывания, γiµ ∈ K — произвольные числа,
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δiξ : [−ωξ,−ωξ−1] → K — произвольные интегрируемые функ-
ции. Требуется найти число θ > 0, числа 0 = σ0 < σ1 < . . .
. . . < σθ, матрицы Qρ ∈ Mm,k(K), ρ = 0, θ, и интегрируемые

функции Rκ : [−σκ ,−σκ−1] → Mm,k(K), κ = 1, θ, такие, что
характеристическая функция (5.5) замкнутой системы (5.4)
удовлетворяет равенству

ϕ(λ) = ψ(λ). (5.8)

Запишем характеристическую функцию (5.5) замкнутой
системы (5.4) в виде

ϕ(λ) = λn +

n∑

i=1

λn−i
( s∑

j=0

aije
−λhj +

+

s∑

η=1

∫ −hη−1

−hη

giη(τ)e
λτ dτ

)
−∆, (5.9)

где

∆ =

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=p

p∑

ν=1

blαcνβλ
n−l+ν−1

( θ∑

ρ=0

qραβe
−λσρ +

+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)e
λτ dτ

)
.

(5.10)

Заменим в (5.10) последний индекс ν на i = l−ν+1. Поскольку
ν изменяется от 1 до p, следовательно, i изменяется от l−p+1
до l. Поэтому

∆ =

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=p

l∑

i=l−p+1

blαcl+1−i,βλ
n−i
( θ∑

ρ=0

qραβe
−λσρ +

+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)e
λτ dτ

)
.

Если i ∈ {1, l − p}, то l+1− i > p+1, следовательно, cl+1−i,β =
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= 0. Поэтому

∆ =

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=p

l∑

i=1

blαcl+1−i,βλ
n−i
( θ∑

ρ=0

qραβe
−λσρ +

+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)e
λτ dτ

)
.

Если l ∈ {1, p− 1}, то blα = 0, поэтому

∆ =

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=1

l∑

i=1

blαcl+1−i,βλ
n−i
( θ∑

ρ=0

qραβe
−λσρ +

+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)e
λτ dτ

)
.

Поменяем местами порядок суммирования
n∑

l=1

l∑
i=1

на
n∑

i=1

n∑
l=i

; по-

лучим

∆ =
m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

i=1

n∑

l=i

blαcl+1−i,βλ
n−i
( θ∑

ρ=0

qραβe
−λσρ +

+
θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

rκαβ(τ)e
λτ dτ

)
.

(5.11)

Пусть Di−1 = C∗J i−1B, Di−1 = {di−1
βα }, i ∈ {1, n}, β = 1, k,

α = 1,m. Применим лемму 5.1 к G = C∗, F = B; име-
ем gβν = cνβ , flα = blα. Таким образом, по лемме 5.1 для
j = i− 1 имеем

di−1
βα =

n∑

l=i

cl+1−i,βblα. (5.12)

Для каждого i ∈ {1, n} рассмотрим матрицы C∗J i−1BQρ, ρ =

= 0, θ, C∗J i−1BRκ(τ), κ = 1, θ. Найдем их следы. Учитывая
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(5.12), получим для всякого ρ = 0, θ

Sp (C∗J i−1BQρ) = Sp (Di−1Qρ) =

=
m∑

α=1

k∑

β=1

di−1
βα q

ρ
αβ =

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=i

cl+1−i,βblαq
ρ
αβ .

(5.13)

Аналогично, для всякого κ = 1, θ

∫ −σκ−1

−σκ

Sp (C∗J i−1BRκ(τ))e
λτ dτ =

=

∫ −σκ−1

−σκ

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=i

cl+1−i,βblαr
κ

αβ(τ)e
λτ dτ.

(5.14)

Из (5.11), (5.13) и (5.14) следует, что

∆ =

n∑

i=1

λn−i

( θ∑

ρ=0

Sp (C∗J i−1BQρ)e
−λσρ +

+

θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

Sp (C∗J i−1BRκ(τ))e
λτ dτ

)
.

(5.15)

Подставляя (5.15) в (5.9), получим

ϕ(λ) = λn +

+
n∑

i=1

λn−i
( s∑

j=0

aije
−λhj +

s∑

η=1

∫ −hη−1

−hη

giη(τ)e
λτ dτ

)

−
n∑

i=1

λn−i

( θ∑

ρ=0

Sp (C∗J i−1BQρ)e
−λσρ +

+
θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

Sp (C∗J i−1BRκ(τ))e
λτ dτ

)
.

(5.16)

Учитывая равенства (5.16), (5.8), (5.7), получаем, что для си-
стемы (5.1), (5.2) задача модального управления посредством
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регулятора (5.3) разрешима тогда и только тогда, когда най-
дутся θ > 0, числа 0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ, матрицы Qρ ∈
∈ Mm,k(K), ρ = 0, θ, и интегрируемые матричные функции

Rκ : [−σκ ,−σκ−1] → Mm,k(K), κ = 1, θ, такие, что для всех
i = 1, n выполнены равенства

ℓ∑

µ=0

γiµe
−λωµ =

s∑

j=0

aije
−λhj −

−
θ∑

ρ=0

Sp (C∗J i−1BQρ)e
−λσρ ,

(5.17)

ℓ∑

ξ=1

∫ −ωξ−1

−ωξ

δiξ(τ)e
λτdτ =

s∑

η=1

∫ −hη−1

−hη

giη(τ)e
λτdτ

−
θ∑

κ=1

∫ −σκ−1

−σκ

Sp
(
C∗J i−1BRκ(τ)

)
eλτdτ.

(5.18)

Обозначим

T1 = {ω1, . . . , ωℓ},
T2 = {h1, . . . , hs},
S1 = {µ ∈ {1, ℓ} : ωµ ∈ T1 \ T2},
S2 = {µ ∈ {1, ℓ} : ωµ ∈ T1 ∩ T2},
S3 = {j ∈ {1, s} : hj ∈ T1 ∩ T2},
S4 = {j ∈ {1, s} : hj ∈ T2 \ T1}.

Положим T := T1 ∪ T2, θ = |T |. Положим σ0 := 0. Обозначим
элементы множества T через σ1 < σ2 < . . . < σθ.

Пусть

K1 : = {ρ ∈ {1, θ} : ∃µ ∈ S1 σρ = ωµ},
K2 : = {ρ ∈ {1, θ} : ∃ j ∈ S3 σρ = hj},
K3 : = {ρ ∈ {1, θ} : ∃ j ∈ S4 σρ = hj}.

Тогда равенства (5.17) примут вид
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γi0 +
( ∑

µ∈S1

+
∑

µ∈S2

)
γiµe

−λωµ =

= ai0 − Sp (C∗J i−1BQ0) +
( ∑

j∈S3

+
∑

j∈S4

)
aije

−λhj −

−
( ∑

ρ∈K1

+
∑

ρ∈K2

+
∑

ρ∈K3

)
Sp (C∗J i−1BQρ)e

−λσρ . (5.19)

Обозначим R : [−σθ, 0] →Mm,k(K):

R(τ) :=





R1(τ), τ ∈ [−σ1, 0],
R2(τ), τ ∈ [−σ2,−σ1),
. . . . . . ,

Rθ(τ), τ ∈ [−σθ,−σθ−1).

Положим

δi(τ) :=





δi1(τ), τ ∈ [−ω1, 0],

δi2(τ), τ ∈ [−ω2,−ω1),

. . . . . . ,

δiℓ(τ), τ ∈ [−ωℓ,−ωℓ−1),

0, τ ∈ [−σθ,−ωℓ),

gi(τ) :=





gi1(τ), τ ∈ [−h1, 0],
gi2(τ), τ ∈ [−h2,−h1),
. . . . . . ,

gis(τ), τ ∈ [−hs,−hs−1),

0, τ ∈ [−σθ,−hs),
Тогда равенства (5.18) примут вид

∫ 0

−σθ

δi(τ)e
λτ dτ =

=

∫ 0

−σθ

gi(τ)e
λτ dτ −

∫ 0

−σθ

Sp
(
C∗J i−1BR(τ)

)
eλτ dτ.

(5.20)

Равенства (5.19) имеют место для всех i = 1, n тогда и
только тогда, когда для всех i = 1, n выполнены следующие
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равенства:

γi0 = ai0 − Sp (C∗J i−1BQ0);

γiµ = −Sp (C∗J i−1BQρ),

µ ∈ S1, ρ ∈ K1, σρ = ωµ;

γiµ = aij − Sp (C∗J i−1BQρ),

µ ∈ S2, j ∈ S3, ρ ∈ K2, σρ = hj = ωµ;

0 = aij − Sp (C∗J i−1BQρ),

j ∈ S4, ρ ∈ K3, σρ = hj .

(5.21)

Равенства (5.20) имеют место для всех i = 1, n тогда и только
тогда, когда для почти всех τ ∈ [−σθ, 0] выполнены равенства

δi(τ) = gi(τ)− Sp
(
C∗J i−1BR(τ)

)
, i = 1, n. (5.22)

Каждая ρ-я система в (5.21) состоит из n уравнений с mk неиз-
вестными элементами матриц Qρ, ρ = 0, θ. Система (5.22) со-
стоит из n уравнений с mk неизвестными элементами матрич-
ной функции R(τ), τ ∈ [−σθ, 0]. Перепишем системы (5.21),
(5.22) в векторном виде. По определению отображения vec
имеем Sp (XY ) = (vecX)T · (vecY T ) для любых X ∈ Mp,q(K),
Y ∈ Mq,p(K). Применим это равенство в системе (5.21) для
всякого i = 1, n к матрице X = C∗J i−1B и к матрицам Y =
= Qρ, ρ = 0, θ, а в системе (5.22) для всякого i = 1, n к матрице
X = C∗J i−1B и к Y = R(τ). Построим матрицу

P := [vec (C∗B), vec (C∗JB), . . . , vec (C∗Jn−1B)] ∈
∈Mmk,n(K).

(5.23)

Обозначим vρ := vec (QT
ρ ) ∈ K

mk, ρ = 0, θ, f(τ) :=
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:= vec (RT (τ)) ∈ K
mk, τ ∈ [−σθ, 0],

w0 := col (a10 − γ10, . . . , an0 − γn0) ∈ K
n;

wρ := col (−γ1µ, . . . ,−γnµ) ∈ K
n,

µ ∈ S1, ρ ∈ K1, σρ = ωµ;

wρ := col (a1j − γ1µ, . . . , anj − γnµ) ∈ K
n,

µ ∈ S2, j ∈ S3, ρ ∈ K2, σρ = hj = ωµ;

wρ := col (a1j , . . . , anj) ∈ K
n,

j ∈ S4, ρ ∈ K3, σρ = hj ;

ϑ(τ) := col
(
g1(τ)− δ1(τ), . . . , gn(τ)− δn(τ)

)
∈ K

n.

Тогда системы (5.21), (5.22) можно записать в векторном виде

PT vρ = wρ, ρ = 0, θ, (5.24)

PT f(τ) = ϑ(τ) п.в. τ ∈ [−σθ, 0]. (5.25)

Для системы (5.1), (5.2) задача модального управления по-
средством регулятора (5.3) разрешима тогда и только тогда,
когда система (5.24), (5.25) разрешима относительно vρ, ρ =

= 0, θ, и f(τ), τ ∈ [−σθ, 0], для любых чисел γiµ ∈ K и для лю-
бых интегрируемых функций δiξ : [−ωξ,−ωξ−1] → K, i = 1, n,

µ = 0, ℓ, ξ = 1, ℓ. Условие линейной независимости матриц (5.6)
является необходимым и достаточным для разрешимости си-
стемы (5.24), (5.25). В частности, если матрицы (5.6) линейно
независимы, система (5.24), (5.25) имеет решение

vρ = P (PTP )−1wρ, ρ = 0, θ, (5.26)

f(τ) = P (PTP )−1ϑ(τ), τ ∈ [−σθ, 0]. (5.27)

Искомые матрицы Qρ, ρ = 0, θ, и R(τ), τ ∈ [−σθ, 0], находятся
из равенств

Qρ = (vec−1vρ)
T , ρ = 0, θ, R(τ) = (vec−1f(τ))T .

Теорема доказана. �

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 5.2 вытекает из доказа-
тельства теоремы 5.1 при ℓ = 0, γi0 = γi, i = 1, n. �
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Сл е д с т в и е 5.1. Если матрицы (5.6) линейно независи-
мы, то система (5.1), (5.2) экспоненциально стабилизируема
посредством статической обратной связи по выходу (5.3).

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 4.1 повторяет доказа-
тельство теоремы 5.1 c

hj = jh, j = 0, s,

ωµ = µh, µ = 0, ℓ.

В этом случае

T1 = {h, 2h, . . . , ℓh}, T2 = {h, 2h, . . . , sh},

S1 =

{{s+ 1, . . . , ℓ}, ℓ > s,

∅, ℓ 6 s,
S2 = S3 = {1, . . . ,min {ℓ, s}},

S4 =

{{ℓ+ 1, . . . , s}, s > ℓ,

∅, ℓ 6 s,

θ = max {ℓ, s}, T = {h, 2h, . . . , θh}, σρ = ρh, ρ = 0, θ,

K1 = S1, K2 = S2 = S3, K3 = S4.

�

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 4.2 вытекает из доказа-
тельства теоремы 4.1 при ℓ = 0, γi0 = γi, i = 1, n. �

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 3.1 повторяет доказа-
тельство теоремы 5.1 c

aij = 0, i = 1, n, j = 1, s,

γiµ ≡ 0, i = 1, n, µ = 1, ℓ,

qραβ = 0, α = 1,m, β = 1, k, ρ = 1, θ.

�

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 3.2 вытекает из доказа-
тельства теоремы 3.1 при ℓ = 0, γi0 = γi, i = 1, n. �

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 2.1 повторяет доказа-
тельство теоремы 5.1 c

giη(τ) ≡ 0, i = 1, n, η = 1, s, τ ∈ [−hη,−hη−1],
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δiξ(τ) ≡ 0, i = 1, n, ξ = 1, ℓ, τ ∈ [−ωξ,−ωξ−1],

rκαβ(τ) ≡ 0, α = 1,m, β = 1, k, κ = 1, θ,

τ ∈ [−σκ ,−σκ−1].

�

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 2.2 вытекает из доказа-
тельства теоремы 2.1 при ℓ = 0, γi0 = γi, i = 1, n. �

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.1 повторяет доказа-
тельство теоремы 5.1 c

hj = jh, j = 0, s,

ωµ = µh, µ = 0, ℓ,

giη(τ) ≡ 0, i = 1, n, η = 1, s, τ ∈ [−ηh,−(η − 1)h],

δiξ(τ) ≡ 0, i = 1, n, ξ = 1, ℓ, τ ∈ [−ξh,−(ξ − 1)h],

rκαβ(τ) ≡ 0, α = 1,m, β = 1, k, κ = 1, θ,

τ ∈ [−κh,−(κ − 1)h].

В этом случае

T1 = {h, 2h, . . . , ℓh}, T2 = {h, 2h, . . . , sh},

S1 =

{{s+ 1, . . . , ℓ}, ℓ > s,

∅, ℓ 6 s,
S2 = S3 = {1, . . . ,min {ℓ, s}},

S4 =

{{ℓ+ 1, . . . , s}, s > ℓ,

∅, ℓ 6 s,

θ = max {ℓ, s}, T = {h, 2h, . . . , θh}, σρ = ρh, ρ = 0, θ,

K1 = S1, K2 = S2 = S3, K3 = S4.

�

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.2 вытекает из доказа-
тельства теоремы 1.1 при ℓ = 0, γi0 = γi, i = 1, n. �

Следствия 1.1, 2.1, 3.1, 4.1, 5.1 вытекают из теорем 1.2,
2.2, 3.2, 4.2, 5.2 соответственно, если взять, к примеру, числа

γi, i = 1, n, такие, что λn +
n∑

i=1

γiλ
n−1 = (λ+ 1)n.
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§ 6. Примеры
Приведены примеры, иллюстрирующие результаты,

представленные в § 4, 5.

Прим е р 6.1. (см. [25]). Рассмотрим систему

x′′′(t)− x′′(t− h) + 4x′′(t− 2h) + x′(t)−
− 2x′(t− 2h)− x(t) + x(t− h) +

+

∫ 0

−h

x′′(t+ τ) sin τ dτ +

∫ −h

−2h

x′′(t+ τ) dτ −

− 2

∫ 0

−h

x′(t+ τ) sin τ dτ +

∫ −h

−2h

x′(t+ τ) sin 2τ dτ +

+

∫ 0

−h

x(t+ τ) cos τ dτ +

∫ −h

−2h

x(t+ τ) sin τ dτ =

= u′1(t)− u′2(t)− u2(t),

(6.1)

y1(t) = x′(t), y2(t) = −x(t)− x′(t), (6.2)

x ∈ R, u = col (u1, u2) ∈ R
2, y = col (y1, y2) ∈ R

2. Система (6.1),
(6.2) имеет вид (4.1), (4.2), где n = 3, k = 2, m = 2, p = 2,
s = 2;

a10 = 0, a11 = −1, a12 = 4, a20 = 1, a21 = 0, a22 = −2,

a30 = −1, a31 = 1, a32 = 0;

g11(τ) = sin τ, g12(τ) = 1, g21(τ) = −2 sin τ, g22(τ) = sin 2τ,

g31(τ) = cos τ, g32(τ) = sin τ ;

b21 = 1, b22 = −1, b31 = 0, b32 = −1;

c11 = 0, c21 = 1, c12 = −1, c22 = −1.

По системе (6.1), (6.2) построим матрицы B, C: получим

B =

[
0 0
1 −1
0 −1

]
, C =

[
0 −1
1 −1
0 0

]
. Тогда

C∗B =

[
1 −1
−1 1

]
, C∗JB =

[
0 −1
−1 2

]
,

C∗J2B =

[
0 0
0 1

]
.

(6.3)
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Построим матрицу (5.23), получим

P =




1 0 0
−1 −1 0
−1 −1 0
1 2 1


 .

Имеем rankP = 3 = n, следовательно, матрицы (6.3) линейно
независимы. Таким образом, по теореме 4.1 для системы (6.1),
(6.2) разрешима задача модального управления посредством
регулятора (4.3). Построим такой регулятор. Пусть к примеру
ℓ = 1, ω1 = h и

ϕ(λ) = λ3 + λ2
(
2 + e−λh −

∫ 0

−h

eλτ (sin τ − cos τ) dτ
)
+

+ λ
(
1 + 2e−λh +

∫ 0

−h

eλτ (2 cos τ − sin 2τ) dτ
)
+ e−λh.

(6.4)

Тогда

T1 = {h}, T2 = {h, 2h},
γ10 = 2, γ11 = 1, γ20 = 1, γ21 = 2, γ30 = 0, γ31 = 1,

δ11(τ) = − sin τ + cos τ, δ21(τ) = − sin 2τ + 2 cos τ, δ31(τ) = 0.

Из доказательства теоремы 5.1 получим

S1 = ∅, S2 = {1}, S3 = {1}, S4 = {2},
T = {h, 2h}, θ = 2,

σ1 = h, σ2 = 2h,

K1 = ∅, K2 = {1}, K3 = {2}.

Имеем

g1(τ) =

{
sin τ, τ ∈ [−h, 0],
1, τ ∈ [−2h,−h),

g2(τ) =

{− 2 sin τ, τ ∈ [−h, 0],
sin 2τ, τ ∈ [−2h,−h),

g3(τ) =

{
cos τ, τ ∈ [−h, 0],
sin τ, τ ∈ [−2h,−h),
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δ1(τ) =

{
cos τ − sin τ, τ ∈ [−h, 0],
0, τ ∈ [−2h,−h),

δ2(τ) =

{
2 cos τ − sin 2τ, τ ∈ [−h, 0],
0, τ ∈ [−2h,−h),

δ3(τ) =

{
0, τ ∈ [−h, 0],
0, τ ∈ [−2h,−h).

Далее, имеем

w0 = col (a10 − γ10, a20 − γ20, a30 − γ30) = (−2, 0,−1),

w1 = col (a11 − γ11, a21 − γ21, a31 − γ31) = (−2,−2, 0),

w2 = col (a12, a22, a32) = (4,−2, 0),

ϑ(τ) = col
(
g1(τ)− δ1(τ), g2(τ)− δ2(τ), g3(τ)− δ3(τ)

)
=

=

{
col (2S − C,−2S + sin 2τ − 2C, C), τ ∈ [−h, 0],
col (1, sin 2τ,S), τ ∈ [−2h,−h),

где C = cos τ , S = sin τ . Вычисляя v0, v1, v2, f(τ) по формулам
(5.26), (5.27), получим

v0 = col (−3,−1,−1,−1), v1 = col (0, 1, 1, 0), v2 = col (6, 1, 1, 0);

f(τ) =

{
f1(τ), τ ∈ [−h, 0],
f2(τ), τ ∈ [−2h,−h),

f1(τ) = col (4 sin τ + 2 cos τ − sin 2τ, sin τ − sin τ cos τ + 2 cos τ,

sin τ − sin τ cos τ + 2 cos τ, cos τ),

f2(τ) = col (1− sin 2τ + sin τ,− sin τ cos τ + sin τ,

− sin τ cos τ + sin τ, sin τ).

Отсюда находим

Q0 =

[
−3 −1
−1 −1

]
, Q1 =

[
0 1
1 0

]
, Q2 =

[
6 1
1 0

]
,

R(τ) =





[
4S + 2C − sin 2τ S − SC + 2C
S − SC + 2C C

]
, τ ∈ [−h, 0],

[
1− sin 2τ + S −SC + S

−SC + S S

]
, τ ∈ [−2h,−h),
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Рисунок 1: Спектр замкнутой системы (6.6) при h = 1

где C = cos τ , S = sin τ .
Регулятор (5.3)

[
u1(t)
u2(t)

]
= Q0

[
y1(t)
y2(t)

]
+Q1

[
y1(t− h)
y2(t− h)

]
+

+Q2

[
y1(t− 2h)
y2(t− 2h)

]
+

+

∫ 0

−h

R1(τ)y(t+ τ)dτ +

∫ −h

−2h

R2(τ)y(t+ τ)dτ

(6.5)

имеет компоненты

u1(t) = −2x′(t) + x(t)− x′(t− h)− x(t− h) + 5x′(t− 2h)−

− x(t− 2h) +

∫ 0

−h

x′(t+ τ)(3 sin τ − sin τ cos τ) dτ +

+

∫ 0

−h

x(t+ τ)(sin τ cos τ − sin τ − 2 cos τ) dτ +

+

∫ −h

−2h

x′(t+ τ)(1− sin τ cos τ) dτ +
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+

∫ −h

−2h

x(t+ τ)(sin τ cos τ − sin τ) dτ,

u2(t) = x(t) + x′(t− h) + x′(t− 2h) +

+

∫ 0

−h

x′(t+ τ)(sin τ − sin τ cos τ + cos τ) dτ −

−
∫ 0

−h

x(t+ τ) cos τ dτ −
∫ −h

−2h

x′(t+ τ) sin τ cos τ dτ −

−
∫ −h

−2h

x(t+ τ) sin τ dτ.

Система (6.1), (6.2) замкнутая регулятором (6.5) принимает
вид

x′′′(t) + 2x′′(t) + x′(t) + x′′(t− h) + 2x′(t− h) +

+ x(t− h)−
∫ 0

−h

x′′(t+ τ)(sin τ − cos τ) dτ +

+

∫ 0

−h

x′(t+ τ)(2 cos τ − sin 2τ) dτ.

(6.6)

Характеристическая функция замкнутой системы (6.6) совпа-
дает с (6.4). В частности, (при h = 1) система (6.6) экспонен-
циально устойчива. На рисунке 1 изображен спектр системы
(6.6) при h = 1 (спектр найден численно). На рисунке 2 изоб-
ражены решения системы (6.6) при h = 1 с начальными усло-
виями x(τ) = 1 (синяя кривая), x(τ) = τ (фиолетовая кривая),
x(τ) = τ2 (серая кривая), τ ∈ [−h, 0].

П р им е р 6.2. (см. [147]). Пусть h1 = 1, h2 =
√
2. Рас-

смотрим систему

x′′′(t) + x′′(t− h1) + x′′(t− h2) + x′(t) + x(t)+

+x(t− h1)− x(t− h2) +

∫ 0

−h1

x′′(t+ τ) cos τ dτ −

− 2

∫ −h1

−h2

x′(t+ τ) sin τ dτ −
∫ 0

−h1

x(t+ τ) cos 2τ dτ =

= u′1(t) + u1(t) + u′2(t),

(6.7)
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Рисунок 2: Решения замкнутой системы (6.6) при различных
начальных условиях

y1(t) = −x(t)− x′(t), y2(t) = x′(t), (6.8)

x ∈ R, u = col (u1, u2) ∈ R
2, y = col (y1, y2) ∈ R

2.

Система (6.7), (6.8) имеет вид (5.1), (5.2), где n = 3, m =
= 2, k = 2, p = 2, s = 2;

a10 = 0, a11 = 1, a12 = 1, a20 = 1,

a21 = 0, a22 = 0, a30 = 1, a31 = 1,

a32 = −1; g11(τ) = cos τ, g12(τ) = 0, g21(τ) = 0,

g22(τ) = −2 sin τ, g31(τ) = − cos 2τ, g32(τ) =0;

b21 = 1, b22 = 1, b31 = 1, b32 = 0;

c11 = −1, c21 = −1, c12 = 0, c22 = 1.

По системе (6.7), (6.8) построим матрицы B, C: B =
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=

[
0 0
1 1
1 0

]
, C =

[−1 0
−1 1
0 0

]
. Следовательно,

C∗B =

[
−1 −1
1 1

]
, C∗JB =

[
−2 −1
1 0

]
,

C∗J2B =

[
−1 0
0 0

]
.

(6.9)

Построим матрицу (5.23):

P =



−1 −2 −1
−1 −1 0
1 1 0
1 0 0


 .

Имеем rankP = 3 = n, следовательно, матрицы (6.9) линей-
но независимы. Поэтому, по теореме 5.1, задача модального
управления для системы (6.7), (6.8) посредством регулятора
(5.3) разрешима. Построим этот регулятор. Пусть, к примеру,

ℓ = 2, ω1 = 1, ω2 =
√
3, и

ϕ(λ) = λ3 + λ2
(
2 + e−λω2 −

∫ 0

−ω1

eλτ (sin τ − cos τ) dτ
)

(6.10)

+ λ
(
1 + 2e−λω1 −

∫ −ω1

−ω2

eλτ sin 2τ dτ
)
+ e−λω1 .

Тогда

T1 = {ω1, ω2} = {1,
√
3}, T2 = {h1, h2} = {1,

√
2};

γ10 = 2, γ11 = 0, γ12 = 1, γ20 = 1, γ21 = 2,

γ22 = 0, γ30 = 0, γ31 = 1, γ32 = 0;

δ11(τ) = cos τ − sin τ, δ12(τ) = 0, δ21(τ) = 0,

δ22(τ) = − sin 2τ, δ31(τ) = 0, δ32(τ) = 0.

Из доказательства теоремы 5.1, получим

S1 = {2}, S2 = {1}, S3 = {1}, S4 = {2},
T = {h1, h2, ω2} = {1,

√
2,
√
3}, θ = 3,

σ1 = h1 = ω1 = 1, σ2 = h2 =
√
2, σ3 = ω2 =

√
3,

K1 = {3}, K2 = {1}, K3 = {2}.
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Имеем

g1(τ) =





cos τ, τ ∈ [−σ1, 0],
0, τ ∈ [−σ2,−σ1),
0, τ ∈ [−σ3,−σ2),

g2(τ) =





0, τ ∈ [−σ1, 0],
− 2 sin τ, τ ∈ [−σ2,−σ1),
0, τ ∈ [−σ3,−σ2),

g3(τ) =





− cos 2τ, τ ∈ [−σ1, 0],
0, τ ∈ [−σ2,−σ1),
0, τ ∈ [−σ3,−σ2),

δ1(τ) =





cos τ − sin τ, τ ∈ [−σ1, 0],
0, τ ∈ [−σ2,−σ1),
0, τ ∈ [−σ3,−σ2),

δ2(τ) =





0, τ ∈ [−σ1, 0],
− sin 2τ, τ ∈ [−σ2,−σ1),
− sin 2τ, τ ∈ [−σ3,−σ2),

δ3(τ) =





0, τ ∈ [−σ1, 0],
0, τ ∈ [−σ2,−σ1),
0, τ ∈ [−σ3,−σ2).

Далее, имеем

w0 = col (a10 − γ10, a20 − γ20, a30 − γ30) = (−2, 0, 1),

w1 = col (a11 − γ11, a21 − γ21, a31 − γ31) = (1,−2, 0),

w2 = col (a12, a22, a32) = (1, 0,−1),

w3 = col (−γ12,−γ22,−γ32) = (−1, 0, 0),

ϑ(τ) = col
(
g1(τ)− δ1(τ), g2(τ)− δ2(τ), g3(τ)− δ3(τ)

)
=

=





col (sin τ, 0,− cos 2τ), τ ∈ [−σ1, 0],
col (0,−2 sin τ + sin 2τ, 0), τ ∈ [−σ2,−σ1),
col (0, sin 2τ, 0), τ ∈ [−σ3,−σ2).
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Вычисляя v0, v1, v2, v3, и f(τ) по формулам (5.26), (5.27), по-
лучим

v0 = col (−1, 1,−1,−1), v1 = col (0, 1,−1, 3),

v2 = col (1,−1, 1, 0), v3 = col (0, 0, 0,−1);

f(τ) =

=





col (cos 2τ,− cos 2τ, cos 2τ,S − cos 2τ), τ ∈ [−σ1, 0],
col (0,S − SC,−S + SC, 2S − sin 2τ), τ ∈ [−σ2,−σ1),
col (0,−SC,SC,− sin 2τ), τ ∈ [−σ3,−σ2),

где C = cos τ , S = sin τ . Отсюда следует, что

Q0 =

[
−1 −1
1 −1

]
, Q1 =

[
0 −1
1 3

]
,

Q2 =

[
1 1
−1 0

]
, Q3 =

[
0 0
0 −1

]
.

R(τ) =





[
cos 2τ cos 2τ
− cos 2τ S − cos 2τ

]
, τ ∈ [−σ1, 0],

[
0 −S + SC

S − SC 2S − sin 2τ

]
, τ ∈ [−σ2,−σ1),

[
0 SC

−SC − sin 2τ

]
, τ ∈ [−σ3,−σ2),

где C = cos τ , S = sin τ . Регулятор (5.3)

[
u1(t)
u2(t)

]
= Q0

[
y1(t)
y2(t)

]
+Q1

[
y1(t− σ1)
y2(t− σ1)

]
+

+Q2

[
y1(t− σ2)
y2(t− σ2)

]
+Q3

[
y1(t− σ3)
y2(t− σ3)

]
+

+

∫ 0

−σ3

R(τ)y(t+ τ)dτ

(6.11)

имеет компоненты

u1(t) = −x′(t− h1) + x(t)− x(t− h2)−
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−
∫ 0

−h1

x(t+ τ) cos 2τ dτ +

+

∫ −h1

−h2

x′(t+ τ)(sin τ cos τ − sin τ) dτ +

+

∫ −h2

−ω2

x′(t+ τ) sin τ cos τ dτ,

u2(t) = −2x′(t) + 2x′(t− h1) + x′(t− h2)− x′(t− ω2)−
− x(t)− x(t− h1) + x(t− h2) +

+

∫ 0

−h1

x(t+ τ) cos 2τ dτ +

∫ 0

−h1

x′(t+ τ) sin τ dτ +

+

∫ −h1

−h2

x(t+ τ)(sin τ cos τ − sin τ) dτ +

+

∫ −h1

−h2

x′(t+ τ)(sin τ − sin τ cos τ) dτ +

+

∫ −h2

−ω2

x(t+ τ) sin τ cos τ dτ −
∫ −h2

−ω2

x′(t+ τ) sin τ cos τ dτ.

Система (6.7), (6.8) замкнутая регулятором (6.11) имеет вид

x′′′(t) + 2x′′(t) + x′′(t− ω2) + x′(t) + 2x′(t− ω1) +

+ x(t− ω1)−
∫ 0

−ω1

x′′(t+ τ)(sin τ − cos τ) dτ −

−
∫ −ω1

−ω2

x′(t+ τ) sin 2τ dτ = 0.

(6.12)

Характеристическая функция системы (6.12) совпадает с фун-

кцией (6.10). В частности, система (6.12) (с ω1 = 1, ω2 =
√
3)

экспоненциально устойчива. На рисунке 3 изображен спектр
системы (6.12) при ω1 = 1, ω2 =

√
3 (спектр найден численно).

На рисунке 4 изображены решения системы (6.12) при ω1 = 1,

ω2 =
√
3 с начальными условиями x(τ) = 1 (синяя кривая),

x(τ) = τ (фиолетовая кривая), x(τ) = τ2 (серая кривая), τ ∈
∈ [−

√
3, 0].
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Рисунок 3: Спектр системы (6.12) при ω1 = 1, ω2 =
√
3
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Рисунок 4: Решения системы (6.12) при ω1 = 1, ω2 =
√
3



Г л а в а II
МОДАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ В ЛИНЕЙНЫХ

СИСТЕМАХ С ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ
СТАТИЧЕСКОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ

ПО ВЫХОДУ

В этой главе исследована задача модального управле-
ния и задача назначения произвольного конечного спектра
для линейных управляемых стационарных систем, заданных
системой дифференциальных уравнений с запаздываниями в
состоянии, с коэффициентами, имеющими специальный вид.
Получено необходимое и достаточное условие разрешимости
рассматриваемых задач, и как следствие, достаточное условие
стабилизации систем.

В § 7, 8 рассмотрена задача модального управления и за-
дача назначения произвольного конечного спектра для систе-
мы с соизмеримыми (несоизмеримыми) сосредоточенными за-
паздываниями в состоянии посредством линейной статической
обратной связи по выходу с соизмеримыми (несоизмеримыми)
сосредоточенными запаздываниями. В § 9 исследуется зада-
ча назначения произвольного конечного спектра для системы
с несоизмеримыми сосредоточенными и распределенными за-
паздываниями в состоянии посредством линейной статической
обратной связи по выходу с несоизмеримыми сосредоточенны-
ми и распределенными запаздываниями в тех же узлах.

В конце § 8, 9 приведены примеры, иллюстрирующие по-
лученные результаты.

§ 7. Модальное управление в линейных системах
с соизмеримыми сосредоточенными запаздыва-
ниями
Для линейной стационарной дифференциальной си-
стемы с несколькими соизмеримыми запаздываниями
в состоянии получены необходимые и достаточные
условия разрешимости задачи модального управления
и задачи назначения произвольного конечного спектра
посредством статической обратной связи по выходу
с соизмеримыми запаздываниями [17, 20].

Рассмотрим линейную стационарную дифференциаль-
ную систему с несколькими соизмеримыми запаздываниями
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в состоянии

ẋ(t) = Ax(t) +
s∑

j=1

Ajx(t− jh) +Bu(t), t > 0, (7.1)

y(t) = C∗x(t) (7.2)

с начальными условиями x(τ) = φ(τ), τ ∈ [−sh, 0]; здесь
A,Aj ∈ Mn(K), j = 1, s; B ∈ Mn,m(K), C ∈ Mn,k(K); h > 0 —
постоянное запаздывание, φ : [−sh, 0] → K

n — непрерывная
функция; x ∈ K

n — фазовый вектор, u ∈ K
m — вектор управ-

ляющего воздействия, y ∈ K
k — вектор выходных величин.

Пусть управление в системе (7.1), (7.2) строится в виде
линейной статической обратной связи по выходу с соизмери-
мыми запаздываниями

u(t) =
θ∑

ρ=0

Qρy(t− ρh), t > 0, y(τ) = 0, τ < −sh. (7.3)

Здесь θ > 0 — некоторое целое число, Qρ ∈ Mm,k(K), ρ = 0, θ,
— постоянные матрицы. Замкнутая система (7.1), (7.2), (7.3)
принимает вид

ẋ(t) = (A+BQ0C
∗)x(t) +

s∑

j=1

Ajx(t− jh) +

+

θ∑

ρ=1

BQρC
∗x(t− ρh). (7.4)

Обозначим через

ϕ(λ, e−λ) = det
[
λI −

(
(A+BQ0C

∗) +

+
s∑

j=1

e−λjhAj +
θ∑

ρ=1

e−λhρBQρC
∗
)]

характеристический квазиполином замкнутой системы (7.4).
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Опр е д е л е н и е 7.1. Для системы (7.1), (7.2) разрешима
задача модального управления посредством регулятора (7.3),
если для любого целого ℓ > 0 и для любых наперед заданных
γiµ ∈ K, i = 1, n, µ = 0, ℓ, найдутся целое число θ > 0 и мат-
рицы Q0, . . . , Qθ ∈ Mm,k(K) такие, что характеристический
квазиполином ϕ(λ, e−λ) замкнутой системы (7.4) удовлетво-
ряет равенству

ϕ(λ, e−λ) = λn +
n∑

i=1

ℓ∑

µ=0

γiµλ
n−ie−λµh.

Опр е д е л е н и е 7.2. Для системы (7.1), (7.2) разрешима
задача назначения произвольного конечного спектра посред-
ством регулятора (7.3), если для любых наперед заданных
γi ∈ K, i = 1, n, найдутся целое число θ > 0 и матрицы Q0, . . .
. . . , Qθ ∈ Mm,k(K) такие, что характеристический квазиполи-
ном ϕ(λ, e−λ) замкнутой системы (7.4) удовлетворяет равен-
ству

ϕ(λ, e−λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn.

Пусть коэффициенты A,B,C системы (7.1), (7.2) имеют
следующий специальный вид (см. [13]): матрица A имеет фор-
му Хессенберга; первые p − 1 строк матрицы B и последние
n− p строк матрицы C равны нулю, то есть

A =




a11 a12 0 . . . 0
a21 a22 a23 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1,1 an−1,2 . . . . . . . . an−1,n

an1 an2 . . . . . . . . ann


 ,

ai,i+1 6= 0, i = 1, n− 1;

(7.5)

B =

[
O1

L

]
, C =

[
N
O2

]
,

O1 = 0 ∈Mp−1,m(K), L ∈Mn−p+1,m(K),

N ∈Mp,k(K), O2 = 0 ∈Mn−p,k(K),

p ∈ {1, . . . , n}.

(7.6)
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Будем предполагать, что матрицы Aj , j = 1, s, системы (7.1)
также имеют специальный вид (см. [14, 142]): первые p − 1
строк и последние n − p столбцов матриц Aj равны нулю, то
есть

Aj =

[
0 0

Âj 0

]
, Âj ∈Mn−p+1,p(K),

j = 1, s, p ∈ {1, . . . , n}.
(7.7)

Здесь число p то же самое, что и в (7.6).

Т е о р ем а 7.1. Пусть матрицы A, B, C, Aj, j = 1, s,
системы (7.1), (7.2) имеют специальный вид (7.5), (7.6), (7.7).
Тогда равносильны следующие утверждения.

1. Матрицы

C∗B, C∗AB, . . . , C∗An−1B (7.8)

линейно независимы.
2. Для системы (7.1), (7.2) разрешима задача модального

управления посредством регулятора (7.3).

Те о р ем а 7.2. Пусть матрицы A, B, C, Aj, j = 1, s, си-
стемы (7.1), (7.2) имеют специальный вид (7.5), (7.6), (7.7).
Задача назначения произвольного конечного спектра для си-
стемы (7.1), (7.2) посредством регулятора (7.3) разрешима
тогда и только тогда, когда матрицы (7.8) линейно незави-
симы.

Сл е д с т в и е 7.1. Пусть матрицы A, B, C, Aj, j = 1, s,
системы (7.1), (7.2) имеют специальный вид (7.5), (7.6), (7.7).
Если матрицы (7.8) линейно независимы, то система (7.1),
(7.2) экспоненциально стабилизируема посредством стати-
ческой обратной связи по выходу (7.3).

Прим е р 7.1. (см. [20]). Пусть K = C, n = 4,m = 2, k = 2,
s = 2, и коэффициенты системы (7.1), (7.2) имеют следующий
вид:

A =




1 1 0 0
−1 0 1 0
1 0 0 1
−1 0 0 0


 , A1 =




0 0 0 0
1 1 0 0
−1 1 0 0
1 0 0 0


 ,



68 Гл. II. Модальное управление в линейных системах

A2 =




0 0 0 0
1 −1 0 0
−1 0 0 0
0 1 0 0


 , B =



0 0
1 i
−i 1
i 0


 , C =



1 1
−i 0
0 0
0 0


 .

Коэффициенты системы (7.1), (7.2) удовлетворяют условиям
теоремы 7.1, то есть имеют специальный вид (7.5), (7.6), (7.7),
где p = 2. Имеем α1 = −1, α2 = 1, α3 = −1, α4 = 1. Построим
матрицы (7.8):

C∗B =

[
i −1
0 0

]
, C∗AB =

[
2 2i
1 i

]
,

C∗A2B =

[
−2i 2 + i
1− i 1 + i

]
, C∗A3B =

[
−1 1− i
0 1

]
.

(7.9)

Построим матрицы (см. (8.24), (8.25))

G =




1 0 0 0
−1 1 0 0
1 −1 1 0
−1 1 −1 1


 , P =



i 2 −2i −1
−1 2i 2 + i 1− i
0 1 1− i 0
0 i 1 + i 1


 .

Имеем detP = 1. Значит, rankP = 4 = n, следовательно, мат-
рицы (7.9) линейно независимы. Таким образом, по теореме 7.1
для системы (7.1), (7.2) разрешима задача модального управ-
ления посредством регулятора (7.3). Построим такой регуля-
тор. Пусть, к примеру, ℓ = 3, ω1 = h, ω2 = 2h, ω3 = 3h, и

q(λ, e−λ) = (λ+ 1)(λ+ e−λh)3 =

= λ4 + λ3 + 3λ3e−λh + 3λ2e−λh +

+ 3λ2e−2λh + 3λe−2λh + λe−3λh + e−3λh.

Тогда, в обозначениях доказательства теоремы 8.1,

T1 = {ω1, ω2, ω3} = {h, 2h, 3h}, T2 = {h, 2h};
γ10 = 1, γ11 = 3, γ12 = 0, γ13 = 0,

γ20 = 0, γ21 = 3, γ22 = 3, γ23 = 0,

γ30 = 0, γ31 = 0, γ32 = 3, γ33 = 1,

γ40 = 0, γ41 = 0, γ42 = 0, γ43 = 1.
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Из доказательства теоремы 8.1 получим

S1 = {3}, S2 = {1, 2}, S3 = {1, 2}, S4 = ∅,

T = {h, 2h, 3h}, θ = 3,

σ1 = h, σ2 = 2h, σ3 = 3h,

K1 = {3}, K2 = {1, 2}, K3 = ∅.

Вычислим матрицы F0, F1, F2, F3 (см. (8.8)), получим F0 = I,

F1 =




0 1 0 0
−1 −1 1 0
1 0 −1 1
−1 0 0 −1


 , F2 =




0 0 1 0
1 0 −1 1
−1 1 1 −1
0 −1 0 1


 ,

F3 =




0 0 0 1
−1 0 0 −1
0 −1 0 1
0 0 −1 −1


 .

Далее, вычислим

Sp (A1F0) = 1, Sp (A1F1) = 1, Sp (A1F2) = −2,

Sp (A1F3) = 1, Sp (A2F0) = −1, Sp (A2F1) = 2,

Sp (A2F2) = 0, Sp (A2F3) = −1.

Далее находим (см. (8.26))

w0 = col (α1 − γ10, α2 − γ20, α3 − γ30, α4 − γ40) =

= col (−2, 1,−1, 1),

w1 = col (−γ11 − Sp (A1F0),−γ21 − Sp (A1F1),

− γ31 − Sp (A1F2),−γ41 − Sp (A1F3)) =

= col (−4,−4, 2,−1),

w2 = col (−γ12 − Sp (A2F0),−γ22 − Sp (A2F1),

− γ32 − Sp (A2F2),−γ42 − Sp (A2F3)) =

= col (1,−5,−3, 1),

w3 = col (−γ13,−γ23,−γ33,−γ43) = col (0, 0,−1,−1).

Вычисляя vρ по формулам vρ = P (PTP )−1G−1wρ, ρ = 0, 3 (см.
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(8.28)), получаем

v0 = col (−1− i, 3− i, 2− i,−3 + 3i),

v1 = col (−6 + 4i,−6i, 2− 9i, 1 + 10i),

v2 = col (4 + 5i,−6 + 4i,−9− 2i, 4− 5i),

v3 = col (1, i,−1 + 2i,−2− i).

Отсюда находим

Q0 =

[
−1− i 2− i
3− i −3 + 3i

]
, Q1 =

[
−6 + 4i 2− 9i
−6i 1 + 10i

]
, (7.10)

Q2 =

[
4 + 5i −9− 2i
−6 + 4i 4− 5i

]
, Q3 =

[
1 −1 + 2i
i −2− i

]
. (7.11)

Система (7.1), (7.2) замкнутая управлением (7.3) c матрицами
(7.10), (7.11) принимает вид

ẋ(t) =




1 1 0 0
−2− 2i −2 1 0
−1 + i 2i 0 1
1 + i 1 + i 0 0


x(t) +

+




0 0 0 0
−7− 4i −3 0 0
−5 + 8i 1 + 4i 0 0
6− 4i 6− 4i 0 0


x(t− h) +

+




0 0 0 0
−3 + i 0 0 0
4i −i 0 0

−3− 5i −3− 5i 0 0


x(t− 2h) +

+




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−2 −1 0 0


x(t− 3h). (7.12)

Вычисляя характеристическую функцию ϕ(λ, e−λ) замкнутой
системы (7.12), получаем, что

ϕ(λ, e−λ) = λ4 + λ3 + 3λ3e−λh + 3λ2e−2λh + 3λ2e−λh +
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+ λe−3λh + 3λe−2λh + e−3λh = (λ+ 1)(λ+ e−λh)3.

В частности, система (7.12) экспоненциально устойчива, если

h <
π

2
(см., к примеру, [4]).

§ 8. Модальное управление в линейных системах
с несоизмеримыми сосредоточенными запазды-
ваниями
Для линейной стационарной дифференциальной си-
стемы с несколькими несоизмеримыми запаздывани-
ями в состоянии получены необходимые и достаточ-
ные условия разрешимости задачи модального управ-
ления и задачи назначения произвольного конечного
спектра посредством статической обратной связи по
выходу с несоизмеримыми запаздываниями [17, 95].

Рассмотрим линейную стационарную дифференциаль-
ную систему с несколькими несоизмеримыми запаздывания-
ми в состоянии

ẋ(t) = Ax(t) +

s∑

j=1

Ajx(t− hj) +Bu(t), t > 0, (8.1)

y(t) = C∗x(t) (8.2)

с начальными условиями x(τ) = φ(τ), τ ∈ [−hs, 0]; здесь
A,Aj ∈ Mn(K), j = 1, s; B ∈ Mn,m(K), C ∈ Mn,k(K);
0 = h0 < h1 < . . . < hs — постоянные запаздывания,
φ : [−hs, 0] → K

n — непрерывная функция; x ∈ K
n — фазовый

вектор, u ∈ K
m — вектор управляющего воздействия, y ∈ K

k —
вектор выходных величин.

Пусть управление в системе (8.1), (8.2) строится в виде
линейной статической обратной связи по выходу с несоизме-
римыми запаздываниями

u(t) =

θ∑

ρ=0

Qρy(t− σρ), t > 0, y(τ) = 0, τ < −hs. (8.3)

Здесь θ > 0 — некоторое целое число, 0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ —
постоянные запаздывания, Qρ ∈Mm,k(K), ρ = 0, θ, — постоян-
ные матрицы. Замкнутая система (8.1), (8.2), (8.3) принимает
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вид

ẋ(t) = (A+BQ0C
∗)x(t) +

s∑

j=1

Ajx(t− hj) +

+
θ∑

ρ=1

BQρC
∗x(t− σρ). (8.4)

Обозначим через

ϕ(λ, e−λ) = det
[
λI −

(
(A+BQ0C

∗) +

+
s∑

j=1

e−λhjAj +
θ∑

ρ=1

e−λσρBQρC
∗
)]

характеристический квазиполином замкнутой системы (8.4).
Опр е д е л е н и е 8.1. Для системы (8.1), (8.2) разрешима

задача модального управления посредством регулятора (8.3),
если для любого целого ℓ > 0, для любых наперед заданных
чисел 0 = ω0 < ω1 < . . . < ωℓ и для любых наперед заданных
γiµ ∈ K, i = 1, n, µ = 0, ℓ, найдутся целое число θ > 0, чис-
ла 0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ и матрицы Q0, . . . , Qθ ∈ Mm,k(K)
такие, что характеристический квазиполином ϕ(λ, e−λ) за-
мкнутой системы (8.4) удовлетворяет равенству

ϕ(λ, e−λ) = λn +

n∑

i=1

ℓ∑

µ=0

γiµλ
n−ie−λωµ .

Опр е д е л е н и е 8.2. Для системы (8.1), (8.2) разрешима
задача назначения произвольного конечного спектра посред-
ством регулятора (8.3), если для любых наперед заданных
γi ∈ K, i = 1, n, найдутся целое число θ > 0, числа 0 = σ0 <
< σ1 < . . . < σθ и матрицы Q0, . . . , Qθ ∈ Mm,k(K) такие, что
характеристический квазиполином ϕ(λ, e−λ) замкнутой систе-
мы (8.4) удовлетворяет равенству

ϕ(λ, e−λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn.
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Пусть коэффициенты A,B,C системы (8.1), (8.2) имеют
следующий специальный вид (см. [13]): матрица A имеет фор-
му Хессенберга; первые p − 1 строк матрицы B и последние
n− p строк матрицы C равны нулю, то есть

A =




a11 a12 0 . . . 0
a21 a22 a23 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1,1 an−1,2 . . . . . . . . an−1,n

an1 an2 . . . . . . . . ann


 ,

ai,i+1 6= 0, i = 1, n− 1;

(8.5)

B =

[
O1

L

]
, C =

[
N
O2

]
,

O1 = 0 ∈Mp−1,m(K), L ∈Mn−p+1,m(K),

N ∈Mp,k(K), O2 = 0 ∈Mn−p,k(K),

p ∈ {1, . . . , n}.

(8.6)

Будем предполагать, что матрицы Aj , j = 1, s, системы (8.1)
также имеют специальный вид (см. [14, 142]): первые p − 1
строк и последние n − p столбцов матриц Aj равны нулю, то
есть

Aj =

[
0 0

Âj 0

]
, Âj ∈Mn−p+1,p(K),

j = 1, s, p ∈ {1, . . . , n}.
(8.7)

Здесь число p то же самое, что и в (8.6).

Пусть χ(A;λ) =: λn+α1λ
n−1+ . . .+αn. Положим α0 := 1.

Построим по матрице A матрицы

Fν = α0A
ν + α1A

ν−1 + . . .+ ανI, ν = 0, n− 1. (8.8)

Л емма 8.1. Пусть матрица A имеет вид (8.5), а мат-
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рица D ∈Mn(K) имеет следующий вид:

D =




0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0
dp1 . . . dpp 0 . . . 0
...

...
...

...
dn1 . . . dnp 0 . . . 0




, p ∈ {1, . . . , n}. (8.9)

Пусть χ(A+D;λ) = λn + κ1λ
n−1 + . . .+ κn. Тогда κi = αi −

− Sp (DFi−1) для всех i = 1, n.

Док а з а т е л ь с т в о. Вычеркнем из матрицы A послед-
нюю строку и припишем сверху строку e∗1. Обозначим полу-
ченную матрицу через S1. Тогда в силу (8.5) матрица S1 ниж-
няя треугольная и невырожденная. Далее для каждого i =
= 2, n− 1 по матрице Si−1 построим матрицу Si следующим
образом: вычеркиваем в матрице Si−1 последнюю строку и
последний столбец и приписываем к полученной матрице из
Mn−1(K) слева первый столбец e1 ∈ R

n и сверху первую стро-
ку e∗1 ∈ (Rn)T , полученную матрицу обозначаем Si ∈ Mn(K)
(то есть левый верхний угловой элемент в матрице Si равен
1, остальные элементы первой строки и первого столбца мат-
рицы Si равны 0). Тогда в силу построения матрицы Si, i =
= 1, n− 1, нижние треугольные и невырожденные. Положим
S = Sn−1 · . . . ·S1. Тогда S также нижняя треугольная и невы-
рожденная, а значит, и S−1 нижняя треугольная и невырож-
денная. Построим матрицы

Ã = SAS−1, D̃ = SDS−1. (8.10)

Тогда

χ(Ã, λ) = χ(A, λ) = λn + α1λ
n−1 + . . .+ αn. (8.11)

Из [13, лемма 3] следует, что матрица Ã имеет форму Фробе-
ниуса: её наддиагональ состоит из единиц, в последней строке
содержатся некоторые числа (а именно, числа −αn+1−i в силу
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равенства (8.11)), остальные элементы равны нулю, то есть

Ã =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 1

−αn −αn−1 . . . . . . −α1


 .

Построим, аналогично (8.8) по матрице Ã матрицы

F̃ν = α0Ã
ν + α1Ã

ν−1 + . . .+ ανI, ν = 0, n− 1. (8.12)

Далее, в силу структуры матрицыD и того, что S, S−1 нижние

треугольные, матрица D̃ имеет вид (8.9). Применим лемму 3

[142]. Матрицы Ã и D̃ имеют вид, предписанный в лемме 3

[142]. Пусть χ(Ã+ D̃;λ) = λn+ κ̃1λ
n−1+ . . .+ κ̃n. Тогда в силу

леммы 3 [142] имеют место равенства

κ̃i = αi − Sp (D̃F̃i−1), i = 1, n. (8.13)

Из равенств (8.10) следует, что Ã+ D̃ = S(A+D)S−1, то есть

матрицы Ã+ D̃ и A+D подобны. Значит их характеристиче-
ские многочлены совпадают. Поэтому

κi = κ̃i, i = 1, n.

Далее, из равенств (8.12), (8.10), (8.8) следует, что F̃ν =
= SFνS

−1 для всех ν = 0, n− 1. Отсюда и из (8.10) следует,
что для всякого i = 1, n имеют место равенства

Sp (D̃F̃i−1) = Sp (SDS−1 · SFi−1S
−1) = (8.14)

= Sp (SDFi−1S
−1) = Sp (S−1SDFi−1) = Sp (DFi−1).

Теперь из равенств (8.12), (8.13), (8.14) вытекает требуемое
утверждение. �

Те о р ем а 8.1. Пусть матрицы A, B, C, Aj, j = 1, s,
системы (8.1), (8.2) имеют специальный вид (8.5), (8.6), (8.7).
Тогда равносильны следующие утверждения.
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1. Матрицы

C∗B, C∗AB, . . . , C∗An−1B (8.15)

линейно независимы.
2. Для системы (8.1), (8.2) разрешима задача модального

управления посредством регулятора (8.3).

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, что матрицы A, B,
C, Aj , j = 1, s, системы (8.1), (8.2) имеют специальный вид
(8.5), (8.6), (8.7). Рассмотрим задачу модального управления
для системы (8.1), (8.2) посредством регулятора (8.3). Пусть
заданы целое число ℓ > 0, числа 0 = ω0 < ω1 < . . . < ωℓ, и
квазиполином

q(λ, e−λ) = λn +

n∑

i=1

ℓ∑

µ=0

γiµλ
n−ie−λωµ (8.16)

с коэффициентами γiµ ∈ K. Требуется найти целое число θ >

0, числа 0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ и построить матрицы Q0, . . .
. . . , Qθ ∈ Mm,k(K) так, чтобы характеристическая функция
ϕ(λ, e−λ) замкнутой системы (8.4) удовлетворяла равенству

ϕ(λ, e−λ) = q(λ, e−λ). (8.17)

Обозначим

D = BQ0C
∗ +

s∑

ν=1

e−λhνAν +

θ∑

ρ=1

e−λσρBQρC
∗. (8.18)

Имеем

ϕ(λ, e−λ) = det
(
λI − (A+D)

)
= χ(A+D;λ). (8.19)

В силу (8.6), (8.7) матрица (8.18) имеет вид (8.9), где

D1 = LQ0N
∗ +

s∑

ν=1

e−λhν Âν +
θ∑

ρ=1

e−λσρLQρN
∗.

Учитывая (8.19), (8.17), (8.16), условие (8.5) и применяя
лемму 8.1, получаем, что задача модального управления для
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системы (8.1), (8.2) посредством регулятора (8.3) разрешима
тогда и только тогда, когда найдутся целое число θ > 0, числа
0 = σ0 < σ1 < . . . < σθ, и матрицы Q0, . . . , Qθ ∈ Mm,k(K)
такие, что для всех i = 1, n выполнены следующие равенства

ℓ∑

µ=0

γiµe
−λωµ = αi − Sp (BQ0C

∗Fi−1)−

s∑

ν=1

e−λhνSp (AνFi−1)−
θ∑

ρ=1

e−λσρSp (BQρC
∗Fi−1).

(8.20)

Обозначим

T1 = {ω1, . . . , ωℓ},
T2 = {h1, . . . , hs},
S1 = {µ ∈ {1, ℓ} : ωµ ∈ T1 \ T2},
S2 = {µ ∈ {1, ℓ} : ωµ ∈ T1 ∩ T2},
S3 = {ν ∈ {1, s} : hν ∈ T1 ∩ T2},
S4 = {ν ∈ {1, s} : hν ∈ T2 \ T1}.

Положим T := T1 ∪ T2, θ = |T |. Положим σ0 := 0. Обозначим
элементы множества T через σ1 < σ2 < . . . < σθ.

Положим

K1 : = {ρ ∈ {1, θ} : ∃µ ∈ S1 σρ = ωµ},
K2 : = {ρ ∈ {1, θ} : ∃ ν ∈ S3 σρ = hν},
K3 : = {ρ ∈ {1, θ} : ∃ ν ∈ S4 σρ = hν}.

Тогда равенства (8.20) имеют вид

γi0 +
∑

µ∈S1

γiµe
−λωµ +

∑

µ∈S2

γiµe
−λωµ = αi − Sp (BQ0C

∗Fi−1)−

−
( ∑

ν∈S3

e−λhνSp (AνFi−1) +
∑

ν∈S4

e−λhνSp (AνFi−1)
)
−

−
( ∑

ρ∈K1

e−λσρSp (BQρC
∗Fi−1) +

∑

ρ∈K2

e−λσρSp (BQρC
∗Fi−1) +
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+
∑

ρ∈K3

e−λσρSp (BQρC
∗Fi−1)

)
. (8.21)

Равенства (8.21) имеют место для всех i = 1, n тогда и только
тогда, когда для всех i = 1, n выполнены равенства

γi0 = αi − Sp (BQ0C
∗Fi−1);

γiµ = −Sp (BQρC
∗Fi−1),

µ ∈ S1, ρ ∈ K1, σρ = ωµ;

γiµ = −Sp
(
(Aν +BQρC

∗)Fi−1

)
,

µ ∈ S2, ν ∈ S3, ρ ∈ K2, σρ = hν = ωµ;

0 = −Sp
(
(Aν +BQρC

∗)Fi−1

)
,

ν ∈ S4, ρ ∈ K3, σρ = hν .

(8.22)

Для всякого ρ и i имеем:

Sp (BQρC
∗Fi−1) = Sp (QρC

∗Fi−1B).

Следовательно, равенства (8.22) равносильны (1+θ) системам
линейных уравнений (i = 1, n):

γi0 = αi −
i−1∑

r=0

αi−1−rSp (Q0C
∗ArB);

γiµ = −
i−1∑

r=0

αi−1−rSp (QρC
∗ArB),

µ ∈ S1, ρ ∈ K1, σρ = ωµ;

γiµ = −Sp (AνFi−1)−
i−1∑

r=0

αi−1−rSp (QρC
∗ArB),

µ ∈ S2, ν ∈ S3, ρ ∈ K2, σρ = hν = ωµ;

0 = −Sp (AνFi−1)−
i−1∑

r=0

αi−1−rSp (QρC
∗ArB),

ν ∈ S4, ρ ∈ K3, σρ = hν .

(8.23)

Каждая ρ-я система в (8.23) состоит из n уравнений с mk неиз-
вестными элементами матрицы Qρ, ρ = 0, θ. Перепишем систе-
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мы (8.23) в векторном виде. Для этого воспользуемся равен-
ством Sp (XY ) = (vecY )T · (vecXT ). Применим это равенство
к матрицам Y = C∗ArB, r = 0, n− 1, и X = Qρ, ρ = 0, θ.
Построим матрицы G ∈Mn(K), P ∈Mmk,n(K) (см. [142]):

G := {gij}ni,j=1, gij = 0, i < j; gij = αi−j , i > j, (8.24)

P := [vec (C∗B), vec (C∗AB), . . . , vec (C∗An−1B)]. (8.25)

Обозначим vρ := vec (QT
ρ ) ∈ K

mk, ρ = 0, θ,

w0 := col (α1 − γ10, . . . , αn − γn0);

wρ := col (−γ1µ, . . . ,−γnµ), µ ∈ S1, ρ ∈ K1, σρ = ωµ;

wρ := col (−γ1µ − Sp (AνF0), . . . ,−γnµ − Sp (AνFn−1)),

µ ∈ S2, ν ∈ S3, ρ ∈ K2, σρ = hν = ωµ;

wρ := col (−Sp (AνF0), . . . ,−Sp (AνFn−1)),

ν ∈ S4, ρ ∈ K3, σρ = hν .

(8.26)

Тогда системы (8.23) можно записать в векторном виде
GPT vρ = wρ, ρ = 0, θ, или, что равносильно, в матричном виде

GPTV =W, (8.27)

где V = [v0, . . . , vθ] ∈ Mmk,1+θ(K), W = [w0, . . . , wθ] ∈
∈Mn,1+θ(K). Заметим, что detG = 1.

Для системы (8.1), (8.2) разрешима задача модального
управления тогда и только тогда, когда система (8.27) разре-
шима относительно V для любого набора γiµ ∈ K, i = 1, n,

µ = 0, ℓ. Условие линейной независимости матриц (8.15) явля-
ется необходимым и достаточным для разрешимости системы
(8.27). В частности, система (8.27) имеет решение

vρ = P (PTP )−1G−1wρ, ρ = 0, θ. (8.28)

Следовательно, для системы (8.1), (8.2) разрешима задача мо-
дального управления посредством регулятора (8.3). Искомые
матрицы Q0, . . . , Qθ находятся из равенств Qρ = (vec−1vρ)

T ,

ρ = 0, θ. �
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Те о р ем а 8.2. Пусть матрицы A, B, C, Aj, j = 1, s, си-
стемы (8.1), (8.2) имеют специальный вид (8.5), (8.6), (8.7).
Задача назначения произвольного конечного спектра для си-
стемы (8.1), (8.2) посредством регулятора (8.3) разрешима
тогда и только тогда, когда матрицы (8.15) линейно незави-
симы.

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 8.2 вытекает из доказа-
тельства теоремы 8.1 при ℓ = 0, γi0 = γi, i = 1, n. �

Сл е д с т в и е 8.1. Пусть матрицы A, B, C, Aj, j = 1, s,
системы (8.1), (8.2) имеют специальный вид (8.5), (8.6), (8.7).
Если матрицы (8.15) линейно независимы, то система (8.1),
(8.2) экспоненциально стабилизируема посредством стати-
ческой обратной связи по выходу (8.3).

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 7.1 повторяет доказа-
тельство теоремы 8.1 c

hj = jh, j = 1, s,

ωµ = µh, µ = 0, ℓ.

В этом случае

T1 = {h, 2h, . . . , ℓh}, T2 = {h, 2h, . . . , sh},

S1 =

{{s+ 1, . . . , ℓ}, ℓ > s,

∅, ℓ 6 s,

S2 = S3 = {1, . . . ,min {ℓ, s}},

S4 =

{{ℓ+ 1, . . . , s}, s > ℓ,

∅, ℓ 6 s,

θ = max {ℓ, s}, T = {h, 2h, . . . , θh}, σρ = ρh, ρ = 0, θ,

K1 = S1, K2 = S2 = S3, K3 = S4.

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 7.2 вытекает из доказа-
тельства теоремы 7.1 при ℓ = 0, γi0 = γi, i = 1, n. �

Следствия 7.1, 8.1 вытекают из теорем 7.2, 8.2 соответ-
ственно, если взять, к примеру, числа γi, i = 1, n, такие, что

λn +
n∑

i=1

γiλ
n−1 = (λ+ 1)n.
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Прим е р 8.1. Пусть K = C, n = 3, m = 2, k = 2, s = 2,
h1 = 1, h2 =

√
3 и коэффициенты системы (8.1), (8.2) имеют

следующий вид:

A =

[
0 1 0
−1 0 1
3 0 −1

]
, A1 =

[
0 0 0
0 3 0
1 −1 0

]
, A2 =

[
0 0 0
1 −2 0
0 1 0

]
,

B =

[
0 0
0 −1
1 1

]
, C =

[−1 1
0 −1
0 0

]
.

Коэффициенты системы (8.1), (8.2) удовлетворяют условиям
теоремы 8.1, то есть имеют специальный вид (8.5), (8.6), (8.7),
где p = 2. Имеем α1 = 1, α2 = 1, α3 = −2. Построим матрицы
(8.15):

C∗B =

[
0 0
0 1

]
, C∗AB =

[
0 1
−1 −2

]
,

C∗A2B =

[
−1 −1
2 1

]
.

(8.29)

Построим матрицы

G =

[
1 0 0
1 1 0
1 1 1

]
, P =



0 0 −1
0 1 −1
0 −1 2
1 −2 1


 .

Имеем rankP = 3 = n, следовательно, матрицы (8.29) линей-
но независимы. Таким образом, по теореме 8.1 для системы
(8.1), (8.2) разрешима задача модального управления посред-
ством регулятора (8.3). Построим такой регулятор. Пусть, к

примеру, ℓ = 3, ω0 = 0, ω1 = 1, ω2 =
√
2, ω3 = 1 +

√
2, и

q(λ, e−λ) = λ3 + λ2 + λ2e−λω1 + λ2e−λω2 + λe−λω1 + λe−λω2 +

+ λe−λω3 + e−λω3 .

Имеем

T1 = {ω1, ω2, ω3} = {1,
√
2, 1 +

√
2}, T2 = {h1, h2} = {1,

√
3};
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γ10 = 1, γ11 = 1, γ12 = 1, γ13 = 0, γ20 = 0, γ21 = 1, γ22 = 1,

γ23 = 1, γ30 = 0, γ31 = 0, γ32 = 0, γ33 = 1.

Из доказательства теоремы 8.1 получим

S1 = {2, 3}, S2 = {1}, S3 = {1}, S4 = {2},
T = {1,

√
2,
√
3, 1 +

√
2}, θ = 4,

σ1 = h1 = ω1 = 1, σ2 = ω2 =
√
2, σ3 = h2 =

√
3,

σ4 = ω3 = 1 +
√
2,

K1 = {2, 4}, K2 = {1}, K3 = {3}.
Вычислим матрицы F0, F1, F2, F3, получим F0 = I,

F1 =

[
1 1 0
−1 1 1
3 0 0

]
, F2 =

[
0 1 1
2 0 0
0 3 1

]
.

Далее, вычислим

Sp (A1F0) = 3, Sp (A1F1) = 2, Sp (A1F2) = 1,

Sp (A2F0) = −2, Sp (A2F1) = 0, Sp (A2F2) = 1.

Далее находим

w0 = col (α1 − γ10, α2 − γ20, α3 − γ30) = col (0, 1,−2),

w1 = col (−γ11 − Sp (A1F0),−γ21 − Sp (A1F1),

− γ31 − Sp (A1F2)) = col (−4,−3,−1),

w2 = col (−γ12,−γ22,−γ32) = col (−1,−1, 0),

w3 = col (−Sp (A2F0),−Sp (A2F1),−Sp (A2F2)) = col (2, 0,−1),

w4 = col (−γ13,−γ23,−γ33) = col (0,−1,−1).

Вычисляя vj по формулам vj = P (PTP )−1G−1wj , j = 0, 4,
получаем

v0 = col (1, 0,−1, 0),

v1 = col (3,−5, 2,−4),

v2 = col (2/3,−4/3, 2/3,−1),

v3 = col (0, 1,−1, 2),

v4 = col (1,−1, 0, 0).
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Отсюда находим

Q0 =

[
1 −1
0 0

]
, Q1 =

[
3 2
−5 −4

]
, Q2 =

[
2/3 2/3
−4/3 −1

]
, (8.30)

Q3 =

[
0 −1
1 2

]
, Q4 =

[
1 0
−1 0

]
. (8.31)

Система (8.1), (8.2) замкнутая управлением (8.3) c матрицами
(8.30), (8.31) принимает вид

ẋ(t) =

[
0 1 0
−1 0 1
1 1 −1

]
x(t) +

[
0 0 0
−1 −1 0
1 1 0

]
x(t− σ1) +

+

[
0 0 0

−1/3 −1 0
1/3 1/3 0

]
x(t− σ2) +

[
0 0 0
−1 0 0
0 0 0

]
x(t− σ4). (8.32)

Вычисляя характеристическую функцию ϕ(λ, e−λ) замкнутой
системы (8.32), получаем, что

ϕ(λ, e−λ) = λ3 + λ2 + λ2e−λω2 + λ2e−λω1 + λe−λ(ω1+ω2) +

+ λe−λω2 + λe−λω1 + eλ(ω1+ω2) =

= (λ+ 1)(λ+ e−λω1)(λ+ e−λω2).

В частности, система (8.32) экспоненциально устойчива, так

как ω1, ω2 <
π

2
(см., к примеру, [4]).

§ 9. Назначение произвольного конечного спек-
тра в линейных системах с несоизмеримыми со-
средоточенными и распределенными запаздыва-
ниями

Для линейной стационарной дифференциальной си-
стемы с несколькими несоизмеримыми сосредоточен-
ными и распределенными запаздываниями в состоя-
нии получены необходимые и достаточные условия
разрешимости задачи назначения произвольного ко-
нечного спектра посредством статической обратной
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связи по выходу с несоизмеримыми запаздываниями
[29].

Рассмотрим линейную стационарную дифференциаль-
ную систему с несколькими сосредоточенными и распределен-
ными запаздываниями в состоянии

ẋ(t) =
ℓ∑

ν=0

Aνx(t− hν) +

+

ℓ∑

ν=1

∫ −hν−1

−hν

Sν(τ)x(t+ τ) dτ +Bu(t), t > 0, (9.1)

y(t) = C∗x(t), (9.2)

с начальным условием x(τ) = φ(τ), τ ∈ [−h, 0]; здесь
0 = h0 < h1 < . . . < hℓ =: h — постоянные запаздывания,
φ : [−h, 0] → K

n — непрерывная функция, Aν ∈ Mn(K) (ν =
= 0, ℓ), B ∈Mn,m(K), C ∈Mn,k(K), Sν : [−hν ,−hν−1] →Mn(K)

(ν = 1, ℓ) — интегрируемые матричные функции, u ∈ K
m —

вектор управляющего воздействия, y ∈ K
k — вектор выход-

ных величин. Обозначим S : [−h, 0] →Mn(K):

S(τ) :=





S1(τ), τ ∈ [−h1, 0],
S2(τ), τ ∈ [−h2,−h1),
. . . . . . ,

Sℓ(τ), τ ∈ [−hℓ,−hℓ−1).

(9.3)

Тогда система (9.1), (9.2) запишется в виде

ẋ(t) =
ℓ∑

ν=0

Aνx(t− hν) +

∫ 0

−h

S(τ)x(t+ τ) dτ +Bu(t), (9.4)

y(t) = C∗x(t). (9.5)
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Пусть управление в системе (9.4), (9.5) строится в виде
линейной статической обратной связи по выходу с сосредото-
ченными и распределенными запаздываниями

u(t) =

ℓ∑

ν=0

Qνy(t− hν) +

∫ 0

−h

R(τ)y(t+ τ) dτ, (9.6)

y(τ) = 0, τ < −h. Здесь Qν = {qναβ} ∈ Mm,k(K) (ν =

= 0, ℓ) — постоянные матрицы, R(τ) = {rαβ(τ)} ∈ Mm,k(K),
rαβ : [−h, 0] → K — интегрируемые функции, α = 1,m, β =

= 1, k. Замкнутая система (9.4), (9.5), (9.6) принимает вид

ẋ(t) =

ℓ∑

ν=0

(Aν +BQνC
∗)x(t− hν) +

+

∫ 0

−h

(S(τ) +BR(τ)C∗)x(t+ τ) dτ. (9.7)

Обозначим через

ϕ(λ) = det
[
λI −

( ℓ∑

ν=0

(Aν +BQνC
∗)e−λhν +

+

∫ 0

−h

(S(τ) +BR(τ)C∗)eλτdτ
)]

характеристическую функцию замкнутой системы (9.7). Че-
рез ϕ0(λ) обозначим характеристическую функцию свободной
системы

ẋ(t) =

ℓ∑

ν=0

Aνx(t− hν) +

∫ 0

−h

S(τ)x(t+ τ) dτ,

т. е. ϕ0(λ) = det
[
λI −

( ℓ∑

ν=0

Aνe
−λhν +

∫ 0

−h

S(τ)eλτdτ
)]

.

Введем обозначения:

Ω1 =
{
ω : ω =

1∑

i=1

hνi
, νi ∈ {0, 1, . . . , ℓ}

}
= {h0, h1, . . . , hℓ} =:
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=:{ω1
0 , ω

1
1 , . . . , ω

1
θ1
},

Ω2 =
{
ω : ω =

2∑

i=1

hνi
, νi ∈ {0, 1, . . . , ℓ}

}
=: {ω2

0 , ω
2
1 , . . . , ω

2
θ2
},

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ωn =
{
ω : ω =

n∑

i=1

hνi
, νi ∈ {0, 1, . . . , ℓ}

}
=: {ωn

0 , ω
n
1 , . . . , ω

n
θn
}.

Здесь i в записи ωi
j означает индекс, а не степень. Считаем,

что элементы ωi
j множества Ωi упорядочены по возрастанию,

т. е. ωi
j < ωi

j+1. Имеем ω1
0 = . . . = ωn

0 = 0. Полагаем θ0 := 0,

ω0
0 := 0.

Характеристическое уравнение ϕ(λ) = 0 замкнутой си-
стемы (9.7) имеет вид

λn +

n∑

i=1

λn−i

(
θi∑

j=0

δi0j exp(−λωi
j) +

+
i∑

υ=1

θi−υ∑

j=0

∫ 0

−h

. . .

∫ 0

−h

δiυj(τ1, . . . , τυ) ·

· exp
(
λ
( υ∑

µ=1

τµ − ωi−υ
j

))
dτ1 . . . dτυ

)
= 0. (9.8)

Здесь числа δi0j , i = 1, n, j = 0, θi, и функции δiυj(τ1, . . . , τυ),

τµ ∈ [−h, 0], i = 1, n, υ = 1, i, j = 0, θi−υ, µ = 1, υ, зависят от

коэффициентов Aν (ν = 1, ℓ), B, C, S(τ) системы (9.4), (9.5)
и от коэффициентов Qν (ν = 1, ℓ), R(τ) обратной связи (9.6).
Если в уравнении (9.8) числа δi0j = 0 для всех i = 1, n, j =

= 1, θi, и функции δiυj(τ1, . . . , τυ) ≡ 0, τµ ∈ [−h, 0], i = 1, n,

υ = 1, i, j = 0, θi−υ, µ = 1, υ, то характеристическая функция
обращается в полином λn + δ100λ

n−1 + . . . + δn00, и характе-
ристическое уравнение имеет конечное число корней, то есть
спектр σ является конечным множеством.

Опр е д е л е н и е 9.1. Для системы (9.4), (9.5) разрешима
задача назначения произвольного конечного спектра посред-
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ством регулятора (9.6), если для любых чисел γi ∈ K, i = 1, n,
найдется регулятор вида (9.6), при котором характеристиче-
ское уравнение замкнутой системы (9.7) имеет вид

λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn = 0.

Пусть коэффициенты A0, B, C системы (9.4), (9.5) имеют
следующий специальный вид: матрица A0 имеет форму Хес-
сенберга; первые p − 1 строк матрицы B и последние n − p
строк матрицы C равны нулю, то есть

A0 =




a11 a12 0 . . . 0
a21 a22 a23 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1,1 an−1,2 . . . . . . . . an−1,n

an1 an2 . . . . . . . . ann


 ,

ai,i+1 6= 0, i = 1, n− 1;

(9.9)

B =

[
O1

L

]
, C =

[
N
O2

]
,

O1 = 0 ∈Mp−1,m(K), L ∈Mn−p+1,m(K),

N ∈Mp,k(K), O2 = 0 ∈Mn−p,k(K),

p ∈ {1, . . . , n}.

(9.10)

Будем предполагать, что матрицы Aν (ν = 1, ℓ), S(τ) также
имеют специальный вид: первые p− 1 строк и последние n− p
столбцов матриц Aν , S(τ) равны нулю, то есть

Aν =

[
0 0

Âν 0

]
, S(τ) =

[
0 0

Ŝν(τ) 0

]
,

Âν ∈Mn−p+1,p(K), Ŝν(τ) ∈Mn−p+1,p(K), ν = 1, ℓ,

p ∈ {1, . . . , n}.

(9.11)

Здесь число p то же самое, что и в (9.10).
Пусть χ(A0;λ) =: λn+α1λ

n−1+. . .+αn. Положим α0 := 1.
Построим по матрице A0 матрицы

Fs = α0A
s
0 + α1A

s−1
0 + . . .+ αsI, s = 0, n− 1. (9.12)
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Те о р ем а 9.1. Пусть коэффициенты системы (9.4),
(9.5) имеют специальный вид (9.9), (9.10), (9.11). Тогда рав-
носильны следующие утверждения.

1. Матрицы

C∗B, C∗A0B, . . . , C∗An−1
0 B (9.13)

линейно независимы.
2. Задача назначения произвольного конечного спектра

системы (9.4), (9.5) посредством регулятора (9.6) разрешима.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, что матрицы Aν ,
B, C, S(τ), ν = 0, ℓ, системы (9.4), (9.5) имеют специальный
вид (9.9), (9.10), (9.11). Рассмотрим задачу назначения произ-
вольного конечного спектра для системы (9.4), (9.5) посред-
ством регулятора (9.6). Пусть задан многочлен

q(λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn, (9.14)

γi ∈ K. Требуется построить Qρ, R(τ) ∈Mm,k(K), ρ = 0, ℓ, так,
чтобы характеристическая функция

ϕ(λ) = λn +

n∑

i=1

λn−i

(
θi∑

j=0

δi0j exp(−λωi
j) +

+
i∑

υ=1

θi−υ∑

j=0

∫ 0

−h

. . .

∫ 0

−h

δiυj(τ1, . . . , τυ) ·

· exp
(
λ
( υ∑

µ=1

τµ − ωi−υ
j

))
dτ1 . . . dτυ

)
(9.15)

замкнутой системы (9.7) удовлетворяла равенству

ϕ(λ) = q(λ). (9.16)

Из (9.14) и (9.15) следует, что равенство (9.16) выполнено то-
гда и только тогда, когда

γi = δi00, i = 1, n, (9.17)

δi0j = 0, i = 1, n, j = 1, θi, (9.18)
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δiυj(τ1, . . . , τυ) = 0 п.в. τµ ∈ [−h, 0],
i = 1, n, υ = 1, i, j = 0, θi−υ, µ = 1, υ.

(9.19)

Обозначим

D = BQ0C
∗ +

ℓ∑

ρ=1

e−λhρ(Aρ +BQρC
∗) +

+

∫ 0

−h

(
S(τ) +BR(τ)C∗)eλτdτ. (9.20)

Имеем

ϕ(λ) = det
(
λI − (A0 +D)

)
= χ(A0 +D;λ). (9.21)

Из условий (9.10), (9.11) следует, что матрица (9.20) имеет
вид (8.9). Учитывая равенство (9.21), условие (9.9) и применяя
лемму 8.1, получаем, что

ϕ(λ) = λn +

n∑

i=1

κiλ
n−i,

где

κi = αi−Sp (BQ0C
∗Fi−1)−

ℓ∑

ρ=1

e−λhρSp
(
(Aρ+BQρC

∗)Fi−1

)

−
∫ 0

−h

Sp
((
S(τ) +BR(τ)C∗)Fi−1

)
eλτ dτ.

Таким образом, равенства (9.17), (9.18), (9.19) выполнены то-
гда и только тогда, когда

γi = αi − Sp (BQ0C
∗Fi−1), i = 1, n, (9.22)

Sp
(
(Aρ +BQρC

∗)Fi−1

)
= 0, i = 1, n, ρ = 1, ℓ, (9.23)

Sp
((
S(τ) +BR(τ)C∗)Fi−1

)
= 0 п.в. τ ∈ [−h, 0],

i = 1, n.
(9.24)
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Имеем для всех ρ = 0, ℓ, i = 1, n

Sp (BQρC
∗Fi−1) = Sp (QρC

∗Fi−1B) =

=

i−1∑

r=0

αi−1−rSp (QρC
∗Ar

0B),

Sp
(
BR(τ)C∗Fi−1

)
= Sp

(
R(τ)C∗Fi−1B

)
=

=

i−1∑

r=0

αi−1−rSp (R(τ)C
∗Ar

0B).

Обозначим R : [−h, 0] →Mm,k(K):

R(τ) :=





R1(τ), τ ∈ [−h1, 0],
R2(τ), τ ∈ [−h2,−h1),
. . . . . . ,

Rℓ(τ), τ ∈ [−hℓ,−hℓ−1).

Тогда равенства (9.22), (9.23), (9.24) равносильны системам
линейных уравнений

γi = αi −
i−1∑

r=0

αi−1−rSp (Q0C
∗Ar

0B), i = 1, n, (9.25)

Sp (AρFi−1) = −
i−1∑

r=0

αi−1−rSp (QρC
∗Ar

0B),

i = 1, n, ρ = 1, ℓ,

(9.26)

Sp
(
Sη(τ)Fi−1

)
= −

i−1∑

r=0

αi−1−rSp
(
Rη(τ)C

∗Ar
0B
)

п.в. τ ∈ [−hη,−hη−1], i = 1, n, η = 1, ℓ.

(9.27)

относительно элементов матриц Qρ, ρ = 0, ℓ, и матриц Rη(τ),

η = 1, ℓ. Перепишем системы (9.25), (9.26), (9.27) в вектор-
ном виде. Для этого воспользуемся равенством Sp (XY ) =
= (vecY )T · (vecXT ). Применим это равенство к матрицам
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Y = C∗Ar
0B, r = 0, n− 1, и к матрицам X = Qρ, ρ = 0, ℓ, в

(9.25), (9.26), и X = Rη(τ), η = 1, ℓ, в (9.27). Построим матри-
цы

P := [vec (C∗B), vec (C∗A0B), . . . , vec (C∗An−1
0 B)] ∈

∈Mmk,n(K),
(9.28)

G :=




1 0 0 . . . 0
α1 1 0 . . . 0
α2 α1 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn−1 αn−2 αn−3 . . . 1


 . (9.29)

Обозначим

vρ := vec (QT
ρ ) ∈ K

mk, ρ = 0, ℓ,

w0 := col (α1 − γ1, . . . , an − γn) ∈ K
n,

wρ := col (−Sp(AρF0), . . . ,−Sp (AρFn−1)) ∈ K
n, ρ = 1, ℓ,

fη(τ) := vec
(
Rη(τ)

T
)
∈ K

mk, η = 1, ℓ,

gη(τ) := col
(
− Sp

(
Sη(τ)F0

)
, . . . ,−Sp

(
Sη(τ)Fn−1

))
∈ K

n,

η = 1, ℓ.

Тогда системы (9.25), (9.26), (9.27), можно записать в вектор-
ном виде

GPT vρ = wρ, ρ = 0, ℓ, (9.30)

GPT fη(τ) = gη(τ) п.в. τ ∈ [−hη,−hη−1], η = 1, ℓ. (9.31)

Задача назначения произвольного конечного спектра си-
стемы (9.4), (9.5) посредством регулятора (9.6) разрешима то-
гда и только тогда, когда система (9.30), (9.31) разрешима от-
носительно vρ, ρ = 0, ℓ, и fη(τ), η = 1, ℓ, для любого набо-
ра (γ1, . . . , γn). Условие линейной независимости матриц (9.13)
является необходимым и достаточным для разрешимости си-
стемы (9.30), (9.31). В частности, система (9.30), (9.31) имеет
решение

vρ = P (PTP )−1G−1wρ, ρ = 0, ℓ, (9.32)
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fη(τ) = P (PTP )−1G−1gη(τ), η = 1, ℓ. (9.33)

Искомые матрицы находятся из равенств Qρ = (vec−1vρ)
T ,

Rη(τ) = (vec−1fη)
T , ρ = 0, ℓ, η = 1, ℓ. �

Сл е д с т в и е 9.1. Теорема 9.1 справедлива для системы
(9.1), (9.2) с несколькими соизмеримыми сосредоточенными
и распределенными запаздываниями (hν = νh , ν = 0, ℓ).

Доказательство следствия 9.1 вытекает из доказатель-
ства теоремы 9.1 при hν = νh, ν = 0, ℓ.

С л е д с т в и е 9.2. Пусть коэффициенты системы (9.4),
(9.5) имеют специальный вид (9.9), (9.10), (9.11), и матрицы
(9.13) линейно независимы. Тогда система (9.4), (9.5) стаби-
лизируема посредством регулятора (9.6).

Прим е р 9.1. Пусть K = R, n = 3, m = 2, k = 2, ℓ = 1,
h1 = h и коэффициенты системы (9.4), (9.5) имеют следующий
вид:

A0 =

[
0 1 0
−1 −1 1
1 1 −1

]
, A1 =

[
0 0 0
−2 1 0
1 −1 0

]
,

B =

[
0 0
1 −1
0 1

]
, C =

[−1 0
−1 1
0 0

]
,

(9.34)

S(τ) =

[
0 0 0

2 cos τ −2 sin τ 0
sin τ sin 2τ 0

]
. (9.35)

Характеристическая функция ϕ0(λ) свободной системы
имеет вид

ϕ0(λ) = λ3 +

(
2− e−λh + 2

∫ 0

−h

sin τeλτdτ

)
λ2 +

+

(
1 + 2e−λh −

∫ 0

−h

(2 cos τ − 2 sin τ + sin 2τ)eλτdτ

)
λ+ e−λh −

−
∫ 0

−h

(2 cos τ + sin τ)eλτdτ.
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Характеристическая функция замкнутой системы (9.7) c
матрицами (9.34), (9.35) имеет вид

ϕ(λ) = λ3 +
3∑

i=1

λ3−i

(
i∑

j=0

δi0j exp(−λjh) +

+

i∑

υ=1

i−υ∑

j=0

∫ 0

−h

. . .

∫ 0

−h

δiυj(τ1, . . . , τυ) ·

· exp
(
λ
( υ∑

µ=1

τµ − jh
))

dτ1 . . . dτυ

)
,

где

δ100 = q011 − q012 − q021 + q022 + 2, δ101 = q111 − q112 − q121 + q122 − 1,

δ110(τ1) = 2 sin τ1 + r11(τ1)− r12(τ1)− r21(τ1) + r22(τ1),

δ200 = 2q011 − q012 − q021 + 1, δ201 = 2q111 − q112 − q121 + 2,

δ202 = 0, δ210(τ1) = −2 cos τ1 + 2 sin τ1 − sin 2τ1 + 2r11(τ1)−
− r12(τ1)− r21(τ1), δ211(τ1) = 0, δ220(τ1, τ2) = 0,

δ300 = q011, δ301 = q111 + 1, δ302 = 0, δ303 = 0,

δ310(τ1) = −2 cos τ1 − sin τ1 + r11(τ1),

δ311(τ1) = 0, δ312(τ1) = 0,

δ320(τ1, τ2) = 0, δ321(τ1, τ2) = 0, δ330(τ1, τ2, τ3) = 0.

Коэффициенты системы (9.4), (9.5) удовлетворяют условиям
теоремы 9.1, то есть имеют специальный вид (9.9), (9.10),
(9.11), где p = 2. Имеем α1 = 2, α2 = 1, α3 = 0. Построим
матрицы (9.13):

C∗B =

[
−1 1
1 −1

]
, C∗A0B =

[
0 −1
−1 2

]
,

C∗A2
0B =

[
0 1
1 −3

]
.

(9.36)
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Построим матрицы (9.28), (9.29):

P =



−1 0 0
1 −1 1
1 −1 1
−1 2 −3


 , G =

[
1 0 0
2 1 0
1 2 1

]
. (9.37)

Имеем rankP = 3 = n, следовательно, матрицы (9.36) линейно
независимы. Таким образом, по теореме 9.1 для системы (9.4),
(9.5) разрешима задача назначения произвольного конечного
спектра посредством регулятора (9.6). Построим такой регу-
лятор. Пусть к примеру q(λ) = (λ + 1)3 = λ3 + 3λ2 + 3λ + 1.
Тогда γ1 = 3, γ2 = 3, γ3 = 1. Вычислим матрицы F0, F1, F2 по
формуле (9.12), получим F0 = I,

F1 =

[
2 1 0
−1 1 1
1 1 1

]
, F2 =

[
0 1 1
0 0 0
0 1 1

]
. (9.38)

Далее находим

w0 = col (α1 − γ1, α2 − γ2, α3 − γ3) = col (−1,−2,−1),

w1 = col
(
− Sp (A1F0),−Sp (A1F1),−Sp (A1F2)

)
= col (−1, 2, 1),

g1(τ) = col
(
− Sp (S(τ)F0),−Sp (S(τ)F1),−Sp (S(τ)F2)

)
=

= col (2 sin τ,−2 cos τ + 2 sin τ − sin 2τ,−2 cos τ − sin τ).

Вычисляя v0, v1, f1(τ) по формулам (9.32), (9.33), получим

v0 = col (1, 0, 0, 0), v1 = col (−1, 0, 0, 2),

f1(τ) = col (2 cos τ+ sin τ, 2 sin τ+ cos τ− sin τ cos τ,

2 sin τ+ cos τ− sin τ cos τ, sin τ− sin 2τ).

Отсюда находим

Q0 =

[
1 0
0 0

]
, Q1 =

[
−1 0
0 2

]
, (9.39)

R(τ) =

[
2C + S 2S + C − SC

2S + C − SC S − sin 2τ

]
, (9.40)
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где C = cos τ , S = sin τ . Система (9.4), (9.5), замкнутая управ-
лением (9.6) c матрицами (9.39), (9.40) принимает вид

ẋ(t) =

[
0 1 0
−2 −2 1
1 1 −1

]
x(t) +

[
0 0 0
−1 0 0
1 1 0

]
x(t− h) +

∫ 0

−h

[
0 0 0

C + S − SC 0 0
−S − C + SC −S − C + SC 0

]
x(t+ τ) dτ, (9.41)

где C = cos τ , S = sin τ . Вычисляя характеристическую функ-
цию ϕ(λ) замкнутой системы (9.41) получаем, что ϕ(λ) = (λ+
+1)3. В частности, система (9.41) экспоненциально устойчива.
�

Прим е р 9.2. Пусть K = R, n = 3, m = 2, k = 2, p = 2,
ℓ = 2, h0 = 0, h1 = 1, h2 = 4, и коэффициенты системы (9.4),
(9.5) имеют вид (9.34), (9.3) и

A2 =

[
0 0 0
0 1 0
1 −1 0

]
, (9.42)

S1(τ) =

[
0 0 0

cos τ + 2 sin τ 2 sin 2τ 0
0 cos τ 0

]
,

S2(τ) =

[
0 0 0

−2 sin τ 2 cos τ 0
cos τ 0 0

]
.

(9.43)

Построим множества Ωi, i = 1, 3. Имеем θ1 = 2, θ2 = 5,
θ3 = 9,

Ω1 = {h0, h1, h2} = {0, 1, 4} =: {ω1
0 , ω

1
1 , ω

1
2},

Ω2 = {2h0, h0 + h1, 2h1, h0 + h2, h1 + h2, 2h2} =
= {0, 1, 2, 4, 5, 8} =: {ω2

0 , ω
2
1 , ω

2
2 , ω

2
3 , ω

2
4 , ω

2
5},

Ω3 = {3h0, 2h0+h1, h0+2h1, 3h1, 2h0+h2, h0+h1+h2, 2h1+
+ h2, h0 + 2h2, h1 + 2h2, 3h2} = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12} =:
=: {ω3

0 , ω
3
1 , ω

3
2 , ω

3
3 , ω

3
4 , ω

3
5 , ω

3
6 , ω

3
7 , ω

3
8 , ω

3
9}.

Характеристическая функция ϕ0(λ) свободной системы
имеет вид
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ϕ0(λ) = λ3 +

(
2− e−λ − e−4λ − 2

∫ 0

−1

sin 2τeλτdτ −

− 2

∫ −1

−4

cos τeλτdτ

)
λ2 +

(
1 + 2e−λ −

−2

∫ 0

−1

(sin 2τ+cos τ+sin τ)eλτdτ+2

∫ −1

−4

(sin τ−cos τ)eλτdτ

)
λ+

+ e−λ − e−4λ −
∫ 0

−1

(cos τ + 2 sin τ)eλτdτ +

+

∫ −1

−4

(2 sin τ − cos τ)eλτdτ.

Характеристическая функция замкнутой системы (9.7) c мат-
рицами (9.34), (9.3), (9.42), (9.43) имеет вид

ϕ(λ) = λ3 +

3∑

i=1

λ3−i

(
θi∑

j=0

δi0j exp(−λωi
j) +

+
i∑

υ=1

θi−υ∑

j=0

∫ 0

−h

. . .

∫ 0

−h

δiυj(τ1, . . . , τυ) ·

· exp
(
λ
( υ∑

µ=1

τµ − ωi−υ
j

))
dτ1 . . . dτυ

)
,

где h = h2 = 4,

δ100 = q011 − q012 − q021 + q022 + 2,

δ101 = q111 − q112 − q121 + q122 − 1,

δ102 = q211 − q212 − q221 + q222 − 1,

δ110(τ1) =

{
δ1110(τ1), τ1 ∈ [−1, 0],

δ2110(τ1), τ1 ∈ [−4,−1),

где δ1110(τ1) = −2 sin 2τ1 + r111(τ1) − r112(τ1) − r121(τ1) + r122(τ1),
δ2110(τ1) = −2 cos τ1 + r211(τ1)− r212(τ1)− r221(τ1) + r222(τ1),

δ200 = 2q011 − q012 − q021 + 1, δ201 = 2q111 − q112 − q121 + 2,
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δ202 = 0, δ203 = 2q211 − q212 − q221, δ204 = 0, δ205 = 0,

δ210(τ1) =

{
δ1210(τ1), τ1 ∈ [−1, 0],

δ2210(τ1), τ1 ∈ [−4,−1),

где δ1210(τ1) = −2 cos τ1 − 2 sin 2τ1 − 2 sin τ1 +2r111(τ1)− r112(τ1)−
−r121(τ1), δ2210(τ1) = 2 sin τ1−2 cos τ1+2r211(τ1)−r212(τ1)−r221(τ1).

δ211(τ1) = 0, δ212(τ1) = 0, δ220(τ1, τ2) = 0, δ300 = q011,

δ301 = q111 + 1, δ302 = 0,

δ303 = 0, δ304 = q211 − 1, δ305 = 0, δ306 = 0,

δ307 = 0, δ308 = 0, δ309 = 0

δ310(τ1) =

{
− cos τ1 − 2 sin τ1 + r011(τ1), τ1 ∈ [−1, 0],

2 sin τ1 − cos τ1 + r111(τ1), τ1 ∈ [−4,−1),

δ311(τ1) = 0, δ312(τ1) = 0, δ313(τ1) = 0, δ314(τ1) = 0,

δ315(τ1) = 0, δ320(τ1, τ2) = 0,

δ321(τ1, τ2) = 0, δ322(τ1, τ2) = 0,

δ330(τ1, τ2, τ3) = 0.

Коэффициенты системы удовлетворяют условиям теоре-
мы 9.1, то есть имеют специальный вид (9.9), (9.10), (9.11),
где p = 2. Имеем α1 = 2, α2 = 1, α3 = 0. Матрицы C∗B,
C∗A0B, C∗A2

0B, P , G имеют вид (9.36), (9.37). Имеем rankP =
= 3 = n, следовательно, матрицы (9.36) линейно независимы.
Таким образом, по теореме 9.1 для системы (9.4), (9.5) разре-
шима задача назначения конечного спектра посредством ре-
гулятора (9.6). Построим такой регулятор. Пусть, к примеру,
q(λ) = (λ+1)3 = λ3+3λ2+3λ+1. Тогда γ1 = 3, γ2 = 3, γ3 = 1.
Матрицы F0, F1, F2 имеют вид (9.38).

Далее находим

w0 = col (α1 − γ1, α2 − γ2, α3 − γ3) = col (−1,−2,−1),

w1 = col
(
− Sp (A1F0),−Sp (A1F1),−Sp (A1F2)

)
= col (−1, 2, 1),

w2 = col
(
− Sp (A2F0),−Sp (A2F1),−Sp (A2F2)

)
=

= col (−1, 0,−1),

g1(τ) = col
(
− Sp (S1(τ)F0),−Sp (S1(τ)F1),−Sp (S1(τ)F2)

)
=
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= col (−2 sin 2τ,−2(cos τ + sin τ + sin 2τ),− cos τ − 2 sin τ),

g2(τ) = col
(
− Sp (S2(τ)F0),−Sp (S2(τ)F1),−Sp (S2(τ)F2)

)
=

= col (−2 cos τ, 2(sin τ − cos τ), 2 sin τ − cos τ).

Вычисляя vρ, ρ = 0, 1, 2, и fη(τ), η = 1, 2, по формулам (9.32),
(9.33), получим

v0 = col (1, 0, 0, 0); v1 = col (−1, 0, 0, 2), v2 = col (1, 1, 1, 2),

f1(τ) = col (cos τ + 2 sin τ, sin τ − sin 2τ, sin τ − sin 2τ,− cos τ),

f2(τ) = col (−2 sin τ + cos τ,− sin τ,− sin τ, cos τ).

Отсюда находим

Q0 =

[
1 0
0 0

]
, Q1 =

[
−1 0
0 2

]
, Q2 =

[
1 1
1 2

]
, (9.44)

R1(τ) =

[
cos τ + 2 sin τ sin τ − sin 2τ
sin τ − sin 2τ − cos τ

]
,

R2(τ) =

[
−2 sin τ + cos τ − sin τ

− sin τ cos τ

]
.

(9.45)

Система (9.4), (9.5), замкнутая управлением (9.6) c матрицами
(9.44), (9.45) принимает вид

ẋ(t) =

[
0 1 0
−2 −2 1
1 1 −1

]
x(t) +

[
0 0 0
−1 0 0
1 1 0

]
x(t− 1) +

+

∫ 0

−1

[
0 0 0

sin τ − sin 2τ 0 0
− sin τ + sin 2τ − sin τ + sin 2τ 0

]
x(t+ τ) dτ +

+

∫ −1

−4

[
0 0 0

− sin τ − cos τ 0 0
sin τ + cos τ sin τ + cos τ 0

]
x(t+ τ) dτ. (9.46)

Вычисляя характеристическую функцию ϕ(λ) замкнутой
системы (9.46) получаем, что ϕ(λ) = (λ + 1)3. В частности,
система (9.46) экспоненциально устойчива.



Г л а в а III
МАТРИЧНОЕ МОДАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ
В ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ СТАТИЧЕСКОЙ

ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ ПО ВЫХОДУ

В этой главе вводится понятие и исследуется задача мат-
ричного модального управления для систем высших порядков
посредством линейной статической обратной связи по состоя-
нию и по выходу.

В § 10 для системы высшего порядка вводится постанов-
ка задачи матричного модального управления посредством ли-
нейной статической обратной связи по состоянию. Приводится
необходимое и достаточное условие разрешимости этой задачи
и достаточное условие разрешимости задачи скалярного мо-
дального управления. Показано, что это достаточное условие
не является необходимым. В § 11 для системы высшего поряд-
ка вводится постановка задачи матричного модального управ-
ления посредством линейной статической обратной связи по
выходу. В § 12 вводятся вспомогательные обозначения, опре-
деления, утверждения, которые понадобятся для доказатель-
ства основных результатов главы III. В § 13 получены необхо-
димые и достаточные условия разрешимости задачи матрич-
ного модального управления для систем высших порядков по-
средством линейной статической обратной связи по выходу. В
§ 14 доказано, что разрешимость задачи матричного модально-
го управления для систем высших порядков влечет разреши-
мость задачи скалярного модального управления. Показано,
что обратное вообще говоря не верно. В § 15 получены необхо-
димые и достаточные условия разрешимости задачи матрич-
ного модального управления и достаточные условия разреши-
мости задачи скалярного модального управления посредством
линейной статической обратной связи по выходу, когда блоки
матрицы B и (или) C являются скалярными матрицами. В § 16
обсуждаются связь и различия между задачами матричного
модального управления и скалярного модального управления.
Доказано одно свойство системы, для которой разрешима за-
дача матричного модального управления, согласно которому
можно назначить не только собственные значения замкнутой
системы, но и собственные векторы с высокой степенью сво-



100 Гл. III. Матричное модальное управление

боды. В § 17 приведены иллюстрирующие примеры.

§ 10. Постановка задачи матричного модального
управления посредством статической обратной
связи по состоянию
В данном параграфе вводится постановка задачи
матричного модального управления посредством ста-
тической обратной связи по состоянию [146].

Рассмотрим линейную управляемую систему

x(n) + a1x
(n−1) + . . .+ anx = b1u. (10.1)

Здесь x ∈ K — состояние системы, u ∈ K — управление, ai ∈ K,
i = 1, n, b1 ∈ K — постоянные.

Опр е д е л е н и е 10.1. Говорят, что для системы (10.1)
разрешима задача модального управления посредством линей-
ной статической обратной связи по состоянию, если для лю-
бых чисел γi ∈ K, i = 1, n, существует управление

u = k1x
(n−1) + . . .+ knx (10.2)

такое, что замкнутая система (10.1), (10.2) имеет вид

x(n) + γ1x
(n−1) + . . .+ γnx = 0. (10.3)

Очевидно, что, если b1 6= 0, то управление (10.2), где ki =
= b−1

1 (ai−γi), i = 1, n, приводит систему (10.1) к виду (10.3), то
есть задача разрешима. В частности, можно обеспечить тре-
буемую асимптотику решений системы (10.3) (то есть устой-
чивость или неустойчивость и т.д.). Если b1 = 0, тогда система
(10.1) не является управляемой, и задача неразрешима.

Рассмотрим линейную управляемую систему в векторной
форме

ż = Fz +Gv. (10.4)

Здесь z ∈ K
r — состояние системы, v ∈ K

q — управление,
F ∈Mr(K), G ∈Mr,q(K).

О п р е д е л е н и е 10.2. Говорят, что для системы (10.4)
разрешима задача модального управления посредством линей-
ной статической обратной связи по состоянию, если для лю-
бых чисел δi ∈ K, i = 1, r, существует управление

v = Lz (10.5)
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с матрицей L ∈ Mq,r(K) такое, что характеристический мно-
гочлен χ(F +GL;λ) матрицы замкнутой системы

ż = (F +GL)z

удовлетворяет условию

χ(F +GL;λ) = λr + δ1λ
r−1 + . . .+ δr.

Было доказано (в [112] для K = C и [136] для K = R),
что задача модального управления для системы (10.4) посред-
ством линейной стационарной статической обратной связи по
состоянию (10.5) разрешима тогда и только тогда, когда си-
стема (10.4) вполне управляема, то есть

rank [G,FG, . . . , F r−1G] = r. (10.6)

Рассмотрим соответствующую задачу для дифференци-
ального уравнения (10.1) в случае, когда векторы состояния
и управления многомерные. Пусть задано s ∈ N. Рассмотрим
линейную управляемую систему

x(n) +A1x
(n−1) + . . .+Anx = B1u. (10.7)

Здесь x ∈ K
s — фазовый вектор, u ∈ K

s — вектор управ-
ляющего воздействия, Ai ∈ Ms(K), i = 1, n, B1 ∈ Ms(K) —
постоянные матрицы.

Опр е д е л е н и е 10.3 [146]. Скажем, что для системы
(10.7) разрешима задача матричного модального управления
посредством линейной стационарной статической обратной
связи по состоянию, если для любых матриц Γi ∈Ms(K), i =
= 1, n, существует управление

u = K1x
(n−1) + . . .+Knx, (10.8)

где Ki ∈Ms(K), такое, что замкнутая система имеет вид

x(n) + Γ1x
(n−1) + . . .+ Γnx = 0. (10.9)

Очевидно следующее предложение.
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Предл ожени е 10.1. Для системы (10.7) разрешима
задача матричного модального управления посредством ли-
нейной стационарной статической обратной связи по состо-
янию тогда и только тогда, когда detB1 6= 0.

Действительно, если detB1 6= 0, тогда управление (10.8),
где

Ki = B−1
1 (Ai − Γi), i = 1, n,

приводит систему (10.7) к системе (10.9). Наоборот, если
detB1 = 0, тогда очевидно, что не для любых матриц Γi ∈
∈ Ms(K), i = 1, n, существует управление (10.8), которое при-
водит систему (10.7) к системе (10.9).

Используя стандартную замену z1 = x, z2 = x′, . . . , zn =
= x(n−1), можно переписать систему (10.7), (10.8) в виде (10.4),
(10.5), где z = col [z1, . . . , zn] ∈ K

ns, v = u ∈ K
s,

F =




0 I 0 . . . 0
0 0 I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . I
−An −An−1 −An−2 . . . −A1



,

G =




0
0
...
0
B1



, L = [Kn,Kn−1, . . . ,K1],

r = ns, q = s.

(10.10)

Здесь 0, I ∈Ms(K). Будем говорить, что система (10.4) с мат-
рицами (10.10) это большая система, соответствующая систе-
ме (10.7).

Опр е д е л е н и е 10.4. Говорят, что для системы (10.7)
разрешима задача (скалярного) модального управления посре-
дством линейной стационарной статической обратной связи
по состоянию (10.8), если соответствующая задача модально-
го управления посредством линейной стационарной статиче-
ской обратной связи по состоянию разрешима для большой
системы (10.4), (10.10).
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Из (10.10) следует, что

[G,FG, . . . , Fn−1G] =




0 . . . . . . . . . 0 B1

0 . . . . . . 0 B1 ∗
0 . . . 0

...
...

...
...

...
... ∗ . . . ∗

0 B1 ∗ . . . . . . ∗
B1 ∗ . . . . . . . . . ∗




, (10.11)

здесь через ∗ обозначены некоторые блоки. Из (10.11) лег-
ко видеть, что если detB1 6= 0, то rank [G,FG, . . . , Fn−1G] =
= ns. Следовательно, условие (10.6) выполнено. Таким обра-
зом, справедливо следующее предложение.

Пр е д л ожени е 10.2. Если detB1 6= 0, то для системы
(10.7) разрешима задача скалярного модального управления
посредством линейной стационарной статической обратной
связи (10.8).

Зам е ч а н и е 10.1. В отличие от предложения 10.1, усло-
вие detB1 6= 0 в предложении 10.2 является достаточным, но
не необходимым. Покажем это. Пусть n = 2, s = 2,

A1 =

[
0 −1
1 0

]
, A2 =

[
1 0
0 1

]
, B1 =

[
1 1
0 0

]
. (10.12)

Имеем

F =




0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 1
0 −1 −1 0


 , G =



0 0
0 0
1 1
0 0


 , FG =




1 1
0 0
0 0
−1 −1


 ,

F 2G =




0 0
−1 −1
−2 −2
0 0


 , F 3G =



−2 −2
0 0
0 0
3 3


 .

Следовально, rank [G,FG,F 2G,F 3G] = 4, то есть выполнено
условие (10.6). Таким образом, для системы (10.4), (10.10),
(10.12) (и, следовательно, для системы (10.7)) разрешима зада-
ча скалярного модального управления посредством линейной
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стационарной статической обратной связи по состоянию. При
этом detB1 = 0. Этот пример демонстрирует, в частности, раз-
личие задач матричного модального управления и скалярного
модального управления посредством линейной стационарной
статической обратной связи по состоянию.

§ 11. Постановка задачи матричного модального
управления посредством статической обратной
связи по выходу

В данном параграфе вводится постановка задачи
матричного модального управления посредством ста-
тической обратной связи по выходу [146].

Рассмотрим объект n-го порядка, на вход которого по-
дается линейная комбинация из m сигналов и их производ-
ных до порядка n − p включительно, а измерению доступны
k различных линейных комбинаций состояния объекта и его
производных до порядка p− 1 включительно (1 6 p 6 n):

x(n) + a1x
(n−1) + . . . + anx =

= bp1u
(n−p)
1 + bp+1,1u

(n−p−1)
1 + . . .+ bn1u1 + . . .

+ bpmu
(n−p)
m + bp+1,mu

(n−p−1)
m + . . .+ bnmum,

(11.1)

y1 = c11x+ c21x
′ + . . .+ cp1x

(p−1), . . . ,

yk = c1kx+ c2kx
′ + . . .+ cpkx

(p−1).
(11.2)

Здесь x ∈ K — состояние системы, uα ∈ K — переменные
управления системы, yβ ∈ K — переменные выхода системы,

ai, blα, cνβ ∈ K, i = 1, n, l = p, n, ν = 1, p, α = 1,m, β = 1, k.
Построим векторы u = col(u1, . . . , um) ∈ K

m, y = col(y1, . . .
. . . , yk) ∈ K

k.
Будем предполагать, что управление в системе (11.1),

(11.2) строится по принципу линейной статической обратной
связи по выходу

u = Qy. (11.3)

Здесь Q = {qαβ} ∈Mm,k(K), qαβ ∈ K, α = 1,m, β = 1, k.
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Опр е д е л е н и е 11.1. Говорят, что для системы (11.1),
(11.2) разрешима задача модального управления посредством
линейной статической обратной связи по выходу, если для
любых чисел γi ∈ K, i = 1, n, существует управление (11.3)
такое, что замкнутая система (11.1), (11.2), (11.3) имеет вид

x(n) + γ1x
(n−1) + . . .+ γnx = 0.

Система (11.1), (11.2) с обратной связью (11.3) является
обобщением системы (10.1) с обратной связью (10.2): если m =
= 1, p = n, k = n и {cij}ni,j=1 = I ∈ Mn(K), то система (11.1),
(11.2), (11.3) совпадает с системой (10.1), (10.2). Условия, нала-
гаемые на порядки производных в (11.1) и (11.2) естественны,
так как требуется, чтобы порядки производных в правой части
замкнутой системы были меньше, чем n.

В векторной форме задача модального управления по-
средством линейной статической обратной связи по выходу
имеет следующую формулировку. Для стационарной системы

ż = Fz +Gv, ξ = Hz,

где z ∈ K
r, v ∈ K

q, ξ ∈ K
d, F ∈ Mr(K), G ∈ Mr,q(K), H ∈

∈ Md,r(K), требуется построить управление по принципу ли-
нейной статической обратной связи по выходу

v = Lξ

с матрицей L ∈Mq,d(K), обеспечивающее для характеристиче-
ского многочлена χ(F +GLH;λ) матрицы замкнутой системы

ż = (F +GLH)z (11.4)

равенство

χ(F +GLH;λ) = λr + δ1λ
r−1 + . . .+ δr (11.5)

с произвольными наперед заданными числами δi ∈ K, i = 1, r.
Задача модального управления (задача назначения спек-

тра) посредством статической обратной связи по выходу явля-
ется одной из важнейших открытых проблем в теории управ-
ления [62, 119], см. также обзоры [54, 120, 125]. Эта задача изу-
чалась более 40 лет многими авторами. Наиболее существен-
ные результаты были получены в работах Davison и Wang [72]
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(K = R), Kimura [98] (K = R), Hermann и Martin [85] (K =
= C), Willems и Hesselink [135] (K = R), Brockett и Byrnes
[63] (K = C), Wang [129, 130] (K = R), Rosenthal, Schumacher
и Willems [117] (K = R). Некоторые новые результаты о на-
значении спектра посредством статической обратной связи по
выходу были получены в работах [13, 15, 16, 46, 57, 59, 66, 77,
99, 107, 116, 126, 131, 142].

Для скалярной системы (11.1), (11.2), (11.3) эта задача
была решена в [12]. Построим по системе (11.1), (11.2) матрицы
B = {blα}, l = 1, n, α = 1,m, и C = {cνβ}, ν = 1, n, β = 1, k, где
blα := 0 для l < p и cνβ := 0 для ν > p. Имеет место следующая
теорема [12].

Т е о р ем а 11.1. Для системы (11.1), (11.2) разрешима
задача модального управления посредством линейной стаци-
онарной статической обратной связи по выходу (11.3) тогда
и только тогда, когда матрицы

CTB, CTJB, . . . , CTJn−1B

линейно независимы.
Рассмотрим соответствующую задачу для системы (11.1),

(11.2), (11.3), когда переменная состояния, а также входные и
выходные переменные являются многомерными. Пусть зада-
ны числа s, n,m, k ∈ N и p ∈ {1, n}. Рассмотрим следующую
систему

x(n) +A1x
(n−1) + . . . +Anx =

= Bp1u
(n−p)
1 +Bp+1,1u

(n−p−1)
1 + . . .+Bn1u1 + . . .

+Bpmu
(n−p)
m +Bp+1,mu

(n−p−1)
m + . . .+Bnmum,

(11.6)

y1 = C11x+ C21x
′ + . . .+ Cp1x

(p−1), . . . ,

yk = C1kx+ C2kx
′ + . . .+ Cpkx

(p−1).
(11.7)

Здесь x ∈ K
s — фазовый вектор, uα ∈ K

s — векторы управ-
ления, yβ ∈ K

s — векторы выходных сигналов, Ai, Blα, Cνβ ∈
∈Ms(K), i = 1, n, l = p, n, ν = 1, p, α = 1,m, β = 1, k. Построим
векторы u = col(u1, . . . , um) ∈ K

ms, y = col(y1, . . . , yk) ∈ K
ks.

Будем строить управление в системе (11.6), (11.7) по
принципу линейной статической обратной связи по выходу

u = Qy. (11.8)
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Здесь Q = {Qαβ} ∈ Mms,ks(K), Qαβ ∈ Ms(K), α = 1,m, β =

= 1, k. В силу (11.7) имеем

yβ =

p∑

ν=1

Cνβx
(ν−1), β = 1, k.

Следовательно,

uα =

k∑

β=1

Qαβ

( p∑

ν=1

Cνβx
(ν−1)

)
, α = 1,m.

Замкнутая система (11.6), (11.7), (11.8) примет вид

x(n) +

n∑

i=1

Aix
(n−i) −

−
m∑

α=1

n∑

l=p

Blα




k∑

β=1

Qαβ

( p∑

ν=1

Cνβx
(n−l+ν−1)

)

 = 0. (11.9)

Опр е д е л е н и е 11.2 [146]. Скажем, что для системы
(11.6), (11.7) разрешима задача матричного модального управ-
ления посредством линейной статической обратной связи по
выходу (11.8), если для любых матриц Γi ∈Ms(K), i = 1, n, су-
ществует матрица обратной связи Q ∈ Mms,ks(K) такая, что
замкнутая система (11.9) имеет вид

x(n) + Γ1x
(n−1) + . . .+ Γnx = 0. (11.10)

Используя стандартную замену z1 = x, z2 = x′, . . . , zn =
= x(n−1), можно переписать систему (11.9) в виде большой
системы (11.4), где r = ns, q = ms, d = ks.

О п р е д е л е н и е 11.3. Говорят, что для системы (11.6),
(11.7) разрешима задача скалярного модального управления
посредством линейной статической обратной связи по вы-
ходу (11.8), если для любых чисел δi ∈ K, i = 1, ns, существует
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матрица Q ∈ Mms,ks(K) обратной связи такая, что характе-
ристический многочлен матрицы соответствующей замкнутой
большой системы (11.4) имеет вид (11.5).

Глава III посвящена исследованию проблемы матричного
модального управления для системы (11.6), (11.7) посредством
статической обратной связи по выходу (11.8).

§ 12. Вспомогательные обозначения, определе-
ния и утверждения
В данном параграфе вводятся вспомогательные обо-
значения, определения, утверждения, которые пона-
добятся для доказательства основных результатов
главы III [146].

Зафиксируем s, n,m, k ∈ N и p ∈ {1, n}. Обозначим J :=
= J ⊗ I ∈ Mns(K), где I ∈ Ms(K), J ∈ Mn(K) — первый
единичный косой ряд, ⊗ — кронекерово произведение матриц
[100, гл. 12].

О п р е д е л е н и е 12.1. Обозначим через vecc, vecr отобра-
жения, которые разворачивают матрицу H = {hij} ∈Mω,ρ(K),
i = 1, ω, j = 1, ρ, по столбцам в вектор-столбец и по строкам в
вектор-строку соответственно:

veccH = col (h11, . . . , hω1, . . . , h1ρ, . . . , hωρ) ∈Mωρ,1(K),

vecrH = [h11, . . . , h1ρ, . . . , hω1, . . . , hωρ] ∈M1,ωρ(K).

Лемма 12.1. Если X ∈ Mω,p(K), Y ∈ Mp,σ(K), Z ∈
∈Mσ,τ (K), тогда

vecc (XY Z) = (ZT ⊗X) veccY.

Доказательство приведено в [100, § 12.1, Предложение 4]
для квадратных матриц X,Z. Для произвольных прямоуголь-
ных матриц X,Z доказательство аналогично.

Опр е д е л е н и е 12.2. Для зафиксированного s ∈ N опре-
делим операцию блочного следа SPs : Mqs(K) →Ms(K) по сле-
дующему правилу: если H = {Hij} ∈ Mqs(K), Hij ∈ Ms(K),

i, j = 1, q, то SPsH =
q∑

i=1

Hii.
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Лемма 12.2. Пусть X и Y — блочные матрицы с блока-
ми размерности s, существуют матрицы XY и Y X, и блоки
матрицы Y — скалярные матрицы, то есть

X = {Xij} ∈Mqs,rs(K), Xij ∈Ms(K), i = 1, q, j = 1, r;

Y = {Yji} ∈Mrs,qs(K), Yji = yjiI, yji ∈ K, I ∈Ms(K),

j = 1, r, i = 1, q.

Тогда SPs(XY ) = SPs(Y X).

Док а з а т е л ь с т в о.

SPs(XY ) =

q∑

i=1

r∑

j=1

XijYji =

=

q∑

i=1

r∑

j=1

XijyjiI =

q∑

i=1

r∑

j=1

Xijyji,

(12.1)

SPs(Y X) =
r∑

j=1

q∑

i=1

YjiXij =

=

r∑

j=1

q∑

i=1

yjiIXij =

r∑

j=1

q∑

i=1

yjiXij .

(12.2)

Из (12.1) и (12.2) получим требуемое утверждение. �

Лемма 12.3. Пусть D = {Dωρ} ∈ Mns(K), Dωρ ∈
∈Ms(K), ω, ρ = 1, n. Тогда для всех i = 1, n

SPs(DJ i−1) = SPs(J i−1D) =

n−i+1∑

η=1

Dη+i−1,η. (12.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство

SPs(DJ i−1) = SPs(J i−1D)

следует из леммы 12.2, так как для всех i = 1, n, блоки мат-
рицы J i−1 — скалярные матрицы. Докажем второе равенство
в (12.3).
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Для i = 1 имеем J i−1 = I ∈ Mns(K). Поэтому, (12.3)
следует из определения SPs.

Далее, имеем J = {Gρω}nρ,ω=1 ∈ Mns(K), где Gρω = I ∈
∈ Ms(K), если ω = ρ + 1, ρ = 1, n− 1, и Gρω = 0 ∈ Ms(K) в
остальных случаях. Вычислим степени матрицы J . Для всех
j = 1, n− 1, имеем:

J j = {G(j)
ρω}nρ,ω=1 ∈Mns(K),

G(j)
ρω =

{
I ∈Ms(K), если ω = ρ+ j, ρ = 1, n− j,

0 ∈Ms(K), иначе.

(12.4)

Таким образом,

SPs(J jD) =
n∑

ρ=1

n∑

ω=1

G(j)
ρωDωρ =

n−j∑

ρ=1

Dρ+j,ρ.

Заменяя j на i − 1 и ρ на η в последнем равенстве, получим
(12.3). Лемма доказана. �

Опр е д е л е н и е 12.3. Пусть X, Y — блочные матрицы с
блоками размерности s такие, что число (блочных) столбцов
матрицы X совпадает с числом (блочных) строк матрицы Y :

X = {Xij} ∈Mqs,rs(K), Xij ∈Ms(K), i = 1, q, j = 1, r;

Y = {Yjν} ∈Mrs,ts(K), Yjν ∈Ms(K), j = 1, r, ν = 1, t.

Для матриц X и Y определим операцию блочного умножения
по следующему правилу:

Z = X ⋆ Y := {Ziν}, Ziν :=

r∑

j=1

Xij ⊗ Yjν i = 1, q, ν = 1, t.

Имеем Ziν ∈Ms2(K), i = 1, q, ν = 1, t, поэтому

Z := X ⋆ Y ∈Mqs2,ts2(K).

Для удобства будем опускать скобки и писать

P ⋆ RS := P ⋆ (R · S), PR ⋆ S := (P ·R) ⋆ S,
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где P,R, S — матрицы соответствующих размерностей.
Л емма 12.4. Пусть

X = {Xiρ} ∈Mqs,ns(K), Xiρ ∈Ms(K), i = 1, q, ρ = 1, n;

Y = {Yρν} ∈Mns,rs(K), Yρν ∈Ms(K), ρ = 1, n, ν = 1, r.

Тогда для всех j = 0, n− 1,

XJ j ⋆ Y = X ⋆ J jY. (12.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для j = 0 имеем J j = I ∈ Mns(K),
и поэтому (12.5) выполнено.

Пусть j ∈ {1, n− 1}. Обозначим

XJ j =: V (j) = {V (j)
iρ } ∈Mqs,ns(K),

V
(j)
iρ ∈Ms(K), i = 1, q, ρ = 1, n;

J jY =:W (j) = {W (j)
ρν } ∈Mns,rs(K),

W (j)
ρν ∈Ms(K), ρ = 1, n, ν = 1, r.

Тогда в силу (12.4) имеем

V
(j)
iρ =

n∑

η=1

XiηG
(j)
ηρ =

=

{
Xi,ρ−j ∈Ms(K), j + 1 6 ρ 6 n,

0 ∈Ms(K), 1 6 ρ 6 j.

(12.6)

W (j)
ρν =

n∑

ω=1

G(j)
ρωYων =

=

{
Yρ+j,ν ∈Ms(K), 1 6 ρ 6 n− j,

0 ∈Ms(K), n− j + 1 6 ρ 6 n.

(12.7)

Таким образом, по определению 12.3, учитывая (12.6) и (12.7),
имеем

(XJ j ⋆ Y )iν = (V (j) ⋆ Y )iν =

=

n∑

ρ=1

V
(j)
iρ ⊗ Yρν =

n∑

ρ=j+1

Xi,ρ−j ⊗ Yρν ,
(12.8)
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(X ⋆ J jY )iν = (X ⋆W (j))iν =

=
n∑

η=1

Xiη ⊗W (j)
ην =

n−j∑

η=1

Xiη ⊗ Yη+j,ν .
(12.9)

Заменяя ρ на η + j в (12.8), получим, что выражения (12.8) и
(12.9) совпадают. Поэтому, (12.5) выполнено. Лемма доказана.
�

Опр е д е л е н и е 12.4. Для зафиксированного s ∈ N опре-
делим операцию блочного транспонирования T по следующе-
му правилу: если H = {Hij} ∈Mqs,rs(K),Hij ∈Ms(K), i = 1, q,
j = 1, r, тогда

HT := G = {Gji} ∈Mrs,qs(K), Gji := Hij , j = 1, r, i = 1, q.

Лемма 12.5. Выполнены следующие свойства:
1. (HT )T = H.
2. Если X и Y — блочные матрицы с блоками размер-

ности s, существует XY , и блоки матрицы Y — скалярные
матрицы, то есть

X = {Xij} ∈Mqs,rs(K), Xij ∈Ms(K), i = 1, q, j = 1, r;

Y = {Yjσ} ∈Mrs,ts(K), Yjσ = yjσI, yjσ ∈ K, I ∈Ms(K),

j = 1, r, σ = 1, t,

тогда
(XY )T = Y TXT . (12.10)

Эти свойства проверяются непосредственно.
Опр е д е л е н и е 12.5. Пусть X — блочная матрица с бло-

ками размерности s:

X = {Xij} ∈Mqs,rs(K), Xij ∈Ms(K), i = 1, q, j = 1, r.

Введем отображения

VECCRs, VECRRs :Mqs,rs(K) →Ms,qrs(K),
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которые разворачивают матрицу X = {Xij} ∈ Mqs,rs(K) по
блочным столбцам и блочным строкам соответственно в блоч-
ную строку с блоками размерности s :

VECCRsX = [X11, . . . , Xq1, . . . , X1r, . . . , Xqr],

VECRRsX = [X11, . . . , X1r, . . . , Xq1, . . . , Xqr],

и отображения VECRCs, VECCCs : Mqs,rs(K) → Mqrs,s(K),
которые разворачивают матрицу X = {Xij} ∈ Mqs,rs(K) по
блочным столбцам и блочным строкам соответственно в блоч-
ный столбец с блоками размерности s:

VECRCsX =




X11
...

X1r
...

Xq1
...

Xqr




, VECCCsX =




X11
...

Xq1
...

X1r
...

Xqr




.

Следующие равенства очевидны:

VECCRsX = VECRRs (X
T ), (12.11)

(VECRCsX)T = VECCRs (X
T ). (12.12)

Л емма 12.6. Если

X = {Xij} ∈Mqs,rs(K), Xij ∈Ms(K), i = 1, q, j = 1, r,

Y = {Yji} ∈Mrs,qs(K), Yji ∈Ms(K), j = 1, r, i = 1, q,

тогда

SPs(XY ) = VECRRsX ·VECCCsY = (12.13)

= VECCRsX ·VECRCsY. (12.14)

Доказательство вытекает непосредственно из определе-
ний 12.2 и 12.5.
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Лемма 12.7. Пусть

F = {Flα}∈Mns,ms(K), Flα ∈Ms(K), l = 1, n, α = 1,m;

Q = {Qαβ}∈Mms,ks(K), Qαβ ∈Ms(K), α = 1,m, β = 1, k;

H = {Hlβ}∈Mns,ks(K), Hlβ ∈Ms(K), l = 1, n, β = 1, k.

Пусть R = SPs(FQH
T ). Тогда

veccR = VECRRs2(H
T ⋆ F ) · vecc (VECCRsQ). (12.15)

Д ок а з а т е л ь с т в о. Обозначим

FQ =:W = {Wlβ} ∈Mns,ks(K),

Wlβ ∈Ms(K), l = 1, n, β = 1, k.

Тогда Wlβ =
m∑

α=1
FlαQαβ . Поэтому

R = SPs(WHT ) =
n∑

l=1

k∑

β=1

WlβHlβ =

=
n∑

l=1

k∑

β=1

m∑

α=1

FlαQαβHlβ .

(12.16)

Применяя лемму 12.1 к матрицам FlαQαβHlβ для каждого l =

= 1, n, β = 1, k, α = 1,m, получим из (12.16), что

veccR =
n∑

l=1

k∑

β=1

m∑

α=1

((
Hlβ

)T ⊗ Flα

)
· veccQαβ . (12.17)

Обозначим Z := HT ⋆ F . Так как

HT ∈Mks,ns(K), F ∈Mns,ms(K),

то Z ∈Mks2,ms2(K). Имеем

Z = {Zβα}, Zβα ∈Ms2(K), β = 1, k, α = 1,m,
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и матрица Zβα, по определению 12.3, имеет вид

Zβα =

n∑

l=1

(Hlβ)
T ⊗ Flα. (12.18)

По определению

VECRRs2Z =

= [Z11, . . . , Z1m, . . . , Zk1, . . . , Zkm] ∈Ms2,kms2(K). (12.19)

Далее,

vecc(VECCRsQ) =

= vecc [Q11, . . . , Qm1, . . . , Q1k, . . . , Qmk] =

= col (veccQ11, . . . , veccQm1, . . . ,

veccQ1k, . . . , veccQmk) ∈ K
kms2 .

(12.20)

Умножая (12.19) на (12.20) и учитывая (12.18), получим, что
правая часть равенства (12.15) имеет вид

VECRRs2(H
T ⋆ F ) · vecc (VECCRsQ) =

= Z11 · veccQ11 + . . .+ Z1m · veccQm1 + . . .

. . .+ Zk1 · veccQ1k + . . .+ Zkm · veccQmk =

=

k∑

β=1

m∑

α=1

Zβα · veccQαβ =

=

k∑

β=1

m∑

α=1

n∑

l=1

((
Hlβ

)T ⊗ Flα

)
· veccQαβ .

(12.21)

Из (12.17) и (12.21) следует (12.15). Теорема доказана. �
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§ 13. Критерий разрешимости задачи матрично-
го модального управления посредством обрат-
ной связи по выходу
В данном параграфе получен критерий разрешимо-
сти задачи матричного модального управления по-
средством обратной связи по выходу [146].

По системе (11.6), (11.7) построим блочные матрицы B ∈
∈Mns,ms(K), C ∈Mns,ks(K) (где 0 ∈Ms(K)):

B =




0 . . . 0
...

...
0 . . . 0
Bp1 . . . Bpm

...
...

Bn1 . . . Bnm




, C =




C11 . . . C1k
...

...
Cp1 . . . Cpk

0 . . . 0
...

...
0 . . . 0




. (13.1)

Т е о р ем а 13.1. Для системы (11.6), (11.7) разрешима
задача матричного модального управления посредством ли-
нейной статической обратной связи по выходу (11.8) тогда
и только тогда, когда для любых матриц Γi ∈Ms(K), i = 1, n,
существует матрица Q ∈ Mms,ks(K) такая, что выполнены
следующие равенства:

Γi = Ai − SPs(J i−1BQCT ), i = 1, n. (13.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть заданы матрицы Γi ∈Ms(K),
i = 1, n. Требуется построить матрицу

Q = {Qαβ} ∈Mms,ks(K), Qαβ ∈Ms(K), α = 1,m, β = 1, k,

такую, что замкнутая система (11.9) имеет вид (11.10).
Система (11.9) может быть записана в виде

x(n) +A1x
(n−1) + . . .+Anx−∆ = 0, (13.3)

где

∆ =

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=p

p∑

ν=1

BlαQαβCνβx
(n−l+ν−1). (13.4)
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Заменим в (13.4) индекс суммирования ν на i = l − ν + 1. Так
как ν изменяется от 1 до p, то i изменяется от l − p + 1 до l.
Поэтому

∆ =
m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=p

l∑

i=l−p+1

BlαQαβCl+1−i,βx
(n−i).

Если i ∈ {1, l − p}, то l+1−i > p+1, следовательно, Cl+1−i,β =
= 0. Поэтому

∆ =

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=p

l∑

i=1

BlαQαβCl+1−i,βx
(n−i).

Если l ∈ {1, p− 1}, то Blα = 0, следовательно,

∆ =

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

l=1

l∑

i=1

BlαQαβCl+1−i,βx
(n−i).

Поменяем порядок суммирования: заменим
n∑

l=1

l∑
i=1

на
n∑

i=1

n∑
l=i

;

тогда получим

∆ =

m∑

α=1

k∑

β=1

n∑

i=1

n∑

l=i

BlαQαβCl+1−i,βx
(n−i). (13.5)

Построим матрицу D = BQCT . Тогда D = {Dωρ} ∈ Mns(K),
Dωρ ∈Ms(K), ω, ρ = 1, n, и согласно построению

Dωρ =

m∑

α=1

k∑

β=1

BωαQαβCρβ . (13.6)

Используя лемму 12.3, равенство (13.6), и заменяя переменную
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суммирования l = η + i− 1, получаем

SPs(J i−1D) =

n−i+1∑

η=1

Dη+i−1,η =

=

n−i+1∑

η=1

m∑

α=1

k∑

β=1

Bη+i−1,αQαβCηβ =

=
n∑

l=i

m∑

α=1

k∑

β=1

BlαQαβCl+1−i,β .

(13.7)

Из (13.5) и (13.7) следует, что

∆ =
n∑

i=1

SPs(J i−1D)x(n−i). (13.8)

Подставляя (13.8) в (13.3), получаем, что замкнутая система
имеет вид

x(n) +
n∑

i=1

(
Ai − SPs(J i−1BQCT )

)
x(n−i) = 0. (13.9)

Система (13.9) совпадает с системой (11.10) тогда и только
тогда, когда выполнены равенства (13.2). Теорема доказана.
�

Зам е ч а н и е 13.1. В силу леммы 12.3 равенства (13.2)
равносильны равенствам

Γi = Ai − SPs(BQC
T J i−1), i = 1, n.

Равенства (13.2) представляют собой систему линейных
уравнений относительно коэффициентов матрицы Q. Выяс-
ним условия разрешимости этой системы.

Рассмотрим матрицы

CT ⋆ B, CT ⋆ JB, . . . , CT ⋆ J n−1B.



§ 13. Критерий разрешимости задачи 119

Имеем CT ∈Mks,ns(K), B ∈Mns,ms(K), следовательно,

CT ⋆ J i−1B ∈Mks2,ms2(K)

для всех i = 1, n. Построим матрицы

VECRRs2(C
T ⋆ J i−1B) ∈Ms2,kms2(K), i = 1, n,

и матрицу

Θ =




VECRRs2(C
T ⋆ B)

VECRRs2(C
T ⋆ JB)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
VECRRs2(C

T ⋆ J n−1B)


 ∈Mns2,kms2(K). (13.10)

Т е о р ем а 13.2. Для системы (11.6), (11.7) разрешима
задача матричного модального управления посредством ли-
нейной статической обратной связи по выходу (11.8) тогда
и только тогда, когда

rankΘ = ns2. (13.11)

Д ок а з а т е л ь с т в о. Применим отображение vecc к ра-
венствам (13.2), а лемму 12.7 — к матрицам F = J i−1B, H =
= C. Тогда для всех i = 1, n равенства (13.2) примут вид

vecc (Ai − Γi) =

= VECRRs2(C
T ⋆ J i−1B) · vecc (VECCRsQ).

(13.12)

Обозначим

v := vecc (VECCRsQ) ∈ K
kms2 ,

w := col
(
vecc (A1 − Γ1), . . . , vecc (An − Γn)

)
∈ K

ns2 . (13.13)

Тогда системы (13.12) можно записать в виде

Θv = w. (13.14)

Условие (13.11) равносильно разрешимости системы (13.14)
относительно v для любых матриц Γi ∈ Ms(K), i = 1, n, и,
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следовательно, разрешимости задачи матричного модального
управления для системы (11.6), (11.7) посредством линейной
статической обратной связи по выходу (11.8). В частности, си-
стема (13.14) имеет решение

v = ΘT (ΘΘT )−1w. (13.15)

Искомая матрица Q может быть найдена из равенства

Q = VECCR−1
s (vecc−1v). (13.16)

Теорема доказана. �

Зам е ч а н и е 13.2. В силу леммы 12.4, в формуле (13.10)
матрицы CT ⋆J i−1B можно заменить на матрицы CTJ i−1⋆B,
i = 1, n.

З ам е ч а н и е 13.3. Теорема 13.2 является аналогом пре-
дложения 10.1 для задачи матричного модального управления
посредством линейной статической обратной связи по выходу.

З ам е ч а н и е 13.4. Заметим, что условие mk > n явля-
ется необходимым для (13.11).

§ 14. Достаточные условия разрешимости задачи
скалярного модального управления посредством
обратной связи по выходу

В данном параграфе получены достаточные условия
разрешимости задачи скалярного модального управле-
ния посредством обратной связи по выходу [146].

Рассмотрим сиcтему (11.10). Обозначим

Γ = [Γ1, . . . ,Γn] ∈Ms,ns(K).

Построим матричный характеристический полином системы
(11.10):

Υ(Γ;λ) = Iλn + Γ1λ
n−1 + . . .+ Γn.

Здесь λ ∈ K, Υ(Γ;λ) ∈ Ms(K). По системе (11.10) построим
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большую систему в «блочной форме Фробениуса»:

ż = Φz, z ∈ K
ns,

Φ = Φ(Γ) =




0 I 0 . . . 0
0 0 I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . I
−Γn −Γn−1 −Γn−2 . . . −Γ1



.

(14.1)

Обозначим через χ(Φ;λ) характеристический многочлен мат-
рицы системы (14.1), то есть χ(Φ;λ) = det(λI − Φ). Справед-
лива следующая теорема [79, теорема 1.1].

Т е о р ем а 14.1. detΥ(Γ;λ) = χ(Φ;λ).

Докажем следующую теорему.
Т е о р ем а 14.2. Для любых чисел δi ∈ K, i = 1, ns, суще-

ствуют матрицы Γj ∈Ms(K), j = 1, n, такие, что выполне-
но равенство

χ(Φ(Γ);λ) = λns + δ1λ
ns−1 + δ2λ

ns−2 + . . .+ δns. (14.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть заданы числа δi ∈ K, i =
= 1, ns. Построим матрицы Γj ∈ Ms(K), j = 1, n, следующим
образом: для j = 1, n− 1 положим

Γj =




δj 0 . . . 0
δn+j 0 . . . 0

...
...

...
δ(s−1)n+j 0 . . . 0


 ;

для j = n положим

Γn =




δn −1 0 . . . 0
δ2n 0 −1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

δ(s−1)n 0 0 . . . −1
δsn 0 0 . . . 0



.
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Тогда

Υ(Γ;λ) =




ζ1 −1 0 . . . 0
ζ2 λn −1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

ζn−1 0 0 . . . −1
ζn 0 0 . . . λn



,

где

ζ1 = λn + δ1λ
n−1 + δ2λ

n−2 + . . .+ δn,

ζ2 = δn+1λ
n−1 + δn+2λ

n−2 + . . .+ δ2n, . . . ,

ζn−1 = δ(s−2)n+1λ
n−1 + δ(s−2)n+2λ

n−2 + . . .+ δ(s−1)n,

ζn = δ(s−1)n+1λ
n−1 + δ(s−1)n+2λ

n−2 + . . .+ δsn.

Вычисляя определитель матрицы Υ(Γ;λ) разложением по пер-
вому столбцу, получаем

detΥ(Γ;λ) =

= (λn + δ1λ
n−1 + δ2λ

n−2 + . . .+ δn)λ
n(s−1) +

+ (δn+1λ
n−1 + δn+2λ

n−2 + . . .+ δ2n)λ
n(s−2) + . . .

. . .+ (δ(s−1)n+1λ
n−1 + . . .+ δsn).

(14.3)

Из (14.3) и теоремы 14.1 следует (14.2). Теорема доказана. �

Те о р ем а 14.3. Если для системы (11.6), (11.7) разреши-
ма задача матричного модального управления посредством
линейной статической обратной связи по выходу (11.8), то
для системы (11.6), (11.7) разрешима задача скалярного мо-
дального управления посредством линейной статической об-
ратной связи по выходу (11.8).

Теорема 14.3 вытекает из теоремы 14.2.
Т е о р ем а 14.4. Если rankΘ = ns2, то для системы

(11.6), (11.7) разрешима задача скалярного модального управ-
ления посредством линейной статической обратной связи по
выходу (11.8).

Теорема 14.4 следует из теоремы 13.2 и теоремы 14.3.
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Зам е ч а н и е 14.1. Теорема 14.4 является аналогом пре-
дложения 10.2 для задачи скалярного модального управления
посредством линейной статической обратной связи по выходу.

З ам е ч а н и е 14.2. Условие rankΘ = ns2 в теореме 14.4
является только достаточным, но не необходимым (как в пред-
ложении 10.2). Покажем это. Пусть s = 2, n = 3, m = k = p =
= 2, Ai = 0 ∈M2(K), i = 1, 2, 3, B21 = B32 = C11 = I ∈M2(K),

B22 = B31 = C12 = C21 = 0 ∈ M2(K), C22 =

[
1 0
0 0

]
. Построим

матрицу (13.10), получим

Θ =




0 0 0 0 I 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0 I 0
0 I 0 0 0 0 0 0
0 0 I 0 0 0 0 0
0 0 0 I 0 0 0 0



∈M12,16(K),

где 0 ∈M2(K), I ∈M2(K). Следовательно, rankΘ = 10 < 12 =
= ns2, то есть условие (13.11) не выполнено. Докажем, что за-
дача скалярного модального управления посредством линей-
ной статической обратной связи по выходу разрешима. Пусть
заданы произвольные числа δi ∈ K, i = 1, 6. Построим матри-
цу обратной связи

Q =

[
Q11 Q12

Q21 Q22

]
∈M4(K), Q11 =

[
−δ2 0
−δ5 0

]
, Q12 =

[
−δ1 0
−δ4 0

]
,

Q21 =

[
−δ3 1
−δ6 0

]
, Q22 =

[
0 0
0 0

]
.

Замкнутая система (11.9) примет вид

x′′′ + Γ1x
′′ + Γ2x

′ + Γ3x = 0,

где матрицы Γj (согласно доказательству теоремы 13.1) имеют
вид

Γ1 = −SPs(BQC
T ),

Γ2 = −SPs(JBQCT ),

Γ3 = −SPs(J 2BQCT ).

(14.4)
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Вычисляя (14.4), получим, что

Γ1 =

[
δ1 0
δ4 0

]
, Γ2 =

[
δ2 0
δ5 0

]
, Γ3 =

[
δ3 −1
δ6 0

]
,

Следовательно,

Υ(Γ;λ) =

[
λ3 + δ1λ

2 + δ2λ+ δ3 −1
δ4λ

2 + δ5λ+ δ6 λ3

]
.

Вычисляя detΥ(Γ;λ) и используя теорему 14.1, получим, что

χ(Φ(Γ);λ) = λ6 +

6∑

i=1

δiλ
6−i,

что и требовалось доказать.

§ 15. Частные случаи
В данном параграфе получены критерии разрешимо-
сти задачи матричного модального управления и до-
статочные условия разрешимости задачи скалярно-
го модального управления, когда блоки матрицы B и
(или) C являются скалярными матрицами [146].

Блоки матрицы C — скалярные матрицы.
Предположим, что блоки матрицы C — скалярные мат-

рицы, то есть

C = {Cνβ} ∈Mns,ks(K),

Cνβ = cνβI, cνβ ∈ K, I ∈Ms(K), ν = 1, n, β = 1, k,

cνβ = 0, ν = p+ 1, n, β = 1, k.

(15.1)

Тогда
CT = CT . (15.2)

Применяя лемму 12.2 к матрицам X = J i−1BQ, Y = CT ,
получим

SPs(J i−1BQCT ) = SPs (C
T J i−1BQ). (15.3)
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В силу (12.13)

SPs(C
T J i−1BQ) = VECRRs(C

T J i−1B) ·VECCCsQ. (15.4)

Учитывая (15.2), (15.3), (15.4), можно записать систему (13.2)
относительно коэффициентов матрицы Q в следующем виде:

Ω · V =W. (15.5)

Здесь

Ω :=




VECRRs(C
TB)

VECRRs(C
TJB)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
VECRRs(C

TJ n−1B)


 ∈Mns,kms(K), (15.6)

W := col (A1 − Γ1, . . . , An − Γn) ∈Mns,s(K), (15.7)

V := VECCCsQ ∈Mkms,s(K).

Система (15.5) разрешима относительно V для любых матриц
Γi ∈Ms(K), i = 1, n, тогда и только тогда, когда

rankΩ = ns. (15.8)

В частности система (15.5) имеет решение

V = ΩT (ΩΩT )−1W. (15.9)

Искомая матрица Q может быть найдена из равенства

Q = VECCC−1
s V. (15.10)

Таким образом, доказана следующая теорема.
Т е о р ем а 15.1. Пусть блоки матрицы C — скалярные

матрицы. Тогда для системы (11.6), (11.7) разрешима зада-
ча матричного модального управления посредством линейной
статической обратной связи по выходу (11.8) в том и только
в том случае, если выполнено соотношение (15.8).

Сл е д с т в и е 15.1. Пусть блоки матрицы C — скаляр-
ные матрицы. Тогда для системы (11.6), (11.7) разрешима за-
дача скалярного модального управления посредством линей-
ной статической обратной связи по выходу (11.8), если вы-
полнено соотношение (15.8).
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Следствие 15.1 вытекает из теоремы 15.1 и теоремы 14.3.
З ам е ч а н и е 15.1. Заметим, что условие mk > n явля-

ется необходимым для соотношения (15.8).

З ам е ч а н и е 15.2. Условие (15.8) в следствии 15.1 яв-
ляется достаточным, но не необходимым. Покажем это. Пусть
s = 2, n = 3, m = k = p = 2, Ai = 0 ∈ M2(K), i = 1, 2, 3,
B32 = C11 = C22 = I ∈ M2(K), B22 = B31 = C12 = C21 = 0 ∈
∈M2(K), B21 =

[
0 0
0 1

]
. Построив матрицу (15.6), получим

Ω =




0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0



∈M6,8(K).

Следовательно, rankΘ = 5 < 6 = ns, то есть условие (15.8)
не выполнено. Докажем, что задача скалярного модального
управления посредством линейной статической обратной свя-
зи по выходу разрешима. Пусть заданы произвольные числа
δi ∈ K, i = 1, 6. Построим матрицу обратной связи

Q =

[
Q11 Q12

Q21 Q22

]
∈M4(K), Q11 =

[
0 0
0 0

]
, Q12 =

[
0 0

−δ4 −δ1

]
,

Q21 =

[
0 1

−δ6 −δ3

]
, Q22 =

[
0 0

−δ5 −δ2

]
.

Замкнутая система (11.9) имеет вид

x′′′ + Γ1x
′′ + Γ2x

′ + Γ3x = 0,

где матрицы Γj (согласно доказательству теоремы 13.1) имеют
вид

Γ1 = −SPs(BQC
T ),

Γ2 = −SPs(JBQCT ),

Γ3 = −SPs(J 2BQCT ).

(15.11)

Вычисляя (15.11), получим, что

Γ1 =

[
0 0
δ4 δ1

]
, Γ2 =

[
0 0
δ5 δ2

]
, Γ3 =

[
0 −1
δ6 δ3

]
.
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Следовательно,

Υ(Γ;λ) =

[
λ3 −1

δ4λ
2 + δ5λ+ δ6 λ3 + δ1λ

2 + δ2λ+ δ3

]
.

Вычисляя detΥ(Γ;λ) и используя теорему 14.1, получим, что

χ(Φ(Γ);λ) = λ6 +

6∑

i=1

δiλ
6−i,

что и требовалось доказать.

З ам е ч а н и е 15.3. Пусть m = 1, p = n, k = n и C =

= I ∈ Mns(K). Следовательно, B = col (0, . . . , 0, B̂) ∈ Mns,s(K)
(0 ∈ Ms(K)) и система (11.6), (11.7), (11.8) совпадает с (10.7),

(10.8), где B1 = B̂. Построив матрицу (15.6), получим

Ω =




0 0 . . . 0 B̂

0 0 . . . B̂ 0
...

...
...

...

0 B̂ . . . 0 0

B̂ 0 . . . 0 0



.

Условие (15.8) эквивалентно условию rank B̂ = s, то есть

det B̂ 6= 0. Поэтому, теорема 15.1 совпадает с предложени-
ем 10.1, и следствие 15.1 совпадает с предложением 10.2. Та-
ким образом, теорема 15.1 и следствие 15.1 обобщают предло-
жения 10.1 и 10.2 на системы с неполной обратной связью.

Блоки матрицы B — скалярные матрицы.
Предположим, что блоки матрицы B — скалярные мат-

рицы, то есть

B = {Blα} ∈Mns,ms(K),

Blα = blαI, blα ∈ K, I ∈Ms(K), l = 1, n, α = 1,m,

blα = 0, l = 1, p− 1, α = 1,m.

(15.12)

Тогда для всех i = 1, n блоки матрицы J i−1B — тоже скаляр-
ные матрицы. Следовательно,

(J i−1B)T = (J i−1B)T . (15.13)
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Применяя лемму 12.2 к матрицам X = QCT , Y = J i−1B,
получим

SPs(J i−1BQCT ) = SPs(QC
T J i−1B). (15.14)

В силу (12.14),

SPs(QC
T J i−1B) = VECCRsQ ·VECRCs(C

T J i−1B). (15.15)

Учитывая равенства (15.14), (15.15), можно переписать
систему (13.2) относительно коэффициентов матрицы Q в сле-
дующем виде:

X · Ξ = Y. (15.16)

Здесь

Ξ :=
[
VECRCs(C

T B), . . . ,VECRCs(C
T J n−1B)

]
∈

∈Mmks,ns(K),
(15.17)

Y := [A1 − Γ1, . . . , An − Γn] ∈Ms,ns(K), (15.18)

X := VECCRsQ ∈Ms,mks(K).

Система (15.16) разрешима относительно X для любых
матриц Γi ∈ Ms(K), i = 1, n, тогда и только тогда, когда
rankΞ = ns. В частности система (15.16) имеет решение

X = Y (ΞTΞ)−1ΞT . (15.19)

Искомая матрица Q может быть найдена из равенства

Q = VECCR−1
s X. (15.20)

Запишем систему (15.16) в виде

ΞT ·XT = Y T .

Рассмотрим матрицу

ΞT =




[
VECRCs(C

T B)
]T

[
VECRCs(C

T JB)
]T

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[
VECRCs(C

T J n−1B)
]T


 ∈Mns,mks(K). (15.21)
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Для всех i = 1, n, из (12.12) имеем

[
VECRCs(C

T J i−1B)
]T

= VECCRs

(
(CT J i−1B)T

)
. (15.22)

В силу (12.11)

VECCRs

(
(CT J i−1B)T

)
=

= VECRRs

((
(CT J i−1B)T

)T )
. (15.23)

В силу (15.13)

(CT J i−1B)T = (J i−1B)T (CT )T = (J i−1B)T (CT )T . (15.24)

В силу (12.10)

(J i−1B)T (CT )T = (CTJ i−1B)T . (15.25)

Из (15.24), (15.25) и утверждения 1 леммы 12.5 следует, что

(
(CT J i−1B)T

)T
=
(
(CTJ i−1B)T

)T
= CTJ i−1B. (15.26)

Из (15.22), (15.23) и (15.26) следует, что матрица (15.21) имеет
вид

ΞT =




VECRRs(C
TB)

VECRRs(C
TJB)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
VECRRs(C

TJ n−1B)


 ∈Mns,mks(K),

то есть матрица ΞT совпадает с (15.6). Таким образом, дока-
зана следующая теорема.

Т е о р ем а 15.2. Пусть блоки матрицы B — скалярные
матрицы. Тогда для системы (11.6), (11.7) разрешима зада-
ча матричного модального управления посредством линейной
статической обратной связи по выходу (11.8) в том и только
в том случае, если выполнено (15.8).

Сл е д с т в и е 15.2. Пусть блоки матрицы B — скаляр-
ные матрицы. Тогда для системы (11.6), (11.7) разрешима за-
дача скалярного модального управления посредством линей-
ной статической обратной связи по выходу, если выполнено
(15.8).
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Следствие 15.2 вытекает из теоремы 15.2 и теоремы 14.3.

З ам е ч а н и е 15.4. Условие (15.8) в следствии 15.2 явля-
ется только достаточным, но не необходимым. Покажем это.
Рассмотрим пример в замечании 14.2. В этом примере блоки
матрицы B — скалярные матрицы. Построив матрицу (15.6),
получим

Ω =




0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0



∈M6,8(K).

Следовательно, rankΩ = 5 < 6 = ns, то есть условие (15.8)
не выполнено. Однако как показано в замечании 14.2, зада-
ча скалярного модального управления системы посредством
обратной связи по выходу разрешима.

Блоки матриц B и C — скалярные матрицы.
Пусть блоки матриц B и C — скалярные матрицы, то есть

матрицы (13.1) имеют вид (15.1), (15.12). Обозначим

B0 = {biα} ∈Mn,m(K), C0 = {ciβ} ∈Mn,k(K),

i = 1, n, α = 1,m, β = 1, k.

Тогда

B = B0 ⊗ I, C = C0 ⊗ I, I ∈Ms(K). (15.27)

Согласно свойствам кронекеровского произведения для
всех i = 1, n имеем

VECRRs(C
TJ i−1B) =

= VECRRs

(
(CT

0 ⊗ I)(J i−1 ⊗ I)(B0 ⊗ I)
)
=

= VECRRs

(
(CT

0 J
i−1B0)⊗ I

)
=
(
vecr (CT

0 J
i−1B0)

)
⊗ I.
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Поэтому матрица (15.6) имеет вид

Ω =




(
vecr (CT

0 B0)
)
⊗ I(

vecr (CT
0 JB0)

)
⊗ I

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
vecr (CT

0 J
n−1B0)

)
⊗ I



= P ⊗ I,

где

P =




vecr (CT
0 B0)

vecr (CT
0 JB0)

. . . . . . . . . . . . . . .
vecr (CT

0 J
n−1B0)


 ∈Mn,km(K).

Так как rank (X ⊗Y ) = rankX · rankY , получим, что rankΩ =
= ns тогда и только тогда, когда rankP = n. Это условие
равносильно линейной независимости матриц

CT
0 B0, CT

0 JB0, . . . , CT
0 J

n−1B0. (15.28)

Поэтому из теоремы 15.1 вытекает следующая теорема.
Т е о р ем а 15.3. Пусть блоки матриц B и C — скаляр-

ные матрицы, то есть матрицы B и C имеют вид (15.27).
Тогда для системы (11.6), (11.7) разрешима задача матрич-
ного модального управления посредством линейной статиче-
ской обратной связи по выходу (11.8) в том и только в том
случае, если матрицы (15.28) линейно независимы.

Сл е д с т в и е 15.3. Пусть блоки матриц B и C — ска-
лярные матрицы, то есть матрицы B, C имеют вид (15.27).
Тогда для системы (11.6), (11.7) разрешима задача скалярного
модального управления посредством линейной статической
обратной связи по выходу (11.8), если матрицы (15.28) ли-
нейно независимы.

Следствие 15.3 вытекает из теоремы 15.3 и теоремы 14.3.
З ам е ч а н и е 15.5. Утверждение, обратное к следствию

15.3, неверно в общем случае. Покажем это ниже в приме-
ре 15.1.

Прим е р 15.1. Здесь мы докажем, что утверждение, об-
ратное к следствию 15.3, неверно в общем случае. Пусть K =
= C, s = 2, n = 4, m = 1, k = 4, p = 4, Ai = 0 ∈ M2(K),
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i = 1, 4,

B0 =



0
0
0
1


 , C0 =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


 .

Имеем CT
0 JB0 = 0 ∈M4,1(K), следовательно, матрицы (15.28)

линейно зависимы. Покажем, что задача скалярного модаль-
ного управления для этой системы посредством линейной ста-
тической обратной связи по выходу разрешима. Пусть заданы
произвольные числа δi ∈ C, i = 1, 8. Пусть Q = {Qαβ} ∈
∈Mms,ks(K) имеет вид

Q = [Q11 Q12 Q13 Q14] ∈M2,8(K), Q1β =

[
ρβ ηβ
ξβ ωβ

]
,

β = 1, 4.

Замкнутая система (11.9) имеет вид

x′′′′ + Γ1x
′′′ + Γ2x

′′ + Γ3x
′ + Γ4x = 0,

где матрицы Γi (согласно доказательству теоремы 13.1) имеют
вид (13.2). Вычисляя (13.2), получим

Γ1 = −Q14, Γ2 = 0 ∈M2(K), Γ3 = −Q12, Γ4 = −Q11.

Таким образом, имеем

Υ(Γ;λ) =

[
λ4 − ρ4λ

3 − ρ2λ− ρ1 −η4λ3 − η2λ− η1
−ξ4λ3 − ξ2λ− ξ1 λ4 − ω4λ

3 − ω2λ− ω1

]
.

Требуется построить ρi, ηi, ξi, ωi, i = 1, 2, 4, такие, что

detΥ(Γ;λ) = λ8 +

8∑

i=1

δiλ
n−i. (15.29)

Положим ξ1 := 1, ξ2 := 0, ξ4 := 0, ρ1 := 0. Вычисляя
detΥ(Γ;λ), получим

detΥ(Γ;λ) = λ8 − (ρ4 + ω4)λ
7 + ρ4ω4λ

6 − (ρ2 + ω2)λ
5 +
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+ (ρ2ω4 + ρ4ω2 − ω1)λ
4 + (ρ4ω1 − η4)λ

3 + ρ2ω2λ
2 +

+ (ρ2ω1 − η2)λ− η1.

Равенство (15.29) выполнено тогда и только тогда, когда вы-
полнены следующие равенства:

−(ρ4 + ω4) = δ1, ρ4ω1 − η4 = δ5,

ρ4ω4 = δ2, ρ2ω2 = δ6,

−(ρ2 + ω2) = δ3, ρ2ω1 − η2 = δ7,

ρ2ω4 + ρ4ω2 − ω1 = δ4, −η1 = δ8.

(15.30)

Задача скалярного модального управления разрешима, если
система нелинейных уравнений (15.30) разрешима для произ-
вольных чисел δ1, . . . , δ8. Очевидно, что система (15.30) разре-
шима. Действительно, из первого и второго уравнений систе-
мы (15.30) найдем ρ4 и ω4, а именно,

ρ4, ω4 =

(
−δ1 ±

√
δ21 − 4δ2

)/
2. (15.31)

Из третьего и шестого уравнений системы (15.30) найдем ρ2 и
ω2, а именно,

ρ2, ω2 =

(
−δ3 ±

√
δ23 − 4δ6

)/
2. (15.32)

Подставляя (15.31) и (15.32) в четвертое уравнение (15.30),
найдем

ω1 = ρ2ω4 + ρ4ω2 − δ4. (15.33)

Подставляя (15.31), (15.32) и (15.33) в пятое и седьмое урав-
нения (15.30), найдем

η4 = ρ4ω1 − δ5, η2 = ρ2ω1 − δ7.

Наконец, η1 = −δ8. Таким образом, задача скалярного модаль-
ного управления разрешима.

З ам е ч а н и е 15.6. Аналогичные примеры могут быть
построены для любого n > 4. Это может быть доказано индук-
цией. Если s > 3, то построение соответствующих примеров
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сильно затруднено. Для n 6 3 (для любого s) такие примеры
не могут быть построены ни для K = C, ни для K = R. Это
может быть доказано перебором. Поэтому для n 6 3 обратное
утверждение к следствию 15.3 верно. Строгое доказательство
этого утверждения здесь не приводится.

З ам е ч а н и е 15.7. Пример 15.1 неприменим для K =
= R, так как в силу (15.31) и (15.32) коэффициенты матриц
Qαβ , вообще говоря, комплексные, даже если δi ∈ R. Вопрос о
построении аналогичного примера для случая K = R и n > 4
остается открытым.

З ам е ч а н и е 15.8. Пусть s = 1. Тогда B = B0, C =
= C0 и задача матричного модального управления совпадает
с задачей скалярного модального управления. В этом случае
утверждение обратное к следствию 15.3 верно (в силу теоремы
15.3) и теорема 15.3 совпадает с теоремой 11.1. Таким образом,
теорема 15.3 и более общие теоремы 15.2, 15.1, 13.2 обобщают
теорему 11.1 на случай s > 1.

§ 16. Об одном свойстве системы, для которой
разрешима задача матричного модального упра-
вления

В данном параграфе доказано одно свойство системы,
для которой разрешима задача матричного модально-
го управления [146].

Условие разрешимости задачи матричного модального
управления (посредством линейной статической обратной свя-
зи по состоянию или по выходу) является достаточным для
разрешимости задачи скалярного модального управления (те-
орема 14.2), но не является необходимым (см. замечания 10.1 и
14.2). Возможность матричного модального управления явля-
ется достаточно консервативным и отличается от свойства ска-
лярного модального управления. Действительно, решая зада-
чу матричного модального управления, можно назначить ns2

коэффициентов матриц Γj , j = 1, n, а в случае задачи скаляр-
ного модального управления — ns коэффициентов характери-
стического многочлена (14.2). Эти свойства совпадают, если
s = 1.
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Условие mk > n является необходимым для матрично-
го модального управления посредством линейной статической
обратной связи по выходу (замечание 13.4). Действительно,
если mk < n, тогда количество mks2 коэффициентов мат-
рицы Q обратной связи в (11.8) меньше, чем количество ns2

коэффициентов матриц Γj , j = 1, n, которое следует назна-
чить, и в таком случае произвольное назначение невозможно.
Можно сравнить полученные здесь результаты с результата-
ми Wang [129], где условие mk > n также является необхо-
димым для разрешимости обычной задачи модального управ-
ления посредством линейной статической обратной связи по
выходу для системы (11.4). Однако, прямая связь между ре-
зультатами, представленными здесь, и результатами Wang от-
сутствует.

Свойство матричного модального управления является
более сильным, чем свойство скалярного модального управле-
ния. В частности, оно позволяет назначить не только собствен-
ные значения замкнутой системы, но и собственные векторы
с высокой степенью свободы. Задача одновременного назначе-
ния спектра собственных значений вместе с собственными век-
торами является одной из важных задач теории управления
спектром собственных значений. Приведем, к примеру, одно
свойство систем, для которых разрешима задача матричного
модального управления.

Т е о р ем а 16.1. Для любых различных λξ ∈ R, ξ = 1, ns,
и любых линейно независимых векторов h1, . . . , hs ∈ R

s су-
ществуют матрицы Γj ∈ Ms(R), j = 1, n, такие, что общее
решение системы (11.10) имеет вид

x = C1h1 exp(λ1t) + C2h2 exp(λ2t) + . . .

+ Cshs exp(λst) + Cs+1h1 exp(λs+1t) + . . .

+ C2shs exp(λ2st) + . . .

+ C(n−1)s+1h1 exp(λ(n−1)s+1t) + . . .

+ Cnshs exp(λnst).

(16.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть заданы различные λξ ∈ R,
ξ = 1, ns, и линейно независимые векторы h1, . . . , hs ∈ R

s.
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Построим S := [h1, . . . , hs] ∈Ms(R). Тогда detS 6= 0. Положим

N1 := diag {λ1, . . . , λs},
N2 := diag {λs+1, . . . , λ2s}, . . . ,

Nn := diag {λ(n−1)s+1, . . . , λns}.
(16.2)

Тогда матрицы Nj , j = 1, n, коммутируют. Построим

L1 := SN1S
−1, . . . , Ln := SNnS

−1. (16.3)

Тогда Lj , j = 1, n, также коммутируют. Пусть

(λI−L1)(λI−L2) · · · (λI−Ln) =: Iλn+Γ1λ
n−1+. . .+Γn, (16.4)

то есть Γ1 := −(L1 + . . . + Ln), . . . , Γn := (−1)nL1 · . . . · Ln.
Тогда матрицы Γj ∈Ms(R), j = 1, n, являются требуемыми.

Действительно, покажем, что вектор-функция xj,i(t) =
= hi exp(λ(j−1)s+it) — это решение системы (11.10) для всякого

j = 1, n и i = 1, s. Из (16.3) следует LjS = SNj , j = 1, n. Тогда
из (16.2) следует

Ljhi = λ(j−1)s+ihi ∀j = 1, n ∀i = 1, s. (16.5)

Из (16.4) вытекает

x(n) + Γ1x
(n−1) + . . .+ Γnx =

=

(
d

dt
− L1

)(
d

dt
− L2

)
. . .

(
d

dt
− Ln

)
x. (16.6)

Кроме того, операторы в правой части (16.6) коммутируют.

Пусть оператор

(
d

dt
− Lj

)
в правой части (16.6) перемещен в

крайнее правое положение. Имеем

(
d

dt
− Lj

)
xj,i(t) =

=

(
d

dt
− Lj

)
hi exp(λ(j−1)s+it) =



§ 17. Примеры 137

= (λ(j−1)s+ihi − Ljhi) exp(λ(j−1)s+it) = 0

в силу (16.5). Поэтому, в силу (16.6) xj,i(t) — решение (11.10)
для всех j = 1, n и i = 1, s.

Так как все λξ, ξ = 1, ns, различны, то вектор-функции
xj,i(t), j = 1, n, i = 1, s, линейно независимы. Следователь-
но, формула (16.1) задает общее решение системы (11.10), что
доказывает требуемое утверждение. �

Зам е ч а н и е 16.1. Условие теоремы 16.1, что все λξ
различны, может быть ослаблено до условия, что все вектор-
функции xj,i(t) линейно независимы.

З ам е ч а н и е 16.2. Решая задачу матричного модаль-
ного управления, можно также получить другие свойства за-
мкнутой системы. Задача матричного модального управления
недостаточно изучена. Её исследование было начато в работе
[146]. Изучение свойств систем, для которых разрешима зада-
ча матричного модального управления, может служить пред-
метом дальнейших исследований.

§ 17. Примеры

Приведены примеры, иллюстрирующие теоремы 13.2,
15.1, 15.2 [146].

Прим е р 17.1. Пусть K = R, n = 3, m = k = p = s = 2,
матрицы системы (11.6), (11.7) имеют вид

A1 =

[
−1 0
0 1

]
, A2 =

[
1 0
1 1

]
, A3 =

[
−1 0
0 −1

]
, (17.1)

B21 =

[
1 0
0 −1

]
, B22 =

[
0 1
1 −1

]
,

B31 =

[
0 1
1 0

]
, B32 =

[
−1 0
0 1

]
,

(17.2)

C11 =

[
−1 0
0 1

]
, C12 =

[
1 −1
0 1

]
,

C21 =

[
1 0
0 −1

]
, C22 =

[
1 0
−1 1

]
.

(17.3)
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Построим матрицы (13.1):

B =




0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1
0 −1 1 −1
0 1 −1 0
1 0 0 1



, C =




−1 0 1 −1
0 1 0 1
1 0 1 0
0 −1 −1 1
0 0 0 0
0 0 0 0



.

Построим матрицы CT ⋆ B, CT ⋆ JB, CT ⋆ J 2B, получим:

CT ⋆ B =

[
S11 S12

S21 S22

]
,

S11 =



1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 , S12 =



0 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 1


 ,

S21 =



1 0 −1 0
0 −1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 −1


 , S22 =



0 1 0 −1
1 −1 −1 1
0 0 0 1
0 0 1 −1


 ,

CT ⋆ JB =

[
T11 T12
T21 T22

]
,

T11 =



−1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 −1


 , T12 =



−1 −1 0 0
−1 2 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −2


 ,

T21 =




1 1 0 −1
1 −1 −1 0
−1 0 1 1
0 1 1 −1


 , T22 =



−1 1 1 0
1 0 0 −1
0 −1 −1 1
−1 1 1 0


 ,

CT ⋆ J 2B =

[
U11 U12

U21 U22

]
,

U11 =




0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 , U12 =



1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 ,
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U21 =




0 1 0 0
1 0 0 0
0 −1 0 1
−1 0 1 0


 , U22 =



−1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 −1 0
0 −1 0 1




Построим (13.10):

Θ =

[
S11 S12 S21 S22

T11 T12 T21 T22
U11 U12 U21 U22

]
.

Имеем rankΘ = 12, следовательно, по теореме 13.2 задача
матричного модального управления для системы (11.6), (11.7)
посредством линейной статической обратной связи по выходу
(11.8) разрешима. Построим это управление. Пусть, к примеру,

Γ1 =

[
3 0
0 1

]
, Γ2 =

[
1 0
0 −1

]
, Γ3 =

[
1 0
0 3

]
. (17.4)

Построив w по формуле (13.13), получим

w = col (−4, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 2,−2, 0, 0,−4).

Вычислив v по формуле (13.15), получим

v = col (−3, 1,−3,−1,−1,−1, 1,−1, 0, 0, 1, 1, 0,−4,−1,−5).

Из (13.16) получим

Q =



−3 −3 0 1
1 −1 0 1
−1 1 0 −1
−1 −1 −4 −5


 . (17.5)

Управление (11.8) с (17.5) приводит систему (11.6), (11.7) с
(17.1), (17.2), (17.3) к системе

x′′′ + Γ1x
′′ + Γ2x

′ + Γ3x = 0

с (17.4).
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Прим е р 17.2. Пусть K = R, n = 3, m = k = p = s = 2,
и матрицы системы (11.6), (11.7) имеют вид

A1 =

[
−1 0
0 1

]
, A2 =

[
1 0
1 1

]
, A3 =

[
−1 0
0 −1

]
, (17.6)

B21 =

[
1 0
0 −1

]
, B22 =

[
0 1
1 −1

]
,

B31 =

[
0 1
1 0

]
, B32 =

[
−1 0
0 1

]
,

(17.7)

C11 =

[
1 0
0 1

]
, C12 =

[
1 0
0 1

]
,

C21 =

[
−1 0
0 −1

]
, C22 =

[
−2 0
0 −2

]
.

(17.8)

Построим матрицы (13.1):

B =




0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1
0 −1 1 −1
0 1 −1 0
1 0 0 1



, C =




1 0 1 0
0 1 0 1
−1 0 −2 0
0 −1 0 −2
0 0 0 0
0 0 0 0



.

Блоки матрицы C — скалярные матрицы. Построим

CTB =



−1 0 0 −1
0 1 −1 1
−2 0 0 −2
0 2 −2 2


 , CTJB =




1 −1 1 1
−1 −1 1 −2
1 −2 2 1
−2 −1 1 −3


 ,

CTJ 2B =



0 1 −1 0
1 0 0 1
0 1 −1 0
1 0 0 1


 .

Построим (15.6):

Ω =




−1 0 0 −1 −2 0 0 −2
0 1 −1 1 0 2 −2 2
1 −1 1 1 1 −2 2 1
−1 −1 1 −2 −2 −1 1 −3
0 1 −1 0 0 1 −1 0
1 0 0 1 1 0 0 1



.
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Имеем rankΩ = 6, следовательно, по теореме 15.1, задача мат-
ричного модального управления для системы (11.6), (11.7) по-
средством линейной статической обратной связи по выходу
(11.8) разрешима. Построим это управление. Пусть, к приме-
ру,

Γ1 =

[
−1 1
1 1

]
, Γ2 =

[
1 0
1 0

]
, Γ3 =

[
−1 2
0 1

]
. (17.9)

Построив W по формуле (15.7), получим

W =




0 −1
−1 0
0 0
0 1
0 −2
0 −2



.

Вычислив V по формуле (15.9), получим

V =




−1 −3
0 −1
0 1
1 −2
1 1
0 0
0 0
−1 2




.

Из (15.10) получим

Q =



−1 −3 1 1
0 −1 0 0
0 1 0 0
1 −2 −1 2


 . (17.10)

Управление (11.8) с (17.10) приводит систему (11.6), (11.7) с
(17.6), (17.7), (17.8) к системе

x′′′ + Γ1x
′′ + Γ2x

′ + Γ3x = 0

c (17.9).
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Прим е р 17.3. Пусть K = R, n = 3, m = k = p = s = 2,
и матрицы системы (11.6), (11.7) имеют вид

A1 =

[
−1 0
2 1

]
, A2 =

[
1 0
1 1

]
, A3 =

[
−1 0
0 −1

]
, (17.11)

B21 =

[
1 0
0 1

]
, B22 =

[
−1 0
0 −1

]
,

B31 =

[
1 0
0 1

]
, B32 =

[
1 0
0 1

]
,

(17.12)

C11 =

[
1 −1
1 0

]
, C12 =

[
−1 0
0 0

]
,

C21 =

[
0 0
1 −1

]
, C22 =

[
−1 0
0 0

]
.

(17.13)

Построим матрицы (13.1):

B =




0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 −1 0
0 1 0 −1
1 0 1 0
0 1 0 1



, C =




1 −1 −1 0
1 0 0 0
0 0 −1 0
1 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



.

Блоки матрицы B — скалярные матрицы. Построим

CT B =




0 0 0 0
1 −1 −1 1
−1 0 1 0
0 0 0 0


 , CT JB =




1 −1 −1 1
2 −1 0 −1
−2 0 0 0
0 0 0 0


 ,

CT J 2B =




1 −1 1 −1
1 0 1 0
−1 0 −1 0
0 0 0 0


 .
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Построим (15.17):

Ξ =




0 0 1 −1 1 −1
1 −1 2 −1 1 0
0 0 −1 1 1 −1
−1 1 0 −1 1 0
−1 0 −2 0 −1 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0




.

Имеем rankΩ = rankΞT = 6, следовательно, по теоре-
ме 15.2, задача матричного модального управления для систе-
мы (11.6), (11.7) посредством линейной статической обратной
связи по выходу (11.8) разрешима. Построим это управление.
Пусть, к примеру,

Γ1 =

[
−1 0
0 1

]
, Γ2 =

[
1 0
1 3

]
, Γ3 =

[
−1 2
0 1

]
. (17.14)

Построив Y по формуле (15.18), получим

Y =

[
0 0 0 0 0 −2
2 0 0 −2 0 −2

]
.

Вычислив X по формуле (15.19), получим

X =

[
2 −1 0 −1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 3 0

]
.

Из (15.20) получим

Q =



2 −1 0 0
1 1 1 0
0 −1 0 0
1 1 3 0


 . (17.15)

Управление (11.8) с матрицей (17.15) приводит систему
(11.6), (11.7) с (17.11), (17.12), (17.13) к системе

x′′′ + Γ1x
′′ + Γ2x

′ + Γ3x = 0

с (17.14).



Гл а в а IV
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ

ЛИНЕЙНОГО НЕСТАЦИОНАРНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С

НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
ПОСРЕДСТВОМ ЛИНЕЙНОЙ СТАЦИОНАРНОЙ

ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

В главе IV рассматривается задача экспоненциальной
стабилизации с произвольным наперед заданным показате-
лем устойчивости для линейного нестационарного дифферен-
циального уравнения n-го порядка c m входами и k выхода-
ми с неопределенными коэффициентами посредством линей-
ной стационарной обратной связи по состоянию и по выходу.

В § 18 приводится постановка задачи экспоненциальной
стабилизации уравнения посредством линейной стационарной
обратной связи по состоянию. В § 19 доказана разрешимость
задачи экспоненциальной стабилизации уравнения посред-
ством линейной стационарной обратной связи по состоянию.
В § 20 исследована задача экспоненциальной стабилизации с
наперед заданным показателем устойчивости для линейного
нестационарного дифференциального уравнения с неопреде-
ленными коэффициентами посредством линейной стационар-
ной обратной связи по выходу. Получены достаточные условия
разрешимости рассматриваемой задачи.

В конце § 19, 20 приведены примеры, иллюстрирующие
полученные результаты.

§ 18. Постановка задачи
В данном параграфе приводится постановка задачи
экспоненциальной стабилизации с наперед заданным
показателем устойчивости для линейного нестацио-
нарного дифференциального уравнения с неопределен-
ными коэффициентами посредством линейной стаци-
онарной обратной связи по состоянию [144].

Рассмотрим управляемую систему, заданную обыкновен-
ным дифференциальным уравнением n-го порядка с перемен-
ными коэффициентами

x(n) + p1(t)x
(n−1) + . . .+ pn(t)x = u, (18.1)
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где x ∈ R — состояние системы, u ∈ R — управление, t ∈ R+.
Будем предполагать, что функции pi(t) являются измеримыми
и ограниченными, но точные значения этих функций в момен-
ты времени t неизвестны; известны только нижние и верхние
границы αi и βi:

αi 6 pi(t) 6 βi, t ∈ R+, i = 1, n. (18.2)

Обозначим x = (x, ẋ, . . . , x(n−1)). Рассмотрим задачу стабили-
зации системы (18.1) посредством обратной связи. Требуется
построить функцию u(t,x), u(t,0) = 0, такую, что нулевое ре-
шение системы (18.1) замкнутой обратной связью u = u(t,x),
экспоненциально устойчиво с заданным показателем устойчи-
вости. Поставленная задача по существу относится к задачам
робастной стабилизации.

Пусть функции pi(t) постоянные, то есть pi(t) ≡ pi (=
= αi = βi). В этом случае задача стабилизации решается три-
виально. Действительно, построим

vi = pi − φi, (18.3)

где числа φi ∈ R, i = 1, n, выбраны такими, что многочлен

λn + φ1λ
n−1 + . . .+ φn (18.4)

является гурвицевым (то есть, Reλj < −θ < 0 для всех корней
λj , j = 1, n, многочлена (18.4)). Тогда система (18.1) замкнутая
обратной связью

u(x) = v1x
(n−1) + . . .+ vnx (18.5)

принимает вид

x(n) + φ1x
(n−1) + . . .+ φnx = 0, (18.6)

и нулевое (а следовательно, каждое) решение системы (18.6)
является экспоненциально устойчивым с показателем θ.

Предположим теперь, что функции pi(t) зависят от пе-
ременной t. Тогда мы не можем построить управление, анало-
гичное (18.3), по формуле vi(t) = pi(t) − φi, так как функции
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pi(t) неизвестны. Будем строить обратную связь в виде (18.5),
где vi — постоянные. Замкнутая система принимает вид

x(n) + (p1(t)− v1)x
(n−1) + . . .+ (pn(t)− vn)x = 0. (18.7)

Исследуется следующая задача: требуется построить v1, . . .
. . . , vn ∈ R так, чтобы все решения уравнения (18.7) были экс-
поненциально устойчивы с наперед заданным показателем.
Такая задача не является тривиальной. Для ее исследования
требуется использование каких-либо достаточных условий экс-
поненциальной устойчивости линейных нестационарных си-
стем. Проблема получения достаточных условий (асимптоти-
ческой, экспоненциальной) устойчивости линейных нестацио-
нарных систем

ẋ = A(t)x, t ∈ R+, x ∈ R
n, (18.8)

является одной из важных и нетривиальных проблем в тео-
рии линейных систем дифференциальных уравнений и теории
управления [56]. В отличие от систем с постоянными коэф-
фициентами (A(t) ≡ A), условие Reλj < 0, j = 1, n, выпол-
ненное для собственных значений матрицы системы (18.8) не
является ни достаточным, ни необходимым условием асимпто-
тической устойчивости системы (18.8) (см., например, [87], [3,
§ 9]). Некоторые достаточные условия асимптотической и экс-
поненциальной устойчивости линейных нестационарных сис-
тем (18.8) и линейных дифференциальных уравнений с пере-
менными коэффициентами

x(n) + q1(t)x
(n−1) + . . .+ qn(t)x = 0 (18.9)

установлены в работах [3, 8, 35, 56, 87, 113, 127, 128, 150, 153,
154]. Имеет место следующая теорема.

Т е о р ем а 18.1 (А.Ю. Левин, [35]). Предположим, что
функции qi(t) измеримы и ограничены на R+ и выполнены
неравенства

0 < σi 6 qi(t) 6 ωi, t ∈ R+, i = 1, n. (18.10)

Пусть многочлены

P1(λ) = λn + ω1λ
n−1 + σ2λ

n−2 + ω3λ
n−3 + . . . , (18.11)
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P2(λ) = λn + σ1λ
n−1 + ω2λ

n−2 + σ3λ
n−3 + . . . (18.12)

имеют только вещественные корни. Тогда все решения урав-
нения (18.9) экспоненциально стремятся к 0 при t→ +∞.

Отметим, что корни (многочленов (18.11) и (18.12)) с не-
обходимостью отрицательны, в силу положительности σi, ωi,
i = 1, n. Далее, из доказательства теоремы 1 [35] следует, что
всякое решение x(t) уравнения (18.9) вместе со своими про-
изводными до (n − 1)-го порядка включительно, имеет вид
O(e−νnt) при t → +∞, где −νn < 0 — наибольший из корней
многочленов (18.11), (18.12).

Используя стандартную замену y1 = x, y2 = x′, . . . , yn =
= x(n−1) можно свести систему (18.1), (18.5) к виду

ẏ = A(t)y +Bu,

u = V y.

Здесь A(t) — сопровождающая матрица для многочлена с
коэффициентами pi(t), B = col[0, . . . , 0, 1], V = [vn, . . . , v1].

Глава IV посвящена решению проблемы экспоненциаль-
ной стабилизации с наперед заданным показателем устойчи-
вости для уравнения с неопределенными переменными коэф-
фициентами посредством стационарной статической обратной
связи.

Опр е д е л е н и е 18.1. Будем говорить, что система (18.1)
экспоненциально стабилизируема с показателем θ > 0 по-
средством линейной стационарной статической обратной
связи по состоянию (18.5), если существуют постоянные v1, . . .
. . . , vn ∈ R такие, что всякое решение x(t) замкнутой системы
(18.7) экспоненциально устойчиво с показателем θ, то есть x(t)
вместе с производными до (n−1)-го порядка имеет вид O(e−θt)
при t→ +∞.

§ 19. Стабилизация линейного нестационарного
дифференциального уравнения посредством
стационарной обратной связи по состоянию

В данном параграфе доказана разрешимость задачи
экспоненциальной стабилизации с наперед заданным
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показателем для линейного нестационарного диффе-
ренциального уравнения с неопределенными коэффици-
ентами посредством линейной стационарной обрат-
ной связи по состоянию. Для доказательства основ-
ного результата доказывается вспомогательная тео-
рема [144].

Сформулируем и докажем вспомогательную теорему, ко-
торая понадобится в дальнейшем.

Т е о р ем а 19.1. Для любого η > 0 для любого n ∈ N

существуют многочлены

f(λ) = λn + δ1λ
n−1 + γ2λ

n−2 + δ3λ
n−3 + . . . , (19.1)

g(λ) = λn + γ1λ
n−1 + δ2λ

n−2 + γ3λ
n−3 + . . . (19.2)

такие, что выполнены условия:
(i) 0 < γi 6 δi − 1, i = 1, n;
(ii) корни −ai, i = 1, n, многочлена f(λ) и корни −bi, i =

= 1, n, многочлена g(λ) вещественные (и следовательно, от-
рицательные);

(iii) выполнены следующие неравенства:

0 > −η > −a1 > −b1 > −b2 > −a2 > −a3 > −b3 > . . .

. . . > −a2ℓ−1 > −b2ℓ−1 > −b2ℓ > −a2ℓ
(если n — четное и n = 2ℓ);

(19.3)

0 > −η > −b1 > −a1 > −a2 > −b2 > −b3 > −a3 > . . .

. . . > −a2ℓ > −b2ℓ > −b2ℓ+1 > −a2ℓ+1

(если n — нечетное и n = 2ℓ+ 1).

(19.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала предположим, что теоре-
ма доказана для любого η > 1. Построим для η = 1 много-
члены (19.1), (19.2) со свойствами (i), (ii), (iii) и обозначим
их через f1(λ), g1(λ). Теперь пусть η ∈ (0, 1). Тогда положим
f(λ) := f1(λ), g(λ) := g1(λ). Следовательно, условия (i), (ii)
будут выполнены. Далее, поскольку −η > −1, условие (iii)
также будет выполнено. Поэтому, без ограничения общности,
можно предполагать, что η > 1.

Проведем доказательство индукцией по n. Доказываемые
утверждения различны для нечетных и четных чисел n: для
четных n требуется выполнение условий (i), (ii) и неравенств
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(19.3), а для нечетных n — (i), (ii) и (19.4). Следовательно,
база индукции и индукционный переход зависят от того, каким
является число n, четным или нечетным. Поэтому мы должны
проверить базу индукции для n = 1 и n = 2.

Пусть n = 1. Для любого η > 1 положим γ1 := η, δ1 :=
= η+1. Тогда многочлены f(λ) = λ+ δ1 и g(λ) = λ+γ1 имеют
корни −a1 = −δ1 и −b1 = −γ1 соответственно. Очевидно, усло-
вия (i), (ii) и неравенства (19.4) выполнены.

Пусть n = 2. Для любого η > 1 полагаем

a1 := η, a2 := 5η, b1 := 2η, b2 := 3η, (19.5)

f(λ) := (λ+ a1)(λ+ a2), g(λ) := (λ+ b1)(λ+ b2). (19.6)

Тогда

δ1 = 6η, γ1 = 5η, δ2 = 6η2, γ2 = 5η2. (19.7)

В силу (19.5), (19.6), условие (ii) и неравенство (19.3) выпол-
нены. В силу (19.7) и неравенства η > 1 условие (i) выполнено.
База индукции проверена.

Выдвинем предположение индукции. Предположим, что
утверждение теоремы справедливо для n = k. Докажем тогда,
что утверждение верно для n = k+1. Индукционный переход
будем производить по отдельности для четных и нечетных k.

Согласно предположению индукции существуют много-
члены

f(λ) = λk + δ1λ
k−1 + γ2λ

k−2 + . . . , (19.8)

g(λ) = λk + γ1λ
k−1 + δ2λ

k−2 + . . . (19.9)

такие, что

0 < γi 6 δi − 1, i = 1, k, (19.10)

f(λ) =

k∏

i=1

(λ+ ai), g(λ) =

k∏

i=1

(λ+ bi),

ai, bi ∈ R, ai, bi > 0, i = 1, k,

(19.11)

0 > −η > −a1 > −b1 > −b2 > −a2 > . . .

> −a2ℓ−1 > −b2ℓ−1 > −b2ℓ > −a2ℓ
(если k = 2ℓ),

(19.12)
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0 > −η > −b1 > −a1 > −a2 > −b2 > . . .

> −a2ℓ > −b2ℓ > −b2ℓ+1 > −a2ℓ+1

(если k = 2ℓ+ 1).

(19.13)

Докажем, что существуют многочлены

F (λ) = λk+1 +∆1λ
k + Γ2λ

k−1 +∆3λ
k−2 + . . . , (19.14)

G(λ) = λk+1 + Γ1λ
k +∆2λ

k−1 + Γ3λ
k−2 + . . . (19.15)

такие, что

0 < Γi 6 ∆i − 1, i = 1, k + 1, (19.16)

F (λ) =

k+1∏

i=1

(λ+Ai), G(λ) =

k+1∏

i=1

(λ+Bi),

Ai, Bi ∈ R, Ai, Bi > 0, i = 1, k + 1,

(19.17)

0 > −η > −B1 > −A1 > −A2 > −B2 > . . .

> −A2ℓ > −B2ℓ > −B2ℓ+1 > −A2ℓ+1

(если k = 2ℓ),

(19.18)

0 > −η > −A1 > −B1 > −B2 > −A2 > . . .

> −A2ℓ+1 > −B2ℓ+1 > −B2ℓ+2 > −A2ℓ+2

(если k = 2ℓ+ 1).

(19.19)

Будем считать, что δ0 := 1, γ0 := 1. Положим

C1 := max
i=1,ℓ

{
δ2i−1 − γ2i−1 + 1

δ2i−2
,
1

δ2ℓ

}
,

C2 := max
j=1,ℓ

δ2j − γ2j + 1

δ2j−1
, N := max

j=1,ℓ

γ2j−1

δ2j−1

(19.20)

в случае, когда k = 2ℓ, и

C1 := max
i=1,ℓ+1

δ2i−1 − γ2i−1 + 1

δ2i−2
,

C2 := max
j=1,ℓ

{
δ2j − γ2j + 1

δ2j−1
,

1

δ2ℓ+1

}
, N := max

j=1,ℓ+1

γ2j−1

δ2j−1

(19.21)
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в случае, когда k = 2ℓ + 1. Тогда C1 > 0, C2 > 0, 0 < N < 1.
Рассмотрим прямые

y = x+ C1, x = Ny + C2. (19.22)

Они пересекаются в точке M0(x0, y0) с координатами

x0 =
C1N + C2

1−N
> 0, y0 =

C1 + C2

1−N
> 0.

Рассмотрим множество Ω0 = {(x, y) ∈ R
2 : y > x + C1, x >

Ny+C2}. Множество Ω0 — это конус с вершиной в точке M0,
расположенный в первой четверти плоскости xOy, ограничен-
ный лучами (19.22), где x > x0. Луч

m = {(x, y) ∈ R
2 : x− x0 =

1 +N

2
(y − y0), x > x0}

содержится в Ω0. Рассмотрим систему неравенств




y > x+ C1,

x > Ny + C2,

x > ak.

(19.23)

Решением системы (19.23) является множество Ω1 = Ω0∩{x >
> ak}. Множество Ω1 непустое. В частности, точка M1(x̂, ŷ),
лежащая на луче m, с координатой x̂ = max{x0 + 1, ak + 1}
содержится в Ω1. Вычисляя ŷ, получим, что

ŷ =
2

1 +N
max{1, ak − x0 + 1}+ y0.

Положим

Ai := bi, Bi := ai, i = 1, k, (19.24)

Ak+1 := ŷ, Bk+1 := x̂, (19.25)

F (λ) :=

k+1∏

i=1

(λ+Ai), G(λ) :=

k+1∏

i=1

(λ+Bi). (19.26)

Тогда условие (19.17) выполнено. Далее, поскольку x̂ > ak,
следовательно

Bk < Bk+1. (19.27)
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Далее, поскольку пара (x̂, ŷ) является решением системы не-
равенств (19.23), имеем

Ak+1 = ŷ > x̂+ C1 > x̂ = Bk+1. (19.28)

Таким образом, из неравенств (19.27), (19.28), равенств (19.24)
и предположения индукции (19.12), (19.13) следует, что выпол-
нены неравенства (19.18), если k = 2ℓ, и выполнены неравен-
ства (19.19), если k = 2ℓ+ 1.

Докажем неравенства (19.16). Из определения (19.26)
многочленов F (λ), G(λ) и равенств (19.24), (19.11) следует, что

F (λ) = g(λ)(λ+Ak+1), G(λ) = f(λ)(λ+Bk+1). (19.29)

Подставляя (19.8), (19.9) и (19.14), (19.15) в (19.29) и раскры-
вая скобки, получаем равенства

∆2i−1 = Ak+1δ2i−2 + γ2i−1, i = 1, ℓ,

∆2j = Bk+1δ2j−1 + γ2j , j = 1, ℓ,

∆2ℓ+1 = Ak+1δ2ℓ,

Γ2i−1 = Bk+1γ2i−2 + δ2i−1, i = 1, ℓ,

Γ2j = Ak+1γ2j−1 + δ2j , j = 1, ℓ,

Γ2ℓ+1 = Bk+1γ2ℓ,

в случае, когда k = 2ℓ, и равенства

∆2i−1 = Ak+1δ2i−2 + γ2i−1, i = 1, ℓ+ 1,

∆2j = Bk+1δ2j−1 + γ2j , j = 1, ℓ,

∆2ℓ+2 = Bk+1δ2ℓ+1,

Γ2i−1 = Bk+1γ2i−2 + δ2i−1, i = 1, ℓ+ 1,

Γ2j = Ak+1γ2j−1 + δ2j , j = 1, ℓ,

Γ2ℓ+2 = Ak+1γ2ℓ+1,

в случае, когда k = 2ℓ + 1. Неравенства Γi > 0, i = 1, k + 1,
выполнены в силу неравенств (19.10) и неравенств Ak+1 > 0,
Bk+1 > 0. Неравенства

Γi 6 ∆i − 1, i = 1, k + 1, (19.30)
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равносильны системе неравенств




γ2i−1 +Ak+1δ2i−2 > Bk+1γ2i−2 + δ2i−1 + 1,

Ak+1δ2ℓ > Bk+1γ2ℓ + 1,

γ2j +Bk+1δ2j−1 > Ak+1γ2j−1 + δ2j + 1,

(19.31)

(i = 1, ℓ, j = 1, ℓ) в случае, когда k = 2ℓ, и равносильны системе
неравенств





γ2i−1 +Ak+1δ2i−2 > Bk+1γ2i−2 + δ2i−1 + 1,

γ2j +Bk+1δ2j−1 > Ak+1γ2j−1 + δ2j + 1,

Bk+1δ2ℓ+1 > Ak+1γ2ℓ+1 + 1,

(19.32)

(i = 1, ℓ+ 1, j = 1, ℓ) в случае, когда k = 2ℓ+1. Система (19.31)
равносильна системе неравенств




Ak+1 > Bk+1
γ2i−2

δ2i−2
+
δ2i−1 − γ2i−1 + 1

δ2i−2
, i = 1, ℓ,

Ak+1 > Bk+1
γ2ℓ
δ2ℓ

+
1

δ2ℓ
,

Bk+1 > Ak+1
γ2j−1

δ2j−1
+
δ2j − γ2j + 1

δ2j−1
, j = 1, ℓ.

(19.33)

Система (19.32) равносильна системе неравенств





Ak+1 > Bk+1
γ2i−2

δ2i−2
+
δ2i−1 − γ2i−1 + 1

δ2i−2
, i = 1, ℓ+ 1

Bk+1 > Ak+1
γ2j−1

δ2j−1
+
δ2j − γ2j + 1

δ2j−1
, j = 1, ℓ

Bk+1 > Ak+1
γ2ℓ+1

δ2ℓ+1
+

1

δ2ℓ+1
.

(19.34)

В случае, когда k = 2ℓ, выполнены неравенства:

γ2i
δ2i

6 1, i = 0, ℓ;
γ2j−1

δ2j−1
6 N, j = 1, ℓ.

В случае, когда k = 2ℓ+ 1, выполнены неравенства:

γ2i
δ2i

6 1, i = 0, ℓ;
γ2j−1

δ2j−1
6 N, j = 1, ℓ+ 1.
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Таким образом, из определений (19.20), (19.21) следует, что
для выполнения неравенств (19.33) (в случае k = 2ℓ) и нера-
венств (19.34) (в случае k = 2ℓ + 1) достаточно выполнения
неравенств {

Ak+1 > Bk+1 + C1

Bk+1 > NAk+1 + C2.
(19.35)

В силу (19.25) неравенства (19.35) выполнены, так как (x̂, ŷ) ∈
∈ Ω0. Поэтому неравенства (19.30) выполнены. Следователь-
но, выполняются неравенства (19.16). Таким образом, индук-
ционный переход доказан. Теорема доказана. �

Те о р ем а 19.2. Всякая система (18.1) экспоненциально
стабилизируема с произвольным наперед заданным показате-
лем θ > 0 посредством линейной стационарной статической
обратной связи по состоянию (18.5).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть задано произвольное θ > 0.
Обозначим ρi := βi − αi, i = 1, n, где αi, βi из (18.2). Имеем
ρi > 0, i = 1, n. Положим L := max{1, ρ1,

√
ρ2, . . . , n

√
ρn}. Тогда

L > 1 > 0, L > ρ1, L2
> ρ2, . . . , Ln

> ρn. (19.36)

Положим η := θ/L. Тогда η > 0. Построим многочлены (19.1),
(19.2) в соответствии с теоремой 19.1 так, чтобы были выпол-
нены свойства (i), (ii), (iii). Тогда корни −ai и −bi (i = 1, n)
многочленов f(λ) и g(λ) являются вещественными, и выпол-
нены следующие неравенства:

−ai 6 −η, −bi 6 −η, i = 1, n. (19.37)

Построим многочлены P1(λ), P2(λ) по формулам (18.11),
(18.12), где ωi = δiL

i, σi = γiL
i, i = 1, n. Тогда P1(λ) и P2(λ)

имеют соответственно корни −ci := −aiL и −di := −biL (i =
= 1, n). Эти корни вещественные и в силу (19.37) выполнены
неравенства:

−ci 6 −θ, −di 6 −θ, i = 1, n. (19.38)

Положим vi := αi − γiL
i, i = 1, n, в (18.5) и рассмотрим за-

мкнутую систему (18.7). Система (18.7) имеет вид (18.9), где
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qi(t) = pi(t)− vi, i = 1, n. Учитывая неравенства (18.2), (19.36)
и свойство (i), для всякого i = 1, n для всех t ∈ R+, имеем

0 < σi = γiL
i = αi − αi + γiL

i
6 pi(t)− vi =: qi(t) 6

6 βi − αi + γiL
i = ρi + γiL

i
6 Li(1 + γi) 6 δiL

i = ωi.

Таким образом, выполнены неравенства (18.10). Применяя те-
орему 18.1 и неравенства (19.38), получаем, что замкнутая си-
стема (18.7) экспоненциально устойчива с показателем θ. Тео-
рема доказана. �

Прим е р 19.1. Пусть n = 2. Рассмотрим управляемую
систему (18.1):

x′′ + p1(t)x
′ + p2(t)x = u, t ∈ R+, x ∈ R, u ∈ R. (19.39)

Предположим, что p1(t), p2(t) удовлетворяют условиям

α1 6 p1(t) 6 β1, α2 6 p2(t) 6 β2, t ∈ R+.

Пусть для простоты

ρ1 := β1 − α1 6 1, ρ2 := β2 − α2 6 1

(этого можно добиться с помощью замены x̃(t) = x(µt)). Пусть
θ > 0 — произвольное число. Требуется построить управление
u = u(x) в (19.39), где

u(x) = v1x
′ + v2x, (19.40)

с постоянными v1, v2 такими, что замкнутая система

x′′ + (p1(t)− v1)x
′ + (p2(t)− v2)x = 0 (19.41)

экспоненциально устойчива с показателем θ. Не ограничивая
общности, полагаем, что θ > 1. Для построения управления
(19.40) используем теорему 19.2. Имеем L = 1. Положим η :=
= θ. Тогда η > 1. Построим многочлены (19.1), (19.2) в соот-
ветствии с теоремой 19.1:

f(λ) := λ2 + 6ηλ+ 5η2, g(λ) := λ2 + 5ηλ+ 6η2.
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Тогда γ1 = 5η, γ2 = 5η2, δ1 = 6η, δ2 = 6η2. В силу неравенства
η > 1, условие (i) выполнено. Далее, выполнены равенства
P1(λ) = f(λ), P2(λ) = g(λ). Коэффициенты обратной связи,
построенные по теореме 19.2, имеют вид

v1 = α1 − 5θ, v2 = α2 − 5θ2. (19.42)

Подставим (19.42) в (19.40). Замкнутая система (19.41) прини-
мает вид

x′′ + (s1(t) + 5θ)x′ + (s2(t) + 5θ2)x = 0, t ∈ R+. (19.43)

Здесь

0 6 s1(t) := p1(t)− α1 6 β1 − α1 = ρ1 6 1 = L,

0 6 s2(t) := p2(t)− α2 6 β2 − α2 = ρ2 6 1 = L2.

Все решения системы (19.43) экспоненциально устойчивы с по-
казателем θ. Проверим это.

Замена z1 = x, z2 = x′ приводит управление (19.43) к
системе

ż = A(t)z, t ∈ R+,

z =

[
z1
z2

]
, A(t) =

[
0 1

−(s2(t) + 5θ2) −(s1(t) + 5θ)

]
.

(19.44)

Покажем, что система (19.44) экспоненциально устойчива с
показателем θ. Подстановка

z(t) = e−θty(t). (19.45)

приводит систему (19.44) к системе

ẏ = B(t)y, t ∈ R+,

y =

[
y1
y2

]
, B(t) =

[
θ 1

−(s2(t) + 5θ2) −(s1(t) + 4θ)

]
.

(19.46)

Покажем, что система (19.46) устойчива по Ляпунова. Поло-

жим S =

[
7θ2 2θ
2θ 1

]
. Тогда S > 0 в смысле квадратичных
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форм. Далее, имеем

BT (t)S + SB(t) =

=

[
−6θ3 − 4θs2(t) −4θ2 − 2θs1(t)− s2(t)

−4θ2 − 2θs1(t)− s2(t) −4θ − 2s1(t)

]
.

(19.47)

Найдем главные миноры матрицы (19.47). Получим

∆1 = −2θ(3θ2 + 2s2(t)) < 0, ∆2 = −4θ − 2s1(t) < 0,

∆1,2 = det(BT (t)S + SB(t)) =

= 8θ4 − 4θ3s1(t) + 8θ2s2(t)− 4θ2s21(t) + 4θs1(t)s2(t)− s22(t).

Имеем

8θ4 − 4θ3s1(t)− 4θ2s21(t) = 4θ3(θ − s1(t)) + 4θ2(θ2 − s21(t)) > 0,

8θ2s2(t)− s22(t) = s2(t)(8θ
2 − s2(t)) > 0.

Следовательно ∆1,2 > 0. Поэтому матрица (19.47) являет-
ся неположительно определенной. Поэтому система (19.46)
устойчива. Следовательно, все решения системы (19.46) огра-
ничены при t→ +∞. Тогда в силу (19.45) выполнено ‖z(t)‖ =
= O(e−θt), t→ +∞.

В качестве примера численного моделирования рассмот-
рим систему (19.39) c

p1(t) =
t

1 + t2
, p2(t) = − 1

1 + t2
:

x′′ +
t

1 + t2
x′ − 1

1 + t2
x = u. (19.48)

Имеем

α1 := −1/2 6 p1(t) 6 1/2 =: β1, α2 := −1 6 p1(t) 6 0 =: β2,

ρ1 := β1 − α1 = 1, ρ2 := β2 − α2 = 1.

Свободная система (то есть система (19.48) с u = 0) имеет
общее решение

x(t) = C1t+ C2

√
t2 + 1
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Рисунок 5: Решения системы (19.49)

и, очевидно, является неустойчивой. Положим θ := 1,
η := θ = 1. Коэффициенты обратной связи (19.42) имеют вид

v1 = α1 − 5θ = −11/2, v2 = α2 − 5θ2 = −6.

Замкнутая система (19.43) принимает вид

x′′ +

(
11

2
+

t

1 + t2

)
x′ +

(
6− 1

1 + t2

)
x = 0. (19.49)

Система (19.49) экспоненциально устойчива с показателем θ =
= 1. На рисунке 5 изображены решения системы (19.49) при
некоторых начальных условиях.
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§ 20. Стабилизация линейного нестационарного
дифференциального уравнения посредством
стационарной обратной связи по выходу
В данном параграфе приводится постановка задачи
экспоненциальной стабилизации с наперед заданным
показателем устойчивости для линейного нестацио-
нарного дифференциального уравнения с неопределен-
ными коэффициентами посредством линейной стаци-
онарной обратной связи по состоянию [144].

Рассмотрим линейную управляемую систему, заданную
линейным дифференциальным уравнением n-го порядка с пе-
ременными коэффициентами, на вход которой подается линей-
ная комбинация из m сигналов и их производных до порядка
(n−p) включительно (1 6 p 6 n), а измерению доступны k раз-
личных линейных комбинаций состояния x и его производных
до порядка (p− 1) включительно:

x(n) +

n∑

i=1

pi(t)x
(n−i) =

m∑

τ=1

n∑

l=p

blτw
(n−l)
τ ,

x ∈ R, blτ ∈ R, t ∈ R+,

(20.1)

yj =

p∑

ν=1

cνjx
(ν−1), j = 1, k, cνj ∈ R, (20.2)

w = col(w1, . . . , wm) ∈ R
m — вектор управления; y = col(y1, . . .

. . . , yk) ∈ R
k — выходной вектор. Функции pi(t), t ∈ R+, явля-

ются измеримыми и ограниченными:

αi 6 pi(t) 6 βi, t ∈ R+, i = 1, n,

но точные значения этих функций в моменты времени t неиз-
вестны. Рассмотрим задачу стабилизации системы (20.1),
(20.2) посредством обратной связи по выходу. Требуется по-
строить функцию w(t, y), w(t, 0) = 0, такую, что нулевое ре-
шение системы (20.1), (20.2), замкнутой обратной связью w =
= w(t, y), экспоненциально устойчиво с заданным показателем
устойчивости.

Пусть управление в системе (20.1), (20.2) строится в виде
линейной статической обратной связи по выходу

w = Uy. (20.3)
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Будем предполагать матрицу обратной связи U постоянной.
Замкнутая система принимает вид

x(n) + q1(t)x
(n−1) + . . .+ qn(t)x = 0, t ∈ R+, (20.4)

где коэффициенты qi(t) системы (20.4) зависят от pi(t), blτ ,
cνj , U . По системе (20.1), (20.2) построим матрицы B = {blτ} ∈
∈ Mn,m(R), l = 1, n, τ = 1,m, C = {cνj} ∈ Mn,k(R), ν = 1, n,

j = 1, k, где blτ = 0 при l < p и cνj = 0 при ν > p.
О п р е д е л е н и е 20.1. Будем говорить, что система (20.1),

(20.2) экспоненциально стабилизируема с показателем θ > 0
посредством линейной стационарной статической обратной
связи по выходу (20.3), если существуют постоянная матрица
U ∈Mm,k(R) такая, что всякое решение x(t) замкнутой систе-
мы (20.4) экспоненциально устойчиво с показателем θ.

Т е о р ем а 20.1. Пусть линейная стационарная обрат-
ная связь (20.3) приводит систему (20.1), (20.2) к замкну-
той системе (20.4). Тогда для коэффициентов qi(t), i = 1, n,
системы (20.4) выполнены соотношения

qi(t) = pi(t)− ri,

где
ri = Sp (CTJ i−1BU), i = 1, n. (20.5)

Доказательство теоремы 20.1 повторяет доказательство
теоремы 0.1 (см. [12, теорема 1]).

Для любых матрицX,Y ∈Mk,m(R) выполнено очевидное
равенство

Sp (XY T ) = (vecX)T · (vecY ). (20.6)

Построим матрицы

CTJ0B, CTJB, . . . , CTJn−1B ∈Mk,m(R) (20.7)

и матрицу

P = [vec (CTJ0B), . . . , vec (CTJn−1B)] ∈Mmk,n(K).

Обозначим r = col (r1, . . . , rn) ∈ R
n, ψ = vec (UT ). Равенства

(20.5) представляют систему из n линейных уравнений относи-
тельно коэффициентов матрицы U . Учитывая (20.6), систему
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(20.5) можно переписать в виде

PTψ = r. (20.8)

Предположим, что матрицы (20.7) линейно независимы. Тогда
rankP = n. Отсюда следует, что система (20.8) разрешима для
любого вектора r ∈ R

n. В частности, решением системы (20.8)
является ψ = P (PTP )−1r.

Согласно теореме 19.2, для произвольного наперед задан-
ного θ > 0 существует постоянный вектор r = col (r1, . . . , rn)
такой, что система (20.4) с qi(t) = pi(t) − ri экспоненциаль-
но устойчива с показателем θ. Разрешая для такого r систе-
му (20.8) относительно ψ и построив матрицу U по формуле

U =
(
vec−1 ψ

)T
, мы находим матрицу обратной связи (20.3),

экспоненциально стабилизирующую систему (20.1), (20.2) с по-
казателем θ. Таким образом, доказана следующая теорема.

Т е о р ем а 20.2. Система (20.1), (20.2) экспоненциально
стабилизируема с произвольным наперед заданным показате-
лем θ > 0 посредством линейной стационарной статической
обратной связи по выходу (20.3), если матрицы (20.7) линей-
но независимы.

Прим е р 20.1. Пусть n = 3. Рассмотрим управляемую
систему

x′′′ + p(t)x = w′
1 + w1 − w′

2 + w2, t ∈ R+,

x ∈ R, w = col (w1, w2) ∈ R
2,

(20.9)

y1 = x− x′, y2 = x+ x′, y = col (y1, y2) ∈ R
2. (20.10)

Система (20.9), (20.10) имеет вид (20.1), (20.2), где n = 3, m =
= k = p = 2. Пусть p(t) — произвольная измеримая функция
такая, что 0 6 p(t) 6 1. Пусть θ > 0 — произвольное чис-
ло. Требуется построить управление (20.3), где U = {uij}2i,j=1,
с постоянными uij , i, j = 1, 2, обеспечивающее экспоненци-
альную устойчивость замкнутой системы с показателем θ. Не
ограничивая общности, предполагаем, что θ > 1. В силу тео-
ремы 20.2, замкнутая система имеет вид

x′′′ − r1x
′′ − r2x

′ + (p(t)− r3)x = 0, (20.11)
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где ri имеют вид (20.5), и

B =

[
0 0
1 −1
1 1

]
, C =

[
1 1
−1 1
0 0

]
.

Сначала построим постоянный вектор r = col (r1, r2, r3), обес-
печивающий экспоненциальную устойчивость системы (20.11).
Для построения r используем доказательство теоремы 19.1.
Имеем α1 = β1 = 0, α2 = β2 = 0, α3 = 0, β3 = 1. Тогда ρ1 = 0,
ρ2 = 0, ρ3 = 1, L = 1. Положим η := θ. Используя доказатель-
ство теоремы 19.1, построим многочлены (19.1), (19.2) такие,
что выполнены свойства (i), (ii), (iii):

f(λ) :=(λ+ 2η)(λ+ 3η)(λ+ 14η) = λ3 + 19ηλ2 + 76η2λ+ 84η3,

g(λ) :=(λ+ η)(λ+ 5η)(λ+ 12η) = λ3 + 18ηλ2 + 77η2λ+ 60η3.

Тогда γ1 = 18η, γ2 = 76η2, γ3 = 60η3, δ1 = 19η, δ2 = 77η2,
δ3 = 84η3. Условия (i), (ii), (iii) выполнены. Коэффициенты
r1, r2, r3 имеют вид

r1 = −18θ, r2 = −76θ2, r3 = −60θ3. (20.12)

Подставим (20.12) в (20.11). Замкнутая система (20.11) имеет
вид

x′′′ + 18θx′′ + 76θ2x′ + (p(t) + 60θ3)x = 0. (20.13)

Все решения системы (20.13) экспоненциально устойчивы с по-
казателем θ. Проверим это.

Замена z1 = x, z2 = x′, z3 = x′′ приводит уравнение
(20.13) к системе

ż = A(t)z, t ∈ R+, (20.14)

z =

[
z1
z2
z3

]
, A(t) =

[
0 1 0
0 0 1

−(p(t) + 60θ3) −76θ2 −18θ

]
.

Покажем, что система (20.14) экспоненциально устойчива
с показателем θ. Замена

z(t) = e−θty(t). (20.15)
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приводит систему (20.14) к системе

ẏ = B(t)y, t ∈ R+, (20.16)

y =

[
y1
y2
y3

]
, B(t) =

[
θ 1 0
0 θ 1

−(p(t) + 60θ3) −76θ2 −17θ

]
.

Покажем, что система (20.16) устойчива по Ляпунову.

Положим S =



9000θ4 2580θ3 150θ2

2580θ3 804θ2 46θ
150θ2 46θ 3


. Найдем веду-

щие главные миноры si, i = 1, 2, 3, матрицы S. Имеем

s1 = 9000θ4 > 0,

s2 = det

[
9000θ4 2580θ3

2580θ3 804θ2

]
= 579600θ6 > 0,

s3 = detS = 208800θ6 > 0.

Тогда S > 0 в смысле квадратичных форм. Далее, имеем

BT (t)S + SB(t) =



−300θ2p(t) −46θp(t) −3p(t)
−46θp(t) −224θ3 −10θ2

−3p(t) −10θ2 −10θ


 . (20.17)

Найдем главные миноры матрицы (20.17). Получим

∆1 = −300θ2p(t) 6 0, ∆2 = −224θ3 < 0, ∆3 = −10θ < 0,

∆1,2 = 67200θ5p(t)− 2116θ2p2(t) =

= 4θ2p(t)(16800θ3 − 529p(t)) > 0,

∆1,3 = 3000θ3p(t)− 9p2(t) = 3p(t)(1000θ3 − 3p(t)) > 0,

∆2,3 = 2140θ4 > 0,

∆1,2,3 = det(BT (t)S + SB(t)) = −642000θ6p(t) +

+ 20416θ3p2(t) = −16θ3p(t)(40125θ3 − 1276p(t)) 6 0.

Следовательно, матрица (20.17) неположительно определена.
Поэтому система (20.16) устойчива. Следовательно, все реше-
ния системы (20.16) ограничены при t → +∞. Тогда в силу
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(20.15) выполнено ‖z(t)‖ = O(e−θt), t → +∞. Таким образом,
система (20.14) экспоненциально устойчива с показателем θ.

Далее, построим матрицы (20.7) и P . Получим

P =



−1 0 1
1 −2 1
1 2 1
−1 0 1


 .

Очевидно, что rankP = 3 и матрицы (20.7) линейно независи-
мы. Решая систему (20.8), где ri имеют вид (20.12), получим

ψ = col (9θ/2− 15θ3,−9θ/2 + 19θ2 − 15θ3,

−9θ/2− 19θ2 − 15θ3, 9θ/2− 15θ3).

Получим матрицу обратной связи

U =

[
9θ/2− 15θ3 −9θ/2− 19θ2 − 15θ3

−9θ/2 + 19θ2 − 15θ3 9θ/2− 15θ3

]
. (20.18)

Получим, что управление (20.3) с матрицей (20.18) экспонен-
циально стабилизирует систему (20.9), (20.10) с показателем θ.

В качестве примера численного моделирования рассмот-
рим (20.9), (20.10), где

p̂(t) =

{
1, t ∈ [0, 1),

0, t ∈ [1, 2),
p(t) = p̂(t−2k), t ∈ [2k, 2(k+1)), k ∈ Z.

Имеем 0 6 p(t) 6 1. Функция p(t) является ω-периодической с
периодом ω = 2. Свободная система

x′′′ + p(t)x = 0, x ∈ R, (20.19)

равносильна системе дифференциальных уравнений

ż =

[
0 1 0
0 0 1

−p(t) 0 0

]
z, z ∈ R

3. (20.20)

Обозначим через Z(t, s) матрицу Коши системы (20.20). Так
как система (20.20) кусочно-постоянна, то можно точно найти
матрицу монодромии Φ(ω) для системы (20.20).
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Пусть t ∈ [0, 1). Тогда p(t) = 1.
Следовательно, матрица системы (20.20) имеет вид A0 =

=

[
0 1 0
0 0 1
−1 0 0

]
. Тогда

Z(1, 0) = eA0 =



1 + 2ce
3

2

3e

−1 + (c+
√
3s)e

3

2

3e

1− (c+
√
3s)e

3

2

3e
−1 + (c−

√
3s)e

3

2

3e

1 + 2ce
3

2

3e

−1 + (c+
√
3s)e

3

2

3e
1− (c+

√
3s)e

3

2

3e

−1 + (c−
√
3s)e

3

2

3e

1 + 2ce
3

2

3e



,

где c = cos
√
3
2 , s = sin

√
3
2 .

Пусть t ∈ [1, 2). Тогда p(t) = 0. Следовательно, матрица

системы (20.20) имеет вид A1 =

[
0 1 0
0 0 1
0 0 0

]
. Тогда Z(2, 1) =

= eA1 =



1 1

1

2
0 1 1
0 0 1


. Следовательно,

Z(2, 0) = Z(2, 1) · Z(1, 0) = (20.21)



1+(5c− 3
√
3s)e

3

2

6e

−1+(7c+
√
3s)e

3

2

6e

1+2(c+ 2
√
3s)e

3

2

6e

−2
√
3se

1

2

3

(3c−
√
3s)e

1

2

3

(3c+
√
3s)e

1

2

3
1−(c+

√
3s)e

3

2

3e

−1 + (c−
√
3)e

3

2

3e

1 + 2ce
3

2

3e



,

где c = cos
√
3
2 , s = sin

√
3
2 . Система (20.20) является ω-периоди-

ческой. Поэтому матрица монодромии Φ(ω) системы (20.20)
равна (20.21). Вычисляя приближенно собственные значения
λ1, λ2, и λ3 матрицы Φ(ω), получим λ1,2 ≈ 0.418± 2.167i, λ3 ≈
0.205. Следовательно, |λ1| = |λ2| > 1. Поэтому, система (20.20)
(и следовательно, уравнение (20.19)) неустойчива. Положим
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Рисунок 6: Решения системы (20.22)

θ := 1, η := θ = 1. Матрица (20.18) обратной связи примет вид

U =

[
−21/2 −77/2
−1/2 −21/2

]
.

Замкнутая система (20.13) примет вид

x′′′ + 18x′′ + 76x′ + (p(t) + 60)x = 0. (20.22)

Система (20.22) экспоненциально устойчива с показателем
устойчивости θ = 1. На рисунке 6 изображены решения си-
стемы (20.22) при некоторых начальных условиях.



Заключение

В работе исследованы задачи модального управления, за-
дачи назначения конечного спектра и стабилизации линейных
управляемых систем посредством статической обратной связи
по выходу. Основные результаты, полученные в работе, состо-
ят в следующем.

1. Для линейной стационарной управляемой системы, за-
данной дифференциальным уравнением n-го порядка, с со-
средоточенными и (или) распределенными запаздываниями в
состоянии получен критерий разрешимости задачи модально-
го управления и задачи назначения произвольного конечно-
го спектра посредством линейной статической обратной связи
по выходу. Получены следствия о стабилизации рассматрива-
емых систем.

2. Для линейных стационарных управляемых систем с со-
средоточенными запаздываниями исследована задача модаль-
ного управления и задача назначения произвольного конечно-
го спектра посредством линейной статической обратной связи
по выходу. Для систем с сосредоточенными и распределенны-
ми запаздываниями изучена задача назначения произвольно-
го конечного спектра. Получен критерий разрешимости этих
задач в случае, когда коэффициенты систем имеют специаль-
ный вид. Получены следствия о стабилизации рассматривае-
мых систем.

3. Для линейных стационарных управляемых систем выс-
ших порядков вводится постановка задачи матричного мо-
дального управления. Получен критерий разрешимости та-
кой задачи посредством статической обратной связи по выхо-
ду. Установлена связь между задачей матричного модального
управления и задачей скалярного модального управления.

4. Получены достаточные условия экспоненциальной ста-
билизации линейного нестационарного дифференциального
уравнения с неопределенными коэффициентами посредством
линейной стационарной обратной связи по состоянию и по вы-
ходу.

Перечислим некоторые возможные направления разви-
тия исследований, проведенных в работе.

1. На основе методики, разработанной в главах I, II, рас-
пространить результаты о модальном управлении, назначении
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спектра и стабилизации:
а) на системы с дискретным временем с запаздываниями;
б) на системы с непрерывным временем с запаздывания-

ми в управлении и (или) в выходе;
в) на нелинейные системы (по первому приближению).
2. На основе теории, разработанной в главе III, перенести

теорию матричного модального управления линейных систем
высших порядков посредством линейной статической обрат-
ной связи на блочные системы высших порядков.

3. Применить разработанную в главе IV методику ро-
бастной экспоненциальной стабилизации линейных нестаци-
онарных дифференциальных уравнений посредством линей-
ной стационарной обратной связи по состоянию и по выходу к
линейным квазидифференциальным уравнениям и к нелиней-
ным дифференциальным уравнениям с переменными коэффи-
циентами.
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