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УДК 517.977

Об одной задаче управления нелинейной системой
второго порядка в условиях воздействия помехи

К.А. Щелчков

УдГУ, Ижевск, Россия, incognitobox@mail.ru

Аннотация: Рассматривается задача управления в нелинейной автоном-
ной системой дифференциальных уравнений второго порядка в услови-
ях воздействия помехи в терминах дифференциальной игры преследо-
вания. Множество значений управлений преследователя является конеч-
ным, убегающего (помехи) — компакт. Целью преследователя является
приведение, в рамках конечного времени, фазовой траектории в любую
наперед заданную окрестность нуля вне зависимости от действий поме-
хи. Для построения управления преследователю известны только фазо-
вые координаты и значение скорости в некоторые дискретные моменты
времени и неизвестен выбор управления помехи. Получены условия суще-
ствования множества начальных положений, из каждой точки которого
происходит поимка в указанном смысле. Причем это множество содержит
некоторую окрестность нуля. Выигрышное управление при этом строится
конструктивно.

Ключевые слова: дифференциальная игра, нелинейная динамическая
система, управление, помеха.

Введение

Рассматривается задача управления нелинейной автономной системой
дифференциальных уравнений с помехой в терминах дифференциальной
игры преследования. Управлением убегающего (помехи) является изме-
римая функция на полубесконечном вправо интервале со значениями на
некотором компакте. Управление преследователя задается на конечном
отрезке времени, кусочно постоянное и имеет конечное число переключе-
ний. Для построения управления в момент переключения преследователю
известны сам момент и фазовые координаты системы в этот момент, но
не известен выбор управления убегающего. Таким образом, задача при-
ведения траектории точно на заданное множество не разрешима в общем
случае. Целью преследователя является приведение траектории, в рам-
ках конечного времени, в любую наперед заданную окрестность начала
координат вне зависимости от действий помехи. В такой задаче произво-
дится поиск условий, накладываемых на систему, которые обеспечивают
существование ненулевых начальных положений, из которых происходит
поимка (выполняется цель преследователя), и явной конструкции выиг-
рышного управления.

Настоящая работа является продолжением исследований [1, 2].
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1. Основной результат

В пространстве R𝑘, 𝑘 > 2, рассматривается дифференциальная игра
Γ(𝑥0, �̇�0) двух лиц: преследователя 𝑃 и убегающего 𝐸. Динамика игры
описывается системой дифференциальных уравнений

�̈� = 𝑓(𝑥, �̇�, 𝑢, 𝑣), 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑥(0) = 𝑥0, �̇�(0) = �̇�0,

где 𝑥, �̇� ∈ R𝑘, 𝑥 — фазовый вектор, �̇� — вектор скорости, 𝑢 и 𝑣 — управ-
ляющие воздействия; 𝑈 = {𝑢1, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑢𝑖 ∈ R𝑙, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Множество
𝑉 ⊂ R𝑠 — компакт. Функция 𝑓 : R𝑘×R𝑘×𝑈×𝑉 → R𝑘 — для каждого 𝑢 ∈ 𝑈
непрерывна по совокупности переменных 𝑥, �̇�, 𝑣 и удовлетворяет по 𝑥, �̇�
условию Липшица с постоянной, не зависящей от 𝑣. То есть существует
положительное число 𝐿 такое, что

‖𝑓(𝑥1, �̇�1, 𝑢𝑖, 𝑣)− 𝑓(𝑥2, �̇�2, 𝑢𝑖, 𝑣)‖ 6 𝐿(‖𝑥1 − 𝑥2‖+ ‖�̇�1 − �̇�2‖),

𝑥1, 𝑥2, �̇�1, �̇�2 ∈ R𝑘, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Здесь и всюду далее норма считается евклидовой.
Под разбиением 𝜎 промежутка [0, 𝑇 ] будем понимать конечное разби-

ение {𝜏𝑞}𝜂𝑞=0, где 0 = 𝜏0 < 𝜏1 < 𝜏2 < · · · < 𝜏𝜂 = 𝑇 .

Определение 1. Кусочно-постоянной стратегией 𝑊 преследовате-
ля 𝑃 на промежутке [0, 𝑇 ] называется пара (𝜎,𝑊𝜎), где 𝜎 — разбиение
промежутка [0, 𝑇 ], а 𝑊𝜎 — семейство отображений 𝑑𝑟, 𝑟 = 0, 1, . . . , 𝜂−1,
ставящих в соответствие величинам (𝜏𝑟, 𝑥(𝜏𝑟), �̇�(𝜏𝑟)) постоянное управ-
ление 𝑢𝑟(𝑡) ≡ 𝑢𝑟 ∈ 𝑈 , 𝑡 ∈ [𝜏𝑟, 𝜏𝑟+1).

Под управлением убегающего будем понимать произвольную измери-
мую функцию 𝑣 : [0,∞) → 𝑉 . Для построения управления убегающему
𝐸 в начальный момент времени известны начальные положения 𝑥0, �̇�0 и
выбранная стратегия 𝑊 преследователя 𝑃 . Кроме того, игрокам извест-
ны динамика системы, то есть функция 𝑓 , множества 𝑈 , 𝑉 и константа
Липшица 𝐿.

Определение 2. В игре Γ(𝑥0, �̇�0) происходит 𝜀-поимка, если суще-
ствует 𝑇 > 0 такое, что для любого 𝜀 > 0 существует кусочно-посто-
янная стратегия 𝑊 преследователя 𝑃 на промежутке [0, 𝑇 ] такая, что
для любого допустимого управления убегающего 𝑣(·) выполнено неравен-
ство ‖𝑥(𝜏)‖ < 𝜀 для некоторого 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ].

Целью преследователя является осуществление 𝜀-поимки. Цель убегаю-
щего — воспрепятствовать этому.

Обозначим ⟨𝑎, 𝑏⟩ — скалярное произведение векторов 𝑎, 𝑏.
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Теорема 1. Пусть

min
𝑝∈R𝑘,‖𝑝‖=1

max
𝑢∈𝑈

min
𝑣∈𝑉

⟨𝑓(0, 0, 𝑢, 𝑣), 𝑝⟩ > 0.

Тогда существуют 𝜀0 > 0, 𝜃 > 0 и 𝑇 > 0 такие, что для любых на-
чальных положений 𝑥0, �̇�0 таких, что ‖𝑥0‖+ 𝜃‖�̇�0‖ < 𝜀0, в игре Γ(𝑥0, �̇�0)
происходит 𝜀-поимка за время 𝑇 . Кроме того, преследователю для по-
строении стратегии достаточно использовать разбиение временного ин-
тервала с фиксированным шагом.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 23-71-01032).
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On a Control Problem of a Second-Order Nonlinear System under
Interference

Kirill A. Shchelchkov

1 Udmurt State University, Izhevsk, Russia, incognitobox@mail.ru

Abstract: The control problem of a nonlinear autonomous system of second-
order differential equations under the interference in terms of a differential
pursuit game is considered. The set of control values of the pursuer is fi-
nite, of the evader (interference) is compact. The goal of the pursuer is to
bring, within finite time, the phase trajectory to any predetermined neigh-
borhood of zero, regardless of the actions of the interference. To construct
the control, the pursuer knows only the phase coordinates and the velocity
value at some discrete moments of time and does not know the choice of the
interference control. Conditions for the existence of a set of initial positions
from each point of which a capture occurs in the specified sense are obtained.
The set contains some neighborhood of zero. The winning control is built
constructively.
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