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Аннотация: Введено понятие равномерной локальной достижимости
гибридной дискретно-непрерывной линейной управляемой системы. Это
свойство обеспечивает возможность произвольного назначения матрицы
Коши системы, замкнутой линейной обратной связью, в малую окрест-
ность матрицы Коши свободной системы на произвольных отрезках
фиксированной длины, при этом имеется липшицева оценка нормы
матрицы обратной связи относительно требуемого отклонения матрицы
Коши. Доказано, что если открытая система равномерно вполне управ-
ляема, то соответствующая замкнутая система равномерно локально
достижима.

Ключевые слова: гибридная дискретно-непрерывная система, управ-
ляемость, достижимость.

Рассмотрим линейную управляемую гибридную систему{︃
𝑥̇(𝑡) = 𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐴12(𝑘)𝑦(𝑘) +𝐵11(𝑡)𝑢(𝑡) +𝐵12(𝑘)𝑣(𝑘),

𝑦(𝑘 + 1) = 𝐴21(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐴22(𝑘)𝑦(𝑘) +𝐵21(𝑘)𝑢(𝑘) +𝐵22(𝑘)𝑣(𝑘),
(1)

где 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0
.
= {0, 1, 2, . . . }, 𝑥 ∈ R𝑛1 , 𝑦 ∈ R𝑛2 , 𝑢 ∈ R𝑚1 ,

𝑣 ∈ R𝑚2 ; функции 𝐴11 : [0,+∞) → R𝑛1×𝑛1 и 𝐵11 : [0,+∞) → R𝑛1×𝑚1

кусочно непрерывны, могут иметь лишь разрывы первого рода и непре-
рывны справа в точках разрыва; управление 𝑢 : [0,+∞) → R𝑚1 кусоч-
но непрерывно, может иметь лишь разрывы первого рода и непрерывно
справа в точках разрыва; функции 𝐴𝑗2 : N0 → R𝑛𝑗×𝑛2 , 𝐵𝑗2 : N0 → R𝑛𝑗×𝑚2

(𝑗 = 1, 2), 𝐴21 : N0 → R𝑛2×𝑛1 и 𝐵21 : N0 → R𝑛2×𝑚1 произвольны; управле-
ние 𝑣 : N0 → R𝑚2 произвольно.

Под решением системы (1) при выбранных управлениях 𝑢(·) и 𝑣(·)
понимаем функцию

𝑧 = 𝑧(𝑡) =

(︂
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑘)

)︂
∈ R𝑛1+𝑛2 , 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0,

такую, что 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑘) удовлетворяют системе (1) при 𝑡 ∈ (𝑘, 𝑘 + 1), при
этом функция 𝑥(𝑡) непрерывна на [0,+∞).
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Выберем в системе (1) управления 𝑢(𝑡) ≡ 0 ∈ R𝑚1 и 𝑣(𝑘) ≡ 0 ∈ R𝑚2 ,
получим свободную систему{︃

𝑥̇(𝑡) = 𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐴12(𝑘)𝑦(𝑘),

𝑦(𝑘 + 1) = 𝐴21(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐴22(𝑘)𝑦(𝑘).
(2)

Пусть 𝑋(𝑡, 𝑠) — матрица Коши системы

𝑥̇(𝑡) = 𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡).

Положим

𝑍(𝑘 + 1, 𝑘) =

(︂
𝑋(𝑘 + 1, 𝑘)

∫︀ 𝑘+1

𝑘
𝑋(𝑘 + 1, 𝑠) 𝑑𝑠 ·𝐴12(𝑘)

𝐴21(𝑘) 𝐴22(𝑘)

)︂
, 𝑘 ∈ N0,

𝑍(𝑘, 𝑙) = 𝑍(𝑘, 𝑘 − 1)𝑍(𝑘 − 1, 𝑘 − 2) . . . 𝑍(𝑙 + 1, 𝑙), 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙.

Тогда для произвольного решения 𝑧(·) системы (2) имеет место равен-
ство

𝑧(𝑘) = 𝑍(𝑘, 𝑙)𝑧(𝑙), 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙.

Будем называть матрицу 𝑍(𝑘, 𝑙), 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙, матрицей Коши гибрид-
ной системы (2) в целочисленные моменты времени.

Замкнем систему (1) линейной обратной связью

𝑢(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑣(𝑘) = 𝑉 (𝑘)𝑦(𝑘),

где функция 𝑈 : [0,+∞) → R𝑚1×𝑛1 кусочно непрерывна, может иметь
лишь разрывы первого рода и непрерывна справа в точках разрыва; функ-
ция 𝑉 : N0 → R𝑚2×𝑛2 произвольна. В итоге получим замкнутую систему{︂

𝑥̇(𝑡) =
(︀
𝐴11(𝑡)+𝐵11(𝑡)𝑈(𝑡)

)︀
𝑥(𝑡) +

(︀
𝐴12(𝑘)+𝐵12(𝑘)𝑉 (𝑘)

)︀
𝑦(𝑘),

𝑦(𝑘 + 1) =
(︀
𝐴21(𝑘)+𝐵21(𝑘)𝑈(𝑘)

)︀
𝑥(𝑘) +

(︀
𝐴22(𝑘)+𝐵22(𝑘)𝑉 (𝑘)

)︀
𝑦(𝑘).

(3)

Положим 𝑊 (𝑡) =
(︀
𝑈(𝑡), 𝑉 (𝑘)

)︀
, 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0. Система (3) имеет

вид (2), поэтому для нее также можно определить матрицу Коши в це-
лочисленные моменты времени, которую мы будем обозначать 𝑍𝑊 (𝑘, 𝑙),
𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙.

Определение 1. Система (1) называется равномерно вполне управ-
ляемой, если существуют такие 𝜗 ∈ N и 𝐿 > 0, что для каждого ℓ ∈ N0

и любых 𝑥0, 𝑥1 ∈ R𝑛1 , 𝑦0, 𝑦1 ∈ R𝑛2 найдутся допустимые управления
𝑢 : [ℓ, ℓ + 𝜗) → R𝑚1 , 𝑣 : [ℓ, ℓ + 𝜗 − 1] ∩ N0 → R𝑚2 такие, что решение(︀
𝑥(·), 𝑦(·)

)︀
системы (1) с начальными условиями 𝑥(ℓ) = 𝑥0, 𝑦(ℓ) = 𝑦0 и с

выбранными 𝑢(·), 𝑣(·) удовлетворяет равенствам 𝑥(ℓ+𝜗) = 𝑥1, 𝑦(ℓ+𝜗) =
𝑦1, при этом

sup
𝑡∈[ℓ,ℓ+𝜗)

‖𝑢(𝑡)‖ 6 𝐿max
{︀
‖𝑥1 − 𝑥0‖, ‖𝑦1 − 𝑦0‖

}︀
,

max
𝑘∈[ℓ,ℓ+𝜗−1]∩N0

‖𝑣(𝑘)‖ 6 𝐿max
{︀
‖𝑥1 − 𝑥0‖, ‖𝑦1 − 𝑦0‖

}︀
.
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Определение 1 — это перенос на гибридные системы известного опре-
деления равномерной полной управляемости, известного как для систем
с непрерывным временем [3, 6], так и для систем с дискретным време-
нем [1, 5].

Определение 2. Система (3) называется равномерно локально до-
стижимой, если найдутся такие 𝜗 ∈ N, 𝐿 > 0 и 𝑟 > 0, что для лю-
бой матрицы 𝐻 ∈ R(𝑛1+𝑛2)×(𝑛1+𝑛2), удовлетворяющей неравенству ‖𝐻 −
𝐸‖ 6 𝑟 (𝐸 ∈ R(𝑛1+𝑛2)×(𝑛1+𝑛2) — единичная матрица), и любого ℓ ∈ N0

существует управление 𝑊 (𝑡) =
(︀
𝑈(𝑡), 𝑉 (𝑗)

)︀
, 𝑡 ∈ [𝑗, 𝑗 + 1), 𝑗 ∈ {ℓ, . . . , ℓ +

𝜗− 1} ⊂ N0, такое, что

𝑍𝑊 (ℓ+ 𝜗, ℓ) = 𝑍(ℓ+ 𝜗, ℓ)𝐻,

при этом

sup
𝑡∈[ℓ,ℓ+𝜗)

‖𝑈(𝑡)‖ 6 𝐿‖𝐻 − 𝐸‖,

max
𝑘∈[ℓ,ℓ+𝜗−1]∩N0

‖𝑉 (𝑘)‖ 6 𝐿‖𝐻 − 𝐸‖.

Понятие равномерной локальной достижимости систем с непрерыв-
ным временем введено в [2]. Определение равномерной глобальной дости-
жимости систем с дискретным временем предложено в [4].

Теорема 1. Если система (1) равномерно вполне управляема, то со-
ответствующая замкнутая система (3) равномерно локально достижи-
ма.

Полученный результат предполагается применить для управления
асимптотикой решений гибридных систем.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образова-
ния РФ в рамках государственного задания, проект FEWS-2024-0009.
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Uniform Local Attainability of Linear Control
Hybrid Systems

Svetlana N. Popova1, Elmira A. Fahrazieva2

1 UdSU, Izhevsk, Russia, udsu.popova.sn@gmail.com
2 UdSU, Izhevsk, Russia, elmiraf12@mail.ru

Abstract: The notion of uniform local attainability of a hybrid discrete-
continuous linear control system is introduced. This property provides the
possibility of arbitrary assignment of the transition matrix of the system
closed by linear feedback to a small neighborhood of the transition matrix of
the free system on arbitrary segments of fixed length. In this case, there is
a Lipschitz estimate of the norm of the feedback matrix with respect to the
required deviation of the transition matrix. It is proved that if the open-loop
system is uniformly complete controllable, then the corresponding closed-loop
system is uniformly locally attainable.
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