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Рассмотрим линейную однородную гибридную систему{
ẋ(t) = A11(t)x(t)+A12(k)y(k),
y(k+1) = A21(k)x(k)+A22(k)y(k),

(1)

где t ∈ [k,k+1), k ∈N0
.
= {0,1,2, . . .}, x ∈Rn1 , y ∈Rn2 , функция A11 : [0,+∞)→Rn1×n1 ограничена,

кусочно непрерывна, может иметь лишь разрывы первого рода и непрерывна справа в точках
разрыва; функции A j2 : N0 → Rn j×n2 ( j = 1,2) и A21 : N0 → Rn2×n1 ограничены. Положим n .

= n1 +

+n2. Систему (1) отождествим с матрицей A(t) =
(

A11(t) A12(k)
A21(k) A22(k)

)
∈ Rn×n, t ∈ [k,k+1), k ∈ N0.

Множество всех систем вида (1), удовлетворяющих поставленным условиям, обозначим Mn.
Метрика в этом множестве — равномерная на [0,+∞).

Под решением системы (1) понимаем функцию z = z(t) =
(

x(t)
y(k)

)
∈ Rn, t ∈ [k,k+1), k ∈

∈ N0, такую, что x(t) и y(k) удовлетворяют системе (1) при t ∈ (k,k+ 1), при этом функция x(t)
непрерывна на [0,+∞).

Пусть X(t,s) — матрица Коши системы ẋ(t) = A11(t)x(t). Положим

XA(k+1,k) =

 X(k+1,k)
k+1r

k
X(k+1,s)ds ·A12(k)

A21(k) A22(k)

 , k ∈ N0,

XA(k, l) = XA(k,k−1)XA(k−1,k−2) . . .XA(l +1, l), k, l ∈ N0, k > l.

Тогда для произвольного решения z(·) системы (1) имеет место равенство z(k) = XA(k, l)z(l),
k, l ∈ N0, k > l. Будем называть матрицу XA(k, l), k, l ∈ N0, k > l, матрицей (оператором) Коши
гибридной системы (1) в целочисленные моменты времени. Обозначим через M0

n подмножество
множестваMn, состоящее из систем вида (1), для которых последовательность

(
XA(k+1,k)

)
k∈N0

вполне ограничена [1].
Определение 1. Показателями Ляпунова системы A(·) ∈ M0

n будем называть величи-
ны λi(A)

.
= infF∈Gi limk→∞ k−1 ln∥ XA|F (k,0)∥, i = 1, . . . ,n, где Gi — множество i-мерных линей-

ных подпространств пространства Rn, XA|F — сужение оператора Коши системы A(·) на под-
пространство F ⊂ Rn. Полным спектром показателей Ляпунова системы A(·) назовем набор
λ(A) .

=
(
λ1(A),λ2(A), . . . ,λn(A)

)
.

Заметим, что λ1(C) ⩽ λ2(C) ⩽ . . . ⩽ λn(C) для любой системы C(·) ∈M0
n, поэтому полный

спектр каждой такой системы принадлежит множеству Rn
⩽ всех упорядоченных по неубыванию



64 XIV Белорусская математическая конференция

наборов n чисел. Метрику во множестве Rn
⩽ полагаем индуцированной нормой пространства Rn.

Итак, имеем отображение C 7→ λ(C), определенное на M0
n и действующее в Rn

⩽.
Определение 2. Полный спектр показателей Ляпунова системы A(·) ∈ M0

n называется
устойчивым, если отображение C 7→ λ(C) непрерывно в точке C ≡ A.

Определения 1 и 2— это непосредственный перенос на гибридные системы соответствующих
определений, известных как для систем с непрерывным временем [2–4], так и для систем с
дискретным временем (см., например, [5]).

Рассмотрим также линейную управляемую гибридную систему{
ẋ(t) = A11(t)x(t)+A12(k)y(k)+B11(t)u(t)+B12(k)v(k),
y(k+1) = A21(k)x(k)+A22(k)y(k)+B21(k)u(k)+B22(k)v(k),

(2)

где t ∈ [k,k+1), k ∈N0
.
= {0,1,2, . . .}, u ∈Rm1 , v ∈Rm2 ; функция B11 : [0,+∞)→Rn1×m1 ограничена,

кусочно непрерывна, может иметь лишь разрывы первого рода и непрерывна справа в точках разрыва;
управление u : [0,+∞) → Rm1 кусочно непрерывно, может иметь лишь разрывы первого рода и
непрерывно справа в точках разрыва; функции B j2 : N0 → Rn j×m2 ( j = 1,2) и B21 : N0 → Rn2×m1

ограничены; управление v : N0 → Rm2 произвольно.
Определение 3 (см. [6]). Система (2) называется равномерно вполне управляемой, если

существуют такие ϑ ∈ N и L > 0, что для каждого ℓ ∈ N0 и любых x0,x1 ∈ Rn1 , y0,y1 ∈ Rn2 найдутся
допустимые управления u : [ℓ,ℓ+ϑ)→Rm1 , v : [ℓ,ℓ+ϑ−1]∩N0 →Rm2 такие, что решение

(
x(·),y(·)

)
системы (2) с начальными условиями x(ℓ) = x0, y(ℓ) = y0 и с выбранными u(·), v(·) удовлетворя-
ет равенствам x(ℓ+ϑ) = x1, y(ℓ+ϑ) = y1, при этом sup

t∈[ℓ,ℓ+ϑ)
∥u(t)∥ ⩽ Lmax

{
∥x1 − x0∥,∥y1 − y0∥

}
,

max
k∈[ℓ,ℓ+ϑ−1]∩N0

∥v(k)∥ ⩽ Lmax
{
∥x1 − x0∥,∥y1 − y0∥

}
.

Замкнем систему (2) линейной обратной связью u(t) =U(t)x(t), v(k) =V (k)y(k), где функция
U : [0,+∞)→ Rm1×n1 ограничена, кусочно непрерывна, может иметь лишь разрывы первого рода
и непрерывна справа в точках разрыва; функция V : N0 → Rm2×n2 ограничена. В итоге получим
замкнутую систему{

ẋ(t) =
(
A11(t)+B11(t)U(t)

)
x(t)+

(
A12(k)+B12(k)V (k)

)
y(k),

y(k+1) =
(
A21(k)+B21(k)U(k)

)
x(k)+

(
A22(k)+B22(k)V (k)

)
y(k).

(3)

Если A(·) ∈M0
n, то эта система принадлежит множеству M0

n при достаточно малых sup
t⩾0

∥U(t)∥,

sup
k∈N0

∥V (k)∥, поэтому для нее определен полный спектр показателей Ляпунова, который условно

обозначим как λ(A+BW ). Здесь W (t) .
=
(
U(t),V (k)

)
, t ∈ [k,k+1), k ∈ N0. Функцию W (·) называем

допустимым матричным управлением, если для U(·) и V (·) выполнены описанные выше условия.
Определение 4. Пусть A(·) ∈ M0

n. Полный спектр показателей Ляпунова системы (3) на-
зывается пропорционально локально управляемым, если найдутся такие δ > 0 и ℓ > 0, что для
каждого набора чисел µ ∈ Oδ

(
λ(A)

)
⊂ Rn

⩽ найдется допустимое матричное управление W (·) такое,
что λ(A+BW ) = µ, при этом sup

t⩾0
∥W (t)∥ ⩽ ℓ∥µ− λ(A)∥.

Теорема. Если система A(·) ∈ M0
n обладает устойчивым полным спектром показате-

лей Ляпунова, а система (2) равномерно вполне управляема, то полный спектр системы (3)
пропорционально локально управляем.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ в рамках
государственного задания, проект FEWS-2024-0009.
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