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В пространстве R𝑘 (𝑘⩾ 2) рассматривается дифференциальная игра 𝑛+1 лиц: пресле-
дователей 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 и убегающего 𝐸, описываемая системой

𝐷(𝛼)𝑧𝑖=𝐴𝑖(𝑡)𝑧𝑖+𝑢𝑖−𝑣, 𝑧𝑖(𝑡0)= 𝑧0𝑖 , 𝑢𝑖 ∈𝑈𝑖, 𝑣 ∈𝑉. (1)

Здесь 𝐷(𝛼) — производная по Капуто порядка 𝛼, 𝛼∈ (0, 1), 𝐴𝑖(𝑡) — непрерывные матричные
функции порядка 𝑘×𝑘, 𝑧𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣 ∈ R𝑘, 𝑈𝑖, 𝑉 — компакты в R𝑘, 𝑖 ∈ 𝐼 = {1, . . . , 𝑛}. Заданы
терминальные множества 𝑀*

𝑖 =𝑀𝑖+𝑀
0
𝑖 , где 𝑀𝑖 — линейные подпространства пространства

R𝑘, 𝑀0
𝑖 — выпуклые компакты из 𝐿𝑖 — ортогонального дополнения к 𝑀𝑖 в R𝑘. Считаем,

что 𝑧0𝑖 /∈𝑀*
𝑖 для всех 𝑖∈ 𝐼.

Определение 1. Будем говорить, что задана квазистратегия 𝒰𝑖 преследователя 𝑃𝑖,
если определено отображение 𝑈0

𝑖 , ставящее в соответствие начальным позициям 𝑧0 = 𝑧0𝑖 ,
𝑖 ∈ 𝐼, моменту 𝑡 и произвольной предыстории управления 𝑣𝑡(·) убегающего 𝐸 измеримую
функцию 𝑢𝑖(𝑡) со значениями в 𝑈𝑖.

Обозначим данную игру 𝐺(𝑛, 𝑧0).
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Определение 2. В игре 𝐺(𝑛, 𝑧0) происходит поимка, если существуют момент 𝑇 > 0 и
квазистратегии 𝒰1, . . . , 𝒰𝑛 преследователей 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 такие, что для любой измеримой
функции 𝑣(𝑡) ∈ 𝑉 , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], существуют момент 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] и номер 𝑝 ∈ 𝐼, для которых
𝑧𝑝(𝜏)∈𝑀𝑝.

Введём следующие обозначения [1]: 𝐸 — единичная матрица порядка 𝑘×𝑘; Int𝐴, co𝐴 —
соответственно внутренность и выпуклая оболочка множества 𝐴; 𝜋𝑖 : R𝑘 → 𝐿𝑖 — оператор
ортогонального проектирования;

Γ(𝛽)=

+∞ˆ

0

𝑠𝛽−1𝑒−𝑠 𝑑𝑠; 𝜏𝐽𝑡𝑓(𝑡)=
1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

𝜏

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠) 𝑑𝑠;

𝐺0
𝑖 (𝑡, 𝜏)=

(𝑡−𝜏)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝐸, 𝐺𝑙+1

𝑖 (𝑡, 𝜏)=𝜏 𝐽𝑡(𝐴𝑖(𝑡)𝐺
𝑙
𝑖(𝑡, 𝜏)), 𝑙=0, 1, . . . ; Φ𝑖(𝑡, 𝜏)=

+∞∑︁
𝑙=0

𝐺𝑙
𝑖(𝑡, 𝜏);

𝐺̃0
𝑖 (𝑡, 𝜏)=𝐸, 𝐺̃𝑙+1

𝑖 (𝑡, 𝜏)=𝜏 𝐽𝑡(𝐴𝑖(𝑡)𝐺̃
𝑙
𝑖(𝑡, 𝜏)), 𝑙=0, 1, . . . ; Ψ𝑖(𝑡, 𝜏)=

+∞∑︁
𝑙=0

𝐺̃𝑙
𝑖(𝑡, 𝜏);

𝑊𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣)=𝜋𝑖Φ𝑖(𝑡, 𝜏)
(︀
𝑈𝑖−𝑣); 𝑊𝑖(𝑡, 𝜏)=

⋂︁
𝑣∈𝑉

𝑊𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣).

Предположение. Для всех 𝑖∈ 𝐼, 𝑡⩾ 𝑡0, 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡] выполнено условие 𝑊𝑖(𝑡, 𝜏) ̸=∅.
Из теоремы об измеримом выборе [2, теорема 8.1.3] следует, что для каждого 𝑖∈ 𝐼 при

любом 𝑡⩾ 𝑡0 существует хотя бы один измеримый селектор 𝛾𝑖(𝑡, 𝜏)∈𝑊𝑖(𝑡, 𝜏) для всех 𝑡⩾ 𝑡0,
𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡]. Выберем произвольные измеримые селекторы 𝛾𝑖(𝑡, 𝜏), зафиксируем их и обозначим

𝜉𝑖(𝑡)=𝜋𝑖Ψ𝑖(𝑡, 𝑡0)𝑧
0
𝑖 +

𝑡ˆ

𝑡0

𝛾𝑖(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏.

Теорема 1. Пусть выполнено предположение и существуют 𝑇 > 𝑡0, 𝑙 ∈ 𝐼 такие, что
𝜉𝑙(𝑇 )∈𝑀0

𝑙 . Тогда в игре 𝐺(𝑛, 𝑧0) происходит поимка.
В дальнейшем будем считать, что 𝜉𝑖(𝑡) /∈𝑀0

𝑖 для всех 𝑖∈ 𝐼, 𝑡⩾ 𝑡0.
Определим далее

𝜆𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣)= sup
{︀
𝜆⩾ 0: 𝜆(𝑀0

𝑖 −𝜉𝑖(𝑡))∩
(︀
𝑊𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣)−𝛾𝑖(𝑡, 𝜏)

)︀
̸=∅

}︀
, 𝛿(𝑡, 𝜏)=min

𝑣∈𝑉
max
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣).

Теорема 2. Пусть выполнено предположение и lim𝑡→+∞
´ 𝑡
𝑡0
𝛿(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠=+∞. Тогда в игре

𝐺(𝑛, 𝑧0) происходит поимка.
Пример. Рассмотрим игру 𝐺(2, 𝑧0), в которой система (1) имеет вид

𝐷(𝛼)𝑧𝑖1= 𝑡 ·𝑧𝑖2, 𝐷(𝛼)𝑧𝑖2=𝑢𝑖−𝑣, 𝑧𝑖(0)= 𝑧0𝑖 .

Здесь 𝐼= {1, 2}, 𝑧𝑖=(𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2)∈R2, 𝑈𝑖=𝑉 =[−1, 1], 𝑀*
𝑖 = {(𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2)∈R2 : 𝑧𝑖1=0}, 𝑧01 =(−1,−1),

𝑧02 =(1, 1). Обозначим

𝑝(𝑡, 𝜏)=
(𝑡−𝜏)𝛼−1

Γ(𝛼)
, 𝑞(𝑡, 𝜏)=

𝛼(𝑡−𝜏)2𝛼−1(𝑡+𝜏)

Γ(2𝛼+1)
, 𝑟(𝑡, 𝜏)=

(𝑡−𝜏)𝛼(𝑡+𝛼𝜏)
Γ(𝛼+2)

, 𝑓(𝑡)=1+
𝑡𝛼+1

Γ(𝛼+2)
.

Тогда [1]

Ψ𝑖(𝑡, 𝜏)=

(︂
1 𝑟(𝑡, 𝜏)
0 1

)︂
, Φ𝑖(𝑡, 𝜏)=

(︂
𝑝(𝑡, 𝜏) 𝑞(𝑡, 𝜏)

0 𝑝(𝑡, 𝜏)

)︂
, 𝜋𝑖=

(︂
1 0
0 0

)︂
.
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Поэтому 𝑀0
𝑖 = {0},

𝑊𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣)= 𝑞(𝑡, 𝜏)(𝑉 −𝑣), 𝑊𝑖(𝑡, 𝜏)= {0}, 𝛾𝑖(𝑡, 𝜏)= 0,

𝜉1(𝑡)=𝜋1Ψ1(𝑡, 0)𝑧
0
1 =−𝑓(𝑡), 𝜉2(𝑡)=𝜋2Ψ2(𝑡, 0)𝑧

0
2 = 𝑓(𝑡),

𝜆1(𝑡, 𝜏, 𝑣)=
𝑞(𝑡, 𝜏)(1−𝑣)

𝑓(𝑡)
, 𝜆2(𝑡, 𝜏, 𝑣)=

𝑞(𝑡, 𝜏)(1+𝑣)

𝑓(𝑡)
, 𝛿(𝑡, 𝜏)=

𝑞(𝑡, 𝜏)

𝑓(𝑡)
.

Так как lim𝑡→+∞
´ 𝑡
0 𝛿(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠=+∞, то выполнены все условия теоремы 2, и, значит, в игре

𝐺(2, 𝑧0) происходит поимка.
Теорема 3. Пусть в системе (1) 𝑡0 =0, для всех 𝑖∈ 𝐼 𝐴𝑖(𝑡)= 𝑎𝑖𝐸 при 𝑡⩾ 0, 𝑀*

𝑖 = {0},
𝑈𝑖=𝑉 = {𝑣 : ‖𝑣‖⩽ 1}, 𝑎𝑖⩽ 0 и 0∈ Int co{𝑧0𝑖 , 𝑖∈ 𝐼}. Тогда в игре 𝐺(𝑛, 𝑧0) происходит поимка.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской
Федерации в рамках государственного задания № FEWS-2024-0009.

Литература. 1. Matychyn, I. Game-theoretical problems for fractional-order nonstationary systems /
I. Matychyn, V. Onyshchenko // Fract. Calc. Appl. Anal. — 2023. — V. 26. — P. 1031–1051. 2. Aubin, J.P.
Set-Valued Analysis / J.P. Aubin, H. Frankowska. — Boston : Birkhauser, 1990. — 461 p.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 8 2024


