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ВВЕДЕНИЕ 

Это пособие является продолжением курса «Алгебра-1», написанного 

и выпущенного автором первоначально в начале 2008 года, а после редактиро-

вания – во второй половине 2023 года, и предназначено, как и первая его часть, 

для студентов 1 и 2 курсов, которые изучают линейную алгебру. При написа-

нии данного пособия автор придерживается тех же самых целей, что и вначале, 

и к студентам, изучающим данное пособие, предъявляются те же самые требо-

вания, что и для изучения 1-й части курса. Все эти цели и требования были 

написаны во введении к 1-й части пособия, поэтому, чтобы автору не повто-

ряться, можно отослать всех желающих узнать про это, просто прочитать 

первую часть пособия по алгебре. 

Автор обращает внимание всех, кто использует данное пособие для заня-

тия, что немаловажное значение в пособии имеют замечания. В них акцентиру-

ется внимание изучающих на особенности, сложности, спорность или неодно-

значность данного понятия или результата. Поэтому на них нужно обратить 

особое внимание. 

В данном пособии, так же, как и в первой его части, используется тройная 

нумерация результатов, которая обозначает номер главы, номер параграфа 

и номер утверждения, которые формулируются в данном параграфе.  

Для более полного и глубокого ознакомления с данным предметом можно 

использовать любую из книг в предложенном ниже списке литературы. 
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ГЛАВА 3.  ОСНОВЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

§ 3.1. ВЕКТОРНЫЕ (ЛИНЕЙНЫЕ) ПРОСТРАНСТВА 

В этой главе мы будем изучать новую алгебраическую структуру: векторное простран-

ство, но сначала введем определение этой структуры. 

 

ОПР. Пусть K - некоторое поле. Множество V, на котором введены  две бинарные опе-

рации: «+» и «  » (сложение и умножение на элементы λ из поля K), называется векторным 

пространством над полем K (обозначается VK, элементы VK называются векторами, эле-

менты поля K — скалярами), если эти операции удовлетворяют следующим свойствам: 

1) операция «+» ассоциативна; 

2) операция «+» коммутативна; 

3) существует нулевой вектор 
_

0  в VK, т.е. такой вектор, что для любого вектора а из VK вы-

полняется равенство:  

u+
_

0 = 
_

0 +u = u; 

4) для любого u из VK найдется противоположный вектор (обозначается –u), который так-

же лежит в VK:   

                               - u + u = u + - u = 
_

0 ; 

5) умножение любого вектора a VK на скаляр 1К (единица по умножению поля К) не изме-

няет вектора; 

6) умножение вектора на скаляр обладает ассоциативным свойством, т.е λ(a) = (λ)a для 

любого а из VK и любых λ,  из К. 

7) операции сложение и умножение на скаляр из поля К («+» и «  ») в VK связаны дистри-

бутивными законами:  

λ(а+b) = λa+λb           и          (λ+)a = λa+a,  

для любых векторов а,b из VK, и любых двух скаляров λ и  из K. 

 

ОПР. Операции сложение («+») и умножение на скаляр («  ») называются линейными 

операциями. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Из-за свойств линейности этих операций на векторном пространстве, 

оно в ряде литературы и называется линейным пространством, и весь раздел алгебры, кото-

рый связан с изучением таких пространств, называется линейной алгеброй. 

 

ПРИМЕРЫ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ: а) Rn  (nN) над полем вещественных чи-

сел R, так называемые арифметические пространства; 

б) поле C над полем R; 

в) многочлены R[x] степени не больше 3 над полем R: будем обозначать их R[x] 3; 

г) все кольцо многочленов R[x], над полем R; 

д) кольца матриц Mm,n(R) или Mm,n(C) над полем R и C соответственно; 

е) столбцы (или строки) пространства матриц Mm,n(K), над полем К; 

ж) множество решений системы уравнений   
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где все аijR, над полем R. Такие системы, у которых столбец свободных членов состоит из 

одних нулей, называются однородными системами линейных уравнений. О них мы пого-

ворим подробнее, но позднее. 

 

ОПР. Сумма двух векторов а и (-b) (т.е. а + (-b)) называется разностью векторов а и b 

и обозначается а - b. 

 

ЛЕММА 3.1.1. (Свойства векторного пространства). Пусть VK - векторное простран-

ство над полем К. Тогда для него справедливы следующие утверждения. 

1. Нулевой вектор – 
_

0 –  векторного пространства VK – единственный. 

2. Произведение любого вектора uVK на скаляр 0К  равно 
_

0 (нуль-вектор векторно-

го пространства). 

3. Произведение 
_

0 на любой скаляр из поля К равно 
_

0 . 

4. Для каждого вектора uVK  векторного пространства существует единственный про-

тивоположный вектор. 

Доказательство. 1) Пусть в векторном пространстве VK есть два нулевых вектора 
_

0  

и 
_

0 ’. Тогда выполняются (по определению нулевого вектора пространства VK) следующие 

равенства 
_

0 ’ = 
_

0  + 
_

0 ’ = 
_

0  

Таким образом, мы получили, что эти нулевые векторы равны между собой. 

2) Для любого вектора uVK и скаляра К имеем, в силу свойств операции 

сложения в поле К и дистрибутивного закона на VK, что выполняются следующие равенства 

λu = (λ+0)u =λu + 0u.  

Прибавляем к обеим частям равенства по вектору (-λu) (такой вектор существует по 

определению векторного пространства) и отсюда получаем, что 0u =
_

0 . 

3) Для любого скаляра λК также имеем (в силу свойств 
_

0  и дистрибутивного закона) 

λ
_

0 = λ(
_

0 +
_

0 ) = λ
_

0  + λ
_

0 . 

Отсюда,  прибавив к обеим частям равенства вектор (- λ
_

0 ) (противоположный вектор 

к вектору λ
_

0 ), получаем, что выполняется следующее равенство:  

λ
_

0 = 
_

0 . 

4) Пусть для некоторого вектора u  VK  есть два противоположных вектора – (-u) и -u’. 

Тогда рассмотрим сумму u + (-u) + (-u’). По свойствам 
_

0 –нулевого вектора векторного про-

странства VK (которые даны в определении VK), получаем, что выполняются равенства: 

u + (-u) + (-u’)= u + (-u’) + (-u) = 
_

0  + (-u) = 
_

0  + (-u’) = (-u) = (-u’). 

Таким образом, получаем, что эти два противоположных вектора совпадают. 
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ОПР. Пусть W подмножество в векторном пространстве VK, причем относительно введен-

ных  на VK операций («+» и «  »), оно образует векторное пространство над тем же самым 

полем K (над которым рассматривается и VK), тогда это подмножество называется вектор-

ным подпространством VK, и обозначается соответственно, через WK. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что для того, чтобы показать, что данное подмножество WК 

является векторным подпространством векторного пространства VK = (Х, +,  ), достаточно 

показать, что на этом подмножестве WК замкнуты эти две операции (+,  ) (из этого, 

в частности, следует, что в W есть нулевой и противоположный элемент для любого элемен-

та а из WК).  

Все остальные свойства введенных на WК операций (ассоциативность, коммутатив-

ность и дистрибутивность), о которых говорится в определении векторного пространства, 

уже выполняются, так как это операции определены на всём VK, и так как VK – векторное 

пространство, то для всех векторов, в частности и для векторов из WК, выполняются все тре-

буемые свойства для этих операций. 

ПРИМЕРЫ. а) VQ = R – множество вещественных чисел можно рассматривать как век-

торное пространство над своим подполем Q – полем рациональных чисел. 

   б) VR = R – множество вещественных чисел можно рассматривать как векторное про-

странство над самим собой. 

  в) VR в Rn = {ХRn, которые имеют вид X=



























0

..

0

...

1

kx

x

, где 0,х1,х2,..,хk это числа из R}. По-

нятно, что данное множество изоморфно Rk , и операции «+» и «  » действуют на нем точно 

также, как и на векторах из Rk. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Отметим, что если в конструкциях идет речь о полях, т.е. VK и WK яв-

ляются числовыми полями, причем WK
VK, то тогда поле VK  называется расширением 

поля WK. В частности, в примере а), рассмотренном выше, R является расширением поля 

рациональных чисел Q. 
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§ 3.2.  ЛИНЕЙНАЯ КОМБИНАЦИЯ, ЛИНЕЙНАЯ ОБОЛОЧКА ВЕКТОРОВ. 

ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ И НЕЗАВИСИМОСТЬ ВЕКТОРОВ 

 

ОПР. Пусть u1,u2,..,un – произвольные векторы векторного пространства VK, а λ1, λ2,.., 

λn-произвольные скаляры из поля K. Вектор вида  

λ1u1+λ2u2+..+λnun 

называется линейной комбинацией векторов u1,u2,..,un. 
 

ОПР. Пусть в VK – векторном пространстве задан набор векторов u1, u2,….. ,un. Множество 

всех линейных комбинаций этих векторов называется линейной оболочкой векторов u1, 

u2,….. ,un  и обозначается <u1, u2,….. ,un>. 
 

ПРИМЕР. Пусть VK – это плоскость R2, которая является векторным (линейным) про-

странством над полем R. Рассмотрим в нем систему из двух векторов

























2

1
;

1

1
. Тогда век-

тор, равный 








1

1
+2 









2

1
= 









5

3
 является линейной комбинацией двух данных векторов, а их ли-

нейной оболочкой является < ;
1

1

















2

1
>, что, как мы покажем далее, совпадает со всем VK  

(т.е. всей плоскостью R2).  
 

ЗАМЕЧАНИЕ. Еще раз отметим, что линейная комбинация системы векторов – это ка-

кой-то ОДИН ВЕКТОР, а линейная оболочка системы векторов – это МНОЖЕСТВО ВЕК-

ТОРОВ. 
 

ОПР. Система векторов {u1,u2,..,un} из VK называется линейно зависимой, если существует 

набор скаляров λ1, λ2,.., λn, из поля К, не равных одновременно нулю, такой, что 

λ1u1+λ2u2+.+λnun = 
_

0  

 

И сразу же дадим определение линейной независимости системы векторов. 

 

ОПР. Система векторов {u1,u2,..,un} из VK называется линейно независимой, если ра-

венство 

λ1u1+λ2u2+..+λnun = 

_

0  

выполняется только тогда, когда все скаляры λ1, λ2,.., λn из поля К равны нулю. 
 

Докажем одно несложное свойство, связанное с линейной зависимостью 

и независимостью.  
 

ЛЕММА 3.2.1. Линейная оболочка системы векторов {u1,u2,..,un} из VK является век-

торным подпространством VK. 

Доказательство. По замечанию сделанному после определения векторного подпро-

странства, достаточно доказать, что в <u1,u2,..,un> замкнуты операции «+»  и «  », а также 

что там лежит 

_

0  и для любого х<u1,u2,..,un> есть противоположный элемент.  
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То, что в <u1,u2,..,un> лежит нулевой вектор легко следует из того факта, что по свой-

ствам леммы 3.1.1,  
_

0  = 0u1 + 0u2+...+0un <u1,u2,..,un> 

Если х<u1,u2,..,un>, и х=х1u1 + х2u2+...+ хnun, то –х = -х1u1 - х2u2-...– хnun также лежит 

в <u1,u2,..,un>.  

Как отмечено выше, все остальные свойства операций уже выполняются, так как 

<u1,u2,..,un> – это подмножество в векторном пространстве VK. 

 

Рассмотрим некоторые примеры.   

ПРИМЕРЫ: а) на R2. Берем любой вектор, допустим, Х= 








0

1
. Тогда он линейно зави-

сим со всеми векторами вида Ra
a









,

0
, и линейно независим с любым вектором ви-

да 0, 







xy

y

x
. 

Если взять два вектора, например 








0

1
 и 









1

0
, то любой другой вектор Х= 









y

x
R2  можно 

представить в виде линейной комбинации этих двух векторов  










y

x
=x 









0

1
 + y 









1

0
. 

б) Как уже было отмечено выше, множество решений системы однородных линейных 

уравнений также образует векторное пространство. Рассмотрим решение однородной систе-

мы линейных уравнений 









02

032

321

321

xxx

xxx










053

032

32

321

xx

xxx
 

Если мы введем независимую переменную tR, то произвольное решение Х данной 

системы можно выразить в виде X=


















t

t

t

3/5

3/

 или X=t



















1

3/5

3/1

.  

Отсюда получаем, что если 



















1

3/5

3/1

 – частное решение, то любое другое решение будет 

линейной комбинацией этого решения, т.е. иметь вид t



















1

3/5

3/1

 для некоторого t. Отсюда 

можно сделать вывод, что множество решений данной однородной системы уравнений обра-

зует линейную оболочку  <



















1

3/5

3/1

>, которая является векторным подпространством R3. 
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ЛЕММА 3.2.2 (Свойства линейной зависимости). Пусть VK- векторное пространство 

над полем К. Тогда для него справедливы следующие утверждения. 

1). Система векторов {u1,u2,..,un} c линейно зависимой подсистемой, сама линейно за-

висима. 

2) Любая подсистема векторов линейной независимой системы векторов {u1,u2,..,un} 

линейно независима. 

3). Если 
_

0  входит в систему векторов {u1,u2,..,un}, тогда система линейно зависима. 

4). Если система векторов {u1,u2,..,un} линейно зависима, тогда один из них можно вы-

разить через систему остальных. 

5). Если один из векторов {u1,u2,..,un}  линейно выражается через остальные, тогда век-

торы u1,u2,..,un —линейно зависимы. 

6) Если система векторов {u1,u2,..,un} линейно независима, а система векторов 

{u1,u2,..,un,u} —линейно зависима, то вектор u является линейной комбинацией векторов 

u1,u2,..,un. 

Доказательство: 1) Предположим (без ограничения общности, иначе можно перенуме-

ровать векторы), что первые m векторов из данной системы образуют линейно зависимую 

подсистему векторов. Тогда, по определению, существует набор скаляров λ1, λ2,.., λn, из поля 

К, не все из которых равны нулю, такой, что 

λ1u1+λ2u2+..+λmum = 
_

0    (1) 

Тогда можно записать (по свойствам леммы 3.1.1.), что будет верно и такое равенство   

λ1u1+λ2u2+..+λmum +0um+1+…+0un = 
_

0    (1) 

 

По определению отсюда будет следовать, что вся система векторов {u1,u2,..,un} будет 

линейно зависимой. 

2) Допустим противное, т.е. допустим, что найдется какая-то подсистема линейно неза-

висимой системы векторов, которая является линейно-зависимой. Тогда по п.1 и вся система 

векторов будет линейно-зависимой. Получили противоречие с условием.  

Следовательно, предположение неверно, и любая подсистема линейно-независимой си-

стемы векторов будет линейно-независимой. 

3) Если один из векторов (допустим первый u1) есть 
_

0 . Тогда справедливо равенство 

(по лемме 3.1.1)  

1
_

0 + 0u2 + ….. + 0un = 
_

0  

Получаем, что весь набор скаляров ненулевой (так как λ1=1), т.е. по определению данная си-

стема векторов является линейно-зависимой. 

4) Если существует нетривиальный набор скаляров (λ1, λ2,..., λn)   (0,0,..,0) для данной 

системы векторов {u1,u2,..,un}, то  какой-то (пусть λ1)  не  равен  нулю.  Тогда из равенства 

λ1u1+λ2u2+..+λnun = 

_

0   

легко получить следующее равенство  

u1 = -
1

12

 u2 -…..- 1

1

n un,  

т.е. u1 – есть линейная комбинация остальных векторов данной системы.  
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5) Если  

un=1u1+2u2+3u3+..+n-1un-1 , 

то отсюда получаем, что  
_

0  = -un+1u1+2u2+3u3+..+n-1un-1 

Следовательно, для данной системы векторов найдется нетривиальная линейная ком-

бинация нулевого вектора, а это по определению означает, что данная система векторов яв-

ляется линейно-зависимой системой. 

6) По условию линейной зависимости системы векторов существует нетривиальная ли-

нейная  комбинация нулевого вектора (=
_

0 ). Рассмотрим ее  
_

0  = λ1∙u1+λ2∙u2+λ3∙u3+..+λn-1∙un-1+λn∙un + λ∙u 

Если λ=0, тогда получаем, что нулевой вектор можно представить в виде нетривиаль-

ной линейной комбинации системы векторов u1,u2,...un, что противоречит выбору набора.  

Следовательно, λ 0. Но тогда, так как вся система векторов {u1,u2,..,un,u}, является ли-

нейно-зависимой, совершенно аналогично п.4, мы можем выразить u через векторы u1,u2,..,un, 

а именно, 

u = -
1

1

 u1 -…..- 1n un. 

Лемма доказана. 
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§ 3.3. СИСТЕМА ОБРАЗУЮЩИХ И БАЗИС ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА 

 

ОПР. Пусть VК – векторное пространство над полем К. Система векторов {u1,u2,..,un} из VК 

называется системой образующих векторного пространства VК, если любой вектор хVК  

можно представить в виде линейной комбинации векторов данной системы, т.е. найдется 

набор скаляров λ1, λ2,.., λ n, λiK, i=1,…,n, такой, что 

х = λ1u1+λ2u2+..+λnun 

 

ОПР. Линейно-независимая система образующих {u1,u2,..,un} векторного пространства VК, 

называется базисом векторного пространства VК . Мы будем обычно обозначать базис че-

рез {ei}, i=1,2,…,n.  

 

ЗАМЕЧАНИЕ.  Вообще говоря, число векторов в рассматриваемой системе векторного про-

странства может быть и бесконечным, при этом оба определения останутся теми же. Если 

любой вектор векторного пространства может быть представлен в виде линейной комбина-

ции, то данная система – система образующих. Если же данная система образующих являет-

ся еще и линейно-независимой, то данная система образующих называется базисом вектор-

ного пространства. 

 

Сразу же определим важное понятие для векторных пространств – понятие его размер-

ности. 

 

ОПР. Число векторов в базисе векторного пространства VК называется размерностью VК 

и обозначается dimVК. Если dimVК конечна, то такое пространство называется конечномер-

ным, в противном случае пространство VК называется бесконечномерным. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Для VK={
_

0 } размерность пространства равна 0, так как в нем нет бази-

са: любая система, содержащая нулевой вектор является линейно-зависимой. Таким образом, 

VK={
_

0 } – единственное векторное пространство, в котором нет базиса. Для всех других век-

торных пространств размерность пространства может быть определена, т.е. базис будет су-

ществовать, хотя определение данной размерности вполне возможно является очень слож-

ным вопросом.  

Для бесконечномерных пространств также используется понятие мощности множества 

и понятие кардинальных чисел, но с ними вы более подробно познакомитесь, изучая курс 

топологии. 

 

УПР. Доказать, что из любой системы образующих ненулевого векторного простран-

ства можно извлечь базис. 

 

ОПР. Пусть e1,e2,..,en - базис VK – n-мерного векторного пространства. По определению бази-

са любой вектор ХVK можно представить в виде линейной комбинации базисных векторов 

Х = х1e1+х2e2+..+хnen . 

Такое представление называется разложением вектора Х в базисе e1,e2,..,en. Коэффи-

циенты (скаляры из поля К) х1,х2,..,хn называются координатами вектора Х в базисе 

e1,e2,..,en.  
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Пусть на конечномерном векторном пространстве VK задан базис {ei}, i=1,2,…,n. Тогда 

произвольный вектор Х из VK в этом базисе может быть разложен в виде линейной комбина-

ции векторов из этого базиса, т.е.  

Х = х1e1+х2e2+..+хnen , 

 и мы будем записывать его в виде столбца Х =
















nx

x

...

1

. Если важно и указание именно 

этого базиса, тогда  вектор-столбец Х записывается таким образом Хе=

enx

x

















...

1

. 

 

ПРИМЕР: а) R над R. Базисом R служит вектор (число) 1, так как любой другой вектор 

(число) аR можно представить как a1, и один ненулевой вектор а в R является линейно-

независимой системой (чтобы получить 
_

0  (=0), нужно а умножить на 0). 

Системой образующих будет служить пара векторов (чисел), например, {1,2}. Однако, 

это не будет базис, так как 2=21, т.е. эта система векторов линейно-зависимая система. 

   б) R2 над R. Базисом R2 может служить пара векторов 

























1

0
;

0

1
, так как  любой век-

тор Х= 








y

x
R2 может быть  представлен в виде линейной комбинации х 









0

1
+y 









1

0
. Эта си-

стема векторов является линейно-независимой, так как из условия, что λ1 








0

1
+λ2 









1

0
=

_

0 , сле-

дует, что  λ1=λ2=0. (Понятно, что есть много и других базисов). 

Если рассмотрим систему из трех векторов, например, таких { 








0

1
; 









1

0
; 









1

1
}, то это бу-

дет системой образующих, так как любой вектор из R2 можно выразить в виде линейной 

комбинации даже первых двух векторов, однако, это не будет базисом, так как данная систе-

ма векторов линейно-зависима, так как  








1

0
+ 









0

1
- 









1

1
= 









0

0
=

_

0 R2. 

   в) R3[x]. Базисом в векторном пространстве многочленов с вещественными коэффици-

ентами может служить, например, следующая система векторов (многочленов) {1,x,x2,x3}. 

(Напомню, что многочлены от одной переменной – это некоторая интерпретация кольца мно-

гочленов, которые строятся как множество числовых последовательностей, почти все элемен-

ты которых равны 0). Любой многочлен p(x)=ao+a1x+a2x
2+a3x

3 от одной переменной можно 

представить в виде линейной комбинации базисных векторов  

p(x) = ao1+a1x+a2x2+a3x3 

Система векторов {1,x,x2,x3} линейно-независима, так как если 

o 1+1x+2x2+3x3 = 
_

0  

где 
_

0 =
_

0 (х) это 0-функция, т.е. для всех значений переменной равна 0, то если взять 

х=0, получаем, что λo=0.  
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Если взять х=1 и х=-1, то получим два равенства 

1+2+3 = 0     и    -1+2-3 = 0. 

Если полученные равенства сложить, то получим, что 2=0. 

Если положить х=1 и х=2, то получим равенства 

1+3 = 0      и      21+83 = 0.      

Выражаем из первого равенства λ3 через λ1 и подставляем во второе. Получаем, что 

6λ1=0. Таким образом, λ1, а вместе с ним и λ3, равны 0. Следовательно, все λi=0, i=0,1,2,3, что 

по определению означает, что данная система векторов линейно независима. 

г) Mn(R). Базисом в векторном пространстве квадратных матриц с элементами из поля 

вещественных чисел R можно взять, например, множество матриц Lij , i=1,…,n; j=1,..,n, у ко-

торых только элемент аij = 1, а все остальные равны 0, т.е. матриц вида 
















0...0..0

010

0....0...0

. Дан-

ная система векторов линейно-независимая, так как при умножении на скаляр любой матрицы 

такого вида, может остаться ненулевым только один элемент. А так как у всех рассматриваемых 

матриц ненулевые элементы разные, то нулевой вектор пространства матриц (т.е. матрицу из 

одних нулей) получить, кроме как умножить все матрицы на нулевой скаляр, не удастся. 
 

Рассмотрим сумму двух векторов х и y, которые разложены по векторам базиса 

{e1,e2,..,en}. 

х = x1e1+x2e2+..+xnen         и          y = y1e1+y2e2+..+ynen 

Видим, что координаты суммы векторов х+y в базисе {e1,e2,..,en} будет иметь вид 

x+y = (x1+y1)e1+(x2+y2)e2+..+(xn+yn)en  

Таким образом, мы видим, что координаты суммы двух (или нескольких) векторов 

в базисе e1,e2,..,en, складываются. 

Умножим вектор х на произвольное число λ, получим 

λх = λ(х1e1+х2e2+..+хnen) = λх1e1 + λх2e2+..+ λхnen  

Таким образом, мы видим, что для того, чтобы найти координаты вектора х, умножен-

ного на скаляр λ, достаточно умножить все координаты вектора х на этот скаляр. 
 

ЗАМЕЧАНИЕ.  Все выше сказанное можно записать и в матричной форме, т.е. если 

x=
















nx

x

...

1

;  y=
















ny

y

...

1

, то х+y=
















nx

x

...

1

+
















ny

y

...

1

=




















nn yx

yx

...

11

, а λx=λ
















nx

x

...

1

=
















nx

x





...

1

. 

Заметим, что все вышесказанное верно только тогда, когда речь идет только о каком-то 

одном базисе, в котором эти два вектора записаны. 
 

ПРИМЕР: Найти координаты многочлена 11-2х+15х2-х3  из R[x]3 в базисе {1,х,х2,х3}. 

Понятно, что координаты его будут равны соответственно (11,-2,15,-1) или в векторной фор-

ме этот вектор  в данном базисе будет иметь вид 
























1

15

2

11

. 
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Докажем один достаточно важный результат, который неоднократно будет использо-

ваться в дальнейших результатах линейной алгебры. 

 

ЛЕММА 3.3.1. Разложение произвольного вектора XVK, где VK – конечномерное 

векторное пространство, dimVK=n, в базисе e1,e2,..,en осуществляется единственным обра-

зом, т.е. координаты вектора X в базисе {ei},i=1,…,n определены однозначно для любого 

вектора X  из VK. 

Доказательство. Допустим, что для некоторого вектора X  VK есть два разложения 

в виде линейной комбинации элементов базиса {ei},i=1,…,n. 

X = х1e1+ х2e2 +…..+хnen  

X = х’1e1+ х’2e2 +..+х’n en. 

Вычитаем из первого равенства второе, и видим, что получилась линейная комбинация 

базисных векторов e1,e2,..,en  нулевого вектора 
_

0  = (х1-х’1)e1+ (х2 - х’2)e2 +…..+ (хn -х’n)en, 

причем если разложения разные, то набор скаляров (коэффициентов) будет ненулевым. 

Поэтому получим, что набор векторов e1,e2,..,en  линейно зависима. Противоречие, так как эта 

система векторов образует базис.  

Следовательно, разложение любого вектора X из VK в виде линейной комбинации ба-

зисных векторов определено однозначно (т.е. однозначно определены коэффициенты этого 

вектора в данном базисе). 

 

Рассмотрим сумму двух векторов X и Y, которые разложены по векторам базиса 

{e1,e2,..,en}. 

X = λ1e1+λ2e2+..+λnen    и Y = γ1e1+γ2e2+..+γnen 

Видим, что сумма векторов X+Y в базисе {e1,e2,..,en} будет иметь вид 

X+Y = (λ1+γ1)e1+(λ2+γ2)e2+..+(λn+γn)en  

Таким образом, мы видим, что координаты суммы векторов в базисе {e1,e2,..,en} скла-

дываются покоординатно. 

Умножим вектор Х на произвольное число λ из поля К, получим 

λХ = λ(λ1e1+ λ2e2+..+ λnen) = λ∙λ 1e1+ λ∙λ 2e2+..+ λ∙λnen  

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что любой базисный вектор не может быть выражен в виде 

линейной комбинации остальных базисных векторов, так как иначе получаем, что этот век-

тор имеет двойное представление: он сам и линейная комбинация оставшихся векторов, что 

противоречит лемме 3.3.1. 

 

Когда идет речь о размерности векторного пространства, то сразу возникает вопрос: 

а верен ли тот факт, что размерность пространства определяется единственным образом, т.е. 

одинаковое ли число векторов в каждом базисе векторного пространства?  

(Понятно, что речь идет о конечномерных векторных пространствах, в противном слу-

чае не очень понятно, что означает термин «одинаковое количество векторов»). 

 

Попытаемся ответить на этот вопрос. Для этого мы докажем сначала один частный ре-

зультат, который затем попытаемся обобщить. Использование этого результата позволит нам 

ответить на вопрос, поднятый выше. 
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ЛЕММА 3.3.2. Пусть VК – конечномерное векторное пространство над полем 

К, с базисом {e1,e2,..en}(т.е. dim VК=n) и y ≠ 
_

0 - вектор из VK. Тогда найдется базисный вектор 

ei такой, что cистема векторов 

{e1, e2,.., ei-1, y, ei+1, .., en} будет базисом VК. 

Доказательство. Так как система {ei}, i=1,..,n – базис, тогда вектор y может быть пред-

ставлен в виде линейной комбинации векторов {ei} 

y = y1e1 + y2e2 +.. + yiei + ynen,                          (1) 

причем найдется вектор ei: yi ≠
_

0 . Тогда вектор еi  можно выразить в виде линейной 

комбинации остальных векторов 

ei = - yi
-1y1e1 - ...- yi

-1yi-1ei-1 + yi
-1Y - yi

-1yi+1ei+1 -... - yi
-1ynen.          

Отсюда, как несложно понять, что система векторов {e1,e2,..,ei-1,y,ei+1,..,en} будет систе-

мой образующих, так как система {ei} – система образующих (это базис), а базисный вектор 

ei лежит в <e1,e2,..,ei-1,y,ei+1,..,en>, поэтому и любой другой вектор х из VК будет также лежать 

там. 

Осталось показать, что эта система векторов {e1,e2,..,ei-1,y,ei+1,..,en} будет линейно- неза-

висимой. 

Допустим, что данная система векторов линейно зависима. Тогда, так как вектора 

{e1,e2,..,ei-1,ei+1,...en} линейно независимая система, а система {e1,e2,…,ei-1,y,ei+1,...,en} – линей-

но зависима, то по свойству 6 леммы 3.2.2, вектор y может быть представлен в виде линей-

ной комбинации системы векторов {e1,e2,..,ei-1,ei+1,...,en}. Но тогда мы получим, что у нас для 

вектора y – есть два представления (1) и в виде элементов системы {ei} (причем коэффици-

ент при ei не равен нулю), и для системы векторов (e1,e2,..,ei-1,ei+1,..,en). 

Получили противоречие с леммой 3.3.1. Значит, система векторов (e1,e2,..,ei-1,y,ei+1, ..,en) 

линейно независима, т.е. образует базис пространства VK. 

Из данной леммы получаем, что, если вектор y не нулевой, тогда его можно поменять 

с одним из векторов базиса и вновь образуется базис. 

 

ТЕОРЕМА 3.3.3. Пусть VК – конечномерное векторное пространство над полем 

К, с базисом {e1,e2,..en}, и {f1,f2,..,fm} линейно независимая система векторов из VK, m n.  То-

гда найдутся базисные вектора ei, i=1,2,..,n-m такие, что система векторов {e1,e2,..,en-

m,f1,f2,..,fm} будет базисом VК. (В полученном базисе может быть произведена перенумерация 

векторов первоначального базиса). 

Доказательство. Пусть {ei} i=1,..,n базис VK, и {fj}, j=1,..,m линейно независимая си-

стема векторов VK. Тогда по лемме 3.3.2 для y=f1 рассмотрим систему векторов, которая по 

этой лемме также будет базисом 

       {e1, e2, …, ei-1, f1, ei+1, .., en)                        (1). 

Перенумеруем ее таким образом, чтобы получилась система 

{e1,e2,…,ei-1, ei,.., en-1, f1}                         (2) 

Эта система будет базисом, поскольку вектор en (удаленный вектор в новой нумерации) 

будет выражаться в виде линейной комбинации данных векторов. С другой стороны, эти 

векторы (по определению базиса) останутся линейно независимыми. Рассмотрим сейчас 

представление вектора f2 через полученную систему векторов. 

f2 = a1e1+a2e2+..+ai-1ei-1+aiei+...+an-1en-1+b1f1. 
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Понятно, что в системе векторов (2) найдется вектор et, t=1,2,...,n-1, с коэффициентом 

аt≠0, иначе, если все ai=0,i=1,2,..,n-1, то получаем, что вектор f1 может быть выражен через f2, 

что противоречит линейной независимости системы векторов {fj}, j=1,2,..,m.  

Значит, аналогично рассуждениям выше, можно заменить вектор et в системе на вектор 

f2. Перенумеровывая полученную систему, можно получить, следующую систему векторов 

 {e1, e2, .,.., en-2, f1, f2}                         (3). 

 

Рассматривая последовательно представления векторов f3, f4, ….., fm  в виде линейной 

комбинации систем векторов {e1,e2,e3,..,en-3,f1,f2,f3}, {e1,e2,.,.., en-4, f1, f2, f3, f4},…., (e1,e2,..,en-

m+1, f1, f2,.., fm-1) (полученных после перенумерации, аналогично рассмотренным выше случа-

ям), соответственно получаем, что найдется некоторый вектор ei в такой системе, у которого 

коэффициент аi ≠ 0. Следовательно, совершенно аналогично рассмотренным выше случаям, 

получим, что данный вектор ei, в рассматриваемом базисе, можно также заменить соответ-

ствующим вектором fk.  

Каждый раз, перенумеровывая эти векторы, в конечном случае получаем систему из n 

векторов: 

{e1,..,en-m,f1,f2,....fm}                 (4). 

Рассуждая аналогично, получаем, что данная система будет оставаться базисом вектор-

ного пространства VК. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть в условии теоремы 3.3.3, {e1,e2,..en} – базис векторного про-

странства VК, и {f1,f2,..,fn} – линейно-независимая система векторов из VК. Тогда система 

векторов {f1,f2,..,fn} также является базисом VК. 

Это следствие является прямым следствием теоремы 3.3.3. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Это следствие для конечномерного векторного пространства VК 

(dimVК=n), можно трактовать и таким образом, что любая линейно-независимая система из n 

векторов векторного пространства VК образует базис. Таким образом, чтобы построить ка-

кой-нибудь базис векторного пространства достаточно найти линейно-независимую систему 

из n векторов. Эта система и образует искомый базис. 

 

Рассмотрим еще одно свойство векторного пространства. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Линейно независимую систему {u1,u2,..,uk} векторов ненулевого ко-

нечномерного векторного пространства VK, не являющуюся базисом пространства, можно 

дополнить до базиса пространства VK. 

Доказательство. Это также является прямым следствием теоремы 3.3.3. 

ПРИМЕР: Рассмотрим в R3 систему векторов 
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Решение. Рассмотрим систему векторов {u1,e1,e2,e3}. Эта система является системой об-

разующих в R3, так как любой вектор Х=
















z

y

x

 из R3 может быть представлен в виде, напри-

мер, такой линейной комбинации Х = 0u1 + xe1 + ye2 + ze3, но так как u1=e1+e3, то данная си-

стема является линейно-зависимой системой векторов, т.е. не является базисом R3. Поэтому 

можно выразить е1 (е1 = u1 – e3) и убрать вектор е1  из данной системы. Получим, что система 

векторов {u1,e2,e3} – будет оставаться системой образующих R3, и она будет линейно-

независимой, так как если рассмотреть линейную комбинацию нулевого вектора, т.е. 

 1u1 +  2e2  + 3e3 = 
_

0 , 

и рассмотреть это равенство покоординатно, то получим, что  1=0,  2=0, и  3=0. Та-

ким образом, система  векторов {u1,e2,e3} будет являться базисом R3. 

 

Используя результаты, полученные выше, несложно доказать и основной результат, ко-

торый дает ответ на поставленный вопрос: верен ли тот факт, что размерность пространства 

определяется единственным образом, т.е. одинаковое ли число векторов в каждом базисе 

векторного пространства? 

 

ТЕОРЕМА 3.3.4. Пусть VK - конечномерное векторное пространство над полем К. То-

гда размерность пространства VK не зависит от выбора базиса, т.е. в любом базисе число 

векторов одинаково. 

Доказательство. Если есть два базиса {ei};i=1,2,..,n и {fj}; j=1,2,..m и пусть m<n. Тогда, 

по теореме 3.3.3 получаем, что m базисных векторов в базисе {ei} можно заменить векторами 

{fj} и получим, что система векторов { e1,e2,...,en-m,f1,f2,..,fm} является базисом. Но это воз-

можно только в случае, когда n-m=0, так как по свойствам линейной независимости никакие 

два вектора в линейно-независимой системе векторов не могут быть представлены в виде 

линейной комбинации остальных векторов (иначе, по свойству 4 леммы 3.2.2 система линей-

но зависима). А у нас, так как {fj}; j=1,2,..m – базис, то все векторы e1,e2,...,en-m можно пред-

ставить в виде линейной комбинации базисных векторов.  

Следовательно, возможен только вариант, когда mn. 

Но если m>n, тогда в качестве рассматриваемого базиса можно взять базис {fj}; 

j=1,2,..m и в нем производить замену векторов векторами {ei};i=1,2,..,n.  

Следовательно, возможен только случай, когда n=m. Что нам и требовалось доказать.  

 

СЛЕДСТВИЕ 1. В условиях теоремы 3.3.4, если система векторов {e1,e2,...,en} является 

произвольным базисом  векторного пространства VK, то VK =<e1,e2,...,en>. 

Доказательство. По определению базиса векторного пространства VK любой вектор из 

VK представляется в виде линейной комбинации базисных векторов, т.е. VK   <e1,e2,...,en>. 

По определению векторного пространства VK сумма любых двух векторов принадле-

жит VK. Следовательно, любая линейная комбинация базисных векторов, будет лежать в VK. 

Отсюда получаем, что <e1,e2,...,en>VK. 

Из этих двух соотношений по лемме 1.1.1 отсюда будет следовать, что 

VK=<e1,e2,...,en>. 
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ЛЕММА 3.3.5. Пусть размерность векторного пространства VK равна n (dimVK = n). То-

гда произвольная система векторов {u1,u2,..,um}, uiVK, i=1,2,…,m;  m>n, — является линей-

но-зависимой системой векторов. 

Доказательство. Допустим, что система векторов {u1,u2,..,um} линейно независима, то-

гда ее выпуклая оболочка <u1,u2,..,um> есть векторное подпространство в VK и её размерность 

будет равна m (так как любой вектор из <u1,u2,..,um> представляется в виде линейной комби-

нации векторов системы {u1,u2,..,um}, то это система образующих, а так как она линейно-

независимая, то и базис). Следовательно, размерность этой оболочки, которое является под-

пространством пространства VK больше размерности пространства VK, что противоречит 

следствию 2 т.3.3.4. 

СЛЕДСТВИЕ 1.  В условиях теоремы 3.3.5, если WK подпространство конечномерного 

векторного пространства VK, то dimWK ≤ dimVK. 

Это простое следствие теоремы. 

 

УПР. Доказать, что следствие верно. 

 

Рассмотрим еще одно свойство, связанное с линейной зависимостью векторов, которое 

будет нами использовано в дальнейшем курсе лекций.  

 

Рассмотрим примеры векторных пространств, которые рассматривали ранее, и найдем, 

чему равна размерность этих векторных пространств. 

ПРИМЕРЫ. 1. Множество действительных чисел – векторное пространство над самим 

собой.  

 Ответ: dimR = 1, в качестве базиса можно взять вектор 1. 

2. Линейная оболочка векторов <u1,u2,..,un>.  

Ответ: dim<u1,u2,..,un> = max ЛНС векторов из {u1,u2,..,un}.  

3. Векторы трехмерного пространства R3.  

 Ответ: dimR3 = 3. В качестве базиса можно взять набор векторов 
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4. Векторы n-мерного пространства.  

Ответ: dimRn = n, в качестве базиса можно взять так называемый стандартный базис 
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5. Многочлены, степени не выше n.  

Ответ: dimR[x]n=n+1, в качестве базиса можно взять многочлены 1, 1+х, (1+х)2,….. 

(1+х)n. 

6. Пространство квадратных матриц порядка n.  

Ответ: Размерность этого пространства равна n2, в качестве базиса можно выбрать мат-

рицы Lij, у которых все элементы, кроме а ij  равны 0, 
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                                                              j-ый столбец 

а а ij =1, т.е. матрицы вида 
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7. Рассмотрим WK = {X=
















nx

x

...

1

 из Rn: x1+x2+…+xn = 0}.  

  Ответ: dimWK=n-1. В качестве базиса можно взять систему векторов 






































































































































 

1

..

0
0

0

1

;...;

0

..

1
0

0

1

;

0

..

0
1

0

1

;

0

..
0

1

1

1321 nuuuu .  
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§ 3.4. ВЕКТОРНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА И ИХ СВОЙСТВА 

 

Мы уже ввели ранее понятие векторного подпространства. Напомню, что это подмно-

жество в VK, которое замкнуто относительно операций “+” и “∙λ”, где скаляры берутся из по-

ля K, над которым и рассматриваются эти векторные подпространства. 

 

ОПР. Пусть U1={X1, +, «∙λ»}, U2={X2, +, «∙λ»}, λК  – подпространства векторного про-

странства VK. Пересечением подпространств U1, U2 векторного пространства VK называется 

множество, состоящие из общих для U1, U2 векторов. 

 

ЛЕММА 3.4.1. Пересечение двух подпространств векторного пространства VK является 

векторным подпространством пространства VK. 

Доказательство. Как уже было отмечено в §3.1 после определения векторного подпро-

странства, для доказательства того, что какое-то подмножество является векторным подпро-

странством векторного пространства, достаточно доказать, что заданные операции замкнуты 

на этом множестве. 

Итак, пусть U1 и U2 подпространства VK, и пусть u,v   U1 U2.  Тогда u+v также будет 

лежать в U1 U2, так как если векторы u, v лежат в векторном подпространстве U1, то там 

лежит и сумма этих двух векторов. Аналогично можно показать и то, что эта сумма лежит 

в U2.   

Если uU1 U2,  К. Тогда  u, для произвольного λК, также будет лежать 

в U1 U2, так как  если u лежит в векторном подпространстве U1, то там лежит и  u, для лю-

бого  К. Аналогично можно заметить, что  u лежит в U2.  

Это все, по замечанию выше, показывает, что U1 U2  является векторным подпро-

странством векторного пространства VK. 

Аналогично можно определить пересечение любого конечного (и бесконечного) числа 

векторных подпространств. 

 

ОПР. Пусть U1={X1,+, «∙λ»}, ....Un={Xn,+, «∙λ»}, λК  – подпространства векторного про-

странства VK. Пересечением подпространств U1,U2,U3,..,Un векторного пространства VK 

называется множество, состоящее из общих для этих подпространств векторов. 

 

ЛЕММА 3.4.2. Пересечение любого конечного множества подпространств векторного 

пространства VK является векторным подпространством пространства VK. 

УПР. Доказать методом математической индукции, используя результат леммы 3.4.1, 

что лемма 3.4.2 верна. 

 

Введем еще одно понятие, которое будет нами в дальнейшем широко использоваться. 

ОПР. Пусть U1,U2 – подпространства векторного пространства VK. Множество векто-

ров вида 

{u1+u2│u1 из U1, u2 из U2} 

называется суммой векторных подпространств U1 и U2 и обозначается через U1+U2. 
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ЛЕММА 3.4.3. Сумма двух векторных подпространств VK является векторным подпро-

странством VK. 

Доказательство. Пусть U1 и U2 подпространства VK, и пусть u,vU1+U2.  Тогда u+v 

также будет лежать в U1+U2, так как если u=u1+u2, v=v1+v2, где векторы u1,v1 лежат в U1, век-

торы u2,v2 лежат в U2, то и сумма векторов u+v = (u1+v1)+(u2+v2) = w1+w2, где w1U1 и w2 

U2 , лежит в U1+U2.  

Если uU1+U2,  К.  Тогда  u также будет лежать в U1+U2, так как  если u=u1+u2, то 

 u= u1+ u2, для любого  К,  u1 лежат в U1,   u2 лежат в U2 . 

Это все по сказанному выше, показывает, что U1+U2 является векторным подпростран-

ством векторного пространства VK. 

 

Аналогично пересечению можно определить сумму любого конечного числа векторных 

подпространств. 

 

ОПР. Пусть U1, U2,....,Un,  – подпространства векторного пространства VK. Множество век-

торов вида 

{u1+...+um│u1 из U1, ...um из Um} 

называется суммой векторных подпространств U1,U2,...Un и обозначается через 

U1+U2+...+Un (или 


n

i

iU
1

). 

 

ЛЕММА 3.4.4. Сумма любого конечного числа векторных подпространств VK является 

векторным подпространством VK. 

 

УПР. Доказать методом математической индукции и леммой 3.4.3, что лемма 3.4.4 вер-

на. 

ПРИМЕР. Пусть U1 =<
















1

1

1

>, и U2 =<
















2

1

2

;
















1

0

1

>, векторные подпространства R3, каждое 

из которых образовано указанными векторами. Найти сумму U1+U2. 

Решение. Суммой U1 и U2 будет по определению подпространство 

U1+U2 ={x+y, где x из U1 и y из U2}, 

т.е. это будет множество всех линейных комбинаций векторов 

U1+U2 ={а1

















1

1

1

 + а2

















2

1

2

 + a3

















1

0

1

, где аi, i=1,2,3 из R}. 

Как несложно видеть, вектор 
















1

1

1

 есть линейная комбинация векторов 
















2

1

2

 и 
















1

0

1

,  по-

этому их сумма совпадает с U2. Пересечение же этих подпространств, т.е. векторы, общие 

для обоих подпространств, это будет все векторы подпространства U1. 
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ЛЕММА 3.4.5. (Свойства суммы и пересечения подпространств) 

а) Если UК и WК подпространства векторного пространства VК, то 

UК+WК = WК+UК                  UК WК = WК UК 

б) Если PК, UК и WК подпространства векторного пространства VК, то 

PК+(WК+UК) = (PК+WК)+UК   и  (UК WК) PК=UК (WК PК) 

в) Если UК подпространства векторного пространства VК, то 

UК+VК = VК          (UК WК)=UК 

 

УПР. Доказать, что лемма 3.4.5 справедлива. 

Рассмотрим и докажем ещё одно важное свойство. 

 

ТЕОРЕМА 3.4.6. Пусть VK – конечномерное векторное пространство, UK, WK подпро-

странства VK. Размерность суммы векторных подпространств (UK+WK) равна сумме размер-

ностей UK и WK минус размерность пересечения векторных пространств, т.е. 

dim(UK+WK) = dimUK + dimWK — dim(UK WK). 

Доказательство. Положим, что dimUK=n+m; dimWK=n+k, где k=dim(UK WK). Пусть 

{ei},i=1,2,…,n – базис пересечения UK WK; {fj},j=1,2,…,n+m – базис UK, где первые n век-

торов, совпадают с векторами ei, i=1,2,...,n; {gj}, j=1,..,n+k – базис WK, где первые n векторов, 

совпадают с векторами ei, i=1,2,...,n; т.е. будем полагать, что в UK базисом будет набор векто-

ров {e1,e2,…,en,fn+1,..,fn+m}, а в WK базисом будет набор векторов {e1,e2,…,en, gn+1,..,gn+k}.  

Покажем, что система векторов {e1,e2,…,en,fn+1,..,fn+m, gn+1,..,gn+k}, будет базисом суммы 

подпространств. 

Во-первых, заметим, что система векторов {e1,e2,…,en,fn+1,..,fn+m, gn+1,..,gn+k}, i=1,2,...,n 

будет системой образующих UK+WK. Это действительно так, ибо любой вектор суммы 

UK+WK имеет вид x+y,  где хUK, yWK., и он может быть представлен в виде линейной 

комбинации  данных векторов  

Сейчас докажем, что эта система векторов линейно независима. Рассмотрим линейную 

комбинацию нулевого вектора: 

а1e1+а2e2+...+anen + bn+1fn+1+....+bn+mfm+n + сn+1gn+1+cn+2gn+2 +…+cn+kg n+k =
_

0     (1) 

Это равенство можно переписать таким образом 

а1e1+а2e2+...+anen + bn+1fn+1+....+bn+mfm+n = - (сn+1gn+1+cn+2gn+2 +…+cn+kg n+k) =
_

b . 

Вектор слева – это вектор из UK, вектор справа – из WK. Значит, этот вектор 
_

b  лежит 

в их пересечении, т.е. может быть представлен в виде линейной комбинации векторов 

e1,e2,..,en. Поэтому получаем, что найдется система скаляров d1,d2,…,dn из поля К: 

- (сn+1gn+1+cn+2gn+2 +…+cn+kg n+k)  = d1e1 + d2e2 +.. + dnen 

Отсюда получаем, что вектор 

d1e1+d2e2+..+dnen  + сn+1gn+1+cn+2gn+2 +…+cn+kg n+k = 
_

0 .            (2) 

Но система векторов (e1,e2,…,en,gn+1,..,gn+k) - это линейно-независимая система (так как 

образует базис WK), значит все di, i=1,2,…,n и ci, i=n+1,n+2,…,n+k в равенстве (2) равны 0. 

Учитывая это, равенство (1) примет вид 

а1e1+а2e2+...+anen + bn+1fn+1+....+bn+mfm+n =
_

0 .          (3) 

Но система векторов (e1,e2,…,en, fn+1,..,fn+m) линейно-независимая система, так как обра-

зует базис UK. Поэтому и все коэффициенты аi,i=1,2,…..,n  и bn+1,bn+2,....,bn+m будут равны 0. 
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Таким образом, мы показали, что система векторов (e1,e2,…,en, fn+1,..,fn+m,gn+1,..,gn+k) – яв-

ляется линейно-независимой системой векторов, и следовательно, образует базис суммы 

UK+WK. Поэтому размерность UK+WK равна n+m+k = (n+m) + (n+k) – n = dimUK + dimWK – 

dim(UK WK). А это и требовалось доказать. 

 

Рассмотрим пример, рассмотренный выше, для нахождения размерности суммы двух 

подпространств.   

ПРИМЕР. Пусть U1 =<
















1

1

1

>  и U2 =<
































1

0

1

;

2

1

2

> - векторные подпространства R3, каждое 

из которых образовано указанными векторами. Нужно найти dim(U1+U2).    

Решение. Было показано, что суммой U1 и U2 будет множество всех линейных комби-

наций векторов 

{а1

















1

1

1

 + а2

















2

1

2

 + a3

















1

0

1

, где аi, i=1,2,3 из R}. 

Как несложно видеть, вектор 
















1

1

1

 есть линейная комбинация векторов 
















2

1

2

 и 
















1

0

1

, по-

этому их сумма совпадает с U2 (dim U2=2), а пересечение, т.е. вектора общие для обоих про-

странств совпадает с U1 (dimU1=1). 

Тогда по формуле (см.теорему 3.4.6) 

dim (UK+WK) = dimUK + dimWK - dim(UK WK), 

можно получить, что 

dim (U1+U2) = dimU1 + dimU2 —dim(U1 U2) = 1+2 - 1 = dimU2  = 2.  
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§ 3.5. ПРЯМАЯ СУММА ВЕКТОРНЫХ ПОДПРОСТРАНСТВ 

 

Ранее было введено понятие суммы векторных подпространств, поэтому на этой основе 

введём еще одно структурное понятие для подпространств векторного пространства VK. 

 

ОПР. Пусть U1,U2 – подпространства векторного пространства VK, тогда сумма подпро-

странств U1+U2  – называется прямой суммой подпространств U1,U2, если любой вектор u 

из U1+U2 можно единственным образом представить в виде линейной комбинации векторов 

из Ui, i=1,2, т.е. если u=u1+u2=v1+v2, u1,v1 из U1, u2,v2 из U2, то отсюда следует, что u1=v1, 

u2=v2. Прямая сумма двух подпространств обозначается следующим образом U1U2. 

 

Вводим, аналогично определению прямой суммы для двух подпространств, определе-

ние прямой суммы для любого конечного числа подпространств в VK. 

 

ОПР. Сумма U1+U2+...+Um называется прямой суммой подпространств U1,U2,...,Um, если 

любой вектор а из U1+U2+...+Um можно единственным образом представить в виде линейной 

комбинации векторов из Ui, i=1,2,…,m, т.е. если u=u1+u2+...+um=v1+v2+...+vm, то отсюда сле-

дует, что u1=v1; u2=v2;...,um=vm. Прямая сумма m подпространств обозначается следующим 

образом U1U2 ...Um. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Ранее уже было показано, что сумма любого конечного числа вектор-

ных подпространств в VK является векторным подпространством VK (см.Л.3.4.5), поэтому и 

прямая сумма любого конечного числа векторных подпространств в VK также будет являться 

векторным подпространством в VK. 

 

 Рассмотрим некоторые примеры прямых сумм. 

ПРИМЕРЫ. а) Пусть VK=R2={ 








y

x
, x,y —вещественные числа}. R2  можно представить 

как прямую сумму двух векторных подпространств (R,0)={ Rx
x









;

0
} и (0,R)= 

{ Rx
x









;

0
}, т.е. R2=(R,0) (0,R). 

Это действительно так, ибо любой вектор 








y

x
 может быть записан единственным об-

разом в виде суммы двух векторов 








y

x
= 









0

x
+ 









y

0
. 

б) Пусть VK=R2. Рассмотрим линейную оболочку двух векторов < 
















1

1
;

0

1
>, т.е. это 

множество всех линейных комбинаций вида 

  y = с1 








0

1
 + с2 









1

1
. 
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Любой вектор z = 








b

a
, лежащий на плоскости, может быть записан в виде суммы двух 

векторов z = (a-b) 








0

1
+ b 









1

1
, причем такое представление, как несложно видеть (ибо вторая 

компонента рассматриваемого вектора всегда совпадает с коэффициентом при векторе 








1

1
), 

единственно. Таким образом, можно записать, что линейная оболочка < 
















1

1
;

0

1
>,  которая 

совпадает с плоскостью, является прямой суммой двух подпространств Н1=< 








0

1
>, 

H2=< 








1

1
>,  т.е. R2=H1H2. 

 

ТЕОРЕМА 3.5.1. Сумма подпространств UK и WK конечномерного векторного про-

странства VK является прямой тогда и только тогда, когда UK WK={
_

0 }. 

Доказательство.  Если вектор u лежит в UK WK, и сумма UK+WK прямая, тогда 

u можно однозначно представить в виде суммы двух векторов из UK и WK. Но если u 0, то 

u можно представить, по крайней мере, в виде u+
_

0 =
_

0 +u. Следовательно, единственный век-

тор, лежащий в пересечении UK и WK, это u=
_

0 .  

 Если UK WK = {
_

0 } и допустим, что e1,e2,..,ek базис UK, ek+1,..en – базис WK. Дока-

жем, что в этом случае система векторов {ei}, i=1,2…,n образует базис всей суммы 

UK+WK, т.е. это линейно-независимая система векторов. 

Понятно, что dim(UK+WK)n. 

Рассмотрим линейную комбинацию нулевого вектора 

а1e1+a2e2+...+anen = 
_

0 .  

Тогда это равенство можно записать в таком виде 

а1e1+a2e2+...+akek = -аk+1ek+1-ak+2ek+2-...-anen = u. 

Левая часть первого равенства представляет собой вектор из UK, правая – вектор из WK. 

В силу равенства получаем, что этот вектор u лежит в пересечении UK WK, но по условию 

в пересечении лежит только 
_

0 . Следовательно,  

а1e1+a2e2+...+akek = -аk+1ek+1-ak+2ek+2-...-anen = 

_

0  

Отсюда, в силу линейной независимости систем векторов {ei}, i=1,..,k и {ei}, i=k+1,..,n. 

получаем, что все аi, i=1,2,..,n, коэффициенты из К равны 0. 

 

Получаем, что данный набор векторов {ei}, i=1,2…,n есть базис, а в каждом базисе 

представление любого вектора единственно (см.лемму 3.3.1), следовательно, UK+WK –

прямая сумма, т.е. UK+WK = UKWK. 
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Результат теоремы 3.5.1 несложно обобщить. Докажем следующую лемму. 

ТЕОРЕМА 3.5.2. Пусть U1U2 ...Un прямая сумма векторных подпространств 

векторного пространства VK. Тогда 



n

ti

i

t

i

i UU
11

 = {
_

0 }, для любого t=1,…n-1. Верно 

и обратное утверждение, т.е. если для любого t=1,…n-1 справедливо равенство 





n

ti

i

t

i

i UU
11

 = {
_

0 }, тогда сумма  U1+U2+...+Un будет прямой.  

Доказательство. Доказательство данного утверждения почти полное повторение 

доказательства когда n=2, ибо можно переобозначить сумму 


t

i

iU
1

=Н1, и 


n

ti

iU
1

=Н2.  

 Если найдется вектор u из  U1+U2+..+Un для которого найдутся два представления 

в виде u = х1+x2+..+xn = y1+ y2 +..+yn, где xi,yiUi, i=1,2,…,n. Тогда рассмотрим разность этих 

двух представлений и получаем, что 
_

0 = (х1- y1)+(x2-y2)+..+ (xn-yn). 

Каждая разность векторов (хi-yi), i=1,…,n в скобках лежит в соответствующем Ui. Рас-

смотрим последовательные суммы разностей, т.е.векторы u1=(х1- y1); u2=(х1- y1)+(x2-y2); 

……; un =(х1- y1)+(x2-y2)+..+(xn-yn). 

Если какой-то из ui, i=1,2,…,n (допустим, ut) не равен нулевому вектору, тогда получа-

ем, что  ut = (х1- y1)+(x2-y2)+..+ (хt-yt) = -[(хt+1-yt+1)+…+ (xn-yn)]. Но выражение в левой части 

равенства лежит в сумме U1+U2+….+Ut , а в правой части - в сумме Ut+1+…+ Un. Поэтому 

этот вектор ut лежит в пересечении 



n

ti

i

t

i

i UU
11

 Отсюда получаем (по условию), что это 

нулевой вектор. Противоречие.  

Следовательно, для любого вектора из суммы U1+U2..+Un представление единственно, 

т.е. эта сумма (по определению) является прямой. 

Из этих двух результатов следует одна достаточно важная теорема, которая показывает, 

что для того, чтобы определить является ли сумма прямой, достаточно рассмотреть пред-

ставление только одного вектора, а именно, нулевого вектора. 

ТЕОРЕМА 3.5.3. Сумма подпространств U1,U2,..,Um конечномерного векторного про-

странства VK является прямой суммой, тогда и только тогда, когда для любого набора векто-

ров u1 из U1, u2 из U2,..,um из Um  равенство 

u1+u2+..+um = 
_

0   

влечет равенство нулю всех слагаемых, т.е. u1=
_

0 , .., um=
_

0 . 

Доказательство.  Если сумма прямая, то по определению представление любого 

элемента единственно, значит и для 
_

0 (нулевого вектора) это также выполняется, т.е. все сла-

гаемые также будут равны 
_

0 .  

 Допустим из того, что сумма u1+u2+..+um = 
_

0 , следует, что все ui=
_

0 , u1U1, 

u2U2,..,umUm.  

Рассмотрим произвольный элемент суммы и допустим, что он представляется двумя 

различными способами 

u = х1+x2+..+xm = y1+y2+..+ym  
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Рассмотрим разность этих представлений и получим, что  

(x1-y1) + (x2-y2) +...+ (xm-ym) = 
_

0 . 

Отсюда получаем (по предположению), что все хi-yi=
_

0 . Следовательно, эти разложения 

совпадают. Таким образом, представление любого элемента суммы единственно, так что по 

определению эта сумма будет прямой суммой векторных подпространств. 

 

СЛЕДСТВИЕ. Если система векторов {u1,u2,..,un} есть базис пространства VK, то 

VK=<u1,u2,..uk> <uk+1,..,un>, для любого натурального 1kn-1. 

 

Доказательство. <u1,u2,..uk> = {х1u1+…..+xkuk| х1,х2,….,хk из поля К} по определению. 

Аналогично и для  <uk+1,..,un>={хk+1uk+1+…..+xnun|хk+1,хk+2,..,хn из поля К}. Отсюда получаем, 

что любая сумма двух векторов v1+v2,  v1 из   <u1,u2,..uk>, v2 из <uk+1,..,un> будет иметь вид: 

v1 + v2 = х1u1+…..+xkuk+ хk+1uk+1+…..+xnun. 

Так как {u1,u2,..,un} есть базис пространства VK, то эта система векторов является ли-

нейно независимой системой, и она будет равна нулю, только когда все xi=0, i=1,…,n, т.е. ко-

гда все слагаемые равны нулевому вектору. А это и означает, что и v1 и v2 равны нулевому 

вектору. Отсюда по теореме получаем, что рассматриваемая сумма <u1,u2,..uk> + <uk+1,..,un>  

прямая. 

 

А сейчас поговорим о некоторых других важных свойствах прямой суммы. 

ТЕОРЕМА 3.5.4. Если UК подпространство конечномерного векторного пространства 

VК, то существует такое подпространство WК пространства VК, что VК=UКWК. 

Доказательство. Пусть UK тривиальное подпространство конечномерного векторного 

пространства, т.е. dimUK=0. Тогда в качестве WК можно взять само пространство VK. Верно 

и обратное, если UK=VK, то в качестве WК можно взять 
_

0 . 

Пусть UK - нетривиальное векторное подпространство VK. Тогда его базис e1,e2,...,em 

можно дополнить до базиса всего пространства (по теореме 3.3.3) e1,e2,...,em,еm+1,..en. Примем 

за WК=<em+1,em+2,...,en>. Тогда, как несложно понять, 

VK=UK+WK. 

Покажем, что UK WK={
_

0 }. 

Пусть u лежит в пересечении UK WK. Тогда 

u = a1e1+a2e2+..+amem = am+1em+1+...+anen  

Но тогда получаем, что 
_

0  = a1e1+a2e2+..+amem - am+1em+1- ...- anen,                     (1) 

Но система векторов {ei} - базис, и получаем, что все коэффициенты аi  в равенстве (1) 

равны 0. Отсюда и u=
_

0 . 

ПРИМЕР: Задано H1 в R3: H1=<
































1

1

2

;

1

0

1

>. Найти подпространство H2, которое дополня-

ет H1 до VK, т.е. VK=H1H2.  
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Решение. Заметим, что векторы 
































1

1

2

;

1

0

1

 линейно-независимы, так как умножая первый 

вектор на любую константу, вторая координата будет равна 0, а у второго вектора она равна 

1. Следовательно, их можно принять за базисные векторы во всем пространстве. Значит, нам 

нужно найти еще один вектор, который бы дополнил эту пару векторов до базиса всего про-

странства. Для этого нужно, чтобы он не являлся линейной комбинацией этих двух векторов. 

Поэтому рассмотрим, какой вид имеют линейные комбинации этих двух векторов. 























































21

2

21

21

2

1

1

2

1

0

1

cc

c

cc

cc  

Рассмотрим, например, вектор
















1

1

1

. Понятно, что если он является линейной комбина-

цией векторов  
































1

1

2

;

1

0

1

, то с2=1. Но тогда с1=0 (из третьей координаты). Однако, в этом слу-

чае вектор должен иметь вид 
















1

1

2

. А у нас взят другой вектор. Значит, вектор 
















1

1

1

 не является 

линейной комбинацией векторов 
































1

1

2

;

1

0

1

. Следовательно, Н2=<
















1

1

1

> является искомым под-

пространством, согласно следствию из теоремы 3.5.5. 

Рассмотрим еще одно несложное предложение, которое также является достаточно 

важным результатом, и который будет в дальнейшем неоднократно использоваться. 
 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3.5.6. Если конечномерное векторное пространство VK есть прямая 

сумма подпространств UK и WK, то dimVK=dimUK+dimWK. 

Доказательство. Пусть (e1,e2,..,em) – базис UK, и (em+1,..,en) – базис WK. Тогда, так как 

UK WK={
_

0 }, то покажем, что набор {ei},i=1,.., n образует базис VK. 

Рассмотрим линейную комбинацию нулевого вектора 

а1e1+a2e2+..+amem+am+1em+1+..+anen = 
_

0 , где аiK, i=1,2,..,n. 

Отсюда получаем, что 

а1e1+ a2e2+..+ amem = - am+1em+1-...- anen = h,  аiK, i=1,2,..,n. 

Выражение в левой части равенства лежит в UK, а в правой – лежит в WK, следо-

вательно, вектор h лежит в UК WK, но UK WK={
_

0 }. Отсюда получаем, что 

а1e1+a2e2+..+amem = - am+1em+1 -.. - anen = 
_

0 , 

Но так как системы векторов (e1,e2,..,em) и (em+1,..,en) – базисы векторных подпрост-ранств, 

то они образуют линейно-независимые системы векторов, а отсюда все аi, i=1,2..,n равны 0. 
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§ 3.6. МАТРИЦЫ. ВИДЫ МАТРИЦ. ОПЕРАЦИИ С МАТРИЦАМИ 

Сейчас будем рассматривать еще одно, уже упомянутое выше векторное пространство 

матриц, но с более общей точки зрения.  

 

Еще раз напомню определение матрицы А. 

ОПР. Матрица А – это таблица из m строк и n столбцов, заполненных числами, которые бе-

рутся из некоторой числовой структуры К. Записывается это так: А   Mm,n(К), или А = (аi,j), 

аi,jК, i=1,2,…,m; j=1,2,..,n, где К – числовая структура, откуда берутся числовые элементы 

матрицы. 

Первую, вторую,.., n-ю строки матрицы A будем обозначать соответственно через 

А1,А2,….,Аn, первый, второй,… ,n-й столбцы, – соответственно, через А1,А2,….,Аn.  

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Во-первых, заметим, что элементами матрицы могут быть элементы 

произвольного множества, совершенно не связанного с математикой, в частности, таблицы, 

которые используются в повседневной жизни, также можно считать матрицами. Однако, нас 

интересуют (в первую очередь) не все таблицы, а только такие, на множестве которых можно 

определить «стандартные» операции, например, сложение, умножение и т.п., со «стандарт-

ными» свойствами, такими как ассоциативность, коммутативность. 

Во-вторых, несложно понять, что матрица является некоторым обобщением понятия 

числа, так как числовое множество К можно рассматривать как множество матриц M1,1(К), 

причем, несложно заметить, что операции сложения и умножения между матрицами будут 

фактически совпадать с операциями сложения и умножения на самом числовом множестве 

К. 

 

Определим, как и на произвольном множестве чисел (или просто множестве), напри-

мер, на множестве С (множество комплексных чисел), понятие равенства двух матриц А и В. 

Это понятие будет нами неоднократно использоваться в дальнейшем, однако мы не будем на 

этом особо останавливаться. 

 

ОПР.  Пусть даны две матрицы А и В из множества матриц Мm,n(К), где К поле или кольцо: 

матрица  А = (аi,j), аi,jК,для любого i=1,..,m; j=1,…,n,  матрица В= (bi,j), bi,jК, для любого 

i=1,..,m; j=1,…,n. Говорят, что матрица А равна матрице В, если ai,j= bi,j, для любого i=1,..,m; 

j=1,…,n. Записывают это следующим образом  А=В. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Ещё раз отметим, что понятие равенства матриц рассматривается толь-

ко на матрицах одинаковых размерностей, т.е. число строк и столбцов у равных матриц одно 

и то же. 

 

Напомним некоторые определения основных понятий, которые уже давались выше, ко-

гда речь шла о различных множествах и структурах. 
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ОПР. Рассмотрим матрицу АМm,n(К).  

Если m=1, а n – произвольное натуральное число, тогда матрица размерами 1n, т.е. 

АМ1,n(К),  называется матрицей-строкой, или просто строкой, а матрица размерами m1, 

т.е. АМm,1(К) —матрицей-столбцом или просто столбцом. 

 

ОПР. Матрица АМm,n(К); А = (аi,j), аi,jК, для любого i=1,..,n; j=1,…,n, где К поле или 

кольцо, если m=n, называется квадратной, а n называется порядком матрицы А.  

Множество квадратных матриц обозначается через Mn(K) (заметим, что вместе 

с введёнными на нём операциями оно образует кольцо, о котором говорилось в брошюре Ал-

гебра-I).  

 

ОПР. Элементы аi,i (индексы элементов совпадают) квадратной матрицы АMn(K) порядка 

n, образуют главную диагональ матрицы А, а сумма этих элементов называется следом 

матрицы А и обозначается trА. Элементы  вида  ai,(n+1-i), i=1,2,..,n, сумма индексов которых 

равна n+1, образуют побочную диагональ матрицы А. 

 

Введем определения типов матриц, которые не встречались ранее. 

 

ОПР. Квадратная матрица АMn(K), все элементы которой, стоящие ниже (или выше) глав-

ной диагонали, равны нулю, т.е. все аi,j=0, если i>j (или j>i), называется треугольной матри-

цей. 

 

ОПР. Квадратная матрица АMn(K) называется диагональной матрицей – если аi,j 0, то 

i=j. То есть квадратная матрица - это частный случай треугольной матрицы, когда все нену-

левые элементы лежат на главной диагонали. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что в диагональной матрице на главной диагонали могут ле-

жать и нулевые элементы, но ненулевые – только на главной диагонали. 

 

ОПР. Квадратная матрица (аi,j)=АMn(K) называется симметрической, если аi,j=aj,i для лю-

бой пары индексов i и j, и называется кососимметрической, если аi,j= - aj,i, опять же для про-

извольной пары индексов i и j, i,j =1,..,n. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Как несложно заметить, все диагональные элементы кососимметриче-

ской матрицы равны 0, так как аi/i = - аi/i  для любого i=1,2,…,n. А отсюда и следует, что 2аi,I 

= 0, а, следовательно, и аi,i=0. 

 

Рассмотрим вопрос введения на множестве матриц некоторых операций. Сначала зада-

дим вопрос: а для чего нам нужны эти операции?  

 

Они нужны для того, чтобы доказывая различные свойства матриц, мы могли исполь-

зовать свойства определенных на них алгебраических структур (из-за введения на них 

«удобных», т.е обладающих хорошими свойствами операций). 
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Во-первых, отметим, что ранее мы уже рассматривали операции «+» и «х» (сложение 

и умножение) на множестве квадратных матриц, когда говорили о кольце квадратных мат-

риц, поэтому введение операции “+” на множестве матриц одинаковых по размерам (но не 

обязательно квадратным) будет проводиться совершенно аналогично. И, во-вторых, понима-

ние операции “ t ” – умножение матрицы (произвольной) на скаляр t из некоторого поля или 

кольца К, также не составляет большого труда. 

 

Итак пусть матрицы А =(аi,j) и В=(bi,j) лежат в кольце матриц Мm,n(К), где К – поле или 

кольцо, t – элемент кольца или поля К. 

I. А+B = С 

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
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, т.е. при суммировании матриц просто склады-

ваются соответствующие элементы обеих матриц. 

II. Пусть tK, A  Мm,n(К). Тогда tA 

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, т.е. каждый элемент матрицы 

умножается на элемент t из поля (кольца) К. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим вначале, что складывать матрицы между собой можно только 

в случае, когда матрицы имеют одинаковую размерность, т.е. принадлежат одному кольцу 

матриц Мm,n(R). Также понятно, что умножать на скаляр из произвольного поля К можно 

матрицы произвольной размерности. 

 

ОПР. Ранее уже было определено понятие нулевой матрицы, т.е. матрицы, все элементы ко-

торого равны 0. Будем обозначать ее 0M
)(, Knm или  просто 

_

0 , если понятно, о каком кольце 

матриц идет речь. 

 

ОПР. Диагональная матрица (т.е. квадратная матрица, все элементы которой, кроме элемен-

тов, лежащих на главной диагонали равны 0), у которой на главной диагонали стоят едини-

цы, называется единичной матрицей. Ее будем обозначать ЕМ или просто Е. (Или 1М). 

 

Покажем, что множество матриц Мm,n(К) с двумя введенными операциями «+» и “ t ” 

образует векторное пространство над полем К, если К, т.е. множество, откуда берутся эле-

менты матриц, есть поле.  

 

ЛЕММА 3.6.1. Множество матриц Мm,n(К),где К – поле, с двумя введенными на нем 

операциями «+» и« t », где tК, образуют векторное пространство. 

Доказательство.  Когда показывалось выше, обе операции определены на множестве 

матриц фиксированного размера корректно, т.е. и сумма любых двух матриц и при умноже-

нии произвольной такой матрицы на произвольный элемент из поля К также являются мат-

рицей такого же размера. 

В силу того, что на поле К операция «+» ассоциативна и абелева, т.е. а+b=a+b, для лю-

бых двух элементов из поля К, то же самое справедливо и для матриц из Мm,n(К): 

(А+В)+С=А+(В+С) и  А+В=В+А, где А,В,С все из Мm,n(К). 
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На множестве Мm,n(К) есть нулевой элемент – это нулевая матрица (
_

0 ). Для нее спра-

ведливо равенство: А+
_

0 =
_

0 +А, где А произвольная матрица из Мm,n(К). 

Для любой матрицы А из Мm,n(К)в Мm,n(К) есть противоположная ей матрица(-А): для 

которой справедливо равенство А+(-А)= (-А)+А=
_

0 . 

По определению единицы поля К и по определению операции « t », где tК,  видим, 

что 1КА=А, для любой матрицы А из  Мm,n(К). Кроме этого операция « t », где tК, обладает 

свойством ассоциативности, т.е. t(qA)=(tq)A. 

 

Также несложно проверить, что по определению операций «+» и « t », где tК, выпол-

няются дистрибутивные законы:    

(t+q)A=tA+qA;             t(A+B)=tA+qA. 

Отсюда по определению получаем, что множество (Мm,n(К),+, t ) – образует векторное 

пространство. 

СЛЕДСТВИЕ. Множество квадратных матриц порядка n с элементами из K, где К –

поле, т.е. (Мn(К),+, t ), где t из поля К, образует векторное пространство над полем К. 

Доказательство следует непосредственно из леммы. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Не надо путать данный результат с тем, что множество квадратных мат-

риц Мn(К) образует кольцо относительно двух операций «+» и «». Во-первых, квадратные 

матрицы это частный случай матриц Мm,n(К), а во-вторых, операции, которые рассматрива-

ются на кольце, вообще говоря, другие, а не те, которые рассматриваются на векторном про-

странстве. 

Для доказательства того, что Мm,n(К) есть векторное пространство, мы даже не можем 

воспользоваться тем, что  (Мn(К),+) абелева группа (так как Мn(К) – это частный случай 

Мm,n(К)). Мы можем только сказать, что доказательство утверждения о том, что(Мm,n(К),+) 

образует абелеву группу, проводится по аналогии с тем, что  (Мn(К),+) абелева группа, но не 

более того. 

 

ПРИМЕР.  Если поле К=Z2, то векторное пространство матриц (Мm,n(К),+, t ), t из Z2, 

будет конечным.  

 

Кроме двух введенных операций: «+» и « t », относительно которых,  Мm,n(К), где К – 

поле, как было показано выше, образует векторное пространство, на множестве матриц мож-

но ввести и операцию «». Однако, для этого нужно, чтобы левая матрица А, которая входит 

в произведение, имела столько же столбцов, сколько правая В – строк. 

 

Определим операцию умножения (обозначается  в дальнейшем либо через AB, либо 

A B, либо просто AB) для двух матриц А=(аi,j) из Мm,n(К) и B=(bi,j) из Мn,k(К) следующим 

образом: 

A B = AB =
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где сij = 


n

t

tjitba
1

.  Как несложно убедиться прямым подсчетом, что матрица С имеет m 

строк и k столбцов, т. е. лежит в Мm,k(К).  

 

ПРИМЕРЫ: а) сложить и умножить две матрицы А=

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Решение. Как несложно получить, что сумма  

А+В = С =  
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б) Умножить две матрицы А= ;
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Решение. А∙В=
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УПР. а) Найти произведение матриц А = ;
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б). Доказать, что операция умножения на множестве матриц – ассоциативна. 

 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Как было показано выше, когда разбиралась тема кольца, что мно-

жество квадратных матриц Мn(R) образует кольцо. Для этого вводилась еще одна операция, 

а именно операция умножения квадратных матриц одного порядка. Напомним определение 

этой операции: 
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Именно для квадратных матриц, операция умножения двух матриц А=(аij) и В=(bij), во-

первых, корректно определена, во-вторых, она обладает свойством ассоциативности, 

и, в третьих, для квадратных матриц будет справедлив и дистрибутивный закон, связываю-

щий операции сложения и умножения. 

 

Ранее было доказано и разобрано на примерах для вычисления размерности векторных 

пространств, что множество матриц Mm,n(R) одних параметров с данными операциями обра-

зует векторное пространство над полем вещественных чисел R, размерность которого 

равна mn. 

 

ОПР. Преобразование матрицы из Mm,n, в матрицу из Mn,m, состоящее в том, что i-я строка 

матрицы преобразуется в i-й столбец, называется транспонированием матрицы. Для мат-

рицы А транспонированная матрица обозначается Ат. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Несложно заметить, что при транспонировании изменяются параметры 

матрицы, и только в случае квадратной матрицы параметры транспонированной матрицы 

остаются такими же, какими и были, это легко видно из определения: 

Если А  Mn(R), т.е. А=
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Докажем одну несложную лемму, в которой сформулированы некоторые простейшие 

свойства операции транспонирования матрицы. 

ЛЕММА 3.6.2. (Свойства операции транспонирования) Пусть А , В Mn(К). Тогда вы-

полняются следующие свойства: 

а) (АТ)Т = А  

б) (А+В)Т = АТ+ВТ  

в) (tА)T=tАТ , tК 

г) (АВ)Т = ВТАТ  

Доказательство. Свойства а), б), в) леммы следуют почти из определения операций 

транспонирования, сложения, умножения на скаляр из поля К. 

Для доказательства г) можно честно перемножить матрицы А и В в левой части и взять 

транспонированию матрицу к произведению. А затем взять транспонированные матрицы 

А и В, и перемножить их в указанном в правой части равенства порядке. После чего, сравни-

вая результаты, мы увидим, что полученные матрицы равны. 

Для чего же нужны матрицы? Они позволяют упрощать алгоритмы решения систем 

уравнений и неравенств, на основе которых работают многие методы математического моде-

лирования, а математическое моделирование сегодня широко используется в экономике, 

биологии, физике, и т.д. и т.п. 
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§ 3.7. ПЕРЕСТАНОВКИ И ИХ СВОЙСТВА 

 

С каждой квадратной матрицей связана еще одна числовая величина, которая называет-

ся определителем матрицы. 

Однако, для того, чтобы ввести понятие определителя нужно ввести и рассмотреть по-

нятие перестановки конечного множества. Мы уже рассматривали понятие перестановки, 

когда рассматривали комбинаторные свойства подмножеств (см. Алгебра-I §1.4). 

 

Напомню важный факт, который доказывался ранее, и в котором говорится об общем 

числе перестановок конечного множества из n элементов. 

Число перестановок конечного множества А порядка n, равно n! (n!=123 ....n – 

читается «n-факториал»). 

 

Рассмотрим некоторые другие свойства перестановок одного конечного множества А, 

порядок которого равен n (Везде в дальнейшем мы будем рассматривать множество 

А={1,2,3,....n}. Понятно, что это конечное множество и его порядок равен n). Для этого нуж-

но ввести несколько новых понятий, в частности, понятие инверсии и понятие четности пе-

рестановки.  

 

ОПР. Рассмотрим перестановку (k1,k2,..,kn) множества А: А={1,2,3,....n}. Если в этой пере-

становке найдется пара (ki,kj), такая, что j>i, а kj<ki, то будем говорить, что пара этих элемен-

тов в перестановке образует инверсию. 

 

ОПР. Обозначим через I=I(k1,k2,..,kn) общее число инверсий перестановки (k1,k2,..,kn). Если I 

чётное, то перестановка (k1,k2,..,kn) называется чётной, если I – нечётное, тогда перестановка 

(k1,k2,..,kn) называется нечётной. 

 

ПРИМЕР. Какой по чётности является перестановка (1,3,5,2,4)?  

Находим, что она имеет 3 инверсии (3,2), (5,2), (5,4) поэтому образует нечётную пере-

становку. 

 

Рассмотрим свойства перестановок, связанные с их чётностью. 

ЛЕММА 3.7.1. Перестановка двух соседних элементов меняет чётность перестановки. 

Доказательство. Рассмотрим два соседних элемента в перестановке (k1,k2,..,kn), напри-

мер, ki и ki+1, и поменяем их местами. Если после этого мы рассмотрим пары элементов, в 

которые не входит ни один из рассматриваемых, т.е. ни ki, ни ki+1, то во всех таких парах ин-

версии, если они есть, сохранятся, если их нет, тогда они и не появятся после перестановки.  

Если в пару входит только один из рассматриваемых элементов, допустим ki. Тогда 

вновь, если инверсия была, то она и останется, если ее не было, то она вновь и не появится. 

Совершенно аналогичное можно сказать, когда в паре есть только элемент ki+1. 

Осталось рассмотреть только пару (ki,ki+1). Понятно, что после перестановки если вна-

чале не было инверсии, то она появится, и соответственно наоборот, если она было, то ее не 

будет. Следовательно, чётность числа инверсий изменится, так как общее число изменится 

ровно на 1. 
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ПРИМЕР. Рассмотрим две перестановки (1,5,3,4,2) и (1,5,4,3,2). Несложно сосчитать, что в 

первой перестановке 5 инверсий, а во второй – 6, что подтверждает утверждение леммы.  

 

Обобщим результат, полученный в лемме 3.7.1. 

ТЕОРЕМА 3.7.2. Чётность перестановки изменится, если в ней поменять местами два 

произвольных элемента. 

Доказательство. Пусть имеется перестановка (k1,k2,...,ki-1,ki,ki+1, …. kt-1, kt,kt+1...,kn). Ме-

няем местами два элемента ki и ki+1, тогда в перестановке (k1,k2,..,kn) единственная пара, ко-

торая меняет свое положение (ki,ki+1). Но она либо образует инверсию, либо нет, в любом 

случае чётность числа инверсий изменяется на противоположную. 

Если мы меняем местами в перестановке (k1,k2,..,kn) два произвольных элемента ki 

и kt,то мы можем проделать это за 2|k – t – 1| + 1 операций, последовательно меняя местами 

два соседних элемента, начиная с ki и ki+1, затем ki и ki+2  и т.д., и наконец, переводя kt 

в положение ki, при этом меняются местами kt и ki+1.  

Каждая такая операция (а их, как указано выше, 2|k-t-1|+1) меняет чётность перестанов-

ки, поэтому общая перестановка также меняет свою чётность. 

 

Докажем еще один факт, который также не будет лишним, когда мы будем рассматри-

вать вычисление определителя. 

ТЕОРЕМА 3.7.3. Число чётных перестановок из n элементов равно числу нечётных 

перестановок. 

Доказательство. Выделим в множестве А={1,2,3,....n}, n>1, два элемента t и k (можно 

полагать, что это 1 и 2).  

Рассмотрим в множестве всех перестановок множества А подмножество таких переста-

новок, в котором t и k стоят на первом и втором местах. Все перестановки в этом подмноже-

стве можно разбить на пары перестановок:  

(t,k,а3,a4,..,an)          и           (k,t,а3,а4,...,аn). 

Согласно теореме 3.7.2, получаем, что эти две перестановки имеют разную чётность, 

поэтому в каждой паре одна перестановка чётная, а другая - нечётная. Так как общее число 

перестановок чётно (оно равно n!, если n>1, то n! – чётное число). Следовательно, число чёт-

ных и нечётных перестановок в этом подмножестве перестановок будет одинаково. 

 

Аналогично рассматривается случай, когда два эти элемента стоят на двух (из n) произ-

вольных местах. Таким образом, несложно понять, что и общее число чётных перестановок, 

равно количеству нечётных перестановок. 
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§ 3.8. ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ МАТРИЦЫ И ЕГО СВОЙСТВА. 

 

Везде далее в этом параграфе мы будем подразумевать, что матрица А квадратная 

и имеет порядок n, т.е. она имеет вид  

А=





















nnn2n1

2n2221

1n1211

a...aa

.............

a...aa

a...aa

  

ОПР. Число, равное   


),...,,)(,...,,( 2121 nn kkkttt

(-1) 
)...,,()...,,( ,21,21 nn kkkItttI 

nnktktkt aaa ....
2211

,             (1) 

где I(t1, t2,…., tn) и I(k1, k2,…., kn) – число инверсий перестановок из индексов строк 

и индексов столбцов элементов, входящих в произведение, называется определителем или 

дискриминантом матрицы А. Определитель матрицы обозначается одним из следующих 

символов 

∆= detA=det(aij)=│А│=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

.............

...

...

11

22221

11211

,   

n – называется порядком определителя. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Из элементов матрицы А составляются всевозможные произведения по 

n множителей так, чтобы каждое такое произведение содержало по одному элементу из каж-

дой строки и каждого столбца. В результате каждое полученное произведение будет 

иметь вид 

аt1,k1at2,k2at3,k3...atn,kn      

Понятно, что можно переставить элементы произведения таким образом, чтобы первый 

элемент был из первой строки, второй – из второй, третий – из третьей,.., n – из n-строки. Та-

ким образом, получаем, что данный элемент может быть переписан в виде 

nsnss aaa ,,2,1 ....
21

          (*) 

где (s1,s2,...sn) – некоторая перестановка чисел 1,2,3,...,n. Очевидно, что число таких все-

возможных произведений вида (*) будет равно числу перестановок из n элементов, т.е. n!. 

Каждая такая перестановка из вторых индексов (индексов столбцов) будет иметь некоторое 

число инверсий. Условимся ставить перед произведением с чётной перестановкой вторых 

индексов +1, с нечётной перестановкой –“-1”. 

 

По сделанному выше замечанию, элементы в произведении можно переставлять, по-

этому определитель можно определять и таким образом: 

 

Δ = det (ai,j) =│А│= 
)...,,( 21 nkkk

(-1) )...,,(
,21 n

kkkI  
nknkk aaa ,,2,1 ....

21
.  (2) 

Аналогично можно записать определитель, упорядочивая элементы в слагаемых-

произведениях по столбцам, т.е. по второму индексу 
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Δ=detA= det(ai,j) =│А│= 
)...,,( 21 nkkk

(-1) )...,,(
,21 n

kkkI

nkkk n
aaa ,2,1, ....

21
 (3) 

Возникает вопрос: почему при этом сохраняются знаки, ведь при смене мест двух эле-

ментов в произведении в самой перестановке происходит смена мест элементов перестанов-

ки, следовательно, и четность ее должна меняться. 

 

УПР. Доказать, что все формулы для определителя (1)-(3) приводят к одному и тому же 

числу, т.е. проделываемые преобразования равносильны.  

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Отметим, что по теореме о равенстве числа чётных и нечётных переста-

новок, количество слагаемых, которые входят в сумму (1) со знаком «-», равно количеству 

слагаемых, которые входят в эту сумму со знаком “+”. Это, конечно, все верно только при 

условии, что n - порядок квадратной матрицы - n>1.  

 

ПРИМЕР: а) С каким знаком войдет в определитель произведение а34а21а42а13? 

Решение. Сначала вычислим знак по общему правилу: 

а34а21а42а13   (-1)I(3241)+I(4123) = (-1)4+3 = -1. 

Переставив в произведении сомножители, получим, что это произведение можно вы-

числить и по-другому, а именно, получаем, что  

а13а21а34а42  (-1)I(3142)=(-1)3=-1. 

б) Вычислить определитель
2221

1211

aa

aa
.   Будем действовать по формуле  

2221

1211

aa

aa
 = (-1) )2,1(I  а11а22  + (-1) )1,2(I  а12а21 = а11а22 - а12а21. 

Для того, чтобы придумать алгоритм для вычисления определителей нужно рассмот-

реть, при каких преобразованиях определителя он не изменяется или изменяется только его 

знак. Будем рассматривать и обосновывать некоторые такие свойства, которые будем фор-

мулировать в виде лемм.  

Еще раз напомним, что определитель существует только у квадратной матрицы. Везде 

далее полагаем, что А=





















nnn2n1

2n2221

1n1211

a...aa

.............

a...aa

a...aa

Мn(К) и имеет порядок n. 

 

ЛЕММА 3.8.1. При транспонировании матрицы А ее определитель не изменится. 

Доказательство. Как мы видели выше формулы (1), (2) и (3) для вычисления опреде-

лителя равносильны. Понятно, что если в (2) есть перестановка (k1, k2,…., kn) индексов 

столбцов, т.е. рассматривается произведение а
1,1 k
а

2,2 k
…а

nkn,
,после транспонирования это же 

произведение будет выглядеть таким образом  а
1,1k
а

2,2k
…а

nkn ,
. Если сейчас рассматривать 

определитель по формуле (3), то получим что появляется точно такая же перестановка (равна  

(k1, k2,…., kn)), индексов строк, причем ее сомножители будет равны сомножителям, которые 

входили в произведение а
1,1 k
а

2,2 k
…а

nkn,
. Так как для любой перестановки индексов столбцов 

в формуле (2) есть равная ей перестановка (и равное произведение из одних и тех же множи-
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телей, которые получаются после транспонирования матрицы), то и знаки, и значения этих 

слагаемых-произведений будут одинаковыми. Следовательно, и определители у А и АТ бу-

дут принимать одно и то же значение. 

ЛЕММА 3.8.2. Если все элементы некоторой строки определителя матрицы А состоит 

из нолей, определитель равен 0. 

Доказательство Из замечания, которые было дано сразу же после введения понятия 

определитель матрицы было замечено, что в каждое слагаемое-произведение входят элемен-

ты всех строк (ровно по одному из каждой строки), то если в это произведение будет входить 

0, то и все произведение будет равно 0. Таким образом, и определитель матрицы А будет ра-

вен 0. 

 

ЛЕММА 3.8.3. От перестановки двух строк определитель матрицы А меняет знак. 

Доказательство. В числе инверсий перестановки индексов столбцов (см. формулу для 

определителя (1)) ничего не изменится, так как любой элемент матрицы не изменяет своего 

столбца, а в числе инверсий перестановки индексов строк поменяются местами ровно два 

элемента (это элементы переставляемых строк). Отсюда из свойств перестановок чётность 

любой перестановки поменяется. Следовательно, изменится знак у каждого слагаемого 

в формуле (1). Отсюда изменится знак и у всего определителя. 

 

ЛЕММА 3.8.4. Определитель, содержащий две одинаковые строки, равен 0. 

Доказательство. Поменяв местами две одинаковые строки, получим, что detА = - detA, 

согласно лемме 3.8.3. Но, очевидно, что получаются равные матрицы (так как меняются ме-

стами две равные строки), поэтому их определители равны, отсюда. Отсюда detA=0. 

 

ЛЕММА 3.8.5. Общий множитель   всех элементов некоторой строки определителя 

из целых чисел можно вынести за знак определителя. 

Доказательство. Сразу предположим, что общий множитель   содержат элементы 

первой строки. Рассмотрим формулу для вычисления определителя (1). Так как в каждом 

слагаемом-произведении, которые составляют определитель, есть ровно один множитель, 

содержащий множитель t, то этот множитель можно вынести за скобку и за знак суммы, та-

ким образом, получим, что  

detA = 
),...,,)(,...,,( 2121 nn kkkttt

(-1)
)...,,()...,,( ,21,21 nn kkkItttI 
( аt1,k1)at2,k2at3,k3...atn,kn =  

= 
),...,,)(,...,,( 2121 nn kkkttt

(-1)
)...,,()...,,( ,21,21 nn kkkItttI 
аt1,k1at2,k2at3,k3...atn,kn, 

где I(t1, t2,…., tn) и I(k1, k2,…., kn) – число инверсий перестановок из индексов строк 

и индексов столбцов элементов, входящих в произведение. 

 

ЛЕММА 3.8.6. Пусть А – квадратная матрица порядка n, тогда 

det( А) =  ndetА.  

Доказательство. Эта лемма следует из леммы 3.8.5, нужно только применить ее к мат-

рице А ровно n раз. 
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ЛЕММА 3.8.7. Определитель, содержащий две пропорциональные строки, равен нулю. 

Доказательство. Если строки Аk и At пропорциональны, т.е. Аk =  At,  К – скаляр 

из поля К. Отсюда можно полагать, что каждый элемент  t–ой строки содержит множитель 

 , который можно вынести за знак определителя. Оставшийся определитель будет иметь две 

одинаковые строки. По лемме 3.8.4 он будет равен 0. Следовательно, и исходный определи-

тель также равен 0. 

 

ЛЕММА 3.8.8. Если все элементы первой строки матрицы А являются суммой двух, 

т.е. 
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n
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то определитель А равен сумме двух определителей, т.е.  

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

.............

...

...

21

22221

11211

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
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.............
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22221

11211

+ +

nnnn

n

n
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.............

...

...

21

22221

11211

. 

Доказательство.  Итак, пусть элементы первой строки матрицы А можно представить 

в виде двух слагаемых, т.е. а1i =b1i +c1i, i=1,2,..,n. Тогда рассмотрим формулу для вычисления 

определителей (2). В каждом слагаемом-произведении есть элементы первой строки, т.е.  

(-1) )...,,(
,21 n

kkkI  
nknkk aaa ,,2,1 ....

21
= (-1) )...,,(

,21 n
kkkI (b1,k1 + c1,k1)а2,k2…….аn,kn. 

Понятно, что сейчас вся сумма разобьется на две, в первой можно взять   


)...,,( 21 nkkk

(-1) )...,,(
,21 n

kkkI  
nknkk aaa ,,2,1 ....

21
= 


)...,,( 21 nkkk

(-1) )...,,(
,21 n

kkkI b1,k1a2,k2∙…….an,kn + 


)...,,( 21 nkkk

(-1) )...,,(
,21 n

kkkI c1,k1а2,k2…….аn,kn  = 

nnnn

n
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aaa
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.............
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...

21
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11211

+

nnnn

n
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aaa
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.............

...

...

21

212221

11211

. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Точно также можно доказать, что определитель матрицы равен сумме 

двух определителей, если в виде суммы двух элементов представлена любая, например, i-я 

строка. В этом случае элементы i-ой строки можно поменять с элементами первой строки 

и свести доказательство к рассмотренному выше случаю.  

 

ЛЕММА 3.8.9. Определитель не изменится, если к элементам одной строки прибавить 

соответствующие элементы другой строки, умноженные на одно и то же число. 

Доказательство.  Если мы к Ai прибавим  Aj, (i j), то получим, что определитель 
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матрицы А примет такой вид 
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.................

.

..................

...........

21

11

11211

 . По лемме 3.8.8 и по лемме 3.8.5 

такой определитель будет равен сумме двух определителей, т.е.  

























nnnn

jninji

n

aaa

aaaa

aaa

............

.................

.

..................

...........

21

11

11211

 =























nnnn

ini

n

aaa

aa

aaa

....

.................

...........

..................

.....

21

1

11211

 + 























nnnn

jnjj

n

aaa

aaa

aaa

............

.................

..........

..................

...........

21

21

11211

. 

Но второй определитель, согласно лемме 3.8.4, будет равен 0, так как в нем две равные 

строки: i-ай и  j-ая. Следовательно, мы получаем, что и требовалось доказать. 

 

ЛЕММА 3.8.10. Определитель не изменится, если к элементам одной строки прибавить 

линейную комбинацию других строк. 

Доказательство. Эта лемма является естественным обобщением предыдущего свой-

ства определителей. Если мы при прибавляем к какой-то строке линейную комбинацию k 

других строк, то последовательно применяя лемму 3.8.9 к определителю матрицы А k раз, 

мы и получим требуемое равенство. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что в силу леммы 3.8.1, если мы в любом из свойств заменим 

слово строка на слово столбец, то свойства определителя сохранятся. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 43 

§ 3.9. МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ 

 

С помощью доказанных выше свойств, можно получить алгоритмы для вычисления 

определителей. Но сначала рассмотрим случаи нахождения определителей матриц, имеющих 

простой вид, т.е. матриц малых размерностей, или диагональных матриц, или треугольных. 

 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ МАТРИЦ ПОРЯДКА 2. 

 

Вычисление определителя порядка 2 уже было проделано в примере, после введения 

понятия определителя. Напомним его. 

Итак, задача: вычислить определитель
2221

1211

aa

aa
.    

Для его вычисления будем действовать по формуле (2), т.е. в произведении будем упо-

рядочивать элементы по элементам строк. Таким образом, мы получим, что  

2221

1211

aa

aa
 = (-1) )2,1(I  а11а22  + (-1) )1,2(I  а12а21 = а11а22 - а12а21. 

Таким образом, правило вычисления определителя порядка 2 простое: берется произве-

дение элементов главной диагонали и вычитается произведение элементов побочной диаго-

нали. 

 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ МАТРИЦ ПОРЯДКА 3. 

 

Рассмотрим произвольный определитель порядка 3, и будем вычислять его, пользуясь 

формулой (2), т.е. в каждом слагаемом-произведении упорядочивать элементы по первому 

индексу, индексу строк. 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 = (-1)I(1,2,3)a11a22a33+(-1)I(1,3,2) a11a23a32 +(-1)I(2,1,3) a12a21a33 +(-1)I(2,3,1) a12a23a31 

+ (-1)I(3,1,2) a13a21a32 +(-1)I(3,2,1) a13a22a31 = a11a22a33+ a12a23a32+ a13a21a32 - a11a23a32 - a12a21a33 - 

a13a22a31. 

 

Заметим, что со знаком «+» в сумму входят те слагаемые-произведения, элементы ко-

торых образуют треугольник, одна из сторон которого параллельна главной диагонали тре-

угольника, и со знаком «-» те, элементы которого параллельны побочной диагонали. Это 

правило вычисления определителя порядка 3, называется «правилом треугольника». 

 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ МАТРИЦ ПРОСТЕЙШЕГО ВИДА 

 

i) Сейчас рассмотрим вычисление определителя диагональной матрицы, т.е. матрицы А 

вида





















nna

a

a

......0

0..........

...00

0...0

22

11

. Понятно, что единственное слагаемое-произведение, которое не со-
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держит нулевых множителей может быть произведение ее диагональных элементов, т.е. 

detA=a11 a22 ... ann. 

 

ii) Если А имеет вид 























0...0

........0

0.....

0....0

1

12

1

n

n

n

a

a

a

. Тогда для вычисления определителя этой 

матрицы мы должны переставить А1 с Аn, А2 с Аn-1, и т д., сделав при этом ровно ]
2

[
n

  пере-

становок. При этом после каждой перестановки определитель матрицы сменит знак. Отсюда, 

после перестановки, мы получим определитель уже диагональной матрицы, вычислять кото-

рый мы уже умеем. В итоге получаем, что  

 

1,1,2,1

2

1

12

1

2

1

12

1

...)1(

...00

........0

00....

00....

)1(

0...0

........0

0.....

0....0

nnn

n

n

n

n

n

n

n

n

aaa

a

a

a

a

a

a






















  

iii) Если А является «треугольной матрицей» вида 























nn

nn

n

a

a

aa

aaa

,

,1

2322

,12111

......0

..........

...0

...

. Тогда для вычис-

ления определителя такой матрицы нужно учесть, что в каждом слагаемом-произведении 

(которое входит в определитель) должен быть элемент первого столбца. Так как там только 

один (возможно) ненулевой элемент а11, то он должен входить в это слагаемое. Этот элемент 

лежит в первом столбце и в первой строке. Значит, более элементов из первой строки в этом 

слагаемом-произведении уже быть не должно. Также в этом слагаемом-произведении дол-

жен быть представитель второго столбца, причем этот представитель не должен лежать в 

первой строке. Значит, это может быть только а22. Рассуждая далее аналогичным образом, 

мы получаем, что в сумме для вычисления определителя по формуле (3) (возможно) только 

одно слагаемое-произведение, содержащее все элементы главной диагонали.  Во все осталь-

ные слагаемые-произведения входят нулевой элемент, т.е. они все будут равны 0. 

 

 

 

iv) Если А также является “треугольной”матрицей, но треугольник из ненулевых элементов 

расположен по-другому, например таким образом: 

























nnnn

nnn

n

n

aaa

aa

a

a

,2,1,

,12,1

1,2

,1

......

..........

.........

...00

. 

Тогда проделываем с данной матрицей точно такие же преобразования, что и в случае 

расположения элементов по побочной диагонали, для того, чтобы привести матрицу 
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к треугольному вида типа iii), т.е.переставляем А1 с Аn, А2 с Аn-1, и т д., сделав (как и выше 

указанном случае) ровно ]
2

[
n

 перестановок. При этом после каждой перестановки определи-

тель матрицы сменит знак. Отсюда, после выполнения всех перестановок, мы получим опре-

делитель уже «треугольной матрицы» (она будет транспонированной к той, которую мы раз-

бирали выше, но в силу свойств определителя (см.Лемма.3.8.1), при транспонировании мат-

рицы определитель не изменяется!), вычислять который мы уже умеем. В итоге получаем, 

что  

1,2,,

2,1

1,2,2

,1

..

..........

.......

0...0

nnnn

n

nn

n

aaa

a

aa

a




 = (-1)










2

n

а1,.na2,n-1……an,1. 

Все рассмотренные выше случаи – это частные случаи.  Рассмотрим два общих метода, 

которые позволяют находить определители произвольных квадратных матриц. 

 

МЕТОД ГАУССА. ПРИВЕДЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ К ТРЕУГОЛЬНОМУ ВИДУ 

 

Поставлена задача о вычислении определителя матрицы А, где А имеет вид 

А = 





















nnn2n1

2n2221

1n1211

a...aa

.............

a...aa

a...aa

. 

Алгоритм нахождения определителя сводится к последовательному «обнулению» эле-

ментов 1,2,…,n-1-(го) «полустолбца» (элементов столбцов, которые лежат ниже главной диа-

гонали), т.е. последовательно сводя матрицу к треугольному виду, причем при всех таких 

преобразованиях определитель матрицы может только сменить знак. 

Полагаем а11 0. Если же а11=0, тогда рассматриваем элементы 1-ой строки; если все 

они равны 0, тогда и определитель матрицы А равен 0; если же найдется а1i 0, тогда меняем 

i-й и 1-й столбцы местами. Получаем при этом, что определитель может сменить знак.  

Сейчас обнулим все элементы 1-го столбца, кроме а11. Для этого прибавляем к А2 (вто-

рой строке) первую строку, умноженную на -
1

1121

aa , т.е. к А2 нужно прибавить-
1

1121

aa А1, к А3 

(третьей строке)  нужно прибавить - 1

1131

aa А1, и т.д., к Аn нужно прибавить 1

111

aan А1. Таким 

образом сводим матрицу А к матрице В=(bij), причем все bij: i>j bij=0, т.е. 





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

.............

...

...

21

22221

11211























nnn

n

n

bb

bb

bbb

...0

.............

...0

...

2

222

11211

. 

Допускаем, сейчас, что b22 0. Если b22=0, тогда рассматриваем элементы второй стро-

ки. Если они все равны 0, тогда и определитель матрицы А равен 0. Если же есть какое-то  

b2,i 0, тогда меняем 2-ой и i-й столбцы местами, и обнуляем все элементы bi2, i>2. Для этого 

к В3 прибавляем- 1

2232

bb B2, к В4 нужно прибавить -
1

2242

bb B2, и т.д., к Вn – нужно прибавить -
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1

222

bbn B2. Проделываем аналогичные преобразования, что и при обнулении элементов 1-го 

и 2-го столбцов, получаем, что матрица приводится к виду: 

























 nnnn

n

n

n
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cccc
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0
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0

...

.....00

.....0

.....

1,

333

22322

1131211

и т.д. Проделывая аналогичные преобразования с матрицей, 

мы приводим ее в конце концов к виду






















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n

n

n

h
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hhh
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0
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0
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0
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00

...0

...

333

222

11211

. Определитель же полученной 

матрицы равен (как показано выше), произведению диагональных элементов.  

 

Рассмотрим на примере действие этого метода. 

ПРИМЕР: Вычислить определитель четвертого порядка методом Гаусса

3002

5431

2003

7215

. 

Решение. Переставим строки первую и четвертую, от этого знак определителя изменит-

ся на противоположный. Получим, что 

3002

5431

2003

7215

= - 

7215

5431

2003

3002

1
1

4

1
1

3

1
1

2

25

2

23
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AA

AA













  -

2

1
210

2

7
430

2

5
000

3002





. 

Переставляем второй и четвертый столбец и получаем, что определитель принимает 

вид: 
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2

1
0

34
2

7
0
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2

5
0

0032




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AA






1220

3410
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2

5
0

0032

 24
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5

4
5

2

AA

AA





                                  = 
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3400

00
2

5
0

0032

 3
2

1
4 AA 

  

2

1
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3400

00
2

5
0

0032




=10. 

 

 



 47 

РАЗЛОЖЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ ПО ЭЛЕМЕНТАМ СТРОКИ ИЛИ СТОЛБЦА 

 

Рассмотрим еще один метод вычисления определителей, который связан с разложением 

определителя по элементам строки (или столбца). Но перед этим нужно ввести некоторые 

новые понятия и доказать ряд несложных результатов, связанных с этими понятиями. 

 

ОПР.1. Пусть А квадратная матрица порядка n. Определитель порядка n матрицы 

nnjnjnn

nijijii

nijijii

njj

ij

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A

,1,1,1

,11,11,11,1

,11,11,11,1

,11,11,111

...0...

......................

...0.....

0...010...0

...0....

.................

...0...

..









  

называется алгебраическим дополнением элемента аi,j  и обозначается Аi,j. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Алгебраическое дополнение элемента аi,j  матрицы А )(KM n  это опре-

делитель порядка n, у которого в i-ой строке и в j-м столбце все элементы равны нулю, толь-

ко на месте аi,j стоит 1. А все остальные элементы этого определителя совпадают 

с соответствующими элементами матрицы А. 

 

Алгебраическое дополнение элемента матрицы можно определить еще и другим обра-

зом. 

 

Рассмотрим сумму (1), в формуле, по которой давалось определение определителя 

(см.выше). Выделим из суммы слагаемые (каждое из которых – произведение n элементов), 

в которые входят элементы i-й строки: 
niii aaa ,,2,,1, ..., .Сначала рассмотрим все слагаемые-

произведения, в которые входит  
1i
a . Выносим его, как общий множитель, и все остальное 

(т.е. сумму произведений по (n-1)-у множителю) обозначаем через А
1i
. Поступая аналогично 

для остальных элементов i-ой строки, получаем, что определитель можно записать в виде 

detА = niniiiii AaAaAa ,,2,2,1,1, ... . 

 

ОПР.2. Величину Аi,j – называют алгебраическим дополнением элемента аi,j 

в определителе матрицы А=(аi,j). 

 

Из такого определения сразу видно, что определитель матрицы А равен сумме произве-

дений элементов данной строки на их алгебраические дополнения. 

ЛЕММА 3.9.1. Доказать, что эти два определения алгебраического дополнения эле-

мента аij равносильны. 

Доказательство.  Записываем определитель матрицы А в виде суммы.  
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nnjnjnjnn

nijijijii

nijijijii

nijijijii

njjj

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

A

,1,,1,1

,11,1,11,11,1

,1,,1,1,

,11,1,11,11,1

,11,1,11,111

......

......................

......

0...000...0

.......

.................

......










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По свойствам определителя (см.Лемму 3.8.8) этот определитель можно записать в виде 

суммы двух. 
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nijijijii
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nijijijii

njjj
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a
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,
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,11,1,11,111
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......................

......
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.......

.................

......

......

......................

......

0...00...0
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.................

......





















 

 

Заметим, что во втором определителе не будет членов с аi,j, так как на его месте стоит 0. 

Поэтому все слагаемые-произведения, в которые входят аi,j будут получаться только из пер-

вого определителя. 

Рассмотрим первый определитель. Его можно представить в таком виде    

nnjnjnjnn

nijijijii

ji

nijijijii

njjj

aaaaa

aaaaa

a

aaaaa

aaaaa
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,11,1,11,11,1

,

,11,1,11,11,1
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0...000...0

...0....

.................

...0...



















.                  (1) 

Определитель (1) равен по свойствам определителей (см.Лемму 3.8.8) сумме двух 

определителей, т.е. его можно записать в виде суммы определителей 

nnjnjnjnn

nijijijii

nijijjii

njjj

nnjnjnn
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ji
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njj
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......................
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.................
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......................
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0...00...0

...0....

.................

...0...

















  

Понятно, что второй определитель (так как содержит нулевую строку) равен 0 (см. 

Лемму 3.8.2). В первом же определителе, так как все его элементы в i-ой строке содержит 

общий множитель аi,j, то этот множитель можно вынести за знак определителя, поэтому 
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в итоге получаем, что все слагаемые-произведения, в которые входит множителем элемент 

аi,j, получаются при вычислении определителя: 

аi,j 

nnjnjnn

nijijii

nijijii

njj
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Таким образом, мы и получаем, что Аi,j будет равно  

Аi,j =

nnjnjnn
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nijijii

njj
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aaaa

,1,1,1

,11,11,11,1

,11,11,11,1

,11,11,111

...0...

......................

...0...
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



 

А это нам и требовалось доказать. Таким образом мы показали, что два определения 

алгебраических дополнений элемента аi,j равносильны.  

 ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что это также будет верно, если мы будем рассматривать вме-

сто строк столбцы матрицы. 

Введем еще одно определение. 

 

ОПР. Вычеркнем в определителе матрицы АМn(К) произвольную строку и столбец 

(например i-ую строку и j-ый столбец). Оставшийся определитель (n-1) порядка назовем ми-

нором элемента аi,j определителя n-го порядка и обозначим его через Мi,j (или ∆i,j). 

 

Оказывается между Аi,j и Mi,j есть одно интересное соотношение. Докажем следующую 

теорему. 

 

ТЕОРЕМА 3.9.2. Алгебраическое дополнение Аi,j и минор Мi,j одного элемента связаны 

между собой соотношением 

Аi,j = (-1)i+jМi,j. 

Доказательство. а) Сначала рассмотрим это равенство для а11. Если рассматривать 

формулу для А11 (см. определения выше), то согласно ей видим, что  

А11 =

nnn

n

aa

aa

...0

............

...0

0...01

2,

,222
 = 

)...,,( 21 nkkk

(-1) )...,,(
,21 n

kkkI  
nknkk aaa ,,2,1 ....

21
, 

где а1,k может равняться только а11=1. Поэтому перестановки индексов столбцов будут иметь 

вид только (1, k2,…., kn). В такой перестановке 1 можно опустить, так как никаких инверсий 

она не образует. Поэтому   формулу можно переписать так 
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А11 = (-1)1+1 
)...,( 2 nkk

(-1) )...,(
,2 n

kkI

nknk aa ,,2 ....1
2

 . 

Но это по определению будет равно М11. Таким образом, получаем, что утверждение 

теоремы верно.  

б) Рассмотрим произвольный элемент аi,j матрицы А, и будем рассматривать его алгеб-

раическое дополнение Аi,j. Наша цель перенести 1 с места аi,j  на место а11. Это можно вы-

полнить последовательно, сначала меняя местами строки i-ую с (i-1)-ой, затем (i-1)-ую c (i-

2)-ой, и т.д., меняя 2-ую строку с 1-ой, т.е за i-1 перестановку. Затем переставляем j-ый стол-

бец с (j-1)-ым, (j-1)-й c (j-2)-ым и т.д,, второй столбец с первым, т.е за j-1  перестановку. Все-

го было сделано (i-1)+(j-1) перестановок строк и столбцов. Каждая такая перестановка меня-

ет знак определителя (алгебраического дополнения) на противоположный, поэтому  

Аij=(-1)i+j-2Аij' = (-1)i+j Аij'. (*) 

Заметим, что Аij' имеет вид 

Аi,j’=
ij

nnjnjnn

nijijii

nijijii

njj

M

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

0

01

......0

......................

......0

......0

......................

....0

0...00...01

,1,1,1

,11,11,11,1

,11,11,11,1

,11,11,111











 

В Аij' мы видим, что число 1 расположена на месте а11, поэтому для этого числа выпол-

няется (см.п.а теоремы) требуемое соотношение, т.е.  Аi,j’=Mi,j. А отсюда и получаем нужное 

нам соотношение, что завершает доказательство теоремы. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Данная теорема позволяет вычислять определитель n-го порядка (алгеб-

раическое дополнение элемента матрицы) с помощью некоторого набора определителей (n-

1)-го порядка. А это, вообще говоря, достаточно удобно, так как иногда позволяет находить 

определитель, сводя его к вычислению определителей значительно меньших порядков, чем 

первоначальный. 

 

 

Покажем, как действует метод разложения по элементам строки или столбца при 

нахождении следующего определителя. 

ПРИМЕР: Вычислить определитель четвертого порядка

3002

5431

2003

7215

, используя разло-

жение по какой-либо строке или столбцу. 

Решение. Заметим, что в данном определителе достаточно много нулей, поэтому удоб-

нее раскладывать определитель по элементам той строки (столбца), в которой их максималь-

ное число. Раскладываем определитель по элементам второй строки и получаем, учитывая и 

результат теоремы 3.9.2, что  
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3002

5431

2003

7215

=

002

431

215

)1(2

300

543

721

)1(3 4212   . 

Еще раз применяя прием разложении по элементам строки (в обоих случаях по третьей 

строке), получаем, вновь учитывая результат теоремы 3.9.2, что исходный определитель бу-

дет равен  

3002

5431

2003

7215

 = 

002

431

215

)1(2

300

543

721

)1(3 4212    = 

10818)64(4)64(9
43

21
2)1(2

43

21
3)1)(3( 1333   . 

Как видим, метод разложения по элементам строки в данной задаче несколько более 

эффективен, чем метод Гаусса. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что оба метода, о которых говорилось, как о методах вычисле-

ния определителей, могут быть обобщены: один – это результат т. Лапласа (о которой мы не 

будем упоминать далее), а второй – также метод Гаусса для подсчета ранга матрицы. Об 

этом мы будем говорить далее.  

Рассмотрев понятие алгебраического дополнения и минора элементов квадратной мат-

рицы А порядка n, можно доказать следующую теорему, которая нам пригодится для нахож-

дения обратной матрицы, да и в дальнейшем курсе лекций может понадобиться. 

 

ТЕОРЕМА 3.9.3. (Свойства алгебраических дополнений). С учетом второго опреде-

ления алгебраического дополнения для элементов матрицы А = (аi,j), можно доказать следу-

ющее свойством для алгебраических дополнений элементов  произвольного столбца (или 

строки) матрицы А: 

а1iА1j + a2iА2j +...+aniАnj = 












.,0

;,det

jiесли

jiеслиA
. 

Доказательство. Пусть дан определитель матрицы АМn(K) 

detA =

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

.............

...

...

21

22221

11211

. 

Заменим в этом определителе элементы j-ого столбца соответствующими элементами 

i-ого (i j) столбца  (все остальные элементы оставим без изменения) и получим определи-

тель detA’: 
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detA’=

nnninin

nii

nii

aaaa

aaaa

aaaa

.........

.....................

.....................

.........

.........

1

22221

11111

, 

имеющий два одинаковых столбца. Следовательно, в соответствии с леммой 3.8.4 такой 

определитель равен 0. Отсюда, в соответствии с методом разложения определителя detА' по 

элементам j-ого столбца, получаем, что 

detА' = а1,iА1,j' + a2,iА2,j' +..+аn,iАn,j' = 0 

где Аk,j' (k=1,2,..,n) – алгебраические дополнения элементов j-ого столбца определителя detА', 

т.е. то, что нам и требовалось доказать.  

Если же i=j, то в соответствии со вторым определением алгебраического дополнения 

элементов матрицы, получаем, что  

jnjnjjjj AaAaAa ,,,2,2,1,1 ... = detА. 

 

Используя некоторые свойства определителей, и методы их вычисления, о которых го-

ворилось выше, можно доказать еще один важный результат о свойствах определителей, ко-

торый нам потребуется в дальнейшем, это свойство определителя произведения матриц. 

Сначала докажем один вспомогательный результат. 

ЛЕММА 3.9.4. Пусть матрица L порядка n имеет вид 








C

BA

0
 или 









CB

A 0
, где 

А и С квадратные матрицы и матрица L также квадратная. Тогда 

det L = detА∙detC. 

Доказательство. Пусть L имеет вид 








C

BA

0
, где А - матрица порядка m, а С - матрица 

порядка k. Работая с первыми m строками матрицы L, можно привести матрицу А  

к треугольному виду (при этом возможна перестановка при необходимости первых m столб-

цов матрицы L). Каждое такое преобразование первых m столбцов изменит знак 

у определителя матрицы L и определителя матрицы А. 

Аналогично, работая с k последними строками матрицы L, можно привести 

к треугольному виду матрицу C, при необходимости переставляя k последних столбцов мат-

рицы L. Аналогично, каждая такая перестановка изменяет знак у определителя матрицы L и 

определителя матрицы C. 

Таким образом, мы можем привести матрицу L к треугольному виду, т.е. к матрице L’. 

Определитель матрицы L’ (уже треугольной формы) в результате будет равен 

detА'*detC' = detL',  

где матрицы А’ и С’ имеют треугольный вид. Учитывая, что было сделано p перестано-

вок первых m строк и столбцов и q перестановок последних k строк и столбцов матрицы L 

будем иметь, 

detL' = (-1)p+qdetL 

С другой стороны имеем detA' = (-1)pdetA и detС' = (-1)qdetС. Отсюда получаем, что 

detL' = (-1)p+qdetL = (-1)pdetA∙ (-1)qdetC. 

Отсюда detL=detА∙detC, что нам и требовалось доказать. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что этот же результат будет верен, когда мы будем рассматри-

вать матрицу вида 









CB

A 0

, где А и С квадратные матрица порядков m,k соответственно. 

Только преобразования нужно будет делать с первыми m строками и последними k столбца-

ми. 

А сейчас рассмотрим и докажем основной результат об определителе произведения 

двух матриц. 

 

ТЕОРЕМА 3.9.5. Определитель произведения двух квадратных матриц n-го порядка А 

и В равен произведению определителей перемножаемых матриц: |AB|=|A||B|, где А и В мат-

рицы из Mn(K). 

Доказательство. Сконструируем и запишем матрицу L= 








 BE

CA
М2n(К) и ее опре-

делитель Δ =|L|.  

Δ=
BE

CA


=

nnn

n

nnn

n

bb

bb

aa

aa

...1..00

...................

...............10

...0..01

0...0......

.....................

0...0......

1

111

1

111





  

По лемме 3.9.4 (и замечанию выше) имеем, что  

Δ = detАdetВ = |A||B|.         (1) 

Для вычисления определителя произведения матриц А и В, преобразуем определитель 

Δ таким образом, чтобы все элементы блока матрицы L (а именно, матрицы В в правом ниж-

нем углу) стали равными нулю. Причем делать это будем таким образом, что для того, что-

бы, например, обнулить элемент b11, нужно к n+1 столбцу прибавить 1-й столбец, умножен-

ный на b11. От этого также изменятся элементы нулевой матрицы С =(ci,n+j), i=1,…,n; j=1,…,n; 

порядка n, расположенной в правом верхнем угле матрицы L. И вообще, чтобы обнулить 

элемент bi,j мы к (n+j)-му столбцу прибавляем j-й, умноженный на bi,j.   

Что при этом получается в первых n строках (n+1)-го, (n+2)-го,…., 2n-го столбцов (т.е. 

элементы матрицы С=(ci,n+j), i=1,…,n; j=1,…,n)? Когда обнулятся все элементы bi,j, i=1,2,3,..,n 

(элементы j-го столбца), то на месте с1,n+j (т.е. на 1 месте в (n+j)-ом ряду матрицы С) будет 

стоять 

с '

,1 jn  = a11b1j + a12b2j + a13b3j + ..+ a1nbnj. 

Но как несложно понять, это есть элемент, который стоит на первом месте в j-м ряду 

матрицы (произведения) АВ. Аналогично, на месте с2,n+j (т.е. на 2 месте в (n+j)-ом ряду мат-

рицы С) будет стоять число 

с '

,2 jn  = a21b1j + a22b2j + a23b3j + ..+ a2nbnj, 

а это есть элемент, который стоит на втором месте в j-м ряду матрицы (произведения) 

АВ; и т.д., на месте сnn+j (т.е. на n месте в (n+j)-ом ряду матрицы С) будет стоять 

с '

, jnn   = an1b1j + an2b2j + an3b3j + ..+ annbnj, 
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а это есть элемент, который стоит на n-ом месте в j-м ряду матрицы (произведения) АВ. 

После преобразований получится аналог ступенчатой матрицы, т.е. матрица вида  

Δ =
0

'

E

ABCA




=

0...01..00

...................

...............10

0...00..01

.........

.....................

.........

''

11

'

1

'

11111







nnnnnn

nn

ccaa

ccaa

 

определитель которой можно найти, переставив n столбцов: n+1 c первым, 2-й с (n+2)-

м, .....n-й столбец с 2n-ым. При этом определитель изменится на (-1)n. Вот сейчас получим 

определитель ступенчатой матрицы, которой по лемме 3.9.4 равен 

det Δ = (-1)n(-1)ndetC’= detC’. 

Cравнивая полученное с (1), получим, что 

det Δ =det(AB)=detC’=detАdetB. 

 

ПРИМЕР. Рассмотрим определитель произведения двух матриц А= 








43

21
 

и В= 






 

42

11
 и сравнить их с произведением определителей этих матриц. 

Решение. Найдем определитель матриц А и В. |A| = (4-6) =-2;  |B|=(4+2)=6.  

С другой стороны найдем произведение матриц АВ= 








43

21







 

42

11
= 









1311

75
.Отсюда 

находим, что |AB|=-12. Мы видим, что |A||B|=|AB|, что подтверждает результат теоремы 3.9.5.  
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§ 3.10. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА 

 

На множестве матриц нами уже были введены операции сложения и умножения, 

а также умножение на скаляр (или на элемент из поля К, над которым рассматриваются мат-

рицы). Мы также показали, что относительно этих операций множество матриц образует 

векторное пространство. 

 

Напомню, что в курсе лекций, когда разбиралось понятие кольца квадратных матриц 

порядка n, т.е. Mn(K), с элементами из поля (или кольца) К (см. часть 1), на этом множестве 

квадратных матриц вводилась операция умножения матриц, которая ассоциативна (но не 

коммутативна). 

Рассмотрим относительно операции умножения обратные элементы для каждой из мат-

риц.  

 

Введем определение обратной матрицы. 

ОПР. Пусть А, квадратная матрица порядка n. Если существует такая квадратная матрица 

В, что АВ=ВА=Е —где E- единичная матрица порядка n, то такая матрица называется об-

ратной к А, и обозначается А—1. 

 

ОПР. Матрица, которая имеет обратную матрицу, называется обратимой матрицей. 

 

Сразу встает вопрос: для каких матриц из Mn(K) существует обратная к ней? Сейчас 

рассмотрим вопрос о ее существовании, и выясним при каких условиях она существует. Ока-

зывается, справедлива следующая теорема. 

 

ТЕОРЕМА 3.10.1. Если  detA=∆ 0, где detA - определитель квадратной матицы А, по-

рядка n, то для А существует обратная матрица А-1. Верно и обратное, т.е. если detA=0, то 

обратной матрицы для А не существует. 

Доказательство. Сначала покажем, что верно обратное утверждение, т.е. если detA=0, 

то обратной матрицы не будет. Это действительно верно, так как по свойствам произведения 

определителей (см.теорему 3.9.5) detAdetА-1=detE=1, но с другой стороны, detA∙detА-1=0, тaк 

как detA=0. Противоречие.  

Если detА≠0, тогда матрица будет обратимой, и мы можем явно написать ее, используя 

теорему 3.9.3. 

Пусть А = (аi,j): detA≠0. Рассмотрим матрицу Аv, у которой на месте аi,j стоит Аj,i, где Аi,j 

- алгебраическое дополнение элемента аi,j:,т.е. это матрица имеет вид: 

А v =





















nnn

n

n

AAA

AAA

AAA

...

............

...

...

211

22212

12111

. 
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Рассмотрим произведение А на Аv. Получаем, согласно теореме 3.9.3, что  

ААv = 





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211





















nnn

n

n

AAA

AAA

AAA

...

............

...

...

211

22212

12111

=





















A

A

A

...00

............

0...0

0...0

= A E. 

Аналогично показывается, что и АvА также равняется A E. 

Отсюда получаем, что обратную матрицу для А можно записать в виде 

А—1 = vA
Adet

1
. 

Таким образом, мы показали, что обратная матрица существует только для квадратных 

матриц, у которых detA≠0. Однако, представление обратной матрицы через использование 

матрицы Аv не всегда удобно с точки зрения подсчета, так как приходится вычислять опре-

делители высоких порядков, если матрица А имеет достаточно большой порядок. Поэтому 

для нахождения обратной матрицы можно использовать и другие алгоритмы, например, ал-

горитмы преобразования матрицы А в единичную матрицу.  

 

Рассмотрим действие данного алгоритма на примере. 

ПРИМЕР. Найти обратную матрицу для матрицы А=



























1111

1111

1111

1111

. Для этого рас-

смотрим расширенную матрицу (А|E)= 



























1000

0100

0010

0001

1111

1111

1111

1111

. Преобразовывая левую 

матрицу (матрицу А) в единичную матрицу, при этом работая только со строками расширен-

ной матрицы, по окончании мы получим в левой части расширенной матрицы Е, а в правой – 

А-1. Преобразования очень напоминают метод Гаусса сведения матрицы к треугольному ви-

ду, т.е. сначала обнуляем все элементы первого столбца, лежащие ниже элемента а11, затем 

обнуляем все элементы второго столбца лежащие ниже а22, и т.д. до получения треугольной 

матрицы.  

Итак, начинаем сводить (преобразовывать) левую матрицу (матрицу А) расширенной 

матрицы (А|E) к Е. Последовательно получаем: ко 2-ой строке прибавляем –А1; к 3-ей строке 

прибавляем (–А1), к 4-ой также (-А1): 



























1000

0100

0010

0001

1111

1111

1111

1111

=



































1001

0101

0011

0001

0220

2020

2200

1101

. 
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Переставляем 4-ую и вторую строки и получаем, что расширенная матрица принимает 

вид: 



































1001

0101

0011

0001

0220

2020

2200

1101

=



































0011

0101

1001

0001

2200

2020

0220

1101

. 

Сейчас к 3-ей строке прибавляем (-А2
’). Получаем, что расширенная матрица принима-

ет вид: 



































0011

0101

1001

0001

2200

2020

0220

1101

= 



































0011

1100

1001

0001

2200

2200

0220

1101

 

Сейчас к четвертой строке прибавляем третью и получаем: 



































0011

1100

1001

0001

2200

2200

0220

1101

=



































1111

1100

1001

0001

4000

2200

0220

1101

. 

Сейчас к третьей строке прибавляем (
2

4A ), а к первой – (
4

4A ). Получаем, что рас-

ширенная матрица приобретает вид: 

 

Сейчас к 1-ой и 3-ой строке прибавляем четвертую и получаем, что расширенная мат-

рица принимает вид 



































1111
2

1

2

1

2

1

2

1
1001
4

1

4

1

4

1

4

3

4000

0200

0220

0111

 

Прибавляем ко 2-ой строке третью, и к первой – (-
2

'

3A ). Получаем 



































1111
2

1

2

1

2

1

2

1
1001
4

1

4

1

4

1

4

3

4000

0200

0220

0111

=



































1111
2

1

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1

00
2

1

2

1

4000

0200

0020

0011

. 
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Ну и наконец, прибавляем к первой строке 
2

'

2A . Получаем, что расширенная матрица 

приобретает вид: 



































1111
2

1

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1

00
2

1

2

1

4000

0200

0020

0011

=



































1111
2

1

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1
4

1

4

1

4

1

4

1

4000

0200

0020

0001

. 

Делим вторую строку на (-2), третью на 2, и четвертую на (-4), в итоге получаем, что 

обратная к А матрица будет иметь вид: 

А-1=

































4

1

4

1

4

1

4

1
4

1

4

1

4

1

4

1
4

1

4

1

4

1

4

1
4

1

4

1

4

1

4

1

=
4

1



























1111

1111

1111

1111

. 

Можно проверить, что АА-1 = А-1А =Е. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что мы не учитываем то, во время процедуры нахождения об-

ратной матрицы переставляли строки матрицы местами (2-ую и 4-ую), так как мы в это же 

время переставляли и строки единичной матрицы! Поэтому по окончании алгоритма сразу 

получается обратная для А матрица.  
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§ 3.11. РАНГИ МАТРИЦ И СПОСОБЫ ИХ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
 

Когда мы рассматриваем произвольную матрицу из m строк и n столбцов, то понятие 

определителя для нее, вообще говоря, не определено, однако вместо определителя рассмат-

ривается минор матрицы k-ого порядка. Поговорим об этом понятии более подробно. 

 

ОПР. Пусть А из Мn,m(К), где К – числовое поле. Тогда минором k-го порядка называется 

определитель k-ого порядка, элементами которого являются элементы матрицы А, стоящие 

на пересечении каких-то k строк и k столбцов. (Будем обозначать его через Δk). 
 

Еще раз напомню, что столбцы (или строки) всех матриц одинаковых размеров m×n 

образуют векторные пространство над К и их можно трактовать, как множество векторов из 

Кm или Кn соответственно. 

Понятно, что если не все элементы матрицы равны нулю, то всегда можно указать та-

кое r, что у матрицы имеется ненулевой минор r-го порядка, а всякий минор (r+1)-го порядка 

равен нулю. 
 

ОПР. Число r, обладающее таким свойством, называется рангом матрицы А и обозначается 

rang А. 

 

Если все элементы матрицы равны нулю, тогда полагают, что rangА=0. 
 

ПРИМЕРЫ. а) Найти rangА=rang 








00

10
.  

Решение. Понятно, что rangА=1, так как только один элемент матрицы отличен от нуля 

(есть определитель 1-го порядка |1|, который не равен 0), а определителя 2-го порядка, от-

личного от 0, не будет. 

б) Найти rangА=rang
















001

200

001

.  

Решение. Понятно, что rangA1,так как есть, по крайней мере, один элемент, отличный 

от нуля. Если рассмотреть 1-е и 2-е строки и 1-й и 3-й столбец, то получаем, что есть опреде-

литель 2-го порядка, отличный от нуля. Следовательно,  rangA2. Также понятно, что 

detA=

001

200

001

=0, так как есть столбец, состоящий из одних нулей. Значит, rangA=2. 

 

ОПР. Если rangА=r, тогда найдется отличный от нуля определитель r-го порядка, который 

называется базисным минором матрицы А. Строки и столбцы, из которых построен базис-

ный минор, называются базисными строками и столбцами.  

ОПР. Пусть выделено k строк -А1,А2,...,Аk и существует такой набор (λ1, λ2,..., λk), что одна из 

строк матрицы А, пусть i-ая строка, может быть представлена в виде Аi  = λ1А1 +...+ λk Аk.  

В таком случае говорят, что i-ая строка может быть линейно выражена через строки 

А1,А2,...,Аk, или Аi  есть линейная комбинация строк А1,А2,..,Аk. 

Оказывается, для базисных строк (и столбцов) справедливо следующее утверждение. 
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ТЕОРЕМА 3.11.1 Базисные строки матрицы А из Мn,m(К), где К – числовое поле, ли-

нейно-независимы. Это же утверждение верно и для базисных столбцов матрицы А. 

Доказательство. Если rangA=r и пусть первые r строк являются базисными. Допустим, 

что базисные строки линейно-зависимы. Тогда какая-то k-я из этих r строк линейно выража-

ется через остальные (r-1)-у строки: 

Аk  = λ1А1+ λ2А2+...+ λk-1Аk-1+ λk+1Аk+1+....+ λrАr             (1) 

Рассмотрим сейчас базисный минор. Мы можем вычесть из Аk (k-ой строки) линейную 

комбинацию (1) 

λ1А1+ λ2А2+...+ λk-1Аk-1+ λk+1Аk+1+....+ λrАr, 

тогда и получим, что Аk' (k-ай строка) станет нулевой. Но тогда – базисный минор Δr, 

будет равен нулю. Противоречие.  

Следовательно, базисные строки (и столбцы) линейно-независимы. 
 

Однако, основным результатом зависимости строк (и столбцов) произвольной матрицы 

является следующий результат. 
 

ТЕОРЕМА 3.11.2. Любая строка матрицы А из Мn,m(К), где К – числовое поле, есть 

линейная комбинация ее базисных строк. Аналогично и для столбцов. 

Доказательство. Допустим, что базисный минор r-ого порядка, где 

r=rangА, расположен в левом верхнем углу (это не уменьшает общности рассуждения, так 

как в противном случае можно произвести перенумерацию строк: нас не интересует порядок 

строк в матрице). 

Если k r, тогда понятно, что k строка есть линейная комбинация себя, так как входит 

в набор базисных строк. 

Допустим, что k>r. Рассмотрим следующий минор: присоединяем произвольный t-й 

столбец и k-ю строку (k>r) 

ktkrkk

rtrrrr

tr

tr

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

...

...

...............

...

...

21

21

222221

111211

                                    (1) 

Получаем минор (r+1)-го порядка (1), который в силу того, что rang А=r, равен 0. 

Разложим этот определитель (1) по элементам t-го (последнего) столбца, получаем, что 

     а1tА1t + а2tА2t +....+ аrtАrt + аktАkt = 0 

где Аij – алгебраическое дополнение элемента аij  в определителе (1). Так как Аkt – совпадает 

с базисным минором А — Δr, то он не равен 0. Отсюда 

аkt= - t

kt

t a
A

A
1

1  - t

kt

t a
A

A
2

2  - ...- rt

kt

rt a
A

A
               (2) 

или аkt = λ1а1t + λ2а2t+....+ λrаrt, где λi = -
r

it

kt

it A

A

A


  (i=1,2..,r),  

так как λi не зависят от элементов последнего столбца. 

Придавая t значения от 1 до n (т.е. мы приставляем все столбцы по очереди, при этом 

Аit≠0 (Δi), i=1,2,   ,r не изменяются, так как они получаются из элементов первых r столбцов 

и r+1 строк (r- базисных и k-ая строка, которая также не изменяется) определителя (1)), по-

лучаем, что 
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аk1 = λ 1а11 + λ2а21+....+ λrаr1,                   где λ i=-Аit/Δb  (i=1,2..,r)  

аk2 = λ1а12 + λ2а22+....+ λrаr2,                  где λ i=-Аit/Δb   (i=1,2..,r) . 

……………. 

аkn = λ 1а1n + λ2а2n+....+ λrаrn,                  где λi=-Аit/Δb   (i=1,2..,r). 

 

 

Из этих формул видим, что k-ая строка Аk будет представима в виде линейной комби-

нации первых r строк Аi (i=1,2,..,r) базисного определителя: 

Аk = (аk1ak2 ....akn) = λ1А1+ λ2А2+..+ λrАr. 

Заметим, что аналогичное утверждение справедливо и для произвольного столбца матрицы. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Из теорем 3.11.1 и 3.11.2 следует, что базисные строки (или столбцы) 

образуют базис линейной оболочки, образованной всеми строками (или столбцами) данной 

матрицы. По теореме 3.11.1 базисные строки (или столбцы) являются линейно-

независимыми, а по теореме 3.11.2 – они являются системой образующих множества строк 

матрицы. Также нужно отметить, что в общем случае выбор множества базисных строк 

и столбцов неоднозначен, но при любом таком выборе их число всегда одно и то же. Это все 

следствие теоремы 3.3.4. 

ПРИМЕР. Пусть А= 




















693

112

321

. Найти ее ранг и показать, что все остальные строки 

являются линейной комбинацией базисных строк. 

Решение. Несложно найти, что ранг матрицы А равен 2. Покажем, что третья строка 

есть линейная комбинация первых двух, т.е. А3 = х1А1+х2А2. Отсюда, можно решить соответ-

ствующую систему уравнений, и получить, что х1=х2=3. 

 

Введем следующее определение для некоторого вида преобразований матриц из 

Мn,m(К), где К – числовое поле. 
 

ОПР. Элементарными преобразованиями матриц являются: 

а) вычеркивание или добавление строки, состоящей из нолей; 

б) перестановку двух столбцов или строк. 

в) умножение строки или столбца на какое-то ненулевое число. 

г) прибавление к элементам одной строки соответствующих элементов другой строки, 

умноженных на любое число, или вычёркивание строки (или столбца), являющихся линей-

ной комбинацией других строк (или соответственно столбцов) матрицы. 

Заметим, основываясь на свойствах определителей что, если в квадратной матрице есть 

нулевая строка (или столбец), то определитель этой матрицы равен 0; что от перестановки 

столбцов или строк определитель меняет только знак; что если мы имеем какой-то общий 

для данной строки ненулевой множитель, то он может быть вынесен за знак определителя.  
 

Основываясь на теоремах 3.11.1 и 3.11.2, и на свойствах определителей, докажем сле-

дующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 3.11.3. При элементарных преобразованиях матрицы А из Мn,m(К), где К – 

числовое поле, ранг матрицы не изменится. 

Доказательство. Последовательно рассмотрим элементарные преобразования матрицы 
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А, и покажем, что любое такое преобразование не изменит rang A. 

а-б) Понятно, что вычёркивание или добавление строк из одних нулей не повлияет на 

rangА, точно также, как и перестановка столбцов или строк матрицы А. Это легко следует из 

свойств определителей матриц. 

в) Это свойство также следует из свойств определителей матриц, так как общий нену-

левой множителей можно вынести за знак определителя матрицы. 

г) Пусть rangA=r, и первые r строк являются базисными. Они по теореме 3.11.1 являют-

ся линейно-независимыми, и, по теореме 3.11.2, все другие строки являются линейными 

комбинациями этих базисных строк.  Поэтому, если приписывается какая-то строка, которая 

является линейной комбинацией каких-либо строк матрицы, то эта строка будет линейной 

комбинацией базисных строк, и от такого приписывания ранг матрицы не изменится.  

Покажем, что ранг матрицы А не изменится, если вычеркнуть из нее строку, являющу-

юся линейной комбинацией остальных строк матрицы.  

Пусть rangA=r, и первые r строк являются базисными. Они по теореме 3.11.1 являются 

линейно-независимыми, и, по теореме 3.11.2, все другие строки являются линейными ком-

бинациями этих базисных строк.  Поэтому если вычеркивается какая-то строка, которая не 

является базисной, то от ее вычеркивания (или приписывания см. лемму 3.11.3) ранг матри-

цы не изменится. 

 

Из Теоремы 3.11.3 можно получить еще один достаточно важный результат. 

 

ТЕОРЕМА 3.11.4. Определитель матрицы АМn(K), где К – числовое поле, равен ну-

лю, тогда и только тогда, когда ее строки линейно зависимы. 

Доказательство. . Если строки матрицы А линейно зависимы (т.е. по свойствам ли-

нейной зависимости, какая-то строка будет линейной комбинацией других строк), то по тео-

реме 3.11.3 ранг матрицы не изменится, после вычеркивания этой строки. Следовательно ее 

ранг будет не больше n-1,  т.е. rangАn-1. Таким образом, тогда  detА=0. 

 Допустим противное, т.е. detA=0  и строки линейно независимы. Если все n строк 

линейно-независимы, тогда они образуют базисный минор (т.е. базис линейной оболочки, 

образованной строками матрицы А). Базисный минор по определению не равен нулю. Про-

тиворечие.  

Следовательно, если detA=0, то система строк является линейно-зависимой системой. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что строки в теореме 3.11.4 можно заменить столбцами. 
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§ 3.12. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ 

 

Заметим, что в современное время использование систем линейных уравнений 

и неравенств очень широко: оно используется при решении многих прикладных задач, 

и является основным инструментом в линейном программировании. 

 

Сначала дадим основные определения, связанные с системами линейных уравнений. 

 

ОПР. Система линейных уравнений от n переменных (неизвестных) имеет следую-

щий вид: 
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                         (1) 

где х1,x2,..,xn – неизвестные (или переменные), числа {аi,j}, i=1,..,m, j=1,..,n, аi,j K  –

называются коэффициентами системы линейных уравнений, числа bi, i=1,2,..,m, bi K , 

свободные члены системы уравнений.  

Заметим, что первый индекс коэффициента аij соответствует уравнению, в которое он 

входит, а второй – номеру неизвестной, к которой приставлен аij. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что коэффициенты аij и свободные члены системы линейных 

уравнений обычно берутся из того же числового множества, где находятся решения данной 

системы, причем обычно подразумевается, что на этом множестве есть две операции: сложе-

ние и умножение, что позволяет преобразовывать уравнения. Поэтому, будем считать 

в дальнейшем, что все аi,j  и все bi – являются элементами какого-нибудь кольца или поля К.   

Помимо записи системы линейных уравнений в виде (1), возможна и другая запись, ко-

торая использует понятие матрицы. Для этого введем еще несколько новых понятий, связан-

ных с системой линейных уравнений. 

 

ОПР. Множество коэффициентов (ai,j), i=1,...m; j=1,..,n системы линейных уравнений (1) об-

разуют матрицу системы линейных уравнений 

А = (аi,j), размерами m×n, т.е. АМm,n(К), 

а множество свободных членов b1,b2,…,bm образует столбец свободных членов, т.е. матри-

цу-столбец b =





















mb

b

b

...

1

Мm,1(К). 

 

ОПР. Определитель матрицы системы линейных уравнений, составленной из коэффициен-

тов этой системы, называется определителем системы линейных уравнений АX=b. 

 

ОПР. Множество коэффициентов и столбец свободных членов составляет расширенную 

матрицу системы линейных уравнений… 
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которая обозначается таким образом   (A|b). 

 

Таким образом, как несложно заметить, система линейных уравнений (1) может быть 

переписана в матричном виде следующим образом: 

АХ = b                                     (2), 

где А = (аij), i=1,..,n; j=1,2,..,m – матрица системы; X=(x1,x2,x3,..,xm) – столбец неизвест-

ных или переменных; b=(b1, b2,.... bn)
t —cтолбец свободных членов. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ: мы видим, что умножение таких матриц вполне возможно: число 

столбцов первой матрицы А (mxn: m строк (уравнений) n столбцов (неизвестных)) равно 

числу строк матрицы X (nx1: n строк и 1 столбец), и получается в результате умножения 

матрица (mx1: m строк, 1 столбец). 

 

Сразу же встает вопрос о разрешимости системы линейных уравнений. Для этого вве-

дем определения еще нескольких новых понятий, которые связаны с решением системы ли-

нейных уравнений. 

 

ОПР. Решением системы линейных уравнений  
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                                  (1) 

называется всякая упорядоченная совокупность (или набор) чисел α1, α2 ,..., αn, которая бу-

дучи поставленной на место соответствующих неизвестных (α1 вместо х1, α2 вместо х2, 

и т.д..., αn вместо хn)
 обращает в равенство все уравнения системы (1). 

Если данная система (1) записана в матричной форме, т.е.  

                      АX=b,                                         (2)      

где А = (аi,j), i=1,..,n; j=1,2,..,m – матрица системы (1); X=



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1

Мn,1(K) – матрица-

столбец неизвестных или переменных; b=

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
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mb
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1

Мm,1(K) – матрица-cтолбец свободных чле-

нов, тогда решением системы линейных уравнений будет вектор ХМn,1, который обращает 

в равенство матричное уравнение (2). 

ЗАМЕЧАНИЕ. Следовательно, решение линейной системы уравнений может быть за-

писано в двух формах: в числовой, т.е. набор чисел, который удовлетворяет системе (1); 

а также – в матричной форме, т.е. решение системы линейных уравнений – это некий вектор 

Х. Причем по ходу лекций мы будем использовать оба способа записи, причем полагаем, что 

это равносильная форма записи.  



 65 

ОПР. Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, 

и называется несовместной, если она не имеет решений. Две системы уравнений называются 

равносильными, если они имеют одно и то же множество решений. 

 

ПРИМЕР: а) Разрешима ли система линейных уравнений 

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Решение. Данная система разрешима, так как набор чисел (x1,x2,x3)=(0,1,0) является ее 

решением. 

б) Разрешима ли система линейных уравнений 





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Решение. Система х1+х2+х3 = 1 и х1+х2+х3 = 2 является несовместной, так как у нее нет 

решений. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что если мы будем производить с системой линейных уравне-

ний такие преобразования: а) прибавлять к какому-нибудь уравнению несколько других, 

умноженных на некоторые ненулевые константы; б) умножать любое уравнение на ненуле-

вую константу; в) переставлять уравнения или  производить перенумерацию переменных; г) 

вычеркивать или приписывать уравнение, которое совпадает с каким- либо другим или явля-

ется нулевым, т.е. все коэффициенты являются нулевыми; одним словом, если все это произ-

водятся с матрицей, то такие преобразования называются  элементарными, то разрешимость 

системы сохранится. Максимум, что может быть, это то, что, если система разрешима, то в 

решении сменится нумерация чисел в наборе.   

ОПР. Если в системе линейных уравнений столбец свободных членов равен 0-ому столбцу 

(т.е. все равны 0), то такую систему называют однородной системой линейных уравнений. 

 

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

Для решения систем линейных уравнений используется много способов. Мы будем 

рассматривать только несколько из них. Начнем с одного, наиболее известного: метода Кра-

мера. 

 

МЕТОД КРАМЕРА 

Это частный случай системы линейных уравнений, он может работать только тогда, ко-

гда число неизвестных совпадает с числом уравнений, и определитель системы линейных 

уравнений, т.е. detА, отличен от нуля. В этом случае справедлив следующий результат. 

 

ТЕОРЕМА 3.12.1 (Формулы Крамера) Пусть задана система из n линейных уравнений 

относительно n неизвестных 
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                         (1) 

где АMn(К) матрица этой системы уравнений (1), причем Δ=detА 0. Тогда для вы-

числения неизвестных xi можно использовать следующие формулы:  
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xi =



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Доказательство. Если Δ 0, тогда умножив каждое уравнение системы на алгебраиче-

ские дополнения элементов i-ого столбца, т.е. первое уравнение умножим на на А1,i, второе – 

А2,i,...,n-ое – на Аn,i, сложим все полученные уравнения. После этого сгруппи-руем все эле-

менты с х1,х2,..,хn. Получим 

(а11А1i + а21А2i +...+ аn1Аni)х1 + (а12А1i + ...+ аn2Аni)х2 +….. 

...+ (а1nА1i+а2nА2i+...+аnnАni)хn = b1А1i+b2А2i+...+bnАni 

Заметим, что коэффициент при хi равен Δ, при всех остальных хj (i j) коэффициенты 

равны нулю (по теореме 3.9.3). Правую часть равенства можно записать в виде определителя  

nnninnin

nii

aabaa

aabaa

......

.....................

.....................

......

111

11111111





 

Обозначим его через
ix

 , он отличается от Δ, тем, что здесь один из столбцов (i-ый), за-

менен столбцом свободных членов данной системы линейных уравнений. 

Отсюда и получаем формулы для всех хi. 

x1 =



1x x2=




2x xn = 




nx . 

Этот метод решения системы уравнений, основанный на использовании формул 

и подсчете определителей, называется методом Крамера, а формулы – формулами Крамера 

для нахождения значений хi. 

 

ПРИМЕР. Решить систему линейных уравнений  
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используя метод Крамера. 

Решение. Вычисляем определитель системы линейных уравнений и находим, что Δ 

=58. Затем находим определители
ix

 ,i=1,2,3,4.
1x

 =58;
2x

 =58;
3x

 =-58; 
1x

 =58.  Отсюда по 

формулам Крамера (см. теорему 3.12.1) находим решения: х1=1, x2=1, x3=-1, x4=1. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Если Δ=detА=0, то такой случай не может быть рассмотрен с помощью 

правила Крамера. Однако, после небольших дополнений этот метод также может быть ис-

пользован. Мы это рассмотрим чуть далее. 

 

Сегодня мы поговорим о других способах решения систем линейных уравнений, 

а именно поговорим о методе решения однородной системы линейных уравнений, а затем 

рассмотрим и общий метод решения систем линейных уравнений. 
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МЕТОД ГАУССА 

Рассмотрим универсальный способ решения систему линейных уравнений  
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                         (1),  

или, эту же систему, записанную в матричном виде  

АХ = b                                     (2), 

где А = (аi,j), i=1,..,n; j=1,2,..,m – матрица системы; X=(x1,x2,x3,..,xm) – столбец неизвест-

ных или переменных; b=(b1, b2,.... bn)
t – cтолбец свободных членов, – это все тот же метод 

Гаусса, т.е. метод преобразования расширенной матрицы системы линейных уравнений и 

приведения расширенной матрицы этой системы к трапецевидному виду, что после допол-

нительных (небольших) вычислений позволяет найти общее решение системы линейных 

уравнений. 

Заметим, что все данные преобразования, которые производятся с матрицами при ис-

пользовании метода Гаусса, не изменяют равносильности данной системы линейных уравне-

ний (см. замечание о методах преобразования системы и разрешимости, выше), а также не 

изменяют и ранга матрицы. 

 

После приведения расширенной матрицы (А|b) этой системы к «трапецевидной» фор-

ме, мы получим, что наша система сведется к равносильной и примет следующий вид: 
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Если в результате преобразований получились уравнения вида 

0х1 +.....+ 0xn = 0, 

то мы их исключаем из рассмотрения, так как их решениями являются любой набор из 

n чисел, поэтому это уравнение не накладывает на решение никаких ограничений. 

Если в ходе преобразований получилось уравнение вида 

0х1 +.....+ 0xn = bi          и        bi 0,                              (3) 

то понятно, что данная СЛУ не имеет решений. 

Пусть уравнений вида (3) в результате преобразований СЛУ не встретилось, тогда все 

приводится к системе уравнений вида 
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или, если записано в матричном виде, то эта СЛУ имеет вид: 
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Сейчас дополняем полученную систему уравнений до системы, с треугольной матри-

цей: 
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или, если мы имеем дело с расширенной матрицей СЛУ, то получаем матрицу 
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Таким образом, если ранг расширенной матрицы (А|b) системы линейных уравнений 

равен k, то было введено ровно (n-k) переменных (т.е. придаем переменным xk+1,xk+2,..,xn 

произвольные значения ti, i=1,2,..,n-k), через которые и будем выражать все решения данной 

системы линейных уравнений. 

Из уравнения (k) получаем, что хk можно выразить через dk и ti, i=1,2,..,n-k. 

Подставив в уравнение (k-1) получаем, что хk-1 можно выразить через хk, dk-1, dk и ti, 

i=1,2,..,n-k, и т. д..  

Таким образом, находим все хi, т.е. нужное нам решение. Причем, так как мы ввели n-k 

независимых переменных ti,i=1,2,…,n-k, тогда и общее решение можно выразить через n-k 

векторов. 
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Рассмотрим использование данного метода на конкретном примере. 

ПРИМЕР: Решить систему линейных уравнений, используя метод Гаусса. 
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Решение. Расширенная матрица данной системы имеет вид:  
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. 

Начнем преобразования данной матрицы до «трапецевидного» вида. Для этого сначала 

из второй строки вычитаем первую, умноженную на 2, а из третьей – первую, умноженную 

на 3. В результате расширенная матрица системы примет вид: 

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. Понятно, 

что вторая и третья строки задают одно и то же уравнение, поэтому третью строку 

в расширенной матрице можно сократить. В итоге система свелась к такой системе 
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Дополняем эту систему до треугольной, вводя одну переменную: 
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Из 2-го уравнения системы получаем, что x2+7x3=-20, следовательно, x2=-20-7х3=-20-

7t1. Из 1-го уравнения получаем, что x1=10-3x2+2x3=10-(-20-7t1)+t1=30+8t1. Отсюда получаем 

общее решение, которое если записать в виде набора чисел, будет иметь вид: 

(х1,х2,х3)=(30+8t1, -20-7t1,t1). Если же решение записать в виде вектора Х=



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, тогда 
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, где t1 – произвольное вещественное число. 
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РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 

 

Еще раз напомним определение однородной системы линейных уравнений 

ОПР. Система линейных уравнений вида 
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    (1) 

или в матричной форме это можно записать так, 

АX=
_

0                      (2) 

где А матрица из m строк и n столбцов, а столбец свободных членов является нулевым 

столбцом, называется однородной системой линейных уравнений или просто однород-

ной системой уравнений. 

 

Про множество решений однородной системы линейных уравнений справедлива лем-

ма. 

ЛЕММА 3.12.2 Множество решений однородной системы линейных уравнений АX=
_

0 , 

где A из Mm,n(K), столбец переменных X  из Mn,1(K),  а столбец свободных членов - 
_

0  из 

Mn,1(K), образует векторное пространство над полем K. 

Доказательство следует из двух почти очевидных утверждений о том, что если Xo,Yo 

решения, то и Xo+Yo и tXo также решения данной системы линейных уравнений, для любого 

скаляра t из K.  

Также нужно заметить, что нулевое решение, т.е. все переменные равны нулю, также 

является решением однородной системы линейных уравнений. 

 

ОПР. Произвольный базис решений однородной системы уравнений называется фундамен-

тальной системой решений однородной системы линейных уравнений или просто фун-

даментальной системой решений. 

 

Однородная система линейных уравнений из n уравнений с n неизвестными (1) или (2),  

являются частным случаем систем линейных уравнений. Рассмотрим вопрос о ее разреши-

мости.  

Во-первых, заметим, что однородная система линейных уравнений всегда разрешима, 

так как она имеет нулевое решение. 

Во-вторых, заметим также, что если detA≠0, тогда, согласно формулам Крамера, реше-

ние будет единственное и нулевое (во всех  
ix

 есть нулевой столбец, значит все xi будут 

равны нулю). 

Если же detА=0, то в этом случае про однородную систему можно сказать однозначно, 

что решений бесконечно много. Запишем все вышесказанное в виде теоремы и докажем ее.  
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ТЕОРЕМА 3.12.3. (О числе решений однородной системы) Однородная система 

АХ=
_

0 , где А из Mn(K), столбец переменных X  из Mn,1(K),  а столбец свободных членов, ну-

левой столбец (
_

0 ) из Mn,1(K), всегда совместна. Причем если detА≠0, то тогда система имеет 

одно нулевое решение. Если detА=0, т.е. rangА<n, то в этом случае система имеет бесконеч-

но много решений. 

Доказательство. Как несложно заметить (уже отмечено выше), однородная система 

всегда совместна, так как при любых (aij) система таких уравнений имеет нулевое решение. 

Если же Δ=0, тогда по теореме 3.11.4 это означает, что столбцы матрицы линейно зави-

симы, и rangА<n. Пусть rangА = r<n. Тогда все n столбцов являются линейно-зависимой си-

стемой векторов. Следовательно, по определению найдется набор (х1,x2,..,xn) из K, не все 

хi 0, i=1,2,..,n: 

х1А
1+ x2А

2 +.. + xnA
k = 

_

0  . 

Следовательно, этот набор (х1,x2,..,xn) будет решением данной системы уравнений. По-

нятно, что любой вектор, вида 


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


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nx
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...

1

 , K также являются решениями АХ=
_

0 . Итак, мы 

показали, что однородная система линейных уравнений имеет бесконечное множество реше-

ний, что и требовалось. 

 

 

Рассмотрим произвольную систему из m линейных однородных уравнений от n 

неизвестных систему (1). Тогда для множества ее решений, которое (как было показано 

выше) является векторным пространством справедливо обобщающее предыдущие результа-

ты утверждение. 

ТЕОРЕМА 3.12.4 (О размерности пространства решений) Пусть дана произвольная 

система линейных однородных уравнений 
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    (1) 

и А=(aij), i=1,…,m;j=1,..,n матрица системы линейных уравнений (1). Если ранг матрицы А 

меньше числа переменных n, то данная система обладает фундаментальной системой реше-

ний, которая состоит из (n-r) векторов (решений), т.е. размерность пространства решений 

этой системы равна n-r. Если же rangA=n, то у этой системы есть только одно решение – ну-

левое и фундаментальной системы решений у данной системы нет. 

Доказательство. Если r=0, тогда все коэффициенты матрицы, а, следовательно, 

и системы уравнений, равны 0. Поэтому мы можем ввести ровно n переменных, так как от 

них ничего не зависит (ибо каждой набор является решением однородной системы линейных 

уравнений, у которой все коэффициенты равны 0, поэтому число линейно независимых ре-

шений можно выбрать ровно n штук: х1=t1, x2=t2,..,xn=tn. 

Пусть 0<r(А)<n. Тогда, можно полагать, что базисный определитель матрицы системы 

образуют первые r (r>0) строк и столбцов. 
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Так как все остальные m-r строк являются линейными комбинациями первых r строк, 

тогда их всех можно привести к нулевым строкам (вычтя соответствующую линейную ком-

бинацию базисных строк), и поэтому система (1) будет равносильна системе из r уравне-

ний (2) 
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    (2) 

Где матрица В=(bij), i=1,2,..,r; j=1,2,…,n – получена из матрицы А элементарными пре-

образованиями, которые не изменяют ранга матрицы. 

Используя метод Гаусса, можно привести расширенную матрицу (В|
_

0 ) системы (2) 

к «трапецевидному» виду:      
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    (3) 

Причем, нужно отметить, что с11с22….сrr 0, так как у системы (2) rangВ=r. 

Будем в системе (3) придавать переменным хr+1, хr+2,...,хn независимо друг от друга зна-

чение ti, i=1,2,..,n-r. 

Тогда первые r переменных, по теореме Крамера, можно выразить единственным обра-

зом, из r уравнений системы (3).Набор из n-r решений системы (3) вида 
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 линейно независимы. А любое решение системы (3) 

(и соответственно систем (2) и (1)) может быть представлено в виде линейной комбинации 

этих решений, ибо для любого решения задаются однозначно переменные хr+1, хr+2,...,хn, 

а остальные (первые) r переменных определяются однозначно по выбранным.  Поэтому эти 

n-r векторов (решений) образуют базис системы решений однородной системы уравнений 

(1), т.е. фундаментальную систему решений. 

 

ПРИМЕРЫ. a) Найти размерность пространства решений системы уравнений 









032

0

42

54321

xx

xxxxx
 Рассматриваются вещественные решения системы линейных 

уравнений. 



 73 

Решение. Найдем ранг матрицы А= 








03020

11111
. Понятно, что он равен 2. Число 

переменных равно 5. Из теоремы 3.12.4 размерность пространства решений равна  

3 = 5 – 2(n - rangA). 

б) Найти фундаментальную систему решений следующей однородной системы линей-

ных уравнений 








022

0

4321

4321

xxxx

xxxx
. Рассматриваются вещественные решения системы 

линейных уравнений. 

Решение. По теореме 3.12.4 мы можем найти, сколько векторов должно войти 

в фундаментальную систему решений: это количество равно 4-2=2 (n-rangA).  

Можно найти подбором два линейно-независимых решения данной системы линейных 

уравнений, но мы будем решать эту задачу последовательно.  

Итак, используя метод Гаусса, мы приведем расширенную матрицу данной системы 

к следующему «трапецевидному» виду: 

А= 













 0

0
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





 0

0

0330

1111
. Дополняем эту матрицу до треугольной, 

вводя две переменные t1 и t2. Получаем, что расширенная матрица приобретает вид 
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Рассматривая вторую строку (второе уравнение системы), получаем, что -3x2=3t1. Сле-

довательно, х2=-t1. Рассматриваем первую строку (первое уравнение), получаем, что х1=-х2-

х3-х4=-t2. Отсюда получаем, что общее решение системы можно записать в таком виде: 

X=
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, где t1,t2 – принимают произвольные вещественные значения. 

 

Как мы уже доказывали, что произвольный базис векторного пространства состоит из оди-

накового количества векторов, поэтому количество векторов в фундаментальной системе реше-

ний однородной системы линейных уравнений всегда одно и то же. 

Возникает вопрос: можно ли определить, когда система линейных уравнений разрешима?  

Для ответа на этот вопрос прежде всего формализуем условие. Так вот вопрос идет 

о разрешимости системы уравнений АХ=b, где АМm,n(K) – матрица произвольных пара-метров 

m строк и n столбцов, а b столбец из m строк. Решение рассматриваются только те, которые ле-

жат в поле К (то есть все координаты вектора Х-решения лежат в поле К, если решение записы-

вается в векторной форме). 

Уже были рассмотрены конкретные приемы и методы решения таких систем, 

с использованием формул Крамера, когда detА 0 и с использованием метода Гаусса приведе-

ния расширенной матрицы системы к «трапецевидному» виду. Также были рассмотрены случаи 

решения однородной системы линейных уравнений, причем было найдено, что такие системы 

всегда разрешимы и можно вычислить размерность пространства решений таких систем. При-

чем эту размерность можно было выразить через ранг матрицы системы.  
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Так вот, в общем случае, критерий разрешимости системы уравнений также связан 

с рангами матриц системы линейных уравнений. 

ТЕОРЕМА 3.12.5. (Кронекер-Капелли) Для того, чтобы неоднородная система линейных 

уравнений АХ=b,  АМm,n(K), bМm,1(K), ХМ1,n(K) (т.е. решения ищутся в поле К), была сов-

местной (или разрешимой), необходимо и достаточно, чтобы ранг расширенной матрицы систе-

мы уравнений (А│b) был равен рангу А - матрицы системы уравнений. 

Доказательство.  Если система имеет решение c = (c1,c2,..,cm), тогда столбец свободных 

членов есть линейная комбинация остальных столбцов: 

b = c1А
1
 + с2А

2 + ...+ сmАm, 

где Аi – i-й столбец матрицы системы А. По лемме 3.11.3 добавление столбца, который яв-

ляется линейной комбинацией остальных, не изменит ранга матрицы. Отсюда и следует требуе-

мое, т.е.  rang(A|b)=rangA. 

 Если равны ранги, тогда столбец свободных членов есть линейная комбинация осталь-

ных столбцов, т.е. есть набор (с1,с2,..сn), ciK,i=1,2..,n: 

b = c1A
1+c2A

2+..+cnA
n 

А это и означает (если переписать данное равенство в виде системы уравнений по коорди-

натам), что данный набор (с1,с2,..сn), ciK,i=1,2..,n есть решение данной системы, т.е. система 

разрешима.  

 

ПРИМЕРЫ. а) Разрешима ли данная система 

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1114
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Решение.  Находим ранг матрицы системы. Так как 
47

53




 =23 0, то rangA2. Третья 

строка, как несложно заметить есть разность А2 и А1, следовательно, rangA=2. Однако, рассмат-

ривая ранг расширенной матрицы, мы находим, что определитель  

314

547

253







= 92. Отсюда 

rang(A|b)=3. Следовательно, данная система не разрешима. 

б) Разрешима ли данная система 










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

3

2

1

12

8

4

11109

765

321
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Решение.  Находим ранг А матрицы системы. Так как 
65

21
=-4 0, то rangA2. Если из 

третьей строки вычесть вторую, а затем из второй - первую, то получится две одинаковые стро-

ки. Отсюда получаем, что rangA=2. Рассматривая ранг расширенной матрицы, мы также нахо-

дим, что, вычитая из третьей строки вторую, а затем из второй – первую, мы получим, что и в 

расширенной матрице есть две одинаковые строки. Значит, rang (A|B)=2. То согласно критерию 

Кронекера-Капелли, данная система разрешима.  

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что мы отвечаем на вопрос задачи: разрешима ли данная си-

стема, а не находим решение. 
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§ 3.13. ОТОБРАЖЕНИЯ НА МНОЖЕСТВАХ  

И НА АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СТРУКТУРАХ 

 

В дельнейшем курсе изучения линейной алгебры мы будем рассматривать свойства так 

называемых линейных отображений на векторных пространствах. Но для этого мы сначала 

должны ввести понятие отображения между множествами вообще, а затем будем рассматри-

вать, какие отображения есть на алгебраических структурах. Итак, сначала введём основные 

понятия и рассмотрим некоторые основные результаты про отображения между множества-

ми.  

 

ОПР. Отображение (или функция) f множества Х в Y это соответствие, которое каждому 

элементу (аргументу) x (из Х) ставит в соответствие элемент f(x) (образ элемента х) (из Y), 

он может обозначаться fx или f(x) или fx. (Сама запись того, что есть отображение между 

множествами Х и Y, может быть записана таким образом: f: XY или Х f
Y). Х –

называется областью определения отображения f, Y – областью значений отображения f. 

Если Х=Y, то говорят об отображении в себя. 

 

ОПР. Образом отображения f:XY называется множество образов элементов из Х,  т.е. 

множество {y из Y: найдется x из X: f(x)=y} обозначается Imf. 

 

ОПР. Прообразом элемента y из Y называется множество {х из Х: f(x)=y}. Прообраз эле-

мента y обозначается через f—1(y). 

 

ОПР. Прообразом подмножества А из Y называется множество прообразов элементов, ко-

торые отображаются в А. (обозначается f-1(A)) 

 

ОПР. Равенство двух отображений f и g означает, что равны их области определения и для 

любых х из Х выполняется равенство f(x)=g(x). (Будем обозначать равенство отображений 

таким образом fg). 

 

Понятно, что различных видов отображений между множествами очень много, но мы 

будем рассматривать только небольшой класс среди них, а именно такие, с которыми мы 

столкнемся в дальнейшем курсе изучения. 

  

ОПР. Сюръективное отображение f: XY (или просто сюръекция)  его еще называют 

отображением «на»: это такое отображение f, что для любого y из Y, найдется х из X: f(x)=y. 

 

ОПР. Инъективное отображение f:XY (в), (или просто инъекция)  его еще называют 

отображением «в»: это такое отображение f, если х1≠х2, то и f(x1) ≠f(x2). 

 

ОПР. Биективное отображение f:XY: если оно является инъекцией и сюръекцией. Оно 

также называется взаимно однозначным соответствием. 

 

УПР. Доказать, что можно дать еще одно, равносильное данному, определение инъек-

тивного отображения.  
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ОПР. Инъективное отображение f:XY, называется отображение, такое что из условия 

f(x1)=f(x2) следует, что х1=х2. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Нужно обратить внимание, что возможно, вообще говоря, отображение 

от многих переменных, однако этот вид отображения почти не будет использоваться 

в дальнейшем. 

 

Дадим определение некоторым частным видам отображений. 

ОПР. Тождественное (единичное) отображение, это отображение f: ХX, такое, что 

f(x)=x. Обозначается idХ или eX. 

 

ОПР. Если Х лежит в Y, то id:XY называется вложением Х в Y. 

 

ОПР. Если Х лежит в Y, то ограничением (cужением) отображения g: YZ на множе-

ство Х называется отображение f:XZ, такое, что f(x)=g(x) для любого х из Х. 

 

ПРИМЕРЫ. а) А={a,b,c}, B={x,y}. Тогда f:АВ зададим явно: a x, b y, c x. Это 

сюръекция, но не инъекция. И инъекций здесь нельзя построить, так как не хватает элемен-

тов в области значений, т.е. в B. 

б) X={x,y,z}, Y=N={1,2,3,4,...} f:XY: x 1, y 2,z 3. Это инъекция, но не сюръек-

ция, и сюръекции здесь не построить, так как слишком много элементов в области значений 

по сравнению с областью определения. 

 

Когда речь идет о бесконечных множествах, то отображения могут быть очень инте-

ресны по своим свойствам. 

в) f: ZZ, n n+1 это инъективное и сюръективное отображение, поэтому это биек-

ция. 

г) f: { ,..}2,1|
1

n
n

 { ,..}2,1|
1

n
n

задается таким образом f 








n

1
 
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

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

1

1

n
 

Это инъекция, но не сюръекция. 

д)  NxNN можно установить биекцию f следующим образом: f: NxNN так, что 

f(1,1) = 1; f(1,2) = 2; f(2,2) = 3; f(2,1) = 4;  f(2,3) = 5;……….. Если рассмотреть это отображе-

ние, то можно заметить, что это отображение связано с движением «по кругу» на координат-

ной плоскости. 

 

Оказывается, отображения можно строить и на самом множестве отображений. 

 

ОПР. Пусть заданы отображения f: ХY и g: YZ. Тогда отображение fоg: XZ, задава-

емое как (fоg)(x)=(g(f(x))) называется композицией отображений f и g. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Можно строить композиции и нескольких отображений. Если заданы 

отображения f:XY, g:YZ и h:ZW, то можно определить композицию отображений 

fogoh, как отображение из X в W, действующее по правилу: (hogof)(x) = h(g(f(x))) для любого 

x из X. 
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ОПР. Если отображение f задано на одном множестве, т.е. f:XX, тогда можно определить 

произвольную степень отображения f, а именно,  

fn(х)=f(f(...f(x)...))          (n раз отображение f), 

то говорят, что это n-я степень отображения f (обозначается через fn). 

 

ПРИМЕРЫ: а) f: XxY axY  и  g:XxYXxb, тогда gоf:XxY (a,b) 

б) f:RR: f(x) = x+1, тогда f(f(x)) = x+2. Можно применять отображение f n раз, 

и тогда получим, что f(f(...f(x)...) = fn(x) = x+n. 

 

Для отображений выполняются некоторые свойства. 

Итак, начинаем со свойства ассоциативности для композиции отображений. 

ТЕОРЕМА 3.13.1 (Закон ассоциативности для композиции отображений). Пусть f: 

XY, g: YC и h:CD. Тогда справедливо равенство (fоg)оh = fо(gоh) 

 

УПР. Доказать справедливость теоремы 3.13.1. 

Указание к доказательству. По определению композиции расписываем правую 

и левую части. 

 

Если мы рассмотрим только специальные виды отображений, которые и будут 

в дальнейшем нас интересовать, то для них также выполняются некоторые специальные 

свойства, которые удобно записать в едином ключе.  

 

ТЕОРЕМА 3.13.2 (Свойства инъективности и сюръективности) Пусть f:XY – 

отображение множеств. 

Тогда а) f – инъективно   не существует элемента в Y, который имеет более одного 

прообраза. 

б) f – сюръективно   если любой элемент в Y имеет прообраз. 

в) f – биекция   когда каждый элемент в Y имеет один прообраз. 

Доказательство. Докажем первое утверждение т.е. п.а)  По определению инъекции, 

если f(x1)=f(x2)=yY, то  это означает, что равны и аргументы, т.е. х1=х2. Значит, нет такого 

yY, у которого два прообраза. 

 Если для любого yY cуществует не более одного прообраза, то в один элемент не 

смогут отобразиться более одного элемента. А это и означает, что f- инъекция (т.е. если 

x1 x2, то f(x1) f(x2)).  

б) Докажем второе утверждение. Оно целиком следует из определения сюръекции. 

в)  Так как f – сюръекция (по определению биекции),  то по п. б) любой элемент 

имеет прообраз. Так как f – инъекция, то все элементы в Y имеют не более одного прообраза, 

т.е. можно сделать вывод о том, что каждый элемент из Y имеет ровно 1 прообраз. 

 Если каждый элемент в Y имеет ровно один прообраз, то по п. а).  f – инъекция. 

А по п.б) f – сюрьекция. Следовательно, f – биекция. 

ОПР. Пусть f: XY. Тогда отображение g: XY называется обратным к f, если fоg=iХ, 

а gоf=iY. (Обозначается через f-1) 

ОПР. Отображение f называется обратимым, если оно имеет обратное. 
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ПРИМЕРЫ: а) f: ZZ, n n+1 это инъективное и сюръективное отображение, поэто-

му это биекция; оно обладает  и обратным g: ZZ g(n)=n-1. 

б) f: { ,..}2,1|
1

n
n

 { ,..}2,1|
1

n
n

задается таким образом f 








n

1
 









1

1

n
. Как мы уже пока-

зали, это инъекция, но не суръекция. Однако, это отображение не обладает обратным g, так 

как есть если взять g: 








n

1
 









1

1

n
, то оно не определено для n=1, хотя для него и будет 

выполняться условие fog=idX и gof=idХ, где Х={ ,..}2,1|
1

n
n

, но это будет выполняться не 

для всех n.  

 

Дадим еще несколько определений, связанных с отображениями, только уже на алгеб-

раических структурах. Вообще говоря, отображение на алгебраической структуре (Х,*) будет 

называться морфизмом.  

Сначала допустим, что у нас групповая структура, т.е. на множестве задана только одна 

бинарная операция. 

 

ОПР. Пусть (Х, ) и (Y,о) – алгебраические структуры. Отображение f:XY называется 

мономорфизмом, если 1) f – инъекция; и 2) f(x y)=f(x)of(y).  

 

ОПР. Пусть (Х, ) и (Y,о) – алгебраические структуры. Отображение f:XY называется 

эпиморфизмом, если 1) f – инъекция; и 2) f(x y)=f(x)of(y).  

 

ОПР. Пусть (Х, ) и (Y,о) – алгебраические структуры. Отображение f:XY называется 

изоморфизмом, если 1) f – биекция; и 2) f(x y)=f(x)of(y).  

ПРИМЕРЫ. a) (Х,+)=(Y,+)=(N,+). f:NN; f(n)=2n.  Тогда понятно, что f мономорфизм, 

так как 1) f – инъекция; 2) f(x+y)=2(x+y)=2x+2y=f(x)+f(y). Однако, f не является эпиморфиз-

мом, так как для 1, например, нет прообраза при таком отображении, ибо образы всех эле-

ментов являются четными натуральными числами. 

б) F:(R4,+) (M2(R),+) на каждом элементе F действует таким обра-

зом 

















































db

ca

d

c

b

a

F . Покажем, что это изоморфизм между группами (по сложению). По-

нятно, что для разных векторов из R4, образы будут различны. Так же понятно, что для лю-

бой матрицы 








db

ca
 из M2(R) найдется вектор 





















d

c

b

a

 из R4, который в эту матрицу отобража-

ется. Значит, это и сюръекция, т.е. F - это биекция.   
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Также несложно понять, что  































































h

g

f

e

d

c

b

a

F  = 

















































hd

gc

fb

ea

F  = 






























hf

ge

db

ca

hdfb

gcea
 





















d

c

b

a

F +





















h

g

f

e

F   

Следовательно, F – морфизм, а по определению, и изоморфизм. 

 

Сейчас допустим, что у нас кольцевая структура, т.е. на множестве задана две бинар-

ных операции: умножение и сложение. Тогда названия и определения выше повторятся, 

только будут согласовываться уже две операции. 

 

ОПР. Пусть (Х, ,+) и (Y,о,+) – алгебраические структуры. Отображение f:XY называется 

мономорфизмом, если 1) f – инъекция; и 2) f(x y)=f(x)of(y) и f(x+y)=f(x)+f(y).  

 

ОПР. Пусть (Х, ,+) и (Y,о,+) – алгебраические структуры. Отображение f:XY называется 

эпиморфизмом, если 1) f – инъекция; и 2) f(x y)=f(x)of(y) и f(x+y)=f(x)+f(y).  

 

ОПР. Пусть (Х, ,+) и (Y,о,+) – алгебраические структуры. Отображение f:XY называется 

изоморфизмом, если 1) f – инъекция; и 2) f(x y)=f(x)of(y) и f(x+y)=f(x)+f(y).  

 

ПРИМЕР. Х=Y=Z, (Z, ,+) f:ZZ; f(z)=z. Это отображение инъекция, но не сюръекция, 

так как для n=2, например, нет прообраза. Для любых двух x,y из Z, 

f(x+y)=(x+y)=x+y=f(x)+f(y), и f(xy)=xy=f(x)f(y). Следовательно, это отображение будет мо-

номорфизмом, но не будет эпиморфизмом. 

 

Изучение свойств отображений на различных алгебраических структурах продолжится 

на 2-ом курсе, ну а нас будут интересовать только отображения на векторных пространствах.  

Как мы знаем,  на векторном пространстве VK две операции «+» (сложение) и «  » 

(умножение на скаляр из поля К), которые называются линейными операциями. Введем ещё 

одно определение некоторого вида отображений между векторными пространствами, кото-

рое как раз и называется линейным отображением, так как оно согласует обе линейные опе-

рации на двух векторных пространствах, но над одним и тем же полем К.  

 

ОПР. Пусть VK, WK векторные пространства над одним и тем же полем К. Отображение f из 

VKWK называется линейным отображением векторного пространства VK в векторное 

пространство WK, если выполняются следующие свойство   f(ax+by) = af(x) + bf(y), для лю-

бых двух векторов из VK и любых скаляров а и b из поля К. VK при этом называется обла-

стью определения линейного отображения f, WK – областью значений линейного отоб-

ражения f. 

 

ОПР. Если VK=WK, тогда линейное отображение f из VK в WK=VK будем называть линей-

ным оператором на VK. 
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ПРИМЕРЫ: a) Является ли линейным отображением, а точнее, линейным оператором, 

отображение f:R2R2, действующее на каждом векторе 








b

a
 из R2 следующим образом: 

f 





















b

a
= 









a

b
?  

Решение. Проверяем по определению значение выражения 






























d

c

b

a
f  . Оно равно  

.






















































































































d

c
f

b

a
f

c

d

a

b

c

d

a

b

ca

db

db

ca
f 
















 

Следовательно, данное выражение является линейным оператором на R2. 

 

б) Является ли линейным отображением отображение F: R[x]3R3  действующее  на 

каждом элементе следующим образом F(ax3+bx2+cx+d)=
















d

c

b

? 

Решение. Проверим значение F( (ax3+bx2+cx+d)+  (ex3+fx2+gx+h)), где ax3+bx2+cx+d 

и ex3+fx2+gx+h из R[x]3, и  ,  из R. По определению  

F( (ax3+bx2+cx+d)+  (ex3+fx2+gx+h))=


























































































h

g

f

d

c

b

h

g

f

d

c

b

hd

gc

fb





















 

=  F(ax3+bx2+cx+d)+ F(ex3+fx2+gx+h).  

Что и показывает, что F это линейное отображение.  
 

Рассмотрим одно простейшее свойство линейного отображения. 

ЛЕММА 3.13.2 Любое линейное отображение f из векторного пространства VK  

в векторное пространство WK нулевой вектор 0
KV

переводит в нулевой 0
KW

. 

Доказательство. f( 0
KV

) = f( 0
KV

+ 0
KV

) = 2f( 0
KV

). Отсюда получаем, что f( 0
KV

)= 0
KW

. 

 

Определим некоторые частные виды линейных отображений. 

 

ОПР. Линейное отображение из VK в WK, которое все элементы x отображает в нулевой век-

тор WK, называется нулевым отображением и его будем обозначать его через 0V K
. 

 

ОПР. Линейное отображение, или точнее линейный оператор на VK,  которое все элементы x 

отображает в себя, называется тождественным или единичным оператором и его будем 

обозначать его через id V K
. 

 

Совершенно аналогично понятию образа отображения между множествами дадим 

определение образа линейного отображения и оператора. 

ОПР. Пусть f: VKWK - линейное отображение. Тогда вектор yWK: f(x)=y называется об-

разом элемента х, а множество образов всех элементов из X образует образ отображения f 

(или образом оператора f, если VK=WK), и обозначается через Jmf. 
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ЛЕММА 3.13.3. Пусть f – линейное отображение из VK в WK, тогда Imf – образ этого 

отображения является векторным подпространством в WK. 

Доказательство. Пусть х и y лежат в образе Imf из WK. Тогда найдутся вектора a и b из 

VK: f(a) = x, f(b)=y. Но тогда сумма x+y также будет лежать в образе Imf, так как f(a+b) = x+y, 

по свойству линейного отображения.  

Если х лежит в образе f,  т.е. найдется а из VK: f(а)=x и λ произвольный элемент из поля 

К, то λx также лежит в образе f, так как 

f(λa) = λx. 

f( 0 ) = f( 0 + 0 ) = 2f( 0 ) = 0 , т.е. 0  также лежит в образе Imf.  

Если вектор х лежит в Imf,  т.е. найдется вектор a из VK: f(а)=х, то и -x также лежит 

в образе Imf, так как f(-а)=-x. 

Операции сложение и умножение на скаляр из поля К уже согласованы, так как они 

действуют на векторном пространстве. 

Отсюда получаем, что образ линейного отображения f является векторным подпро-

странством в WK. 
 

Дадим определение ядра линейного отображения. 
 

ОПР. Множество векторов из VK, которые линейное отображение f переводит в нулевой век-

тор WK, называется ядром линейного отображения f. Обозначается он Kerf. 

 

ПРИМЕР.  Выше уже было показано, что  отображение F: R[x]3R3  действующее  на 

каждом элементе следующим образом F(ax3+bx2+cx+d)= 
















d

c

b

 является линейным отображе-

нием. Найти его KerF. 

Решение. Это многочлены вида ax3, где аR. Это легко следует из определения этого 

отображения. 
 

ЛЕММА 3.13.4 Пусть f —линейное отображение VKWK, тогда ядро Kerf этого отоб-

ражения является векторным подпространством в VK. 

Доказательство. Доказываем аналогичным образом, что и в лемме 3.13.3. 

 Пусть х и y лежат в Kerf.  Тогда сумма этих векторов x+y также будет лежать 

в Kerf, так как f(х+y)=f(x)+f(y)= 0 + 0 = 0  (по свойству линейного отображения). 

Если х лежит в Ker f, то и λx также лежит в Ker f, так как f(λa) = λf(x) = 0 . 

 Очевидно, что 0  также лежит в Kerf.  

Если вектор х лежит в Kerf, то и -x также лежит в Kerf, так как f(-а) = 0 . 

Операции + и умножение на скаляр уже согласованы, так как они действуют на вектор-

ном пространстве. 

Отсюда получаем, что Ker f является векторным подпространством VK. 

ОПР. Пусть f – линейное отображение VKWK, тогда линейное отображение g: WK   VK  

называют обратным к линейному отображению f, если fog=idV, gof=idW.  

Обозначается обратное к линейному отображению f через f-1. 
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ПРИМЕР: Рассмотрим линейное отображение из f:R2R2. Оно действует на вектор 










y

x
 из R2 следующим образом: f 































x

y

y

x
.  Обратное к нему будет это же самое отобра-

жение, так как f 






























x

y

y

x
, а  f 


















y

x

x

y
. Таким образом fog=gof=id 2R

. 

Пусть f –линейное отображение  

Используя вышеприведенные результаты, докажем следующий важный результат об 

изоморфности двух векторным пространств над одним и тем же полем..  

ТЕОРЕМА 3.13.5. Два конечномерных векторных пространства VK и WK над полем K 

изоморфны, тогда и только тогда, когда их размерности совпадают. 

Доказательство. Если пространства изоморфны и dimVK =n>m=dimWK, тогда система 

из образов базисных векторов f(еi), i=1,2,…,n линейно зависима в WK. Отсюда найдется ка-

кой-то f(еi) (допустим f(en)), который линейно выражается через линейную комбинацию 

остальных (какие-то векторы могут входить и с нулевыми коэффициентами), т.е. найдется 

набор  i, i=1,2…,n-1, не все элементы которого равны 0, такие, что  

f(en)=  1f(e1)+…..+  n-1f(en-1).    (1) 

Отсюда в силу свойств линейности найдутся два различных вектора из VK:  

X1=

























0

....

1

2

1

n





 и X2=























1

0

....

0

0

, которые имеют одинаковый образ - f(en). Отсюда f – не инъек-

ция, т.е. и не изоморфизм. Противоречие. Следовательно,  nm. 

Если n<m, тогда можно рассмотреть изоморфизм из WK  в VK, и придем к аналогичному 

результату. 

Если n=m, тогда можно установить изоморфизм f следующим образом: 

f

en

n

x

x

x

x























1

2

1

....   

fn

n

x

x

x

x























1

2

1

.... , где {ei}, i=1,2,…,n(=m); {gi}, i=1,2,…,m(=n) – базисы в VK, WK со-

ответственно. 

Понятно, что это и инъекция и сюръекция. Кроме того, выполняется и соотношение: 

f( X+ Y)=  f(X) +  Y, для любых Х и Y из VK, и  ,  из К. 
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§ 3.14. ЛИНЕЙНЫЙ ОПЕРАТОР НА VK И ЕГО СВОЙCТВА 

 

Заметим, что когда речь пойдет о линейном операторе, т.е. о линейном отображении на 

VK, то все основные определения и обозначения, а также естественно все основные свойства 

линейных отображений, которые были рассмотрены выше, также сохраняются.  

 

Аналогично обратному к произвольному линейному отображению дается определение 

обратному оператору. 

 

ОПР. Линейный оператор g называется обратным к оператору f, если fog=gof= id
KV

. Об-

ратный оператор обозначается f-1. 

 

ПРИМЕР: VK=R, f:RR. f(X)=2X. Тогда обратным к f оператором будет оператор f-1: f-

1(х)=
2

X
. 

 

Рассмотрим множество линейных операторов, действующих на векторном про-

странстве VK, которое будем обозначать через L(VK). На этом множестве операторов оказы-

вается можно ввести структуру векторного пространства над тем же самым полем К.  

Для этого на L(VK) нужно ввести операции: «+» (сложение) и «  »  (умножение 

на скаляр из поля К). Определим эти операции. 

 

ОПР. Пусть f,g – два линейных оператора, действующих на векторном пространстве VК, то-

гда суммой линейных операторов f и g (обозначается через (f+g)), называется линейный 

оператор из L(VK), действующий на каждый вектор из VK следующим образом: 

(f+g)(X) 


  f(X) + g(X), для любого Х из VK, любого  из поля К; 

Пусть   из поля К. Тогда оператором  ( f) (линейным оператором умноженным на 

некоторый скаляр  ) называется линейный оператор из L(VK), действующий на каждый 

вектор Х из VK следующим образом: 

( f)(X) 


  f( X). 

Справедлива лемма.  

ЛЕММА 3.14.1 Множество L(VK) вместе с введенными на нем операциями сложения 

и умножения на скаляр, образует структуру векторного пространства над полем К. 

Доказательство. Ассоциативность операции сложения на L(VK) легко показывается, 

и следует почти из определения этой операции на L(VK).  

Как несложно показать, в виду того, что операция сложения на VK абелева, то это же 

свойство операции сложения будет выполняться и на множестве L(VK).  

Роль нулевого элемента на L(VK)будет выполнять нулевой оператор, т.е. оператор, пе-

реводящий все векторы VK в нулевой вектор. Обозначим его через OL(
KV

). Понятно, что для 

 fL(VK) 

(f+ O L(
KV

))(x)=f(x)+O L(
KV

)(x)=f(x)+ O L(
KV

) =f(x). 

Следовательно, по определению равенства операторов, получаем, что 

(f+OL(
KV

) )=f,  fL(VK). 
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Аналогично можно показать, что и верно и следующее соотношение  

(O L(
KV

)+f)=f.  fL(VK) 

Для любого линейного оператора f из L(VК) найдется линейный оператор (-f) из 

L(VК):  

(f+(-f))(x)= ((-f)+f)= O L(
KV

), 

т.е. справедливо равенство операторов:  

f+(-f)=(-f)+f=O L(
KV

). 

Этот оператор (-f) можно определить в соответствии с определением оператор на ска-

ляр   из поля К, где вместо   взять (-1). 

Следовательно, (L(VK),+) – образует абелеву группу. 

Относительно умножения на  =1 всех линейных операторов, сразу видно, что 1К∙f=f, 

для любого линейного оператора из L(VK). 

Также сразу проверяется свойство ассоциативности умножения на скаляр на множестве 

L(VK). 

Осталось проверить, что для обеих операций выполняется дистрибутивный закон. 

Но это также почти очевидно. Пусть f,g из L(VK), ,   из поля К, тогда равенство пары 

операторов ( + ) f  и  f + f следует из определения операций. Также из определения 

операций следует равенство пары операторов  (f+g)  и  f+ g. 

Следовательно (L(VK),+,  ) векторное пространство над полем К. 

 

Оказывается, существует связь между векторным пространством линейных операторов 

L(
KV

), действующим на конечномерном векторном пространстве VK, размерности n, и век-

торным пространством квадратных матриц порядка n, т.е. Мn(K), Мы сейчас  и рассмотрим 

этот вопрос. 

 

Пусть на VK – некоторое векторное пространство над полем К, и на нем действует опе-

ратор f,  и пусть {еi} – некоторый базис пространства V. Тогда рассмотрим произвольный 

вектор Х   VK , координаты которого в базисе имеют  вид  

Xе =
Ii

iiex ,  

где I – некоторое множество индексов, которое может быть и конечным, 

и бесконечным. Тогда по свойствам линейности оператора получаем, что  

f(Xе) = f(
i

iiex ) = )(
i

ii efx                 (1) 

Отсюда видим, что для того, чтобы знать образ произвольного вектора Х, координаты 

которого в некотором базисе известны, при действии линейного оператора f, достаточно 

знать только образы базисных векторов, т.е. f(ei).  

ЗАМЕЧАНИЕ. Это утверждение еще не раз будет использоваться, например, при дока-

зательстве изоморфизма между векторным пространством квадратных матриц порядка n, и 

пространством линейных операторов, действующих на конечномерном векторном простран-

стве, dimVK=n. 
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Если мы предположим, что линейный оператор f действует на конечномерном вектор-

ном пространстве VK: dimVK=n, то можно разложить векторы (f(ek), k=1,2,…,n) по базису 

{еi}, i=1,2….,n. Получим следующую систему равенств 

f(e1) = а11e1 + a21e2 +...+ an1en 

                 f(e2)= а12e1 + a22e2 +...+ an2en             (2) 

............................... 

f(en)= а1ne1 + a2ne2 +...+ annen 

 

ОПР. Квадратная матрица A=














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n

n

aaa

aaa
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....
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....
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21

22221

11211

Мn(K), полученная из соотношений (2), назы-

вается матрицей линейного оператора f в базисе {ei}i=1,2,3..,n, она обозначается через Аf,е. 

 

Замечаем из формул (2), что столбцами матрицы Аf,е (матрицы оператора в данном ба-

зисе) являются образы базисных векторов, т.е. i-ым столбцом матрицы Аf,е  будут координа-

ты образа i-го базисного вектора еi. 

 

Зная матрицу оператора в данном базисе (т.е. есть равенства (2)), можно переписать ра-

венства (1) в матричной форме, т.е. используя матрицу оператора в данном базисе и зная ко-

ординаты вектора Х в данном базисе. 

 

 

f(Xе) =f(
i

iiex ) = )(
i

ii efx   )...( 2211

i

niniii eaeaeax  

=х1(а11е1+a21e2+….+аn1еn)+….+ хn(а1nе1+a2ne2…..+аnnеn) 

=(а11х1+a12x2+...+a1nxn)e1+.…+(аn1х1+an2x2+…..+ annxn)en    (3) 

 

Несложно заметить, что равенство (3) можно записать, с использованием матрицы Аf,e 

и вектора переменных  

Хе =

enx

x

















...

1

. А именно равенство (3), которое получилось из равенства (1) можно записать та-

ким образом: образ произвольного вектора  ХеVK под действием линейного оператора f ра-

вен   

f(Хе) = Аf,eХе. 

 

Рассмотрим некоторые простейшие свойства матриц линейного оператора, если задан 

некоторый базис {ei}, i=1,2,3..,n, в конечномерном векторном пространстве VK. 
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ЛЕММА 3.14.2  (Свойства матрицы линейного оператора). Пусть f и g  – линейные 

операторы конечномерного векторного пространства VK с фиксированным базисом 

{еi},i=1,2..,n и λ из K. Тогда, если Аf,e,Ag,e – матрицы операторов f и g в этом базисе, то спра-

ведливы следующие соотношения.  

1) А(f+g),e = Af,e+Аg,e  

2) (А)
,f e = λАf,e  

Доказательство. 1) По определению F - сумма двух линейных операторов f и g –  яв-

ляется оператором, который действует на каждом векторе следующим образом: он каждый 

вектор Х переводит в сумму векторов, первое слагаемое – это образ Х под действием f, 

а второе слагаемое – это образ Х под действием оператора g, т.е. F(X) = f(X)+g(X). Если это 

записать в матричном виде, то  

Аf+g,eXe = Af,eXe + Ag,eXe = (Af,e + Ag,e)Xe. 

Второе равенство следует из арифметики матриц, ведь для них также справедлив дис-

трибутивный закон. 

2) Доказательство п.2 оставляем в качестве упражнения. 

 

УПР. Доказать справедливость п.2) леммы 3.14.2. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. В силу леммы 3.14.2 и в силу свойств операций с матрицами (сложения 

и умножения на скаляр из поля К) понятно также, что справедливо и общее свойство, 

а именно,  

Аf,e( Xe +  Yе) =  Аf,e Xe +  Аf,eYе 

где  и   произвольные скаляры из поля К. 

Перепишем равенство (3) два раза, сначала в виде линейной комбинации образа векто-

ра Х, под действием оператора f.  

f(Xе) = х1(а11e1+a21e2+...+an1en) + ...+хn(а1ne1+...+ annen) = (а11х1+а12x2+....+a1nxn)e1+ 

...+(аn1х1 + аn2x2+....+annxn)en  = Yе 

 

Это же равенство можно записать и в матричном виде, напомнив еще раз, что для 

нахождения образа произвольного вектора Х при действии на него оператора f, достаточно 

подействовать на него матрицей оператора слева:  

f(Xе)=f(
i

iiex )= )(
i

ii efx =
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

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
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1

=Аf,еXе=Yе  (3)       

Рассмотрим некоторые, наиболее часто используемые примеры матриц операторов, 

причем будем находить их в так называемых “стандартных” базисах. 

ПРИМЕРЫ: а) Пусть VK=R2, на нем задан базис {e1= ;
0

1








e2= .

1

0








} Рассмотрим опера-

тор f:R2R2; на произвольном векторе 








y

x
 из R2 оператор действует следующим образом: 

f 








y

x
= .









x

y
 Найти Аf,e матрицу оператора в базисе {ei},i=1,2.  
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Решение. Будем действовать по определению, т.е. столбцами матрицы оператора f бу-

дет матрица, столбцами которой будут служить образы базисных векторов. Находим, что 

1

,efA =f 




















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1
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
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



1

0
; 2

,efA =f 





















1

0
= .

0

1








  Следовательно, матрица оператора имеет вид Аf,e 

= 








01

10
. 

 

б) Найти матрицу оператора проектирования пространства R3 на плоскость XoY = 

<e1,e2>, в стандартном базисе, т.е. в базисе e1=


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, e2=

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, e3=
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0

. 

Решение. Найдем матрицу прямым использованием определения матрицы линейного 

оператора. Найдем образы базисных векторов под действием оператора проектирования. 

Итак, при проектировании векторы e1  и e2  переходят в себя, т.е. А1=е1; А
2=е2,  а вектор е3 

переходит в нулевой вектор, т.е. А3=
_

0 , поэтому матрицы оператора проектирования в базисе 

{ei},i=1,2,3, будет иметь вид 

Aпр,е =


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
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Если мы ходим узнать образ произвольного вектора Хе=

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 под действием оператора 

проектирования, то получаем  Ye=Aпроект,еХе=

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. 

в) Найти матрицу оператора f поворота на острый угол   в пространстве вокруг оси Оz 

в стандартном базисе, т.е. в базисе e1=
















0

0

1

, e2=
















0

1

0

, e3=
















1

0

0

. 

Решение. Найдем образы базисных векторов при таком повороте. Тогда f(e1)= 
















0

sin

cos





; 

f(e2)=
















0

cos

sin





; f(e3)=
















1

0

0

. Отсюда матрица оператора поворота вокруг оси Оz на острый 

угол    в стандартном базисе имеет вид 














 

100

0cossin

0sincos





. 
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г) Найти матрицу f оператора дифференцирования многочленов, с вещественными ко-

эффициентами от одной переменной, степень которых не превышает n, в базисе 

e1=1,e2=х,e3=х2,…,en+1=хn. 

Решение. Заметим, что размерность такого пространства равна n+1, поэтому матрица 

оператора дифференцирования лежит в Мn+1(R). Ну а далее действуем по определению: 

находим образы базисных векторов. Несложно установить, что образ i-ого базисного векто-

ра, т.е. xi-1, равен (i-1)xi-2, т.е. f(1)=0; f(x)=1;f(x2)=2x;..;f(xn)=nxn-1. Поэтому в базисе 

{ei},i=1,2…,n+1 матрица оператора дифференцирования имеет вид 





























0...000

1............

0............

......0......

0...200

0...010

n

 

 

Рассмотрим вопрос о том, как же изменяются координаты векторов и матрица линейно-

го оператора, и как они между собой взаимосвязаны, если изменяется базис на векторном 

пространстве VK. 

 

Сначала введем понятие матрицы перехода от базиса к базису. Для этого рассмотрим в 

векторном пространстве VK размерности n два базиса {ei} и {mi}, i=1,2,..,n. Любой вектор од-

ного базиса можно представить в виде линейной комбинации другого базиса. Разложим век-

торы второго «нового» базиса {mi}, i=1,2,..,n, в виде линейных комбинаций векторов первого 

«старого» базиса {ei}, i=1,2,..,n: 

m1 = с11e1+с21e2+...+сn1en 

m2 = с12e1+с22e2+...+сn2en 

                                 ............................                                       (4) 

mn = с1ne1+с2ne2+...+сnnen 

или в общем виде  

mi = 


n

k 1

сkiek (i=1,2,..,n) 

где сki (k=1,2,..,n) —координаты вектора mi в базисе {ei}, i=1,2,..,n. 

 

 

ОПР. Матрица, С = (сi,j), i=1,2,..,n; j=1,2,..,n, полученная  в системе равенств (4), называется 

матрицей перехода от базиса {е} к базису {m}. Она обозначается С me . 

 

Заметим, что i-й столбец матрицы перехода С me  является координатами базисного 

вектора mi, т.е. i-го «нового» базисного вектора, в «старом» базисе {ei}, i=1,2,…,n. Отсюда 

понятно, что матрица перехода С me   не вырождена, т.е. её определитель не равен нулю, так 

как её столбцы линейно независимы (это базисные векторы) (см. теорему 3.11.6).  
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Из этого можно также заметить, что mi = С me

e

























0

..

0
1

0

..
0

 = С me еi. 

 

Аналогично, каждый вектор из базиса {ei}, i=1,2,..,n, можно представить в виде линей-

ной комбинации векторов второго базиса {mi}, i=1,2,..,n: 

ei  = 


n

k 1

bkimk (i=1,2,..,n) 

и матрица В = (bij) будет матрицей перехода от базиса {m} к базису {e}. Обозначим ее через 

С em . Несложно понять, что матрицы С me и  С em   обратны друг другу, т.е.  

1

meC


= С em . 

 

Это связано с тем, что  mi = С me ei   (5)  и ei = С em mi (6). 

Если подставим (6) в (5), то получаем, что 

      mi = С me ei  = С me  С em mi,   для любого i=1,2,...n, 

т.е., так как любой вектор Х из VK есть линейная комбинация базисных векторов, и в силу 

свойств операций сложения и умножения с матрицами, получаем, что  

(С me С em )Х = Х для любого Х  VK. 

Отсюда  С me С em = E. 

Понятно, что верно и обратное, т.е. С em С me =E. 

 

Сейчас рассмотрим, как работает матрица перехода, когда рассматривается вопрос 

о преобразованиях координат векторов при изменении базиса векторного пространства. 

 

Пусть Х произвольный вектор пространства VК, где заданы два базиса: базис {ei}, 

i=1,2,..,n и базис {mi}, i=1,2,..,n. Тогда дано, что  

Xe=

en

n

x

x

x

x























1

2

1

.... в базисе {ei}; Xm=

mn

n

x

x

x

x

























'

'

....

'

'

1

2

1

- в базисе {mi},     (5) 

т.е. Xе = 


n

i

iiex
1

 и  Хm =


n

i

ii mx
1

' . С учетом равенств (4) (где векторы одного базиса заменя-

ются через линейные комбинации другого, с использованием матрицы перехода), получаем, 

что  

Хm =


n

i

ii mx
1

' = 
 

n

i

n

k

kkki exc
1 1

' = 


n

i

iiex
1

.     (6) 
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Отсюда получаем, сравнивая (5) и (6), что  

хk =  


n

i

iik xc
1

, ' ,     т.е. Хe = С me Xm’.       (7) 

Совершенно аналогично получаем, что  

хk' = 


n

i

iik xb
1

,
, т.е.    Хm' = 

eB m
Xe = 1

meC


Xe   (8) 

Таким образом, получены формулы для изменения координат векторов, при изменении 

базиса. Это формулы (7) и (8), в которой используется матрица перехода. 

 

ПРИМЕР:  Найти координаты вектора Х в базисе {mi}, i=1,2,3, пространства R3, если 

в стандартном базисе {ei}, i=1,2,3, вектор Х имеет координаты
















3

2

1

, а базис {m} задан следу-

ющим образом: m1=e1, m2=e1+e2, m3=e1-e3. 

Решение. Находим матрицу перехода С me : по определению (i-ый столбец – есть коор-

динаты i-го вектора mi в стандартном базисе, т.е это будет фактически координаты вектора 

mi) она будет равна С me =
















100

010

111

. Чтобы найти координаты вектора X в новом базисе, 

т.е. Хm, нужно вектор Хе умножить на матрицу перехода
em

C , которая равна обратной к 

С me  матрице. Найдем обратную к матрице перехода С me . Это будет матрица 

em
C = 1

me
C


=





















100

010

111

 (причем 1

me
C


=-1). Следовательно, координаты вектора Хm будут 

равны Хm=




















100

010

111




































3

2

2

3

2

1

e

 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Задачу можно решать и иным, например, матричным способом. Обо-

значить Xm=
















z

y

x

, и применив к нему матрицу 
em

C , должны получить вектор Xe. Получим 

систему уравнений, которую можно решить и найти ответ на вопрос задачи. 

Эту же задачу можно было решить и другим способом, просто рассмотрев систему ли-

нейных уравнений, которая получается  

















3

2

1

 = х
















0

0

1

+y
















0

1

1

+z
















1

0

1

 

Решая эту систему (рассматривается равенство покоординатно), находим искомые ко-

ординаты. 
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Сейчас проследим за тем, как изменяется матрица линейного оператора, при изменении 

базиса {ei},i=1,..,n на базис {mi} i=1,..,n. 

Пусть Аf,e, Аf,m – матрицы оператора f в базисах {ei} и {mi} соответственно, С me  – 

матрица перехода от базиса {ei} к базису {mi},  тогда получаем равенства (3):  

    Аf,еХе = Yе       (или    Аf,mХm = Ym ).             (3) 

 

Как уже было показано выше (см. равенство (7)), при смене базиса получаем, что 

Xе= С me Хm      и     Ye= С me Ym.        (7’) 

Подставляем это в равенство (3) и, согласно равенству (7’), получаем, что 

Аf,е С me Хm = С me Ym 

Отсюда получаем, что  
1

e
C

m
Аf,e С me Хm =Ym. 

Таким образом, мы устанавливаем, что матрицы операторов в двух различных базисах 

связаны между собой следующим равенством 

Аf,m = 1

e
C

m
Аf,e С me .                                 (9) 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что формула (9) нередко используется и в «обратную» сторо-

ну, т.е. если матрицу оператора удобно найти в каком-то базисе {mi),i=1,2,3, но матрицу пе-

рехода от базиса {mi),i=1,2,3, к базису {еi),i=1,2,3, найти непросто, зато просто найти матри-

цу перехода от базиса{еi},i=1,2,3, к базису{mi},i=1,2,3. Следовательно, сначала и находят эту 

матрицу перехода от базиса {еi} к базису {mi}, и затем находится искомая матрица по фор-

муле:  

С me Аf,m 1

e
C

m
=Аf,e.                                (10) 

Рассмотрим примеры, в которых показаны эти моменты. 

ПРИМЕРЫ: а) Линейный оператор f действует на R2: f 








y

x
= 









x

y
, Х = 









y

x
R2. На R2  

заданы два базиса {e1= ;
0

1








e2= .

1

0








} и {m1= ;

1

1








 m2= 









1

1
}. Известно, что в первом базисе  

матрица оператора f имеет вид Аf,e = 








01

10
. Найти эту матрицу в базисе {mi},i=1,2.  

Решение. Найдем матрицу перехода С me . Понятно, что она (по определению) равна 

С me = 








11

11
. Находим обратную к ней. Как несложно убедиться, она примерно такая, от-

личается только коэффициентом
2

1
, т.е.  С 1

me
=

2

1









11

11
. Отсюда по формуле (9) находим 

матрицу оператора в новом базисе: 

Аf,m =
2

1









11

11









01

10









11

11
=

2

1









 11

11









11

11
=

2

1









 20

02
= 









10

01
. 

б) Найти матрицу оператора симметрии R3 относительно плоскости x+y+z=0 в стан-

дартном базисе. 
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Решение. Замечаем, что если бы была симметрия относительно плоскости, например, 

ХоY, то любой вектор Х=
















z

y

x

R3 просто поменял бы знак третьей координаты, т.е z, вектор 

















z

y

x

 перешел в вектор 
















 z

y

x

. Тогда матрица такого оператора в стандартном базисе имела 

бы вид 
















100

010

001

. 

Если мы рассмотрим следующий «удобный» для данного линейного оператора базис: 

m1=


















0

1

1

; m2=
















 2

1

1

; m3=
















1

1

1

, то как несложно заметить, два первых из этих базисных векто-

ров лежат в плоскости x+y+z=0, поэтому они при симметрии относительно данной плоскости 

перейдут сами в себя, а третий вектор перпендикулярен к данной плоскости (он служит нор-

мальным вектором к данной плоскости), следовательно, при симметрии он перейдет в проти-

воположный к себе вектор, т.е. в вектор






















1

1

1

=-m3. Отсюда матрица данного линейного опе-

ратора в базисе {mi),i=1,2,3, будет иметь вид Af,m=
















100

010

001

.Следовательно, наша задача 

осталась в том, чтобы найти матрицу перехода от данного базиса к стандартному, и найти ей 

обратную.  

Заметим, что обратную к искомой матрице перехода от базиса {mi),i=1,2,3 

к стандартному базису {еi),i=1,2,3, найти очень несложно. Найдем ее. Это будет матрица, 

столбцами которой будут координаты векторов mi,i=1,2,3, в стандартном базисе, т.е. это мат-

рица С me =




















120

111

111

. Найдем к ней обратную, она и будет матрицей перехода С em . 

Получаем, что  С em =
6

1





















222

211

033

. Сейчас уже можно найти и искомую матрицу. Для 

этого используем формулу, которую легко получить из формулы (9), а именно С me Аf,m 

1

e
C

m
= Аf,e. Для нашего случая получаем, что искомая матрица оператора симметрии относи-

тельно плоскости x+y+z=0 в стандартном базисе {ei},i=1,2,3, находится  по формуле 
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Аf,e=




















120

111

111

















100

010

001

6

1





















222

211

033

 = 

= 
6

1























120

111

111





















222

211

033

=
6

1























244

424

442

. 

 

в) Найти матрицу поворота вокруг прямой x=y=z на острый угол , в стандартном ба-

зисе. 

Решение. Эта задача по своему алгоритму решения подобна предыдущей: сначала 

ищется «удобный» для данного линейного оператора базис, затем ищется матрица перехода 

от стандартного базиса к «удобному» базису и обратная к ней. Затем используя формулу 

(10), находим искомую матрицу. 

Итак, в качестве «удобного» базиса можно взять следующие векторы m1=


















0

1

1

; 

m2=
















 2

1

1

; m3=
















1

1

1

. Заметим, что согласно знаниям школьной аналитической геометрии, эти 

векторы попарно перпендикулярны (скалярное произведение любых двух из них равно 0), 

причем третий вектор лежит на оси поворота, следовательно, при повороте он перейдет 

в себя. Как несложно подсчитать, получаем, что матрица поворота на острый угол   в таком 

базисе {mi},i=1,2,3, будет иметь вид     

Af,m=














 

100

0cossin

0sincos





. 

Стандартный базис {ei},i=1,2,3,  имеет вид е1=
















0

0

1

; е2=
















0

1

0

; е3=
















1

0

0

. Матрица перехода 

легко находится С me =




















120

111

111

= 1

emC . Отсюда находим С em = 1

e
C

m
. 

Она будет равна 
6

1





















222

211

033

. Отсюда находим матрицу оператора поворота 

в стандартном базисе по формуле С me Аf,m 
1

e
C

m
= Аf,e.  Получаем, что  

Аf,e = 




















120

111

111















 

100

0cossin

0sincos





6

1





















222

211

033

=  
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=






















1cos21cossin31cossin3

1cossin1cos2sin1cossin2

1cossin1cossin21cos2sin

3

1







. 

Еще раз рассмотрим формулы (9) и (10). По известной теореме об определителе произ-

ведения матриц (см. теорему 3.9.5) видим, что справедливо следующее утверждение. 

 

ТЕОРЕМА 3.13.3. Если линейный  оператор f действует на конечномерном векторном 

пространстве VK: dimVk = n, то определитель матрицы линейного оператора f не зависит от 

выбора базиса. 

Доказательство. Пусть А – матрица линейного оператора f, действующего на VK. 

Пусть на VK задано два базиса {ei}, i=1,2..,n и {mi}. i=1,2..,n. Тогда матрица Аf,m = 
1

meC Аf,eСe>m.  

По теореме о том, что определитель произведения матриц равен произведению опреде-

лителей, отсюда несложно получить, что 

detАf,e = detАf,m 

 

Введем еще одно новое понятие. 

ОПР. Две квадратные матрицы А и В порядка n (из Mn(K)) называются подобными, если 

найдется такая матрица Т из Mn(K), что В=Т-1АТ. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Во-первых, нужно заметить, что определители подобных матриц равны 

(см.теорему 3.9.5); а во-вторых, если А подобна В, то верно и то, что В подобна А, 

и в качестве матрицы Т можно взять Т-1 (из определения подобия матриц). 

 

Итак, если задано конечномерное векторное пространство VK: dimVK =n, и задан базис 

{ei},i=1,2,..,n,. Тогда любому оператору f , действующему на VK, соответствует  некоторая 

матрица Аf,e из Mn(K), столбцы которой определяются нахождением образов базисных век-

торов. 

Однако, как несложно понять, если задана квадратная матрица В из Mn(K), тогда ее 

можно считать матрицей какого-нибудь линейного оператора g действующего на VК, для ко-

торого данная матрица В будет матрицей этого оператора g в заданном базисе {ei}, i=1,2,..,n. 

Как уже было отмечено выше, столбцы матрицы В определяют образы базисных векторов, 

т.е будем полагать, что действие g на базисные векторы {еi}, i=1,2,…,n, задается таким обра-

зом: eiBi, i=1,2,..,n. Тогда, как было показано выше, произвольный вектор X из VK перехо-

дит под действием оператора g в Bg,eXе (запись в матричной форме).  

 

Докажем даже более сильный результат. 

ТЕОРЕМА 3.14.4. Между векторным пространством матриц (Mn(K),+,  ) 

и векторным пространством линейных операторов (L(VK),+,  ), действующих на VK , ко-

нечномерном векторном пространстве dimVK=n), существует изоморфизм. 

Доказательство. Пусть на конечномерном векторном пространстве VK (dimVK=n), за-

дан базис {ei},i=1,2,…,n,  тогда для каждого линейного оператора, действующего на VK, су-

ществует матрица, столбцы которой - образы базисных векторов, при действии данного опе-

ратора.   
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Причем, если два линейных оператора имеют одну и ту же матрицу в данном базисе, то 

эти операторы совпадают, так как совпадает и область определения, т.е. VK, так и образ про-

извольного вектора Х из VK. Образ любого вектора однозначно определяется матрицей ли-

нейного оператора в данном базисе, так как, как было показано выше, f(Xе)=Af,eXе. 

С другой стороны, если дана матрица В из Mn(K), то можно положить, что Вi = g(ei), 

i=1,2,…,n, т.е. i-ый столбец матрицы В есть образ i-ого базисного вектора при действии g – 

некоторого линейного оператора на VK, dimVK=n. Тогда, как было показано выше, эта мат-

рица задает действие линейного оператора на произвольный вектор из VK, а именно,  

g(Xе) = g(
i

iiex ) = )(
i

ii egx . 

Если равенство переписать в матричном виде, то получим, что  g(Xе) = BXе.  

Из этого следует, что существует биекция F: L(VK)Mn(K), которая каждому операто-

ру f сопоставляет матрицу этого оператора в данном базисе {ei}, i=1,2,…,n, т.е. F:fAf,e. 

Покажем, что это есть изоморфизм. По лемме 3.13.2 п.а) для любых двух линейных f  

и g операторов из L(VK),  

F(f+g)=А(f+g),e = Af,e+Аg,e =F(f)+F(g). 

Аналогично, по лемме 3.13.2 п.б) для любого линейного оператора  f из L(VK)  

F(( f)) = (А)
,f e = λАf,e. 

А это и показывает, что F – изоморфизм. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. На основе этой теоремы можно заметить, что квадратную матрицу 

можно понимать как матрицу линейного отображения на некотором конечномерном вектор-

ном пространстве VК, что еще раз показывает широкое применение матричного аппарата в 

современной математике. 
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§ 3.15.  ИНВАРИАНТНЫЕ И СОБСТВЕННЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА  

ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА 

 

Во всем ранее рассмотренном нас интересовало, как задается и чем определяется ли-

нейный оператор, действующий на конечномерном векторном пространстве, но нас мало ин-

тересовало само действие оператора. Мы нашли, что при изменении базиса векторного про-

странства происходит изменение матрицы линейного оператора, причем нашли, каким имен-

но образом происходит это изменение. Мы пришли к тому, что действие линейного операто-

ра определяется матрицей этого оператора, поэтому чем проще вид этой матрицы, тем лучше 

поддается исследованию поведение этого оператора. Поэтому в дальнейшем наша главная 

цель – упрощение матриц линейного оператора.  

Понятно, что упростить матрицу можно только за счет изменения базиса. Значит, зада-

ча встает задача о нахождении или конструировании такого базиса, в котором матрица ли-

нейного оператора имела бы достаточно простой вид, например, диагональный. 

 

Итак, вопрос: для каких линейных операторов найдется базис, в котором матрица этого 

линейного оператора будет иметь диагональный вид? 

 

Для решения этой задачи нужно ввести несколько новых понятий. 

 

ОПР. Пусть линейный оператор f действует на векторном пространстве VК. Подпростран-

ство WК в VК называется подпространством инвариантным относительно действия ли-

нейного оператора f, если для любого х из W f(х) также лежит также в W. 

 

В качестве показа того, что такие примеры есть и существуют для каждого линейного 

оператора, докажем лемму. 

ЛЕММА 3.15.1. Пусть на векторном пространстве VK действует линейный оператор f, 

тогда Kerf и Imf являются инвариантными относительно действия оператора f. 

Доказательство. Пусть XKerf, тогда f(X)= 
_

0  Kerf, так как любой линейный оператор 

нулевой вектор переводит в 
_

0 . 

Пусть ХImf. Тогда f(X) ImfVK. Следовательно, f(X) Imf.  И этим все доказано. 

 

Докажем еще одну вспомогательную лемму, которая пригодится в дальнейшем. 

ЛЕММА 3.15.2. Пусть линейный оператор f действует на конечномерном векторном 

пространстве VK, и Аf  его матрица в каком-то базисе. Тогда все инвариантные относительно 

действия линейного оператора с матрицей Af подпространства совпадают с под-

пространствами, инвариантными относительно действия линейных операторов с матрицей 

(Аf - λE), где λ- произвольный скаляр из K. Другими словами, все инвариантные подпро-

странства для линейных операторов с матрицами вида Аf - λE совпадают. 

Доказательство. Пусть зафиксирован базис в пространстве VК, на котором действует 

линейный оператор f, и матрица этого оператора равна Аf.  

Пусть WK – инвариантное подпространство относительно действия этого линейного 

оператора f, и X – вектор из него. Тогда АfX лежит в WK.  Но тогда, в силу свойств векторно-

го пространства разность векторов АfX и Х, т.е. вектор (Аf-λE)X = AfX - λEX также лежит 
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в WK. Отсюда получаем, так как Х и (Аf - λE)X лежат в WK, что Х из WK , а само WK – инва-

риантно относительно действия  линейного оператора с матрицей (Аf - λE), т.е. WK – инвари-

антное подпространство для оператора с матрицей (Аf - λE). 

Докажем и обратное. Если WK – инвариантное подпространство относительно действия 

линейного оператора c матрицей (Аf-λE), где λ из К, и X - вектор из него. Тогда вектор (Аf-

λE)X лежит в WK. Но тогда, в силу свойств векторного пространства, и сумма  двух векторов 

(Аf - λE)X  и Х, т.е. вектор (Аf - λE)X + λEX = AfX также лежит в WK. Отсюда получаем, что 

WK - инвариантное подпространство относительно действия линейного оператора с матрицей 

Аf. 

На этом доказательство утверждения завершено. 

 

Сейчас дадим определение еще одному очень важному понятию. 

ОПР. Пусть на VK действует линейный оператор f. Число из поля Е, KE, называется 

собственным значением линейного оператора (или линейного отображения), если суще-

ствует ненулевой вектор X из VK, такой, что  

f(Х) = λХ                            (1). 

 

Вектор Х, удовлетворяющий условию (1) называется собственным вектором линей-

ного оператора f, соответствующим собственному значению λ. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Принято считать, что нулевой вектор не является собственным векто-

ром для любого собственного значения линейного оператора, так как иначе он должен был 

бы быть собственным сразу для всех. 

 

ОПР. Множество собственных значений линейного оператора, действующего на векторном 

пространстве VK, называется его спектром. 

 

ОПР. Если линейный оператор f действует на конечномерном векторном пространстве 

dimVK=n и имеет n различных собственных значений в поле Е: KE, то говорят, что линей-

ный оператор f имеет простой спектр.  

 

ПРИМЕРЫ. а) Рассмотрим линейный оператор проектирования пространства R2 на ось 

ОY. Тогда у него можно найти собственные значения .1;0 21    Для  1 собственным 

вектором является вектор 








0

1
, а для  2 – вектор 









1

0
. 

 

б) Для линейного оператора дифференцирования многочленов, степень которых не 

превосходит 2, можно найти собственное значение  1=0.  Собственным вектором, соответ-

ствующим этому собственному значению будет f(x)=const.  

 

Сразу же возникает вопрос: как находить собственные значения оператора? Рассмот-

рим конечномерное векторное пространство VK, dimVK=n, и пусть задан базис{ei}i=1
n. На нем 

действует линейный оператор f. Тогда произвольной вектор Х из VK, имеет в  {ei}i=1
n  коор-

динаты (х1,х2,..,хn), в этом же базисе задана и матрица оператора Af,е. Тогда равенство (1), 

можно записать в матричном виде. 
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f(Х)= Аf,еХ = λХ     (Аf,е- E)X= 0                   (2) 

где Е – единичная матрица. 

Это равенство (2), если рассматривать левую часть в координатном виде, можно рас-

сматривать, как систему однородных линейных уравнений (где Х=
















nx

x

...

1

 – вектор неизвест-

ных), которая имеет отличное от нуля решение (по теореме 3.12.3, о числе решений одно-

родной системы уравнений), тогда и только тогда, когда определитель матрицы этой систе-

мы равен нулю, т.е. 

          │Аf,е- λE│ = 0             (3) 

Понятно, что левую часть в условии (3) можно рассматривать как многочлен от λ. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Значит, если λ::│Аf,е-λE│=0, то найдется ненулевой вектор Х, который 

является решением системы (2), а это значит, что это будет собственным вектором, соответ-

ствующим собственному значению λ. 
 

ОПР. Этот многочлен в левой части равенства (3) называется характеристическим 

многочленом линейного оператора f, а уравнение (3)- характеристическим уравнением 

линейного оператора f, мы будем обозначать его в дальнейшем через Pf(λ). 
 

Понятно, так как в равенстве (3) есть матрица линейного оператора в данном базисе, то 

характеристический многочлен вроде бы должен зависеть от выбора базиса, но это не так. 

Оказывается, этот многочлен для данного линейного оператора не изменяется, при измене-

нии базиса. Справедлива следующая теорема. 
 

ТЕОРЕМА 3.15.3. Пусть А  и  В  д ве подобные квадратные матрицы порядка n из по-

ля К. Тогда │А – λE│=│В – λE│, для произвольного скаляра λ из поля К (или поля Е: КЕ), 

т.е. их характеристические многочлены совпадают. 

Доказательство. Так как А  и B подобны, то существует обратная матрица T такая, что  

В=T=1АT   В- λE= Т-1ВТ - λE = Т-1ВТ - λТ-1EТ= Т-1(А-λЕ)Т. 

Отсюда получаем, что  

|В – λE| = |T-1||A – λE||T| = |A – λE|, т.е. |В – λE| = |А – λE|. 

Из этого равенства становится понятным, что собственные числа λ линейного операто-

ра f являются корнями его характеристического многочлена, причем неважно, в каком базисе 

рассматривается матрица этого линейного оператора. Более того, оказывается справедлива 

следующая теорема о собственных значениях линейного оператора. 

ТЕОРЕМА 3.15.4. Число λ из поля К (или из поля Е: КЕ) является собственным зна-

чением линейного оператора f, действующем на конечномерном векторном пространстве VK: 

dim VK =n, тогда и только тогда, когда λ является корнем характеристического уравнения 

этого линейного оператора. 

Доказательство.  Пусть линейный оператор f действует на VK, где задан базис 

{ei},i=1,2..,n, и пусть Аf,e – матрица этого оператора в данном базисе, а λ – cобственное значение 

f. Тогда по определению найдется ненулевой вектор X такой, что Аf,еX=λX. Отсюда получаем, 

что (Аf,е-λE)X =
_

0 . По теореме 3.12.3 (о том, что однородная система линейных уравнений имеет 

ненулевое решение тогда и только тогда, когда det(Af,е-λE)=0), отсюда следует, что |Af,е-λE|=0, 

т.е. λ- корень характеристического многочлена. 
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Обратно, если λ—корень характеристического уравнения оператора f, то есть 

|Af,е-λE|=0. 

Отсюда следует (по теореме 3.12.3), что система линейных уравнений с матрицей (Аf.е-

λE), т.е. (Аf.е-λE)X = 
_

0  имеет ненулевое решение Xo. Тогда  

(Аf-λE)Хo = АfXо-λEXo=
_

0  => АXo=λXo, 

т.е. λ – собственное значение оператора f. 
 

ЗАМЕЧАНИЕ. Известна основная теорема алгебры, которая говорит о том, что любой 

многочлен, степень которого не меньше 1, с комплексными коэффициентами в поле ком-

плексных чисел имеет хотя бы один корень. Так вот согласно ей, если мы рассматриваем 

векторное пространство VK над полем К, подполем поля комплексных чисел, тогда любой 

линейный оператор, который действует на этом векторном пространстве, имеет хотя бы одно 

собственное значение.  
 

А сейчас рассмотрим множество собственных векторов линейного оператора, соответ-

ствующих одному и тому же собственному значению линейного оператора f. Для этого мно-

жества справедлива лемма. 

ЛЕММА 3.15.5.  Множество всех собственных векторов линейного оператора f, дей-

ствующего на конечномерном векторном пространстве VK, соответствующих собственному 

значению λ этого оператора, вместе с нулевым вектором, образует векторное подпростран-

ство в VK. 

Доказательство. Если векторы Х и Y лежат в этом множестве, т.е. являются собствен-

ными векторами, соответствующими одному и тому же собственному значению линейного 

оператора f, то f(X+Y)=f(X)+f(Y) = X+Y = XY. Отсюда и сумма X+Y также является 

собственным вектором, соответствующим собственному значению .  

 

Нулевой вектор добавляется по условию, а существование противоположного вектора 

для каждого собственного вектора следует из того условия, что  

f(  X)=  f(X) =  ( X), 

т.е. если Х собственный вектор, соответствующий собственному значению , то и  X 

также будет собственным вектором, соответствующим собственному значению . Если сей-

час взять  =-1, то получим, и противоположный вектор для произвольного собственного 

вектора Х, соответствующего данному собственному значению   также будет собственным 

вектором, соответствующим тому же собственному значению. 

Как уже отмечалось ранее, доказывать согласованность операций не нужно, так как это 

все векторы из векторного пространства VK, где все эти операции уже хорошо согласованы. 

 

ОПР. Подпространство в векторном пространстве VK, на котором действует линейный опе-

ратор f, образованное собственными векторами этого оператора f, соответствующими дан-

ному собственному значению λ вместе с нулевым вектором), называется собственным под-

пространством линейного оператора f, соответствующим собственному значению λ и 

обозначается Qλ. 

Сразу заметим, что собственное подпространство Qλ инвариантно, относительно дей-

ствия данного линейного оператора f. 
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ЛЕММА 3.15.6. Собственное подпространство линейного оператора f, который дей-

ствует на векторном пространстве VK, является инвариантным подпространством в VK отно-

сительно действия оператора f. 

Доказательство. Если X из Qλ, тогда f(X)= λX, а λX также лежит в этом же простран-

стве Qλ. Это связано с тем, что операции умножение на скаляр из поля К замкнуто на вектор-

ном пространстве. 

 

Также справедлива и следующая теорема. 

ЛЕММА 3.15.7. Собственные векторы линейного оператора f, действующего на конеч-

номерном векторном пространстве VK, соответствующие различным собственным значениям 

этого оператора, линейно независимы. 

Доказательство. Докажем это индукцией по числу различных собственных значений 

линейного оператора f, действующего на VK. 

Для n=1 верно, так как собственный вектор является ненулевым, то он один всегда ли-

нейно независим.  

Допустим, что для всех, меньших n верно, докажем, что верно для n. Пусть 

Х1,Х2,Х3,..,Хn - собственные векторы, соответствующие различным значениям λ1, λ2,.., λn. 

Рассмотрим линейную комбинацию нулевого вектора  

                             а1Х1+a2Х2+...+anХn = 
_

.0                                             (4) 

Нужно показать, что тогда все аi=0,i=1,2,…,n. 

Воздействуем на равенство (4) оператором f. Тогда  

   а1f(Х1) + a2f(Х2) + ..+anf(Хn) =  а1λ1Х1 + a2λ2Х2 + ..+anλnХn = f(
_

0 )=
_

0          (5) 

 

Из равенства (5) вычтем (4), умноженное на λ1. Получаем, что 

                a2(λ2-λ1)Х2 + ..+an(λn-λ1)Хn = 
_

0                                   (6) 

По предположению индукции вектора Х2,Х3,..,Хn - линейно независимы, и по условию 

все λi λ1, то отсюда и следует, что в равенстве (6) все аi=0, i=2,3,…,n. Поэтому, в силу ра-

венства (4), отсюда и следует, что  и а1=0, а, следовательно, вся система векторов {Хi}, 

i=1,2,..,n,  линейно независима.  

Следовательно, любой набор собственных векторов линейного оператора, соответ-

ствующих различным собственным значениям этого оператора, является линейно независи-

мой системой векторов. 
 

Знание материала уже позволяет ответить нам на вопрос, который ставился в начале 

параграфа: для каких линейных операторов найдется базис, в котором матрица этого опера-

тора будет иметь диагональный вид. Но сначала докажем один вспомогательный результат. 
 

ЛЕММА 3.15.8. Пусть f – линейный оператор, действующий на n-мерном векторном 

пространстве VR c простым спектром {λ1, λ2,.., λn}. Пусть е1,e2,..,en собственные векторы, соот-

ветствующие собственным значениям λ1, λ2,.., λn, соответственно. Тогда система векторов 

{е1,e2,..,en} является базисом пространства VR. 

Доказательство. Из теоремы 3.15.7 набор векторов е1,e2,..,en является линейно-

независимой системой векторов. Так как их n, и размерность пространства VK, на котором 

действует линейный оператор f, и где лежат все векторы данного набора, также n, то по 

следствию теоремы 3.3.3, данный набор векторов {е1,e2,..,en} будет базисом.  
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ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что если базис составлен из собственных векторов, то матрица 

оператора в таком базисе будет иметь диагональный вид, так как любой собственный вектор 

X (пусть это i-ый базисный вектор из данного базиса), соответствующий собственному зна-

чению λ линейного оператора f переходит в λХ. Отсюда соответствующий столбец матрицы 

линейного оператора в таком базисе будет иметь вид: 





























0

...

0

0

...

0

 . 

 

Однако, не только для операторов с простым спектром матрица будет иметь диагональ-

ный вид. Сделаем некоторое обобщение предыдущего результата.  

 

ТЕОРЕМА 3.15.9 (Критерий диагонализируемости матрицы линейного оператора). 

Пусть линейный оператор f действует на конечномерном векторном пространстве VK, 

dimVK=n. Для того, чтобы матрица Аf,е, из Мn(K), линейного оператора f в данном базисе  

{ei},i=1,2,..,n, векторного пространства VK  была диагональной, необходимо и достаточно, 

чтобы каждый базисный вектор еk был собственным вектором линейного оператора f. 

Доказательство.  Если {ek}, k=1,..,n – собственные векторы оператора f, т.е. 

Af,еek=λkek, то его матрица в данном базисе будет иметь диагональный вид, так как матрица 

оператора в данном базисе строится из образа базисных векторов под действием этого опера-

тора. (k-ый столбец матрицы Аf,e будет иметь вид 





























0

...

0

0

...

0

k ). 

. Если матрица линейного оператора является диагональной в некотором базисе, то, по 

построению матрицы линейного оператора, все базисные векторы данный оператор перево-

дит в коллинеарные (столбцы матрицы – образы базисных векторов). 
 

СЛЕДСТВИЕ. Если характеристический многочлен оператора имеет n различных кор-

ней, то в некотором базисе матрица оператора имеет диагональный вид, причем на диагона-

ли этой матрицы стоят собственные значения этого оператора. 

Доказательство этого следствия фактически проводится в замечании после леммы 

3.15.8. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Еще раз обращаю внимание, на то, что из леммы 3.15.8, вовсе не следу-

ет, что, если матрица оператора диагонализируема, то есть n различных собственных значе-

ний. Важно, чтобы было n линейно независимых собственных векторов, и вовсе не обяза-

тельно, чтобы все они относились к различным собственным значениям. 
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Можно сформулировать этот критерий, когда матрица линейного оператора диагонали-

зируема, и по-другому. 

 

ТЕОРЕМА 3.15.10. Пусть линейный оператор f действует на конечномерном вектор-

ном пространстве VK, dimVK=n. Если сумма размерностей всех собственных подпространств, 

соответствующих различным собственным значениям оператора f, равна размерности VK, на 

котором этот оператор действует, тогда матрица оператора диагонализируема в некотором 

базисе VK. 

 

УПР. Доказать, что теорема 3.15.10 верна. 

 

ПРИМЕР. Пусть f – линейный оператор, действующий на R4. Диагонализируема ли 

матрица этого линейного оператора, если матрица его в стандартном базисе имеет вид 

Аf,e=























2000

2100

4220

3211

? 

Решение. Находим, что λ1=1, λ2=2, причем оба корни кратности 2. 

Находим Q
1
. Для этого рассмотрим однородную систему (Аf,e-E)X=0. Получаем, что 

матрица этой системы имеет вид                                                           























1000

2000

4210

3210

 

Решаем, удаляя нулевые и одинаковые строки, и получаем, что решением будет множе-

ство векторов вида X=























0

2

2

2

1

t

t

t

, т.е. можно взять два линейно-независимых вектора, напри-

мер





















0

0

0

1

; 























0

1

2

0

. Эти векторы являются собственными векторами данного линейного операто-

ра, соответствующими собственному значению λ=1. 

Аналогично для Q
2
. Получаем матрицу однородной системы (Аf,e-2E)X=0  

























0000

2100

4200

3211
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Решаем, удаляя нулевые и одинаковые строки, и получаем, что решением будет множе-

ство векторов вида X=

























4

4

3

43

2

t

t

t

tt

, т.е. можно взять два линейно-независимых  вектора  

;

0

0

1

1











































0

2

0

1

. Эти векторы будут собственными векторами данного оператора, соответствую-

щими собственному значению λ = 2. 

Сейчас найдем матрицу оператора f в базисе  

X1=





















0

0

0

1

; X2=























0

1

2

0

; X3= ;

0

0

1

1





















 X4=























0

2

0

1

. 

По определению первый столбец матрицы оператора f в базисе есть образ первого ба-

зисного вектора, а он равен X1, так как это собственный вектор, отвечающий собственному 

значению λ=1. Следовательно, первый столбец матрицы имеет вид 





















0

0

0

1

. Аналогично, и вто-

рой столбец матриц имеет вид 





















0

0

1

0

. Для третьего и четвертого получаем, что А3=





















0

2

0

0

; а А4=





















2

0

0

0

. 

Следовательно, матрица оператора в этом базисе имеет диагональный вид  

Аf,X =   





















2000

0200

0010

0001

. 
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§ 3.16 КОРНЕВЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА 

 

Продолжим изучение свойств различных подпространств VK, на котором действует 

данный линейный оператор f. 

 

ОПР. Вектор X
_

0  конечномерного векторного пространства VK, dimVk=n, называется при-

соединенным вектором, соответствующим собственному значению λ линейного оператора f 

с матрицей Аf  в каком-то базисе Vk, если найдется натуральное k: 

(Аf-λE)kX=
_

0 . 

  

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что все собственные вектора являются присоединенными век-

торами. Для них можно взять k=1. 

 

ЛЕММА 3.16.1 Пусть линейный оператор f  действует на конечномерном векторном 

пространстве VK, dimVk=n,  Аf  его матрица в каком-то базисе VK, и λ- собственное значение 

оператора f. Тогда множество векторов, удовлетворяющих условию (Аf-
kE) Х=

_

0 , для неко-

торого натурального k, образует векторное подпространство пространства VK.  

Доказательство. Сразу заметим, что 
_

0  лежит в рассматриваемом множестве  векторов, так 

как любая натуральная степень матрицы (Аf - )E  переводит 
_

0  в 
_

0 , т.е.  

(Аf -
kE)

_

0  =
_

0 . 

Пусть X и Y - два присоединенных вектора, которые удовлетворяют условию  

(Аf -
kE) Х =

_

0       и       (Аf -
tE) Y=

_

0 . 

Положим (без ограничения общности), что k t. Тогда, в силу свойств арифметики мат-

риц, выполняется и следующее равенство:  

(Аf -
kE) (Х +Y) = (Аf -

kE) Х+(Аf -
kE) Y =

_

0 +
_

0 =
_

0 . 

Таким образом, сумма любых двух таких присоединенных векторов также лежит 

в рассматриваемом множестве присоединенных векторов.  

Если Х: (Аf -λХ=
_

0 , то и для вектора (  Х),  К, также выполняется равенство (Аf-

λE)k(  X)= (Аf-λE)k)X=
_

0 . Отсюда получаем, что и вектор ( Х),  К, лежит 

в рассматриваемом множестве присоединенных векторов. Ну а так как можно взять λ = -1, то 

и вектор (-1)Х=-Х – противоположный для Х вектор также лежит в рассматриваемом нами 

множестве. 

 

ОПР. Пусть линейный оператор f действует на векторном пространстве VK и Аf  его матрица 

в каком-то базисе. Тогда множество векторов X из VK,  для которых найдется натуральное k, 

удовлетворяющее свойству (Аf-λE)kX=
_

0 , т.е. множество векторов, о котором говорится в 

лемме 3.16.1 называется корневым подпространством векторного пространства VK, со-

ответствующим собственному значению λ оператора f, а его элементы называются корне-

выми  или присоединенными  векторами. Это подпространство обозначается через W  . 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Понятно, что если k=1, для λ – данного собственного значения линей-

ного оператора f, то множество векторов, для которых будет выполняться равенство   

(Аf-λE)X=
_

0  (где Af, – матрица линейного оператора в каком-то базисе), будет собственным 

подпространством – Q , т.е. собственное подпространство – Qλ – является подпространством 

корневого W  , соответствующего данному собственному значению λ. 

ПРИМЕР: Найти корневое подпространство для линейного оператора, матрица которо-

го в каком-то базисе R3, на которой он действует, имеет вид




















100

110

111

, соответствующее 

собственному значению этого линейного оператора  =1. 

Решение. Находим собственные значения этого линейного оператора. Для их нахожде-

ния рассматриваем его характеристическое уравнение: 

0

100

110

111















 

Вычисляем определитель и находим, что он имеет вид: (1- )3 =0. Отсюда собственное 

значение  этого линейного оператора одно и оно равно  1. Сейчас  находим все решения мат-

ричного уравнения (А-Е)Х=
_

0 , т.е. находим все собственные векторы Х, соответствующие 

собственному значению  1. Это матричное уравнение имеет вид:  





















000

100

110

















3

2

1

x

x

x

=
















0

0

0

. 

Решениями уравнения будут векторы вида
















0

0

t

, t из R. 

Сейчас находим множество векторов, которые являются решениями матричного урав-

нения (А-Е)2Х=
_

0 , или 

2

000

100

110





































3

2

1

x

x

x

=
















000

000

100

















3

2

1

x

x

x

=
















0

0

0

. Несложно найти, что ре-

шениями этого уравнения будут векторы вида
















0

q

t

, t,qR.  

Ну и заметив, что






































000

000

000

000

100

110
3

, мы видим, что решением матричного 

уравнения (А-Е)3Х=
_

0 , или 

3
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110



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










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

















3

2

1

x

x

x

=
















000

000

000

















3

2

1

x

x

x

=
















0

0

0

будет произвольный 

вектор из R3. Отсюда можно сделать вывод, что W1=R3=VK, т.е корневое подпространство 
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в этом случае совпадает со всем векторным пространством, на котором действует данный 

линейный оператор. 

 

ЛЕММА 3.16.2. Пусть f линейный оператор, который действует на конечномерном 

векторном пространстве VK., dimVK=n, и λ - некоторое собственное значение этого линейно-

го оператора. Корневое подпространство Wλ – линейного оператора f, соот-ветствующее 

собственному значению λ, является инвариантным относительно действия линейного опера-

тора f. 

Доказательство. Пусть вектор X лежит в W – корневом подпространстве, соответ-

ствующем собственному значению  этого линейного оператора f. Тогда проверим, лежит 

ли образ вектора Х, т.е. вектор АfX (здесь Аf  матрица данного линейного оператора в каком-

то базисе) в этом же корневом подпространстве, т.е. в Wλ. Вспомним, что по лемме 3.15.2 все 

инвариантные для линейного оператора f с матрицей Аf являются инвариантными и для ли-

нейного оператора, с матрицей Аf-tЕ, где t – произвольный скаляр из поля К. Значит, можно 

взять в качестве t собственное значение λ, и проверить выполняется ли для вектора (Аf-λE)X 

следующее равенство:  

(Аf-λE)k((Аf-λE)X) = (Аf-λE)k+1X =
_

0 . 

 

Понятно, что для вектора Х это равенство выполняется, так как по определению Х – 

корневой вектор из W , следовательно, получаем, что W   – инвариантное подпространство 

относительно действия линейного оператора с матрицей Af, т.е. оператора f. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть линейный оператор f действует на каком-то конечномерном век-

торном пространстве VK, dimVK=n.Тогда ввиду леммы 3.16.2, если мы найдем какое-то кор-

невое подпространство  данного линейного оператора f, например   Wλ, соответствующее 

собственному значению λ   данного линейного оператора f, и найдем {ei},i=1,2…,m, базис 

этого корневого подпространства W , то матрица оператора в этом базисе будет иметь блоч-

ный вид вида:   Аf,е= 








D

CB

0
, где матрицы ВМm(K); C  Мm,n-m(K); DМn-m(K), 0 – нулевая 

матрица в  

Мn-m,m (K). Это связано с тем, что если есть базис векторного подпространства Wλ, то 

его базис {ei},i=1,2…,m, согласно теореме 3.3.3, можно дополнить до базиса всего простран-

ства VK, {ei},i=1,2…,n. Матрица линейного оператора в данном базисе (по определению) бу-

дет строиться из образов базисных векторов. Заметим, что образы первых m векторов (кор-

невые векторы из W) будут лежать  в этом же W, т.е. будут выражаться через эти же m пер-

вых базисных векторов, т.е. остальные базисные векторы еm+1, еm+2, … еn входят с нулевыми 

коэффициентами.  

Таким образом, матрица линейного оператора несколько упрощается. 

 

Для дальнейшего упрощения матрицы линейного оператора в общем виде, нам потре-

буются три теоремы, которые мы сформулируем без доказательства.  

ТЕОРЕМА 3.16.3. Пусть f линейный оператор, действующий на конечномерном век-

торном пространстве VK, т.е. f:VKVK, dimVK=n, и Х1,…,Хt: Х1W
,1
 Х2W

,12 …., ХtW
t
, 

система ненулевых векторов, принадлежащих различным корневым подпространствам этого 
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линейного оператора, тогда эта система векторов является линейной независимой системой 

векторов. 

Заметим, что доказательство этой теоремы проводится аналогично доказательству тео-

ремы 3.15.7. Доказательство данной теоремы можно найти в работе  

Вторая теорема, которая вытекает из предыдущей.   

ТЕОРЕМА 3.16.4. Пусть f линейный оператор, действующий на конечномерном век-

торном пространстве VK, т.е. f:VKVK, dimVK=n, и  1, 2,…,  t – все различные собствен-

ные значения данного линейного оператора f. Тогда VK =
t

WWW   ....
21

 т.е. векторное 

пространство VK раскладывается в прямую сумму корневых подпространств. 
 

ЗАМЕЧАНИЕ. Теореме 3.16.4 говорит о том, что любой вектор X из конечномерного 

векторного пространства VK, не котором действует линейный оператор f, лежит в каком-то 

корневом подпространстве Wλ пространства VK, т.е. для него найдется натуральное k: (Аf -

λE)kX=
_

0 ,для некоторого собственного значения λ линейного оператора f, где Аf  - матрица f  

в некотором базисе VK.  
 

Ну и наконец, третья теорема, которая определяет размерность корневого подпростран-

ства W . 

ТЕОРЕМА 3.16.5. Пусть f линейный оператор, действующий на конечномерном век-

торном пространстве VK, т.е. f:VKVK, dimVK=n и W  корневое подпространство данного 

линейного оператора, соответствующее некоторому собственному значению линейного опе-

ратора f.  Тогда dim W равна кратности собственного значения λ, как корня характеристи-

ческого многочлена линейного оператора f. 
 

На основании этих трёх теорем и в связи с замечанием выше, мы видим, что матрицу 

линейного оператора f можно упростить.  

Пусть 
t

WWW  ,....,,
21

 – все различные корневые подпространства в векторном про-

странстве VK, dimVK=n, на котором действует линейный оператор f. Так как VK представля-

ется в виде прямой суммы этих корневых подпространств (по теореме 3.16.5), то базис всего 

пространства VK {ei),i=1,…,n можно получить из объединения базисов этих корневых под-

пространств (согласно теореме 3.5.3). Если мы будем рассматривать матрицу линейного опе-

ратора в этом базисе, то получим, что образы базисных векторов, которые лежат в корневом 

подпространстве 
i

W , будут лежать в этом же корневом подпространстве  
i

W , т.е. будут вы-

ражаться через этот  же базис корневых векторов из  
i

W . Таким образом, Аf - матрица ли-

нейного оператора в данном базисе будет иметь блочно-диагональный вид: 

Аf=





















tA

A

A

..00

0.......

....0

0..0

2

1

, где матрица Аi из Мm(K), где mi=dim 
i

W , i=1,2,..,t. 

 

Продолжим изучать вопрос об упрощении матрицы линейного оператора более деталь-

но, когда в конечномерном векторном пространстве VK, на котором действует данный ли-

нейный оператор f, нет базиса из собственных векторов.  

Для этого нужно ввести ещё несколько новых понятий. 

ОПР. Пусть VK конечномерное векторное пространство, на котором действует линейный 
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оператор f, тогда вектор XVK, называется присоединенным (или корневым) вектором 

высоты h (h-натуральное), соответствующим собственному значению λ, линейного опе-

ратора f, с матрицей Аf  в некотором базисе VK,  если  

(Аf- Е)h-1X
_

0    и   (Аf- Е)hX=
_

0  

Рассмотрим пример нахождения высоты корневого вектора для линейного оператора, 

который рассматривался в предыдущем примере нахождения корневого подпространства. 

 

ПРИМЕР.  Найти корневой вектор высоты 3, соответствующий собственному значению  

 =1 линейного оператора, матрица которого в каком-то базисе R3, на которой он действует, 

имеет вид 




















100

110

111

. 

Решение. Как уже было показано выше, что корневым подпространством  W = W1 

данного  линейного оператора будет все R3, причем мы нашли, что решениями  матричного 

уравнения (А-Е)Х=
_

0 , т.е. множеством корневых векторов, высота которых будет равна 1 

(а сами они ненулевые), есть множество векторов вида 
















0

0

t

, t из R\{0}. 

Отсюда несложно показать, что все остальные ненулевые векторы (по замечанию вы-

ше), имеют высоту не меньшую 2. 

Решениями матричного уравнения (А-Е)2Х=
_

0 , т.е. векторами, высота которых не 

больше двух, будут векторы вида 
















0

q

t

, t,q из R. Отсюда получаем, что все векторы
















0

q

t

, t из R 

и q из R\{0} будут иметь высоту 2. Следовательно, все остальные векторы из R3,  которые не 

являются решениями уравнения (А-Е)2Х=
_

0  (заметим еще раз, что нулевой вектор является 

решением этого уравнения), имеют высоту 3. Например, это вектор 
















1

1

1

 или просто 
















1

0

0

. 

 

Рассмотрим следующую лемму. 

ЛЕММА 3.16.6. Пусть f линейный оператор, действующий на конечномерном вектор-

ном пространстве VK, т.е. f:VKVK, dimVK=n, и W  - корневое подпространство, соответ-

ствующее собственному значению   данного линейного оператора f. Тогда множество при-

соединенных векторов из W , высота которых не превышает h, h-натуральное, вместе с 
_

0  из 

VK, образует векторное подпространство в W , и его будем обозначать через Рh. 

Доказательство. Если X и Y векторы из W  , высота которых не превосходит m, тогда и  

(A-λE)h(X+Y) = (A-λE)hX + (A- λE)hY = 
_

0 . 

Таким образом, и высота суммы векторов X+Y – также не превосходит m. 

Аналогично можно получить и то, что 



 109 

(A-λE)k(αX) = α(A-λE)kX, 

где α - произвольный скаляр из поля K. Таким образом, получаем, что и αX (в частности, и –

Х), также имеет высоту, не превышающую h.  

По условию 
_

0  лежит в рассматриваемом множестве. Следовательно, рассматриваемое 

множество векторов образует векторное подпространство в Wλ.   

Несложно видеть, что 

{0} = Рo   Р1   Р2   Р3   ....   Рh. 

Заметим, что Р1  = Qλ – собственное подпространство оператора А,  соответствующее 

рассматриваемому собственному значению λ. 

 

Рассмотрим один частный случай. 

 

ОПР. Оператор f, действующий на конечномерном векторном пространстве VK, dimVk = n, 

называется одноклеточным, если максимальная высота его корневого вектора совпадает 

с размерностью всего векторного пространства VK. 
 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что в этом случае у f одно собственное значение, и кратность 

этого значения равна n=dimVK, т.е. речь идет об одном корневом подпространстве W , кото-

рое совпадает с VK.  
 

ЛЕММА 3.16.7. Пусть f одноклеточный линейный оператор, действующий на конеч-

номерном векторном пространстве VK, т.е. f:VKVK, dimVK=n, матрица которого 

в некотором базисе равна Аf, W  - корневое подпространство, соответствующее собственно-

му значению  данного линейного оператора f, и вектор X   W   – присое-диненный вектор 

высоты h (h1) оператора f. Тогда система векторов {X,(Af-λE)X,(Af-λE)2X,...(Af-λE)h-1X} 

является линейно независимой системой векторов и образует базис VK=W . 

Доказательство. Рассмотрим линейную комбинацию нулевого вектора 

а1X + а2(Af-λE)X + а3(Af-λE)2X+...+аh(Af-λE)h-1X = 
_

0       (1) 

Подействуем на выражение (1) матрицей (Аf-λE)h-1 и получим, что а1(Аf-λE)h-1X = 
_

0  

Отсюда получаем, что а1=0, так как высота вектора Х равна  h, поэтому (Аf-λE)h-1X 
_

0 . 

Подействуем на оставшееся выражение (1) (после удаления вектора а1Х=0Х=
_

0 ) мат-

рицей (Аf-λE)h-2 и получим, что 

а2(Аf-λE)h-1X = 
_

0 .  

Отсюда а2=0, так как высота вектора Х равна h. 

Действуем так и далее, и получаем, что все аi=0, i=1,2,..,h. Следовательно, система век-

торов  

{X, (Af-λE)X,(Af-λE)2X,...(Af-λE)h-1X} линейно независима. 

Так как у нас есть h линейно независимых векторов, и размерность VK, на котором дей-

ствует линейный оператор f, равна h (так как оператор одноклеточный), то по следствию 1 

теоремы 3.3.3, эта система векторов также будет базисом пространства VK . 

ОПР. Пусть f одноклеточный линейный оператор, действующий на конечномерном вектор-

ном пространстве VK, т.е. f:VKVK, dimVK=n, матрица которого в некотором базисе 
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равна Аf, W  – корневое подпространство, соответствующее собственному значению   дан-

ного линейного оператора f, X   W   - присоединенный вектор высоты h (h1) линейного 

оператора f.  Линейную оболочку векторов <X,(Af-λE)X,(Af-λE)2X,..., (Af-λE)h-1X> будем 

называть циклическим подпространством оператора f и обозначим через Hλ,h. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заметим, что если f одноклеточный линейный оператор, действующий 

на конечномерном векторном пространстве VK, то у него помимо того, что одно собственное 

значение λ, но и одно циклическое подпространство, которое совпадает и с Wλ и с VK. 

Покажем, что циклическое подпространство H ,h, является инвариантным относитель-

но действия f. Для этого докажем лемму. 

 

ЛЕММА 3.16.8. Пусть f одноклеточный линейный оператор, действующий на конеч-

номерном векторном пространстве VK, т.е. f:VKVK, dimVK=n, матрица которого 

в некотором базисе равна Аf.  Тогда циклическое подпространство Hλ,h, т.е. векторное про-

странство, образованное системой векторов  

              {X, (Af-λE)X, (Af-λE)2X,...(Af-λE)h-1X},  

где XW   – присоединенный вектор высоты h (h1), является инвариантным относительно 

действия  линейного  оператора f.  

Доказательство. Пусть вектор u лежит в Hλ,h. Тогда этот вектор является линейной 

комбинацией векторов {X, (Af-λE)X, (Af-λE)2X,...(Af-λE)h-1X}.  

u = X1 + XEAf )(2   +….+ XEA h

fh

1)(    (2) 

По лемме 3.15.2 инвариантные подпространства для оператора f с матрицей Аf 

и с матрицей Аf- E  совпадают. Поэтому подействуем на  u матрицей (Аf- Е). Понятно, что 

выражение (2) вновь перейдет в выражение такого же вида, т.е. полученный вектор будет 

также лежать в Hλ,h. Таким образом, получаем, что Hλ,h – инвариантно относительно дей-

ствия линейного оператора f. 

 

Сейчас рассмотрим, какой вид будет иметь одноклеточный оператор в базисе, 

о котором идет речь в лемме 3.16.7. 

По лемме 3.16.7 получаем, что если оператор f с матрицей Аf f - одноклеточный и его 

корневой вектор X имеет высоту h=dimVk=W , то в качестве базиса Wλ - можно взять набор 

векторов, про который идет разговор в лемме 3.16.7, а именно,   {X,(Af-λE)X, (Af - λE)2X,...(Af 

- λE)h-1X}. Обозначим их следующим образом: 

еh=X, еh-1=(Af-λE)X, eh-2=(Af-λE)2X,... e1=(Af-λE)h-1X. 

Тогда 

eh=X,  

eh-1 = (Аf-λE)X = (Аf-λE)eh,  

eh-2=(Аf-λE)eh-1,  

eh-3=(Аf-λE)eh-2, 

e1=(Аf-λE)e2. 

Отсюда получаем, что для любого i=1,..h ei= (Аf-λE)ei+1. 

Из этого равенства получаем, что Аfei+1 = ei+λei+1  

О чем же это говорит? 
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Это говорит о том, что если мы рассмотрим действие оператора f на таком векторном 

подпространстве, то матрица его в этом базисе будет иметь вид 































..000

1........

....0..

....10

0..01

 

ОПР. Жордановой клеткой порядка t, относящейся к числу , называется квадратная мат-

рица порядка t вида 































..000

1........

....0..

....10

0..01

 из Mt(K), где К поле. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ. В некоторых учебниках жордановой клеткой порядка t называется мат-

рица вида  































1.000

0......

......1..

00..1

00..0

 из Mt(K), где К поле. 

Это связано с тем, что по-другому записывается матрица перехода от базиса к базису. 

 

ОПР.  Пусть f линейный оператор, действующий на конечномерном векторном пространстве 

VK, т.е. f:VKVK, dimVK=n, матрица которого в некотором базисе равна Аf. Жордановой 

формой матрицы линейного оператора f  называется блочно-диагональная матрица Аf,e  

вида: 

Аf,e =



























t......

.........

......

......

2

1

, где i =























i

i

i







..000

1..000

..........

0..10

0..01

 - жорданова клетка, к которой при-

водится (при определенном выборе базиса VK) Аf - матрица линейного оператора f.  
 

Рассмотрим примеры жордановых форм матриц некоторых линейных операторов. 
 

ПРИМЕРЫ: а) Найти жорданову форму линейного оператора дифференцирования мно-

гочленов, с вещественными коэффициентами от одной переменной, степень которых не пре-

восходит трех. 

Решение. Рассмотрим базис е1=1, е2=х, е3=х2, е4=х3. В таком базисе матрица оператора 

дифференцирования Af,е (по определению) будет иметь вид 
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Af,е =





















0000

3000

0200

0010

. 

Используя данную матрицу, можно найти все собственные значения оператора диффе-

ренцирования. Несложно показать, что характеристическое уравнение имеет вид 5 =0. От-

сюда собственными значениями будет только  =0.  

Заметим, что Af,е - Е = Af,е,  

и (Af,е - Е)2=  Af,е
2=





















0000

0000

6000

0200

;   

(Af,е - Е)3=Af,е
3=





















0000

0000

0000

6000

;    

(Af,е - Е)4=Af,е
4= .

0000

0000

0000

0000





















 

Следовательно, все рассматриваемое множество многочленов имеет высоту не более 4, 

так как  под действием на него матрицей (Af,е - Е)4=Af,е
4 он обратится в нулевой многочлен. 

Причем, понятно, что e4=x3 имеет высоту 4. Значит, циклическое подпространство, образо-

ванное системой векторов {6; 6x; 3x2; x3}, будет совпадать со всем пространством рассмат-

риваемых многочленов, и ему будет соответствовать жорданова клетка высоты 4, и оператор 

дифференцирования является одноклеточным оператором. Итак, жорданова форма оператора 

дифференцирования на R[x]3 имеет вид: 





















0000

1000

0100

0010

. Заметим, что базис, в котором опера-

тор дифференцирования имеет такой вид также известен, это m1=6; m2=6x; m3=3x2; m4=x3. 

б) Пусть на R3 действует линейный оператор f, матрица которого в некотором базисе 

имеет вид: Аf=














 

010

001

133

. Найти жорданову форму матрицы данного линейного оператора 

и соответствующий этому базис. 

Решение. Характеристический многочлен данного линейного оператора имеет вид 

f( ) = 1-3 +3 2- 3 = (1- )3. 

Следовательно, есть только одно собственное значение  =1.  
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Найдем (Аf-Е); (Аf-Е)2; (Аf-Е)3. Это будут следующие матрицы:  

(Аf-Е) =






















110

011

132

;  (Аf-Е)2 =






















121

121

121

; 

(Аf-Е)3 =
















000

000

000

. 

Находим вектор, высота которого равна 3, т.е. размерности всего R3, на котором дей-

ствует данный линейный оператор. В качестве такого вектора можно взять вектор Х=
















0

0

1

, 

так как (Аf-Е)2Х 
_

0 . Тогда система векторов {(Аf-Е)2Х, (Аf-Е)Х, X} образует линейную 

оболочку (или циклическое подпространство), которая совпадает со всем R3. А если взять их 

в качестве базиса {mi},i=1,2,3, (именно в таком порядке), то получим, что в таком базисе 

матрица данного оператора будет иметь жорданову форму, а точнее вид: 

Аf,m =
















100

110

011

. 

Данную задачу можно было решить и несколько по иному плану. После нахождения 

собственного значения можно показать, что собственным вектором, соответствующим 1, 

есть вектор Х=
















1

1

1

. Он всего лишь один, поэтому, не может быть двух циклических подпро-

странств, так как в любом циклическом подпространстве есть вектор высоты 1 (и он един-

ственный), а пересечение двух циклических подпространств возможно только по нулевому 

вектору (см. теорему 3.16.9). 

Следовательно, может быть только одно циклическое подпространство H , и его раз-

мерность будет равна 3 (т.е. линейный оператор – это вновь одноклеточный оператор). По-

этому, матрица данного линейного оператора будет иметь вид жордановой клетки порядка 3. 

Однако, для нахождения искомого базиса нужно найти вектор высоты 3, поэтому при-

дется также подсчитывать матрицы (Аf-Е); (Аf-Е)2; (Аf-Е)3, и базисом может быть тот же 

набор векторов  

m1= (Аf-Е)2Х=
















1

1

1

; m2=(Аf-Е)Х=
















1

1

2

;    m3=Х=
















0

0

1

.   

 

Подведем некоторые итоги нахождения жордановой формы матрицы линейного опера-

тора.   

Пусть f линейный оператор, действующий на конечномерном векторном пространстве 

VK, т.е. f:VKVK, dimVK=n, и пусть W  : dim W  =m (m-кратность собственного значения   

как корня характеристического многочлена линейного оператора f). Можно, дополнить базис 
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W   до базиса всего VK, и пусть в этом базисе матрица этого линейного оператора равна Аf 

(при этом VK=W  Н, где Н – образовано теми базисными векторами, которые не входят в 

W  ).  Тогда, как уже было показано выше, в матрице Аf  есть блок (т.е. квадратная матрица 

mxm, главная диагональ которой совпадает с главной диагональю матрицы Аf, так как можно 

считать, что первые m базисных  векторов лежат в W  ), который соответствует данному 

корневому подпространству W  .  

 

Рассмотрим, каким образом представить этот блок матрицы Аf в виде жордановых кле-

ток. Запишем это все в виде алгоритма. 

 

1 ШАГ. Находим r1- размерность пространства решений матричной однородной системы ли-

нейных уравнений (Аf- Е)Х=
_

0 .  

Так как в каждом циклическом подпространстве (образованном корневыми векторами, 

соответствующими собственному значению ), есть ровно один вектор высоты 1, то этим 

самым мы определяем, сколько таких циклических подпространств, а следовательно, сколько 

всего жордановых клеток для данного собственного значения будет.  Их будет ровно r1 (сре-

ди них могут быть и совершенно одинаковые). Заметим, что r1 – размерность собственного 

подпространства линейного оператора f, соответствующего собственному значению  . И 

переходим к шагу 2. 

2 ШАГ. Находим r2 - размерность пространства решений матричной однородной системы линейных 

уравнений (Аf- Е)2Х=
_

0 .  

Это множество векторов содержит все векторы, которые были определены на первом 

шагу, поэтому, если размерности совпали, тогда алгоритм останавливается и пишется ответ. 

Жорданова форма блока матрицы Af  - матрицы линейного оператора, который соответствует 

собственному значению   линейного оператора f, имеет вид из r1=m жордановых клеток по-

рядка 1, (т.е. клеток вида ( )). 

Если же размерности отличаются, т.е. r2>r1. Тогда разность r2-r1 показывает, сколько 

жордановых клеток, порядок которых не меньше 2, будет присутствовать в жордановой 

форме матрицы Af. И переходим к шагу 3. 

3 ШАГ. Находим r3  – размерность пространства решений матричной однородной системы 

линейных уравнений  

(Аf- Е)3Х=
_

0 .  

Это множество векторов содержит все векторы, которые были определены на первом 

и втором шагах, поэтому, если совпали размерности, т.е. r3=r2, тогда алгоритм останавлива-

ется и пишется ответ. Жорданова форма блока матрицы Af  - матрицы линейного оператора, 

который соответствует собственному значению   линейного оператора f, имеет вид из r1 

жордановых клеток порядка 1, (т.е. клеток вида ( )) и r2-r1 жордановых клеток высоты 2, т.е 

клеток вида 












0

1
. 

Если же размерности отличаются, т.е. r3>r2. Тогда разность r3-r2 показывает, сколько 

жордановых клеток, порядок которых не меньше 3, будет присутствовать в жордановой 

форме матрицы Af. И переходим к шагу 4. и т.д. 
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Понятно, в силу конечности m алгоритм всегда заканчивается.  

Ответ, если сделано h шагов, то матрица будет иметь следующий вид.   

Жорданова форма блока матрицы Af  - матрицы линейного оператора, который соот-

ветствует собственному значению   линейного оператора f, имеет вид из r1 жордановых 

клеток порядка 1, (т.е. клеток вида ( )) и r2-r1 жордановых клеток высоты 2, т.е клеток вида 














0

1
,…., rh-rh-1 – жордановых клеток порядка h (т.е. клеток вида 





























..000

1..000

..........

0..10

0..01

Mh(K)). Причем порядок их расположения по главной диагонали блока 

матрицы (впрочем, и по главной диагонали самой матрицы Аf) не важен. 

 

Для нахождения жордановой формы всей матрицы Аf данный алгоритм нужно исполь-

зовать ровно t раз, где t – количество различных собственных значений данного линейного 

оператора, который действует на конечномерном векторном пространстве VK.  

 

Заметим, что в ходе решения конкретных задач по нахождению жордановой формы 

матрицы линейного оператора не обязательно находить размерности всех вводимых про-

странств и их подпространств. Рассмотрим ряд случаев, которые дают достаточно быстрый 

ответ на вопрос: «найти жорданову форму линейного оператора». 

 

    1) Если находим, что линейный оператор имеет простой спектр, т.е. все собственные 

значения различны, t ,...,, 21  тогда жорданова форма такого оператора равна диагональной 

матрице, а по диагонали  стоят элементы t ,...,, 21 . 

    2) Если линейный оператор имеет одно собственное значение и имеет только один 

линейно независимый собственный вектор, т.е. dimQ  =1, тогда жорданова форма такого 

оператора состоит из одной жордановой клетки, порядок которой равен размерности VK, т.е. 

данный линейный оператор одноклеточный.     

    3) Если dim VK=3 и линейный оператор имеет два различных собственных значе-

ния 1, 2. Тогда для нахождения жордановой клетки линейного оператора достаточно найти 

только размерность собственных подпространств: dimQ
1  и  dimQ

2 . Если они равны, 

например, 2 и 1, тогда жорданова форма – имеет вид
















2

1

1

00

00

00







. Если они равны, напри-

мер,  1 и 1 (других вариантов нет, кроме этого же для второго собственного значения), тогда 

форма имеет вид 
















2

1

1

00

00

01







. 
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Если же встает вопрос о нахождении базиса, в котором матрица линейного оператора 

имеет жорданову форму, то это более сложный вычислительный вопрос.  Для этого на каж-

дом шаге нужно находить и размерность, и базис (т.е. фундаментальную систему решений) 

пространства решений данных однородных систем уравнений. 

На (последнем) h-ом и на (h-1)-ом (предпоследнем) шагах были найдены rh и rh-1 – раз-

мерности и, соответственно {eh,i}, i=1,..,rh и{eh-1,i}, i=1,..,rh-1, - базисы пространства решений 

матричных однородных систем  линейных уравнений (Аf- Е)hХ=
_

0  и (Аf- Е)h-1Х=
_

0 . Отсю-

да получаем, что существует ровно (rh-rh-1) жордановых клеток высоты h. Задаем (rh - rh-1) 

циклических подпространств, которые образуются (rh - rh-1)-мя векторами, высота которых 

равна h (см. лемму 3.16.7). 

Для нахождения этих векторов можно рассмотреть базисные векторы, которые лежат 

в пространстве решений системы (Аf- Е)hХ=
_

0  и не лежат в пространстве решений системы 

(Аf- Е)h-1Х = 
_

0 . 

Аналогично находятся базисные векторы, которые образуют жордановы клетки поряд-

ка (h-1). Для этого рассматривается (h-1)-й и (h-2)-й шаги, и также находятся rh-1 и rh-2 раз-

мерности и  базисные  векторы{eh-1,i}, i = 1,..,rh-1,  и  {eh-2,i}, i=1,..,rh-2, пространств решений со-

ответствующих однородных систем линейных уравнений:  (Аf- Е)h-1Х=
_

0  и (Аf- Е)h-2Х=
_

0 .  

Если(rh-1-rh-2)>(rh-rh-1), то это означает, что есть жордановы клетки, порядок которых равен h-

1, т.е. есть базисные векторы из {eh-1,i} i=1,..,rh-1,  которые  не  лежат  в  (rh-rh-1) – циклических 

подпространствах, которые уже образованы на предыдущем шагу. И эти базисные векторы, 

высота которых равна h-1, могут образовывать  

(rh-1 - rh-2) - (rh - rh-1) = 2rh-1 - rh - rh-2 

циклических подпространств (см. лемму 3.16.7). Следовательно, на этом шагу образу-

ется 

2rh-1 - rh - rh-2 + (rh - rh-1) =(rh-1-rh-2) 

циклических подпространств, т.е. в блоке матрицы есть уже rh-1-rh-2 жордановых клеток, вы-

соты которых равны h и h-1.  

Продолжая аналогичные рассуждения, мы получим, что на следующем шаге число 

жордановых клеток, порядка h-2, которые будут в блоке матрицы линейного оператора, со-

ответствующему корневому  подпространству W  , будет равно  

(rh-2 - rh-3) - (rh-1 - rh-2) = 2rh-2-rh-1-rh-3, 

а общее число циклических подпространств будет равно 

2rh-2 - rh-1 - rh-3 + (rh - rh-2) = (rh-2 - rh-3), и т.д. 

Причем эти 2rh-2 - rh-1 - rh-3 циклических подпространства, размерность каждого из кото-

рых равна h-2, могут быть образованы базисными векторами, высота которых равна h-2, и 

которые не лежат в циклических подпространствах, образованных на предыдущих шагах. 
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