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Î ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÌ ÀÍÀËÎÃÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß ∆f
∆x

Â.È. Ðîäèîíîâ (Èæåâñê, ÓäÃÓ)
rodionov@uni.udm.ru

×åðåç O(Rn) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ, îïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå Rn. Äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ìíî-
æåñòâî X ∈ O(Rn) íå îãðàíè÷åíî è/èëè èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè. ×åðåç O2

+(Rn) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ óïîðÿ-
äî÷åííûõ ïàð (X0, X) òàêèõ, ÷òî X0 ∈ O(Rn) è X0 ⊆ X ⊆ X0.

Ïóñòü (X0, X) ∈ O2
+(Rn). ×åðåç Xn+1

∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, ñî-
ñòîÿùåå èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ⟨x0, x1, . . . , xn⟩, xi ∈ X, òà-
êèõ, ÷òî âåêòîðû ∆x1, . . . ,∆xn (ãäå ∆xi =̇xi − x0) îáðàçóþò îðòî-
ãîíàëüíûé ðåïåð ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0, ïðè÷åì âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
conv {x0, x1, . . . , xn} ñîäåðæèòñÿ â X.

Çàôèêñèðóåì ñèìïëåêñ ⟨x0, x1, . . . , xn⟩ ∈ Xn+1
∗ è ñîñòàâèì êâàä-

ðàòíóþ ìàòðèöó ∆x =̇ col (∆x1, . . . ,∆xn), ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ
∆xij =̇xji−x

j
0, ãäå ÷åðåç x

j
i îáîçíà÷åíà j-ÿ êîîðäèíàòà òî÷êè xi.Ïóñòü

∆x⊤ � ýòî òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ∆x ìàòðèöà. Òîãäà

(∆x)−1 = ∆x⊤ diag
(

1
∥∆x1∥2

, . . . , 1
∥∆xn∥2

)
.
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Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f : X → R ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåê-
òîðíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ Γf : Xn+1

∗ → Rn òàêóþ, ÷òî

Γf ⟨x0, x1, . . . , xn⟩ =̇

 ∆x11 . . . ∆x1n
. . . . . . . . .

∆xn1 . . . ∆xnn

−1 ∆f1
. . .
∆fn

 ,

ãäå ∆fi
.
= f(xi) − f(x0). Åñëè ∆f

.
= col (∆f1, . . . ,∆fn), òî ôîðìóëà

ïðèíèìàåò êîìïàêòíûé âèä Γf = (∆x)−1∆f.

Ïðè n = 1 ïðèìåíèìà òðàäèöèîííàÿ çàïèñü Γf = ∆f
∆x .

Ïóñòü N
.
= {1, . . . , n}. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∥Γf ⟨x0, x1, . . . , xn⟩∥2 =
∑
k∈N

( f(xk)−f(x0)
∥xk−x0∥

)2
, ⟨x0, x1, . . . , xn⟩ ∈ Xn+1

∗ .

Ïóñòü ⟨x0, x1, . . . , xn⟩ ∈Xn+1
∗ . Óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç òî÷êè (xm, f(xm)) ∈ Rn × R, m ∈ {0} ∪N, èìååò âèä

z = f(x0) +
(
(∆x)−1∆f, x− x0

)
èëè z = f(x0) + (Γf , x− x0).

Ïðè n = 1 ïåðâàÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò êëàññè÷åñêèé âèä.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü X ∈ O(Rn). Ôóíêöèÿ f : X → R íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim ∗ Γf ⟨x0, x1, . . . , xn⟩. (1)

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî lim ∗ Γf ⟨x0, x1, . . . , xn⟩ = grad f(x).

Ñèìâîë ¾∗¿ â ôîðìóëå (1) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Âåêòîð g(x) åñòü
ïðåäåë (1), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè
x òàêàÿ, ÷òî ∥Γf ⟨x0, x1, . . . , xn⟩−g(x)∥ < ε äëÿ ëþáûõ x0, x1, . . . , xn∈
X ∩ Ux òàêèõ, ÷òî ⟨x0, x1, . . . , xn⟩ ∈ Xn+1

∗ .
Çàôèêñèðóåì ïàðó (X0, X) ∈ O2

+(Rn) è ÷åðåç C(X) îáîçíà÷èì
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé f : X → R. Ñîãëàñíî [1, ñ. 30] ïðîñòðàíñòâî C(X), íàäåëåí-
íîå íîðìîé ∥f∥C(X)

.
= sup

x∈X
|f(x)|, áàíàõîâî. ×åðåç G(X) îáîçíà÷èì

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f ∈ C(X) òàêèõ, ÷òî

γ(f)
.
= sup

⟨x0,x1,...,xn⟩ ∈Xn+1
∗

∥Γf ⟨x0, x1, . . . , xn⟩∥ <∞.

Â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíà íîðìà ∥f∥G(X)
.
= ∥f∥C(X) + γ(f).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü (X0, X) ∈ O2
+(Rn). Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

⟨G(X), ∥ · ∥G(X)⟩ áàíàõîâî.
×åðåç F(X) îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ ôóíê-

öèé f ∈ C(X), ÷òî λ(f)
.
= sup

x,y∈X, x̸=y

|f(x)−f(y)|
∥x−y∥ < ∞. Â ýòîì ïðîñò-

ðàíñòâå îïðåäåëåíà íîðìà ∥f∥F(X)
.
= ∥f∥C(X) + λ(f) è îíî âõîäèò â

ñåìåéñòâî áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé òèïà Ëèïøèöà�Ãåëüäåðà
(ïîäîáíûå ôóíêöèè èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè).

Òåîðåìà 3. Åñëè (X0, X) ∈ O2
+(Rn), òî F(X) ⊆ G(X). Åñëè,

êðîìå òîãî, X0 � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî F(X) = G(X).

Èññëåäîâàí ðÿä àêòóàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà G(X),
äîêàçàíî, ÷òî äâà èç íèõ áàíàõîâû, îäíî èç íèõ ïðè n = 1 è ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà êóñî÷-
íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé f : X → R.
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