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Рассмотрено применение конечно-элементного подхода в терминах абсолютных уз­
ловых координат (ANCF) для решения задач теории упругости в контексте мягких 
роботов, связанных с моделированием механического поведения пневматических 
схватов (актуаторов) под действием внутреннего давления. В отличие от традицион­
ного ANCF подхода использованы только абсолютные координаты узлов в качестве 
наборов узловых степеней свободы конечного элемента, что позволяет проводить 
расчеты на неструктурированных шестигранных сетках и описывать сложную гео­
метрическую форму пневматических схватов. Применяемые в статье гиперупругие 
модели материалов задаются через функцию плотности энергии деформации. Для 
построения матрицы жесткости применяется алгоритм автоматического дифферен­
цирования второго порядка, гарантированно обеспечивающий ее симметричный вид 
и обладающий аналитической точностью вычисления производной. В рамках пред­
ставленных примеров моделирования отмечена надежность модели Огдена в части 
обеспечения устойчивости численного решения задачи. Показано, что особенности 
изменения формы схвата (набухание, изгиб, скручивание, наличие самоконтакта по­
верхностей) зависят от характеристик его конструкции. Осуществлено сравнение 
полученных результатов с численными и экспериментальными данными из других 
исследование.

Ключевые слова: абсолютные узловые координаты, пневматический схват, мягкие 
роботы, гиперупругая модель материала, автоматическое дифференцирование вто­
рого порядка.
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The application of the finite element method in terms of absolute nodal coordinate formu­
lation (ANCF) for solving elasticity problems in the field of soft robots is considered.
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These problems are related to modeling the mechanical behavior of pneumatic actuators 
under internal pressure. In contrast to the traditional ANCF approach, only absolute node 
coordinates are used as sets of nodal degrees of freedom of the finite element. This allows 
calculations to be performed on unstructured hexahedral meshes and to describe the com­
plex geometric shape of pneumatic actuators. The hyperelastic material models used in the 
article are specified through the strain energy density function. To construct the stiffness 
matrix, a second - order automatic differentiation algorithm is used. This algorithm guaran­
tees matrix symmetrical form and has analytical accuracy in calculating the derivative. 
Within the presented modeling examples, the reliability of the Ogden model in terms of en­
suring the stability of the problem numerical solution is shown. It is demonstrated that the 
features of the actuator shape change (swelling, bending, twisting, presence of self-contact 
of surfaces) depend on the characteristics of the actuator design. The obtained results are 
compared with numerical and experimental data from other studies.

Key words: absolute nodal coordinate formulation, pneumatic actuator, soft robots, hy­
perelastic material model, second-order automatic differentiation.

1. Введение
Мягкие роботы -  один из разделов робототехники, в котором рассмат­

риваются роботы, выполненные из различных мягких высокоэластичных 
материалов, способных менять свою форму. Отдельное направление иссле­
дований связывается с пневматическими схватами (актуаторами), предна­
значенными для деликатного манипулирования различными объектами без 
их предварительной идентификации с помощью компьютерного зрения или 
какого-либо программирования. Мягкий пневматический схват может вы­
полнять различные функции и движения, такие как захват предметов, изгиб, 
скручивание и др. [1]. Конструкции пневматических схватов [2] в основном 
состоят из корпуса с монолитной камерой. При подаче внутреннего давле­
ния камера пневматического схвата наполняется и схват совершает опреде­
ленное движение. На механическое поведение схвата оказывает влияние 
большой набор параметров, таких как высота секций камеры, общая длина 
схвата, толщина стенок, наличие нерастяжимого вдоль заданного направле­
ния слоя и др. Дальнейшее развитие практического применения пневмати­
ческих схватов возможно при всестороннем исследовании их механическо­
го поведения на основе современных численных методов.

Проблемы различных подходов при описании произвольного движения 
деформируемых тел известны [3]. Во многих случаях используется форму­
лировка уравнений с так называемой коротационной (вращательной) систе­
мой координат, в которой для каждого конечного элемента определяется 
система координат вращения, соответствующая среднему движению твер­
дого тела. В противоположность такому подходу в данной статье выполне­
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на новая постановка задачи с применением абсолютных узловых координат 
(Absolute Nodal Coordinate Formulation -  ANCF) [4].

Представленные ниже численные эксперименты выполнялись в про­
граммном комплексе собственной разработки, включающем генератор по­
строения шестигранных неструктурированных сеток [5] и конечно-элемент­
ный решатель на основе ANCF подхода [6].

2. Постановка задачи теории упругости в терминах абсолютных коор­
динат и описание моделей высокоэластичных материалов

В отличие от классического метода перемещений постановка ANCF 
использует изменение координат узлов относительно отсчетной конфигу­
рации для описания деформации конечных элементов. Достаточно активно 
развиваются исследования ANCF для определения напряженно-деформиро­
ванного состояния балок, оболочек, пластин, кабелей и т.д. [7]. Далее будем 
использовать постановку, в которой в качестве наборов узловых степеней 
свободы конечного элемента используются только абсолютные координаты 
узлов, что дает возможность применять ANCF-подход для вычислений на 
неструктурированных шестигранных сетках [6;8].

Рассмотрим однородное изотропное упругое тело, занимающее в на­
чальном недеформированном состоянии область пространства Q и ограни­
ченное поверхностью Г .

T
Пусть X = (.х, y, z ) и x(X ) -  абсолютные (глобальные) координаты 

материальной точки в отсчётной и текущей конфигурации области Q.
Неизвестный вектор координат точки внутри шестигранной ячейки опре­

делим как x=N r , где N -  матрица функций форм линейного шестигранного 
элемента, r -  вектор степеней свободы узлов шестигранника, включающий 
только сами позиции узлов {x} без производных по каждой координате r={x}.

Согласно [6] искомое поле текущих абсолютных узловых координат r 
должно удовлетворять уравнению:

где ю -  плотность энергии деформации, b и p - вектора внешних объемных 
и поверхностных нагрузок, Fs и ¥ехр - вектора упругих и внешних сил.

При этом в некоторых зонах Ги границы области Q могут наклады­
ваться кинематические условия закрепления: r = r0 на Ги.

В результате конечно-элементной дискретизации выражение (1) преоб­
разуется в систему алгебраических уравнений относительно приращения 
абсолютных координат A r :

(1)
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K (г rч ) Дг + Fs ( r1 -1) + Fex[ = 0 , (2)

где i -  текущий шаг квазистатической задачи теории упругости, Г -1 -  точка 
линеаризации, значение которой равно абсолютным координатам узлов с 
предыдущего шага (i-1). Матрица жесткости K -  симметричная, имеет вид 
матрицы Гессе и получается путем двойного дифференцирования плотно­
сти энергии деформации тела:

K  = Jn
д 2ю 
drdr

d  Q . (3)

Выбор модели материала мягкого схвата и ее описание оказывают су­
щественное влияние на результаты численного моделирования. В стандарт­
ных комплексах программ в основном используются модели гиперупругих 
материалов [9], свойства которых задаются через плотность энергии дефор­
мации ю, в большинстве случаев выражающейся через тензоры деформации 
Грина-Лагранжа е или Коши-Грина C. Указанные величины в свою оче­
редь зависят от градиента деформации F:

е = | ( F F T - 1), C = FFT, F = д Х . (4)

В частности, для линейно-упругой модели материала плотность энергии 
деформации записывается в виде:

ю = 1  ет D e, (5)

где D -  матрица упругих постоянных.
Плотность энергии деформации несжимаемых гиперупругих моделей 

разделяется на объемную и девиаторную части, которые задают ответ мате­
риала на сдвиговые и объемные нагрузки. Одной из наиболее простых явля­
ется неогукова гиперупругая модель материала [9]:

ю = c,o(tr(C) -3 )  + G (J  - 1)2, (6)

где сю -  постоянная материала, задающая его упругий сдвиговые свойства,
С -  девиаторная составляющая тензора Коши-Грина, J  -  определитель 
градиента деформации, G -  безразмерный параметр штрафа, отвечающий 
за степень несжимаемости материала.

При моделировании работы мягких схватов также используется модель 
Йо [10]:

ю = C1o(tr(C) -  3) + C2o(tr(C) -  3)2 + G (J  - 1)2, (7)

где сю , С20 -  постоянные материала.
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Для расчетов задач, включающих случаи больших деформаций (>400%), рас­
пространено применение гиперупругой модели Огдена [11], плотность энергии 
деформации которой зависит от компонент главных удлинений , А^, A3:

ю = ! 3 =1 £7(А?' + А?  + А -  3) + G (J - 1) (8)

где р , ? ' -  постоянные материала.
Нерастяжимый вдоль направления а слой ортотропного материала мо­

жет задаваться согласно [12]:

юа = ю + G (aT Ca - 1)2 , (9)

где юа -  преобразованная плотность энергии деформации после введения
ортотропных свойств, ю -  плотность энергии деформации, G -  безразмер­
ный параметр штрафа, определяющий степень нерастяжимости материала.

Поскольку аналитическое нахождение частных производных плотно­
сти энергии деформации в выражении (3) является затруднительным, необ­
ходимо использовать различные численные методы. Наиболее предпочти­
тельным среди них является автоматическое дифференцирование (АД), об­
ладающее точностью, сравнимой с аналитическим расчетом вплоть до по­
грешностей машинных вычислений.

3. Применение технологии автоматического дифференцирования в 
рамках ANCF подхода

Методы АД известны уже несколько десятилетий, но их использование в 

МКЭ стало развиваться относительно недавно [13]. Пусть U = Ж ^ Ж  есть 
множество функций, имеющих частные производные второго порядка в неко­

торой точке (Хо, _Уо) е Ж . Рассмотрим множество четырехмерных векторов M

вида m = (u(Хо,У о К (*о,Уо)иу (хо,Уо)иху(*о,Уо))Те 3 4 , где и(Хо,Уо) -  значе-
2

ние функции u eU  в точке (Хо,Уо)еЖ , Ux(Хо,Уо),Uy(Хо,Уо),Uxy(Хо,Уо)еЖ 

-  значения ее частных производных в этой же точке.
Согласно [6] введение на множестве M  соответствующего перечня 

арифметических операций (сложение, вычитания, умножения, деления, возве­
дения в степень и др.) позволяет одновременно вычислять в точке (Хо,Уо) 
значения и частные производные до второго порядка функции u = и( х , у ) е U , 
состоящей из произвольной комбинации её переменных и констант.

Рассмотрим применение АД для построения глобальной матрицы же-



сткости K модели Огдена вида (8). Матрица K определяется через сумми­
рование локальных матриц жесткости конечных элементов K = ^  e k e . Ло­

кальная матрица жесткости шестигранного элемента вычисляется с помо­
щью квадратурных формул Гаусса:
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k e = г д 2ю
b e drdr d  Q = S Z Z

 ̂ л q

д 2ю (i, л, q) 

д 2 r ( i  л, q)
W W W  det J ( i  Л, q), (10)

где i ,  л, q -  координаты текущей локальной точки интегрирования, J  (i ,  л, q) 
-  матрица Якоби шестигранной ячейки, W^,Wr[,Wq -  весовые коэффициенты.

Когда тело находится в недеформированном состоянии (е = 0) компо­
ненты его главных удлинений равны нулю, что приводит к неопределенно­
стям при вычислении выражения (10) методом АД. Например, на шаге 
11.2.2 представленного ниже алгоритма АД возникает операция деления на 
ноль. В связи с этим, в рассматриваемом алгоритме на первом шаге реше­
ния задачи вместо модели Огдена используется неогукова модель с пара­
метрами, описывающими свойства рассчитываемого материала.

На каждом шаге решения квазистатической задачи теории упругости
алгоритм АД нахождения компоненты матрицы k e е М24х24 (24 -  число 
степеней свободы шестигранного элемента) в локальной точке интегриро­
вания ( i ,  л, q ) включает следующие шаги:

1. Цикл по j  = 1... 24.
2. Цикл по i = 1 .2 4 .
3. Вычисление матрицы производных функций форм Bх, Bу , Bz е М3х24 

в глобальных координатах:

Bа

dN1
да

0 0

0 дЩ
да

0

0 0 дNI
да

дNs
да

0 0

0 дNs
да

0

0 0 дN.
да у

a  = x, y, z ,

хдN  / дхх 
дNs / ду = j  A  i  л, q)

хдN s / д^х 
дNs / дл

W NS / дz у Km s /

5 = 1. 8 .
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4. Инициализация матриц Bx ,Bу ,Bz в рамках множества M , т.е. при­

своение матрицам значения:

Bа е M 3х24, Ь„т = (  о о о)т ,

где а  = x, y, z и Ьтп, Ьтп -  элементы Bа ,Ва соответственно.

5. Инициализация вектора r  е М24х1 абсолютных узловых координат 
ячейки в рамках множества M :

с r Лi с r ЛJ с r Л'm
1 0 0

ri = 0 , rJ = 1
r  =? Rm 0

v 0 , v 0 , v 0 ,

6. Вычисление вектора производных абсолютных узловых координат 
по каждому направлению:

a i  = B r
ax x ,

a i  = B r  
ay Byr’

a i = bzr, a i  >a i  &  е m 3xi
az ax ay az

7. Вычисление градиента деформации F ax
a x

r  „ NT
' ax ax ax '

ax ay az
:M 3x3

8. Вычисление определителя градиента деформации J  = det F е M  .
9. Вычисление девиаторной части градиента деформации

Fd = F / J 1/3 е m  3х3.

10. Вычисление девиаторной части тензора деформации Коши-Грина

Cd = Fd FJ Е m  3 x 3 .

11. Вычисление функции плотности энергии деформации й е  M  .
11.1. В случае недеформированного состояния ( е = 0):

й = c,0(tr(Cd ) - 3 )  + G ( J - 1)2.

11.2. В случае деформированного состояния ( s ф 0):
11.2.1. Вычисление величин p, q е M  :

tr
q

(Cd т, p 6 (2 /=1(Cii
ч2 0 /~2 ~2 ~2

q ) + 2(c12 + c i3 + С 23
1/2

где Cjj -  элементы Cj  .
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11.2.2. Вычисление величины у е М :

у
^ ду ду д2 у ^

У ’ дг; ’ dr ’ дг; дг, у 1 J J J
4 det - t  ( с  d -  q I)

v P

с коррекцией значения первого элемента: у = sign(у) при |у| > 1.

11.2.3. Вычисление значения р = 3arccos(у) е М  .

11.2.4. Вычисление собственных значений е; е М  тензораCd :

£  = q + 2p  cos(p), £3 = q + 2p  cos(p + —n), £2 = 3q -  £  -  £3 .

11.2.5. Получение компонент главных удлинений к ; е М  : 

к ; = (ё; )1/2 е М , ; = 1,2,3.

11.2.6. Расчет плотности энергии деформации:

со= !3 = 1 ̂ 7(^  + к ?  + к 4i -  3 )+ g (J - 1)

12. Нахождение значения элемента к£ е Ж матрицы k e в точке (£,, r ,q ) :

kj  = дГ20О - ^ г ^  det J  ( i  r , ?),

где д 2 о  
дг дг]-

-  последний элемент со = о, до до 
дг ’ дrJ

д 2о
дг;- дг,- ' j /

13. Конец цикла по i .
14. Конец цикла по j  .
Предложенный подход двойного автоматического дифференцирования 

функции о  гарантированно формирует симметричную матрицу жесткости. 
При этом отсутствует необходимость аналитического вычисления второго 
тензора напряжений Пиолы-Киргофа, что является обязательной процеду­
рой в некоторых других конечно-элементных алгоритмах, решающих сход­
ный класс задач.

4. Численное моделирование механического поведения пневматических 
схватов

Для построения неструктурированных шестигранных сеток представ­
ленных в статье расчетных моделей использовались возможности ранее 
разработанного сеточного генератора [5]. Генератор относится к семейству 
методов на основе регулярной сетки и является универсальным с точки зре-



ния возможности использования в качестве исходных данных как объемно­
го (воксельного), так и STL-поверхностного представления геометрии мо­
дели. Примеры построенных шестигранных сеток изображены на рис.1б, 
2б, 3б. Для всех сгенерированных сеток выполнялись следующие условия 
по характеристикам качества ячеек [5]: минимальный нормированный яко­
биан больше 0.5, максимальная скошенность меньше 0.66, максимальное 
аспектное соотношение меньше 4.
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Рис.1. Задача деформирования пневматического схвата с тремя цилиндрическими 
камерами: схема строения (размерность мм) (а); неструктурированная шес­
тигранная сетка модели (б); первоначальная и конечная (деформированная) 
формы схвата с распределением компоненты деформации (в); значение уг­
ла наклона свободного конца схвата в зависимости от давления (г).

Функции плотности энергии деформации используемых при расчетах 
моделей материалов описаны ранее в разделе 2 .

Рассмотрим моделирование механического поведения пневматическо­
го схвата [11], схема строения которого приведена на рис.1а. Цилиндриче­
ская форма содержит три продольных цилиндрических камеры, закрытых 
с одного торца сплошной стенкой. Общая длина схвата -  65 мм, длина ци­
линдрических отверстий -  60 мм. Параметры модели Огдена, описываю­
щей упругие свойства материала: Ц1 = 0.024361 МПа, Ц2 = 6.6703 х 10-5 МПа, 

Цз = 4.5381 х 10-4 МПа, ^  = 1.7138, а 2 = 7.0679, аз = -3 .3659. Для обеспе­



чения устойчивости работы алгоритма значение Ц3 было задано с отрица­
тельным знаком [11]. При первоначальном расчете движения схвата вме­
сто модели Огдена использовалась соответствующая неогукова с парамет­
ром q 0 = 0.01218 МПа [11]. Под действием давления, подаваемого в одну 
из камер вплоть до значения 0.017 МПа, осуществляется поворот свобод­
ного конца схвата, при этом имеющая незначительную толщину внешняя 
стенка камеры значительно деформируется (рис.1в). На рис.1г приведены 
графики значений угла наклона свободного конца схвата относительно оси 
абсцисс, полученные алгоритмом ( 0 ) и по данным численного моделиро­
вания ( 0[1 1]) из работы [11]. Итоговые величины угла наклона практически 
совпадают, при этом согласно расчетам из [11] схват демонстрирует боль­
ший угол наклона в процессе промежуточных расчетов. Отметим, что ис­
пользование вместо модели Огдена, соответствующих моделей неогука и 
Муни-Ривлина [11], позволило провести расчеты только до значений дав­
ления в 0.006 МПа. На последующих шагах моделирования указанные ма­
териалы демонстрировали нефизичное поведение и компьютерная про­
грамма совершала аварийную остановку.

Схема строения (в разрезе) схвата, камера которого содержит три по­
перечные «гофрообразные» секции, изображена на рис.2а. В рамках конеч­
но-элементных вычислений рассматривалась половина модели схвата тол­
щиной 12 мм [14]. Согласно экспериментальным данным из [14] при незна­
чительных деформациях напечатанный с помощью 3D принтера материал 
схвата демонстрирует линейно-упругое поведение ( E = 15 МПа, v = 0.49). 
В процессе наращивания давления в камере вплоть до значения 0.15 МПа 
схват совершает изгибающее движение (рис 2в). Графики значения угла на­
клона свободного конца схвата относительно оси абсцисс, полученные ал­
горитмом (0 ) и по данным эксперимента ( 0exp) из [14], изображены на ри­
сунке 2г. Отмечается хорошее совпадение итоговых значений угла наклона 
близких к 66°, при этом для численного моделирования в [14] получено не­
сколько большее значение равное 69°.

Более сильная амплитуда изгиба схватом может быть достигнута за 
счет увеличения его общей длины и числа поперечных секций, а также до­
бавления в основание слоя нерастяжимого ортотропного материала. Рас­
смотрим схему строения схвата, изображенную на рис.3а. Камера схвата со­
стоит из 14 прямоугольных секций полых внутри и соединенных снизу об­
щим основанием, при этом в целях повышения свойств гибкости в основа­
ние схвата добавлен слой (5 мм) ортотропного материала, нерастяжимого 
вдоль оси абсцисс [15].
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(в)

1

О 0.08 р. МПа

(г)
Рис.2. Задача деформирования пневматического схвата с тремя поперечными сек­

циями: схема строения (размерность мм) (а); неструктурированная шести­
гранная сетка модели (б); первоначальная и конечная (деформированная) 
формы схвата с распределением компоненты деформации (в); значение угла 
наклона свободного конца схвата в зависимости от давления (г).

На начальном этапе деформации схвата численные результаты наибо­
лее близкие к экспериментальным показывает линейно-упругий материал 
( E = 12 МПа, v = 0.48) [15]. При наращивании давления внутри камеры 
схват приобретает изогнутую форму (рис.Зв). Решение задачи проведено 
вплоть до значения давления равного 0.1 МПа, при котором еще не наблю­
дается эффекта контакта поперечных перегородок. На рис.Зг приведены 
значения перемещения свободного конца схвата (по осям абсцисс и орди­

нат) для разработанного метода ( ux и Uy), а также численных ( w !^ , uly15̂ ) и

экспериментальных ( u Ххр, uyxp) данных из [15].

Контакт стенок секций камеры можно избежать, увеличив высоту пе­
регородки между секциями. Конструкция изображенного на рис.4а схвата, 
обладающего нулевым углом наклона секций камеры относительно его ос­
нования, создана по аналогии с примером из работы [10]. С учетом того, что
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в [10] не приводится исчерпывающих данных по схеме строения схвата, в 
данном исследовании были воспроизведены только некоторые его размер­
ные характеристики, такие как длина (140 мм), ширина (15 мм), высота 
(14.5 мм), толщина основания (3.5 мм) и др.

(в)

(б)

(г)
Рис.3. Задача деформирования пневматического схвата с нерастяжимым слоем: 

схема строения (размерность мм) (а); неструктурированная шестигранная 
сетка модели (б); первоначальная и конечная (деформированная) формы 
схвата с распределением компоненты перемещения (в); значение компонент 
перемещения свободного конца схвата в зависимости от давления (г).

Упругое поведение материала описывалось двукомпонентной моделью 
Йо с параметрами сю = 0.125 МПа и С20 = 0.0075 МПа. В задаче предпола­
галось действие силы тяжести по направлению оси ординат (рис.4а), значе­
ние плотности было принято равным 1080 гр/мм куб. На рис.4а изображена 
деформированная форма схвата по достижению давления в 0.09 МПа внут­
ри его камеры. Рис.4б демонстрирует величины угла наклона свободного 
конца схвата относительно оси ординат в зависимости от подаваемого дав­
ления, полученные алгоритмом (9 ) и по данным численного моделирова­
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ния ( 9[10]) из работы [10]. Данные рис.4б свидетельствуют о том, что разра­
ботанный схват, претерпевает аналогичный изгиб, что и в [10].

(а) (б)
Рис.4. Задача деформирования пневматического схвата с нулевым углом на­

клона секций относительно основания: первоначальная и конечная 
(деформированная) формы схвата (а); значение угла наклона свобод­
ного конца схвата в зависимости от давления (б).

Далее рассмотрим схват, обладающий 30° углом наклона секций каме­
ры относительно его основания. Для такого схвата в процессе деформиро­
вания, наряду с изгибом наблюдается эффект скручивания (рис.5а).

Проекции конечной формы ребра OA схвата (рис.5б) на плоскости OXY 
и OYZ изображены на рис.5в, г. Сравнение полученных алгоритмом значе­
ний координаты у  с численными ( у [10]) и экспериментальными данными

( Уexp) из [10] говорит о том, что разработанный схват демонстрирует в це­
лом схожий результат изменения формы, что и схват с аналогичным распо­
ложением поперечных секций из [10].

В целях сокращения времени расчета представленных квазистатических 
задач теории упругости, содержащих от 400 до 5000 вычислительных шагов, 
при решении системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) равно­
весия наряду с имеющейся внутри программного комплекса процедурой 
также применялся решатель, реализованный в виде внешней библиотеки, 
возможности которого описаны в [16]. В отличие от встроенного метода со­
пряженных градиентов, организующего параллельные вычисления на ядрах 
центрального процессора, в [16] для реализации данного и других методов 
используется технология CUDA, обеспечивающая доступ к вычислительным 
ресурсам графических процессоров видеокарт Nvidia. В табл.1 для каждой из 
задач представлена размерность N  матрицы СЛАУ, число ее ненулевых
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элементов n n z , а также средние значения времени в секундах и числа итера­
ций решения СЛАУ встроенной процедурой tcpu, I cpu и внешней библиоте­

кой tgpu, I gpu. Согласно показателю S = tcpu / tgpu использование решателя

на GPU позволило сократить время решения СЛАУ от 1.7 до 4.4 раза.

(а) (б)

(г)
Рис.5. Задача деформирования пневматического схвата с 30° углом наклона секций 

относительно основания: первоначальная и конечная (деформированная) 
формы схвата (а); начальное положение схвата относительно осей координат 
и вектора силы тяжести (б); проекции конечной формы ребра OA схвата на 
плоскости OXY (в) и OYZ (г).

Таблица 1. Временные затраты на решение СЛАУ

Задача деформирования схвата с N nnz t cpu t gpu S I cpu I gpu

3 цилиндрическими камерами [11] 39618 2673468 1.24 0.7 1.8 2020 2013
3 поперечными секциями [14] 159597 10443555 34.7 7.9 4.4 10614 11569
нерастяжимым слоем [15] 73887 4542129 2.1 1.2 1.8 3693 4065
нулевым углом наклона секций [10] 38937 2386521 4.7 2.7 1.7 7704 9874
30° углом наклона секций [10] 38397 2372373 8.8 4.2 2.1 14058 15604
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Вычисления осуществлены на ЭВМ со следующими характеристиками 
аппаратно-программного обеспечения: процессоры -  два восьмиядерных 
Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620 v4 с частотой 2.10 ГГц; оперативная память -  
64 ГБ, восемь 8 ГБ DIMM DDR4 с частотой 2667 МГц; видеокарта -  Nvidia 
GeForce RTX 2070, GDDR6 -  8Гб; технология CUDA -  версия 11.4.100.

5. Заключение
Продемонстрирована возможность применения построенного на основе 

МКЭ - формулировки в терминах ANCF метода для решения задач теории 
упругости, связанных с моделированием механического поведения пневма­
тических схватов. Рассмотренные примеры показывают в целом удовлетво­
рительную согласованность результатов, полученных разработанным мето­
дом, экспериментально и на основе других численных подходов. Показана 
надежность модели Огдена в части обеспечения устойчивости решения зада­
чи, включающей эффекты больших деформаций. Продемонстрированы осо­
бенности изменения формы схватов в зависимости от конструкции камеры. 
Тонкая стенка секций в камере ведет к их значительной деформации (набу­
ханию) и возникновению, в некоторых случаях, контактов между ними. При 
этом самоконтакта секций можно избежать, увеличив высоту перегородки 
между секциями. Прямое расположение секций камеры относительно осно­
вания схвата обеспечивает его изгиб, при косом расположении секций наря­
ду с изгибом также наблюдается эффект скручивания.

Предполагается дальнейшее развитие представленного метода в части 
решения задач контактного взаимодействия, в том числе связанных с модели­
рованием процессов фиксации (захвата) пневматическими схватами других 
упругих объектов с последующим сравнением полученных численных резуль­
татов с данными самостоятельно проведенных практических экспериментов. 
Также планируется организовать параллельную реализацию на графических 
процессорах видеокарт не только решателя СЛАУ, но и других частей алго­
ритма, таких как вычисление матрицы жесткости, контактных условий и др.
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