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СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

В работе используются следующие обозначения:
N — множество натуральных чисел;
R
n — стандартное евклидово пространство размерности n;

(x, y) — скалярное произведение векторов x, y ∈ R
n;

(

Dα
)

f — производная по Капуто порядка α функции f ;
Eρ(z, µ) — функция Миттаг–Лефлера;
E — единичная матрица;
‖x‖ =

√

x21 + . . .+ x2n — норма вектора x ∈ R
n;

Dr(z) = {x : ‖x− z‖ 6 r} — замкнутый шар радиуса r с центром
в точке z;

D0
r(z) = {x : ‖x− z‖ < r} — открытый шар радиуса r с центром

в точке z;
Sr(z) = {x : ‖x− z‖ = r} — сфера радиуса r с центром в точке z;
IntA — внутренность множества A;
coA — выпуклая оболочка множества A;
riA — относительная внутренность множества A;
H−, H+ — замкнутые полупространства, определяемые гипер-

плоскостью H;
|M | — число элементов конечного множества M ;
c(A,ϕ) — опорная функция множества A;
Γ — гамма-функция;
B(x, y) — бета функция.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Учебное пособие посвящено задачам преследования-уклонения
с участием одного или нескольких преследователей и одного или
нескольких убегающих. Данный класс задач относится к задачам
принятия решения в условиях конфликтного взаимодействия.

Теория конфликтно управляемых процессов представляет собой
интенсивно развивающийся раздел современной математики. В дан-
ной теории исследуются задачи управления динамическими процес-
сами в условиях конфликта, который предполагает наличие двух или
более сторон, способных воздействовать на процесс с противополож-
ными или несовпадающими целями. Такие динамические процессы,
моделируемые обыкновенными дифференциальными уравнениями,
называют также дифференциальными играми [1], термин был введен
Р. Айзексом — одним из основоположников теории дифференциаль-
ных игр. Развитие теории дифференциальных игр стимулировалось
наличием реальных прикладных задач конфликтного управления ме-
ханическими системами, в том числе военного применения, эконо-
мики, экологии, биологии и некоторых других областей. Становле-
ние теории дифференциальных игр относится к началу 60-х годов
XX века и связано с именами советских и зарубежных математиков
Н. Н. Красовского, Л. С. Понтрягина, Л. А. Петросяна, Б. Н. Пшенич-
ного, Р. Айзекса, У. Флеминга.

Одним из направлений развития современной теории дифферен-
циальных игр является исследования задач преследования-уклоне-
ния с участием группы участников, причем кроме углубления клас-
сических методов исследования, активно ведется поиск игровых за-
дач, к которым применимы ранее разработанные методы.

Хотя понятие дробной производной известно с XVIII века, в по-
следнее время дробное исчисление стало активной областью иссле-
дований. Дифференциальные уравнения с производной дробного по-
рядка описывают ряд явлений и процессов, таких как вязкоупру-
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гость, диффузия в пористых средах.
Учебное пособие как раз и направлено на знакомство студентов

с методами решения новых классов игровых задач — игр, описы-
ваемых уравнениями с дробными производными. В пособии рас-
сматриваются задачи простого преследования и задачи преследова-
ния с простой матрицей, описываемые уравнениями с производными
дробного порядка. При этом рассматриваются как геометрические,
так и интегральные ограничения на управления игроков. Умение ре-
шать данный класс игровых задач позволяет успешно перейти к на-
хождению решений в более сложных конфликтных ситуациях.



§ 1. Гамма-функция

Определение 1.1. Функция Γ: (0;+∞) → R
1 вида

Γ(µ) =

∫ +∞

0
sµ−1e−s ds

называется гамма-функцией.

Отметим некоторые свойства гамма-функции.

1. Γ(1) = 1. Действительно,

Γ(1) = lim
A→+∞

∫ A

0
e−s ds =

= lim
A→+∞

(−e−s)
∣

∣

∣

A

0
= lim

A→+∞

(

1− e−A
)

= 1.

2. Γ(µ+ 1) = µΓ(µ).

Доказательство.

Γ(µ+ 1) =

∫ +∞

0
sµe−s ds =

= lim
A→+∞

∫ A

0
sµe−s ds = lim

A→+∞

∫ A

0
sµ d(−e−s) =

= lim
A→+∞

(

−sµe−s
∣

∣

∣

A

0
+µ

∫ A

0
sµ−1e−s ds

)

=

= µ

∫ +∞

0
sµ−1e−s ds = µΓ(µ).

3. Если n — натуральное число, то Γ(n+ 1) = n!.

4. Γ(1−µ) ·Γ(µ) = π
sinπµ для всех µ ∈ (0; 1). Из данной формулы

следует, что Γ
(

1
2

)

=
√
π.
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5. Γ(z) · Γ
(

z + 1
2

)

=
√
π21−2zΓ(2z), z > 0.

6. Γ
(

n+ 1
2

)

= (2n)!
√
π

4n·n! , n ∈ N .

7. Γ(2z) = 22z−1√
π

· Γ(z) · Γ
(

z + 1
2

)

.

Определение 1.2. Функция B : (0,+∞)× (0,+∞) → R
1 вида

B(x, y) =

∫ 1

0
sx−1(1− s)y−1 ds

называет бета функцией.

Справедливо равенство

B(x, y) =
Γ(x) · Γ(y)
Γ(x+ y)

.



§ 2. Функция Миттаг–Леффлера

Определение 2.1. Пусть ρ > 0, µ ∈ R
1. Функция Eρ(z, µ) : R

1 → R
1

вида

Eρ(z, µ) =
+∞
∑

k=0

zk

Γ(kρ−1 + µ)

называется функцией Миттаг–Леффлера [11].

Отметим некоторые свойства данной функции

1. E1(z, 1) =
+∞
∑

k=0

zk

Γ(k+1) =
+∞
∑

k=0

zk

k! = ez.

2. Eρ(0, µ) =
1

Γ(µ) .

3. zE1/2(−z2, 2) = z
+∞
∑

k=0

(−z2)k

Γ(2k+2) =
+∞
∑

k=0

(−1)kz2k+1

(2k+1)! = sin z.

4. E1/2(−z2, 1) =
+∞
∑

k=0

(−z2)k

Γ(2k+1) =
+∞
∑

k=0

(−1)kz2k

(2k)! = cos z.

5. E1(z, 2) =
ez−1
z .

6. Eρ(z, µ) =
1

Γ(µ) + zEρ

(

z, µ + 1
ρ

)

.

7.
∫ z
0 Eρ(λt

1/ρ, µ)tµ−1 dt = zµEρ(λz
1/ρ, µ + 1), µ > 0.

8. 1
Γ(µ)

∫ z
0 (z − t)µ−1eλt dt = zµE1(λz, µ + 1), µ > 0.

9. 1
Γ(α)

∫ z
0 (z− t)α−1Eρ(λt

1/ρ, µ)tµ−1 dt = zµ+α−1Eρ(λz
1/ρ, µ+α),

µ > 0.

10. d
dtE1/α(at

α, 1) = atα−1E1/α(at
α, α).

11. E′
ρ(z, µ) =

∞
∑

k=0

(1+k)zk

Γ(ρ(1+k)+µ) .
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Теорема 2.1 (см. [37, теорема 1.2.1, с. 12]).
1. Пусть ρ > 1, µ > 0, m — натуральное число. Тогда при z → −∞
справедлива следующая асимптотическая оценка

Eρ(z, µ) = −
m
∑

k=1

z−k

Γ
(

µ− k
ρ

) +O

(

1

|z|m+1

)

.

2. Пусть ρ ∈
(

1
2 , 1
]

, µ > 0, m — натуральное число. Тогда при

z → ±∞ справедлива следующая асимптотическая оценка

Eρ(z, µ) = −ρzρ(1−µ) exp(zµ)−
m
∑

k=1

z−k

Γ
(

µ− k
ρ

) +O

(

1

|z|m+1

)

.

Теорема 2.2 (см. [37, теорема 4.1.1, с. 101]). Пусть α ∈ (0, 1). Тогда

E 1
α
(z, α) > 0 для всех z ∈ R

1.



§ 3. Производная по Капуто

Определение 3.1 ([55]). Пусть n — натуральное число, q ∈ (n− 1;n),
функция f : [0;+∞) → R

1, такая что функция f (n−1) является абсо-
лютно-непрерывной на [0;+∞). Производной по Капуто порядка q
функции f называется функция

(

Dq
)

f : [0;+∞) → R
1 вида

(

Dq
)

f(t) =
1

Γ(n− q)

∫ t

0

f (n)(s)

(t− s)q−n+1
ds,

где Γ — гамма-функция.

Замечание 3.1. Если q ∈ (0; 1), то получаем

(

Dq
)

f(t) =
1

Γ(1− q)

∫ t

0

f ′(s)
(t− s)q

ds.

Рассмотрим несколько примеров.

Пример 3.1. Пусть f(t) = const для всех t > 0, q ∈ (0; 1). Тогда
(

Dq
)

f(t) = 0 для всех t > 0.

Пример 3.2. Пусть f(t) = t, q ∈ (0; 1). Тогда

(

Dq
)

f(t) =
1

Γ(1− q)

∫ t

0

1

(t− s)q
ds =

t1−q

(1− q)Γ(1 − q)
=

t1−q

Γ(2− q)
.

При q = 1
2 получаем, что

(

D1/2
)

f(t) = 2
√
t√
π
.

Отметим, что lim
q→1−0

(

Dq
)

f(t) = 1.

Пример 3.3. Пусть f(t) = t2, q ∈ (1; 2). Тогда

(

Dq
)

f(t) =
1

Γ(2− q)

∫ t

0

2

(t− s)q−1
ds =

2t2−q

Γ(3− q)
.

При q = 3
2 получим (D3/2)f(t) = 4t3/2√

π
.

Отметим, что lim
q→1+0

(Dq)f(t) = 2t.
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Пример 3.4. Пусть f(t) =
√
t, q = 1

2 . Тогда

(

D1/2
)

f(t) =
1√
π

∫ t

0

ds

2
√
s
√
t− s

=
1

2
√
π

∫ t

0

ds√
ts− s2

=

√
π

2
.

Теорема 3.1. Пусть n ∈ N , α ∈ (n− 1, n), p > n− 1. Тогда

(

Dα
)

tp =
Γ(p + 1)

Γ(p− α+ 1)
· tp−α.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению производной по Капу-
то имеем

(

Dα
)

tp =
1

Γ(n− α)

∫ t

0

(sp)(n)

(t− s)α+1−n
ds =

=
1

Γ(n− α)

∫ 1

0

Γ(p+ 1)

Γ(p− n+ 1)
sp−n(t− s)n−α−1 ds

Сделаем в последнем интеграле замену s = yt. Тогда

(

Dα
)

tp =
1

Γ(n− α)
· Γ(p+ 1)

Γ(p− n+ 1)

∫ 1

0
tp−αyp−n(1− y)n−α−1 dy =

=
1

Γ(n− α)
· Γ(p+ 1)

Γ(p− n+ 1)
tp−αB(p− n+ 1, n − α) =

=
1

Γ(n− α)
· Γ(p+ 1)

Γ(p− n+ 1)
tp−α · Γ(p− n+ 1)Γ(n − α)

Γ(p + 1− α)
=

=
Γ(p+ 1)tp−α

Γ(p+ 1− α)
.

Теорема доказана.

Теорема 3.2. Пусть число α > 0 и функции f1, f2 : [0,+∞) → R
1

такие, что существуют
(

Dα
)

f1,
(

Dα
)

f2. Тогда для любых кон-

стант c1, c2 ∈ R
1 существует

(

Dα
)

(c1f1 + c2f2) и справедливо ра-

венство
(

Dα
)

(c1f1 + c2f2) = c1
(

Dα
)

f1 + c2
(

Dα
)

f2.
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Справедливость данного утверждения сразу следует из определе-
ния производной и линейности интеграла.

Замечание 3.2. Для производной по Капуто формула

(

Dα
)

f · g = g ·
(

Dα
)

f + f
(

Dα
)

· g

в общем случае неверна.
Пусть f(t) = g(t) = t, α = 1

2 . Тогда
(

D1/2
)

t = 2
√
t√
π

и поэтому

g ·
(

Dα
)

f + f
(

Dα
)

· g =
4
√
t3√
π

.

В то время как
(

D1/2
)

t2 = 8
√
t3

3
√
π
.

Упражнения.
3.1. Вычислить

(

D1/3
)

t.
3.2. Вычислить

(

D3/2
)

t2.
3.3. Вычислить

(

Dq
)

et, q ∈ (0; 1).
3.4. Вычислить

(

Dq
)

et, q ∈ (1; 2).
3.5. Вычислить

(

D5/2
)

t3.
3.6. Вычислить

(

D3/4
)

t2.
3.7. Вычислить

(

D1/2
)(

D1/2
)

t.
3.8. Вычислить

(

D3/2
)(

D1/2
)

t2.
3.9. Вычислить

(

D3/2
)(

D3/2
)

t3.
3.10. Вычислить

(

D1/2
)(

D1/2
)(

D1/2
)

t2.
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§ 4. Формула Коши

Пусть n — натуральное число, q ∈ (n−1;n). Рассмотрим систему
дифференциальных уравнений вида

(

Dq
)

z = Az + f(t), (4.1)

где z ∈ R
k, A — квадратная матрица порядка k×k, а вектор-функция

f : [0;+∞) → R
k непрерывна.

При t = 0 заданы начальные условия

z(0) = z00 , ż(0) = z01 , . . . , z(n−1)(0) = z0n−1. (4.2)

Тогда решением задачи Коши (4.1)-(4.2) является вектор-функция z
вида [51]

z(t) =
n−1
∑

l=0

tlE1/q(At
q, l + 1)z0l +

+

∫ t

0
(t− s)q−1E1/q

(

A(t− s)q, q
)

f(s) ds. (4.3)

При q ∈ (0; 1) формула (4.3) принимает вид

z(t) = E1/q(At
q, 1)z00 +

∫ t

0
(t− s)q−1E1/q

(

A(t− s)q, q
)

f(s) ds. (4.4)

Если A — нулевая матрица, то формула (4.3) принимает вид

z(t) =

n−1
∑

l=0

tlz0l
l!

+
1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1f(s) ds.

Если A = 0, q ∈ (0; 1), то

z(t) = z00 +
1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1f(s) ds. (4.5)

Рассмотрим несколько примеров.
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Пример 4.1. Рассмотрим задачу Коши

(

D1/2
)

z =
√
t, z(0) = 1.

Применяя формулу (4.5), получаем

z(t) = 1 +
1

Γ
(

1
2

)

∫ t

0

√
s√

t− s
ds = 1 +

1

Γ
(

1
2

)

∫ t

0

√

s

t− s
ds.

Сделаем замену s
t−s = y2. Тогда

z(t) = 1 +
2t√
π

∫ +∞

0

y2

(y2 + 1)2
dy = 1 +

2t√
π
· π
4
= 1 +

√
πt

2
.

Пример 4.2. Рассмотрим задачу Коши

(

D2/3
)

z = t, z(0) = 0.

Применяя формулу (4.5), получаем

z(t) =
1

Γ
(

2
3

)

∫ t

0
s(t− s)−

1
3 ds.

Сделав замену t− s = y3, получим

z(t) =
t2

2Γ
(

2
3

) .

Пример 4.3. Рассмотрим задачу Коши

(

Dq
)

z = z, z(0) = 1, q ∈ (0; 1).

Применяя формулу (4.4), получаем z(t) = E1/q(t
q, 1).
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Пример 4.4. Рассмотрим задачу Коши

(

Dq
)

z = z + t, z(0) = 1, q ∈ (0; 1).

Применяя формулу (4.3), получаем

z(t) = E1/q(t
q, 1) +

∫ t

0
(t− s)q−1E1/q

(

(t− s)q, q
)

s ds.

Пример 4.5. Рассмотрим задачу Коши

(

D1/2
)

z = f(t), z(0) = 0, f(t) =

{

1, t ∈ [0; 1),

t, t > 1.

Если t ∈ [0; 1), то

z(t) =
1

Γ(1/2)

∫ t

0

ds√
t− s

=
2
√
t√
π
.

Пусть t > 1. Тогда

z(t) =
1√
π

∫ 1

0

ds√
t− s

+
1√
π

∫ t

1

s√
t− s

ds =

=
2√
π

(
√
t−

√
t− 1

)

+
2(2t + 1)

√
t− 1

3
√
π

.

Упражнения.
4.1. Решить задачу Коши

(

D1/2
)

z =
3
√
t, z(0) = 0.

4.2. Решить задачу Коши

(

D1/2
)

z =

(

1 0
0 1

)

z, z(0) =

(

0
1

)

.
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4.3. Решить задачу Коши

(

D1/2
)

z =

(

0 1
0 0

)

z, z(0) =

(

0
1

)

.

4.4. Решить задачу Коши

(

D1/2
)

z =

(

0 0
0 q

)

z, z(0) =

(

−1
2

)

.

4.5. Решить задачу Коши

(

D1/2
)

z =

(

q 0
0 1

)

z +

(

1
2

)

, z(0) =

(

−2
1

)

.

4.6. Решить задачу Коши (q ∈ (0; 1))

(

Dq
)

z =

(

0 0
0 1

)

z +

(

−1
1

)

, z(0) =

(

−1
2

)

.



§ 5. Простое преследование на плоскости при геометрических
ограничениях

В данном параграфе рассмотрим наиболее простые модели пре-
следования, а именно, дифференциальные игры на плоскости с двумя
участниками: преследователем P и убегающим E. Местоположение
преследователя в момент t будем обозначать x(t), а местоположение
убегающего в момент t — через y(t).

Пусть p, q ∈ (0; 1). Закон движения преследователя P имеет вид
(

Dq
)

x = u, x(0) = x0, ‖u‖ 6 α. (5.1)

Закон движения убегающего E имеет вид

(Dp)y = v, y(0) = y0, ‖v‖ 6 β. (5.2)

Здесь x = (x1, x2), y = (y1, y2), u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ R
2.

Если преследователь P выбирает некоторую вектор-функцию u(t)
(функцию u называют управлением преследователя), то положение
преследователя P в момент t определяется следующим образом

x(t) = x0 +
1

Γ(q)

∫ t

0

u(s)

(t− s)1−q
ds.

Если убегающий выбирает некоторую функцию v(t) (функцию v на-
зывают управлением убегающего), то положение убегающего в мо-
мент t определяется следующим образом

y(t) = y0 +
1

Γ(p)

∫ t

0

v(s)

(t− s)1−p
ds.

Пример 5.1. Пусть x0 = (1; 0), u(t) = (1;−1) для всех t > 0. Тогда

x(t) =

(

1
0

)

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(

1
−1

)

ds

(t− s)1−q
=

(

1 + tq

Γ(q+1)

− tq

Γ(q+1)

)

.
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Пример 5.2. Пусть y0 = (0; 0),

v(t) =

{

(1; 0), t ∈ [0; 1],

(0;−1), t ∈ (1;+∞).

Тогда для t ∈ [0; 1] получаем

y(t) =

(

0
0

)

+
1

Γ(p)

∫ t

0

(

1
0

)

ds

(t− s)1−p
=

(

tp

Γ(p+1)

0

)

.

В момент t = 1 убегающий будет находиться в точке
(

1
Γ(p+1) ; 0

)

. Для
t > 1

y(t) =
1

Γ(p)

∫ 1

0

(

1
0

)

ds

(t− s)1−p
+

1

Γ(p)

∫ t

1

(

0
−1

)

ds

(t− s)1−p
=

=

(

tp−(t−1)p

Γ(p+1)

− (t−1)p

Γ(p+1)

)

.

Предположим, что убегающий E использует постоянное управ-
ление v(t) = v0, ‖v0‖ = β, которое известно преследователю P . Най-
дем условия, при которых найдутся постоянное управление u(t) = u,
‖u‖ = α, и момент T > 0, для которых будет выполнено равенство
x(T ) = y(T ) (преследователь P осуществляет поимку убегающе-
го E).

Будем считать, что α > β, p > q. Тогда

y(t) = y0 +
tq

Γ(q + 1)
v0, x(t) = x0 +

tp

Γ(p+ 1)
u.

Получаем уравнение относительно u и t.

y0 +
tq

Γ(q + 1)
v0 = x0 +

tp

Γ(p+ 1)
u. (5.3)
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Обозначим z0 = y0 − x0, γ = Γ(p+1)
Γ(q+1) . Тогда уравнение (5.3) предста-

вимо в виде

u =
z0
tp

+
tqγv0
tp

.

Потребуем, чтобы управление u удовлетворяло условию ‖u‖ = α.
Получаем уравнение для нахождения t.

α =
∥

∥

∥

z0
tp

+ tq−pγv0

∥

∥

∥
, или α2 =

∥

∥

∥

z0
tp

+ tq−pγv0

∥

∥

∥

2
.

Последнее уравнение представимо в виде

‖z0‖2t−2p + 2γtq−2p(z0, v0) + t2q−2pγ2‖v0‖2 − α2 = 0.

Умножив обе части уравнения на t2p, получим уравнение

t2qγ2‖v0‖2 − α2t2p + 2γtq(v0, z0) + ‖z0‖2 = 0.

Рассмотрим функцию

f(t) = t2qγ2‖v0‖2 − α2t2p + 2γtq(v0, z0) + ‖z0‖2, f(0) = ‖z0‖2.

1. p > q. Тогда lim
t→+∞

f(t) = −∞. Поэтому уравнение f(t) = 0 име-

ет хотя бы один положительный корень T . Следовательно, в данном
случае преследователь P осуществит поимку убегающего E, выби-
рая свое управление u в виде

u =
z0
T p

+
T qγv0
T p

= z0T
−p + T q−pγv0.

2. p = q. В этом случае γ = 1. Функция f имеет вид

f(t) = t2q
(

‖v0‖2 − α2
)

− 2tq(z0, v0) + ‖z0‖2.

Из предположения следует, что ‖v0‖2 = β2 6 α2.
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2. a) α = β. Уравнение f(t) = 0 будет иметь вид

−2tp(z0, v0) = ‖z0‖2.

Поэтому оно имеет положительный корень T тогда и только тогда,
когда (z0, v0) < 0. При этом

T =

(

− ‖z0‖2
2(z0, v0)

)
1
p

,

а управление u преследователя P , гарантирующее поимку в мо-
мент T , будет иметь вид

u = v0 +
z0
T p

. (5.4)

2. b) α > β. Тогда ‖v0‖2−α2 < 0, и поэтому lim
t→+∞

f(t) = −∞. Сле-

довательно, уравнение f(t) = 0 имеет хотя бы один положительный
корень T . Управление u преследователя P , гарантирующего поимку
в момент T , будет иметь вид (5.4).

Рассмотрим далее ситуацию, при которой убегающий использует
произвольное управление. Пусть функция v(t) является управлением
убегающего E, t ∈ [0;+∞). Назовем предысторией vt(·) управления
убегающего в момент t сужение функции v на [0; t].

Определение 5.1. Квазистратегией U преследователя P называется
отображение U , ставящее в соответствие начальным позициям x0, y0

и предыстории vt(·) управления v(·) убегающего E измеримую функ-
цию u : [0;∞) → Dα(0).

Обозначим данную игру G(x0, y0).

Определение 5.2. В игре G(x0, y0) происходит поимка, если суще-
ствуют момент T > 0 и квазистратегия U преследователя P такие,
что для любой измеримой функции v : [0;+∞) → Dβ(0) найдется
момент T0 ∈ [0;T ] для которого x(T0) = y(T0).
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Теорема 5.1. Пусть α > β, p = q. Тогда в игре G(x0, y0) происходит

поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим z0 = x0 − y0. Пусть v(·) —
произвольное управление убегающего. Задаем управление преследо-
вателя P следующим образом

u(t) = v(t)− z0

‖z0‖(α− β). (5.5)

Тогда

‖u(t)‖ =

∥

∥

∥

∥

v(t)− z0

‖z0‖(α− β)

∥

∥

∥

∥

6 ‖v(t)‖+ α− β 6 β + α− β = α.

Следовательно, управление u(·) является допустимым для преследо-
вателя P . Из уравнений (5.1), (5.2) имеем

x(t)− y(t) = x0 − y0 +
1

Γ(p)

∫ t

0
(t− s)p−1(u(s)− v(s)) ds.

Используя (5.5), получим

x(t)− y(t) =

= z0 − 1

Γ(p)

∫ t

0
(t− s)p−1 z0

‖z0‖(α− β) ds = z0
(

1− tp(α− β)

Γ(p+ 1)‖z0‖

)

.

Взяв к качестве

T = T0 =

(‖z0‖Γ(p+ 1)

α− β

)
1
p

,

получим, что x(T0) = y(T0). Это и означает, что в игре G(x0, y0)
происходит поимка. Теорема доказана.
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Отметим, что при данном способе преследования поимка про-
исходит в один и тот же момент времени T0, хотя в ряде случаев
поимка могла произойти раньше из-за нерационального поведения
убегающего.

Рассмотрим еще один способ преследования. Считаем, что p = q,
α > β. Предположим, что убегающий E в процессе игры использует
постоянное управление v, ‖v‖ 6 β. Попытаемся найти для пресле-
дователя P такое постоянное управление u, ‖u‖ 6 α, при котором
поимка произойдет за минимальное время.

Из систем (5.1), (5.2) при фиксированных u, v имеем

z(t) = x(t)− y(t) = z0 +
tp

Γ(p + 1)
(u− v).

Приравняв z(t) к нулю, получим

z0 +
tp

Γ(p+ 1)
(u− v) = 0.

Обозначим z1 = Γ(p+ 1)z0. Отсюда

z1 − tpv = −tpu, ‖u‖ 6 α. (5.6)

Уравнение (5.6) будет разрешимо относительно u, если выполнено
неравенство ‖z1−tpv‖ 6 tpα. Возводя последнее неравенство в квад-
рат, получаем неравенство

‖z1 − tpv‖2 6 α2t2p.

Так как ‖z‖2 = (z, z), то получаем неравенство

(z1 − tpv, z1 − tpv) 6 α2t2p или

(α2 − ‖v‖2)t2p + 2tp(z1, v)− ‖z1‖2 > 0. (5.7)
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Рассмотрим квадратное уравнение

(α2 − ‖v‖2)τ2 + 2(z1, v)τ − ‖z1‖2 = 0.

Данное уравнение имеет два корня

τ1,2 =
−(z1, v) ±

√

(z1, v)2 + ‖z1‖2(α2 − ‖v‖2)
α2 − ‖v‖2 .

Так как α2 − ‖v‖2 > 0, то корни разных знаков, положительным
корнем будет

T (z0, v) =
−(z1, v) +

√

(z1, v)2 + ‖z1‖2(α2 − ‖v‖2)
α2 − ‖v‖2 .

Поэтому неравенство (5.7) будет справедливо при любом

t >
(

T (z0, v)
)

1
p .

Найдем максимальное значение
(

T (z0, v)
)

1
p . Если зафиксировать

‖v‖, то наибольшее значение величины
(

T (z0, v)
)

1
p достигается при

v = − z1
‖z1‖‖v‖. Тогда

(

T (z0, v)
)

1
p=

(‖z1‖‖v‖+
√

‖z1‖2‖v‖2 + ‖z1‖2(α2 − ‖v‖2)
α2 − ‖v‖2

)
1
p

=

=

(‖z1‖(α + ‖v‖)
α2 − ‖v‖2|

)
1
p

=

( ‖z1‖
α− ‖v‖

)
1
p

.

Так как ‖v‖ 6 β, то

(

T (z0, v)
)

1
p6

( ‖z1‖
α− β

)
1
p

= T (z0). (5.8)

23



Таким образом, из (5.6) получаем

z1 + T (z0, v)(u − v) = 0 или u = v − z1
T (z0, v)

.

Подставляя управление v(·) в систему (5.2), а управление u(·) в си-
стему (5.1), получим

z(t) = x(t)− y(t) = z0 − 1

Γ(p)

∫ t

0
(t− s)p−1 z1

T (z0, v(s))
ds.

Так как z1 = z0Γ(p+ 1), то

z(t) = z0 − z0
∫ t

0

p(t− s)p−1

T (z0, v(s))
ds = z0

(

1−
∫ t

0

p(t− s)p−1

T (z0, v(s))
ds

)

.

Рассмотрим функцию

h(t) = 1−
∫ t

0

p(t− s)p−1

T (z0, v(s))
ds.

Тогда h(0) = 1, и функция h является непрерывной. Используя нера-
венство (5.8), имеем

∫ t

0

p(t− s)p−1

T (z0, v(s))
ds >

∫ t

0

p(t− s)p−1

T (z0)
ds =

tp

T (z0)
.

Поэтому

h(t) 6 1− tp

T (z0)
.

Из последнего неравенства и свойств функции h следует, что суще-

ствует момент τ ∈
(

0;
(

T (z0)
)

1
p
]

, для которого h(τ) = 0. Значит,
z(τ) = 0. Это и означает, что преследователь P осуществил поимку
убегающего E.
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Замечание 5.1. Знание преследователем P управления убегающе-
го E позволяет преследователю P при неудачном управлении убе-

гающего E завершить поимку раньше момента
(

T (z0)
)

1
p .

Пример 5.3. Пусть p = 1
2 , α = 2, β = 1, x0 = (0; 0), y0 = (−1; 0).

Тогда z0 = (1; 0), T (z0) = π
4 ,
(

T (z0))2 = π2

16 . Пусть убегающий
использует постоянное управление v(t) = (1; 0), а преследователь
управление u(t) = (−2; 0). Тогда

z(t) =

(

1
0

)

+
1

Γ(1/2)

∫ t

0
(t− s)−1/2

(

−3
0

)

ds =

(

1− 6
√
t√
π

0

)

,

поэтому поимка произойдет в момент τ = π
36 . Отметим, что π

36 < π2

16 .

Упражнения.
5.1. Дано p, q ∈ (0; 1), p > q, x0 = (0; 0), y0 = (2; 3), v = (−1, 0),

α = β = 1.
Сможет ли P осуществить поимкуE, если будет использовать по-

стоянное управление u0 вида: а) u0 = (1, 0); б) u0 =
(√

2/2,
√
2/2
)

?
5.2. Дано p, q ∈ (0; 1), p = q, x0 = (2; 2), y0 = (4; 0),

v(t) =

{

(−1; 0), t ∈ [0; 1],

(0; 1), t > 1

Сможет ли P осуществить поимку E, если a) α = β = 1, b) α = 2,
β = 1?

5.3. Дано p, q ∈ (0; 1), p = q, x0 = (0; 0), y0 = (2; 3), α = 2,
β =

√
2,

v(t) =

{

(−1; 1), t ∈ [0; 2],

(1;−1), t > 2.

Найти u, гарантирующее P поимку E.
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§ 6. Простое преследование на плоскости при интегральных
ограничениях

В данном параграфе, в отличии от предыдущего, будем рассмат-
ривать задачи преследования на плоскости с участием преследовате-
ля P и убегающего E, при условии, что на их управления наложены
интегральные ограничения.

Определение 6.1. Функция g : [0;+∞) → R
1 принадлежит классу

L2([0;+∞)), если она измерима по Лебегу и
∫ +∞

0
g2(t)dt < +∞.

Определение 6.2. Функция g : [0;+∞) → R
k принадлежит классу

L2([0;+∞)), если она измерима по Лебегу и
∫ +∞

0

(

g21(t) + . . .+ g2k(t)
)

dt < +∞, (6.1)

где g(t) = (g1(t), . . . , gk(t)).

Если использовать в R
k норму вида ‖a‖ =

√

a21 + . . .+ a2k,

то неравенство (6.1) можно переписать в виде
∫ +∞

0
‖g(t)‖2dt < +∞.

В пространстве L2([0;+∞)) можно ввести норму (обозначаемую
‖ · ‖2) следующим образом

‖g‖2 =

(
∫ +∞

0
‖g(t)‖2 dt

)1/2

.

Если g : [0;+∞) → R
1, то

‖g‖2 =

(
∫ +∞

0
g2(t)dt

)1/2

.
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Рассмотрим задачу преследования двух лиц на плоскости R
2. Ме-

стоположение преследователя в момент t будем обозначать x(t), а ме-
стоположение убегающего в момент t через y(t).

Пусть p, q ∈ (0; 1). Закон движения преследователя P имеет вид

(Dq)x = u, x(0) = x0, ‖u‖2 6 α. (6.2)

Закон движения убегающего E имеет вид

(Dp)y = v, y(0) = y0, ‖v‖2 6 β. (6.3)

Здесь x = (x1, x2), y = (y1, y2), u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ R
2,

‖u‖2 =
(

+∞
∫

0

(

u21(t)+u22(t)
)

dt

)1/2

, ‖v‖2 =

(

+∞
∫

0

(

v21(t)+v22(t)
)

dt

)1/2

.

Если преследователь P выбирает некоторую вектор-функцию u(t)
(функцию u называют управлением преследователя), то положение
преследователя P в момент t определяется следующим образом

x(t) = x0 +
1

Γ(q)

∫ t

0

u(s)

(t− s)1−q
ds.

Если убегающий выбирает некоторую функцию v(t) (функцию v на-
зывают управлением убегающего), то положение убегающего в мо-
мент t определяется следующим образом

y(t) = y0 +
1

Γ(p)

∫ t

0

v(s)

(t− s)1−p
ds.

Определение 6.3. Квазистратегией U преследователя P называется
отображение U , ставящее в соответствие начальным позициям x0, y0,
предыстории vt(·) управления v(·) убегающего E измеримую функ-
цию u : [0;∞) → R

2 такую, что ‖u‖2 6 α.
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Обозначим данную игру G(x0, y0).

Определение 6.4. В игре G(x0, y0) происходит поимка, если суще-
ствуют момент T > 0 и квазистратегия U преследователя P такие,
что для любой измеримой функции v : [0;+∞) → R

2, ‖v‖2 6 β,
найдется момент T0 ∈ [0, T ], для которого x(T0) = y(T0).

Лемма 6.1. Пусть A > 0, B > 0, q ∈
(

1
2 ; 1). Тогда существуют

момент T > 0 и функция f : [0;T ] → R
1 такие, что

∫ T

0
f2(s) ds = A,

∫ T

0
(T − s)q−1f(s) ds = B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем искать функцию f в виде

f(s) =
K

(T − s)1−q
для всех s ∈ [0;T ],

где K — числовой параметр, который будет определен ниже. Тогда

∫ T

0
f2(s) ds =

∫ T

0

K2

(T − s)2−2q
ds =

K2 · T 2q−1

2q − 1
,

∫ T

0
f(s)(T − s)q−1 ds =

∫ T

0
K(T − s)2q−2 ds =

K · T 2q−1

2q − 1
.

Получаем систему







K2·T 2q−1

2q−1 = A,

K·T 2q−1

2q−1 = B.

Отсюда K =
A

B
, T =

(

B2(2q − 1)

A

)
1

2q−1

. Лемма доказана.
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Лемма 6.2. Пусть A > 0, B > 0. Тогда существуют момент T > 0
и функция f : [0;T ] → R

1 такие, что

∫ T

0
f2(s) ds = A,

∫ T

0

f(s)√
T − s

ds = B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем искать функцию f в виде f(s) =
= eas, s ∈ [0;T ], a > 0 — числовой параметр, который будет опреде-
лен ниже. Тогда

∫ T

0
f2(s) ds =

∫ T

0
e2as ds =

e2aT − 1

2a
,

∫ T

0

f(s)√
T − s

ds =

∫ T

0

eas√
T − s

ds = 2eaT g(T ),

где g(T ) =
∫

√
T

0 e−ay2 dy (сделана замена y =
√
T − s). Преобразуем

функцию g. Сделаем замену t =
√
ay. Получаем

∫

√
T

0
e−ay2 dy =

1√
a

∫

√
aT

0
e−t2 dt.

Следовательно,
∫ T

0

f(s)√
T − s

ds =
2eaT√

a
G(T ), где G(T ) =

∫

√
aT

0
e−t2 dt.

Получаем систему










e2aT−1
2a = A,

2eaT√
a
G(T ) = B.

Отсюда eaT = B
√
a

2G(T ) , и тогда первое уравнение представимо в виде

B2

8G2(T )
− 1

2a
= A. (6.4)
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Выберем â > 0 так, чтобы выполнялось неравенство B2

2π − 1
2â < 0.

Тогда

lim
T→+∞

(

B2

8G2(T )
− 1

2â

)

=
B2

2π
− 1

2â
< 0,

lim
T→+0

(

B2

8G2(T )
− 1

2â

)

= +∞.

Поэтому существует T̂ > 0, являющийся решением уравнения (6.4).
Лемма доказана.

Лемма 6.3. Пусть A > 0, B > 0, q ∈
(

0; 12
)

. Тогда существуют

момент T > 0 и функция f : [0;T ] → R
1 такие, что

∫ T

0
f2(s) ds = A,

∫ T

0
(T − s)q−1f(s) ds = B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n — натуральное число такое, что
1− q < n

n+1 . Обозначим p = 1− q. Будем искать функцию f в виде

f(s) =
K

(T − s)
p
n

, s ∈ [0;T ],

K — числовой параметр, который будет определен ниже. Тогда

∫ T

0
f2(s) ds =

∫ T

0

K2

(T − s)
2p
n

ds =
K2 · T 1− 2p

n n

n− 2p
,

∫ T

0

f(s)

(T − s)p
ds =

∫ T

0

K

(T − s)p+
p
n

ds =
K · T 1−p− p

nn

n− np− p
.

Получаем систему
{

K2 · T 1− 2p
n = A′, где A′ = A(n−2p)

n ,

K · T 1−p− p
n = B′, где B′ = B(n−np−p)

n .
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Отсюда

K =
B′

T 1−p− p
n

.

Подставляя K в первое уравнение, получаем T 2p−1 = A′

(B′)2
. Следо-

вательно,

T =

(

A′

(B′)2

)
1

2p−1

.

По T находим K . Лемма доказана.

Теорема 6.1. Пусть α > β, p = q. Тогда в игре G(x0, y0) происходит

поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим z0 = x0 − y0. Пусть v(·) —
произвольное управление убегающего E. Задаем управление пресле-
дователя P следующим образом

u(t) = v(t)− z0

‖z0‖f(t), t ∈ [0;T ].

Функция f и момент T будут определены ниже. Тогда из систем (6.2),
(6.3) имеем

z(t) = x(t)− y(t) = z0 +
1

Γ(p)

∫ t

0
(t− s)p−1(u(s)− v(s)) ds =

= z0 − 1

Γ(p)

∫ t

0
(t− s)p−1 z0

‖z0‖f(s) ds =

=
z0

‖z0‖Γ(p)

(

‖z0‖Γ(p)−
∫ t

0
(t− s)p−1f(s) ds

)

.

Число T и функцию f выберем так, чтобы выполнялись следую-
щие равенства

∫ T

0
f2(s) ds = (α− β)2, ‖z0‖Γ(p) =

∫ T

0
(T − s)p−1f(s) ds.
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В силу лемм 6.1–6.3 решение данной системы существует. Считая,
что f(s) = 0 при s > T , получаем, что ‖f‖2 = α− β. Тогда

‖u‖2 = ‖v − z0

‖z0‖f‖2 6 ‖v‖2 + ‖f‖2 6 β + α− β = α.

Поэтому управление u будет допустимым. Тогда z(T ) = 0. Это и оз-
начает, что в игре G(x0, y0) происходит поимка. Теорема доказана.



§ 7. Задача простого группового преследования в игре с дробны-
ми производными и геометрическими ограничениями на управ-
ления

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная

игра n+1 лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и убегающего E. Закон
движения каждого из преследователей Pi имеет вид

(

Dq
)

xi = ui, xi(0) = x0i , ui ∈ Ui. (7.1)

Закон движения убегающего E имеет вид

(

Dq
)

y = v, y(0) = y0, v ∈ V. (7.2)

Здесь xi, y, ui, v ∈ R
k, Ui, V — выпуклые компакты R

k, q ∈ (0; 1),
i ∈ I = {1, . . . , n}.

Будем предполагать, что убегающий E в каждый момент t выби-
рает значение своей функции v(t) и сообщает о своем выборе каж-
дому из преследователей.

Пусть функция v(t), t ∈ [0;+∞), является управлением убегаю-
щего E. Назовем предысторией vt(·) управления убегающего в мо-
мент t сужение функции v на [0; t].

Определение 7.1. Квазистратегией Ui преследователя Pi называет-
ся отображение Wi, ставящее в соответствие начальным позициям
x01, . . . , x

0
n, y

0, предыстории vt(·) управления v(·) убегающего E из-
меримую функцию ui : [0;∞) → Ui.

Обозначим данную игру G(n + 1).

Определение 7.2. В игре G(n + 1) происходит поимка, если суще-
ствуют момент T > 0, квазистратегия Ui, i ∈ I , преследователей Pi,
i ∈ I , такие, что для любой измеримой функции v : [0;+∞)→ V най-
дутся момент T0 ∈ [0;T ] и номер l ∈ I , для которых xl(T0) = y(T0).
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Введем новые переменные zi = xi−y. Тогда вместо систем (7.1),
(7.2) получим системы

(

Dq
)

zi = ui − v, zi(0) = z0i = x0i − y0. (7.3)

В дальнейшем будем предполагать, что выполнено

Предположение 7.1. Для всех i ∈ I и v ∈ V

0 ∈ Ui − v.

Введем функции λi, hi, i ∈ I , вида

λi(z
0
i , v) = sup

{

λ > 0 | −λz0i ∈ Ui − v
}

,

hi(t) = 1− 1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1λi(z

0
i , v(s)) ds

и число
δ = min

v∈V
max
i∈I

λi(z
0
i , v).

Лемма 7.1. Пусть δ > 0. Тогда существует момент T > 0 такой,

что для любой измеримой функции v : [0;+∞) → V найдется но-

мер l ∈ I , для которого hl(T ) 6 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольная допустимая
функция. Рассмотрим

H(t) =

n
∑

i=1

hi(t) = n− 1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1

n
∑

i=1

λi(z
0
i , v(s)) ds.

Так как для всех s > 0 справедливо неравенство

n
∑

i=1

λi(z
0
i , v(s)) > max

i∈I
λi(z

0
i , v(s)),
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а из определения δ следует, что справедливо неравенство

max
i∈I

λi(z
0
i , v(s)) > δ,

то для всех t > 0 справедливо неравенство

H(t) =
n
∑

i=1

hi(t) 6 n− 1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1δ ds = n− tq

Γ(q + 1)
.

Функции hi непрерывны на [0;+∞). Поэтому и функция H непре-
рывна на [0;+∞). Кроме того, H(0) = n > 0, H(t) 6 0 для всех

t > T =
(

nΓ(q + 1)
)

1
q и любой допустимой функции v(·). Значит,

существует l ∈ I , для которого hl(T ) 6 0. Лемма доказана.

Теорема 7.1. Пусть выполнено предположение 7.1 и δ > 0. Тогда

в игре G(n + 1) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольное управление

убегающего E. Рассмотрим момент T =
(

nΓ(q + 1)
)

1
q и функции ĥi

вида

ĥi(t) = 1−
∫ t

0
(T − s)q−1λi(z

0
i , v(s)) ds.

Задаем управление преследователей Pi следующим образом. Ес-
ли в момент t выполнено неравенство ĥi(t) > 0, то полагаем

ui(t) = v(t)− λi(z
0
i , v(t))z

0
i .

Если ĥi(τ) = 0, то считаем, что λi(z
0
i , v(t)) = 0 для всех t ∈ [τ ;T ] и

полагаем ui(t) = v(t) для всех t ∈ [τ ;T ]. Из определения функций λi

и предположения 7.1 следует, что ui(t) ∈ Ui для всех i ∈ I , t > 0.
Подставляя управления ui в систему (7.3) будем иметь

zi(t) = z0i −
1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1(ui(s)− v(s)) ds =

= z0i −
1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1λi(z

0
i , v(s))z

0
i ds.
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Из леммы 7.1 следует, что существуют момент τ ∈ [0;T ] и номер
l ∈ I такие, что ĥl(τ) = 0. Тогда

zl(T ) = z0i −
1

Γ(q)

∫ T

0
(T − s)q−1λi(z

0
i , v(s))z

0
i ds =

= z0l

(

1− 1

Γ(q)

τ
∫

0

(T − s)q−1λi(z
0
i , v(s)) ds −

− 1

Γ(q)

∫ T

τ
(T − s)q−1λi(z

0
i , v(s)) ds

)

= z0l ĥl(τ) = 0.

Это и означает, что в игре G(n + 1) происходит поимка. Теорема
доказана.

Лемма 7.2 ([2]). Пусть для всех i ∈ I выполнено Ui = V = D1(0).
Тогда δ > 0 тогда и только тогда, когда

0 ∈ Int co
{

z01 , . . . , z
0
n

}

,

причем

λi(z
0
i , v) =

(z0i , v) +
√

(z0i , v)
2 + ‖z0i ‖2(1− ‖v‖2)

‖z0i ‖2
.

Определение 7.3. В игре G(n+1) происходит уклонение от встречи,
если существует измеримая функция v : [0,+∞) → V такая, что для
любых траекторий x1(t), . . . , xn(t) преследователей P1, . . . , Pn и для
всех t > 0 справедливы неравенства

x1(t) 6= y(t), . . . , xn(t) 6= y(t),

где y(t) — траектория убегающего E, порожденная функцией v(·).
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Теорема 7.2. Пусть для всех i выполнено Ui = V = D1(0) и

0 /∈ Int co
{

z01 , . . . , z
0
n

}

. (7.4)

Тогда в игре G(n + 1) происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия (7.4) следует, что существу-
ет вектор v0, ‖v0‖ = 1, такой что (z0i , v0) 6 0 для всех i ∈ I . Задаем
управление убегающего E, полагая

v(t) = v0 для всех t > 0.

Пусть ui(·) — произвольное управление преследователя Pi, i ∈ I .
Тогда

zi(t) = z0i +
1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1(ui(s)− v(s)) ds =

= z0i +
1

Γ(q)

∫ t

0
(t− s)q−1ui(s) ds −

tq

Γ(q + 1)
v0.

Введем функции

ûi(t) =
q

tq

∫ t

0
(t− s)q−1ui(s) ds.

Тогда

‖ûi(t)‖ =

∥

∥

∥

∥

q

tq

∫ t

0
(t− s)q−1ui(s) ds

∥

∥

∥

∥

6

6
q

tq

∫ t

0
(t− s)q−1‖us(s)‖ ds 6

q

tq

∫ t

0
(t− s)q−1 ds = 1.

Кроме того, справедливо равенство
∫ t

0
(t− s)q−1ui(s) ds =

tq

Γ(q + 1)
ûi(t).
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Из последнего равенства следует, что равенство (7) представимо
в виде

zi(t) = z0i −
tq

Γ(q + 1)
v0 +

tq

Γ(q + 1)
ûi(t).

Поэтому

‖zi(t)‖ =

∥

∥

∥

∥

z0i −
tq

Γ(q + 1)
v0 +

tq

Γ(q + 1)
ûi(t)

∥

∥

∥

∥

>

>

∥

∥

∥

∥

z0i −
tq

Γ(q + 1)
v0

∥

∥

∥

∥

−
∥

∥

∥

∥

tq

Γ(q + 1)
ûi(t)

∥

∥

∥

∥

>

>

√

(

z0i −
tq

Γ(q + 1)
v0, z

0
i −

tq

Γ(q + 1)
v0

)

− tq

Γ(q + 1)
=

=
√

‖z0i ‖2 − 2(z0i , v0)t
q/Γ(q + 1) + t2q/(Γ(q + 1))2 − tq

Γ(q + 1)
.

Так как (z0i , v0) 6 0, то

‖zi(t)‖ >

√

‖z0i ‖2 + t2q/(Γ(q + 1))2 − tq

Γ(q + 1)
>

>
tq

Γ(q + 1)
− tq

Γ(q + 1)
= 0.

Получили, что для всех i ∈ I и для всех t > 0 справедливо нера-
венство ‖zi(t)‖ > 0. Это и означает, что в игре G(n + 1) происходит
уклонение от встречи. Теорема доказана.
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§ 8. Линейная задача группового преследования с геометриче-
скими ограничениями на управления

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная

игра n+1 лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и убегающего E. Закон
движения каждого из преследователей Pi имеет вид

(

Dq
)

xi = axi + ui, xi(0) = x0i , ui ∈ V. (8.1)

Закон движения убегающего E имеет вид

(

Dq
)

y = ay + v, y(0) = y0, v ∈ V. (8.2)

Здесь q ∈ (0, 1), xi, y, ui, v ∈ R
k, V — выпуклый компакт R

k,
I = {1, . . . , n}, a — вещественное число. Кроме того, x0i 6= y0 для
всех i.

Вместо систем (8.1), (8.2) рассмотрим системы

(

Dq
)

zi = azi + ui − v, zi(0) = z0i = x0i − y0, ui, v ∈ V. (8.3)

Будем предполагать, что убегающий E в каждый момент t выби-
рает значение своей функции v(t) и сообщает о своем выборе каж-
дому из преследователей.

Пусть функция v(t), t ∈ [0;+∞), является управлением убегаю-
щего E. Назовем предысторией vt(·) управления убегающего в мо-
мент t сужение функции v на [0; t].

Определение 8.1. Квазистратегией Ui преследователя Pi называет-
ся отображение Wi, ставящее в соответствие начальным позициям
x01, . . . , x

0
n, y

0, предыстории vt(·) управления v(·) убегающего E из-
меримую функцию ui : [0;∞) → V .

Обозначим данную игру G(n + 1).
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Определение 8.2. В игре G(n + 1) происходит поимка, если суще-
ствуют момент T > 0, квазистратегия Ui, i ∈ I , преследователей Pi,
i ∈ I , такие, что для любой измеримой функции v : [0;+∞) → V
найдутся момент T0 ∈ [0;T ] и номер l ∈ I , для которых zl(T0) = 0.

Пусть далее

λi(v) = sup
{

λ > 0 | −λz0i ∈ V − v
}

, i ∈ I, δ = min
v∈V

max
l∈I

λl(v).

Теорема 8.1. Пусть a < 0, δ > 0. Тогда в игре G(n + 1) происходит

поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть T — произвольное положитель-
ное число,

ui(t) = v(t)− λi(v(t))z
0
i .

Тогда решение системы (8.3) представимо в виде [51]

zi(t) = E1/α(at
α, 1)z0i − (8.4)

−
∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)λi(v(τ))z

0
i dτ = z0i hi(t), где

hi(t) = E1/α(at
α, 1)−

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)λi(v(τ)) dτ.

Отсюда

n
∑

i=1

hi(t) = nE1/α(at
α, 1)−

−
∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)

n
∑

i=1

λi(v(τ)) dτ. (8.5)

Из теоремы 4.1.1 [37, с. 101] следует, что E1/α(z, α) > 0 для
всех z ∈ R

1. Кроме того, для всех v верно неравенство
n
∑

i=1

λi(v) > max
i

λi(v) > δ0.
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Поэтому из (8.5) следует справедливость неравенства

n
∑

i=1

hi(t) 6 H(t) =

= nE1/α(at
α, 1)− δ0

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α) dτ.

В силу [11, с. 120] имеем
∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α) dτ = tαE1/α(at

α, α+ 1).

Поэтому

H(t) = nE1/α(at
α, 1)− δ0t

αE1/α(at
α, α+ 1) =

= nE1/α(at
α, 1)− δ0

a
atαE1/α(at

α, α+ 1).

Так как a < 0, то atα → −∞ при t → +∞, поэтому справедливы
следующие асимптотические оценки [37, с. 12]

E1/α(at
α, 1) = − 1

atαΓ(1− α)
+O

( 1

t2α

)

,

E1/α(at
α, α+ 1) = − 1

atα
+O

( 1

t2α

)

.

Следовательно, при t → +∞

H(t) = − n

atαΓ(1− α)
+

δ0
a

+O
( 1

tα

)

.

Поэтому существует момент T > 0 для которого H(T ) < 0.

Значит,
n
∑

i=1
hi(T ) < 0. Так как hi(0) = 1 для всех i и функции hi

непрерывны, то существуют T0 6 T и номер l ∈ I , для которых
hl(T0) = 0. Отсюда, в силу (8.4), получаем zl(T0) = 0. Следователь-
но, в игре G(n+ 1) происходит поимка. Теорема доказана.
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Следствие 8.1. Пусть a < 0, V — строго выпуклый компакт с глад-

кой границей и

0 ∈ Int co
{

z01 , . . . , z
0
n

}

.

Тогда в игре G(n + 1) происходит поимка.



§ 9. Линейная задача группового преследования с фазовыми
ограничениями

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная

игра n+1 лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и убегающего E. Закон
движения каждого из преследователей Pi имеет вид

(

Dα
)

xi = axi + ui, xi(0) = x0i , ui ∈ V. (9.1)

Закон движения убегающего E имеет вид

(

Dα
)

y = ay + v, y(0) = y0, v ∈ V. (9.2)

Здесь α ∈ (0, 1), xi, y, ui, v ∈ R
k, V — выпуклый компакт R

k, a —
вещественное число. Кроме того, x0i 6= y0 для всех i. Дополнитель-
но предполагается, что убегающий E в процессе игры не покидает
пределы выпуклого многогранного множества Ω с непустой внутрен-
ностью вида

Ω =
{

y ∈ R
k | (pj , y) 6 µj, j = 1, . . . , r

}

,

где p1, . . . , pr — единичные векторы R
k, µ1, . . . , µr — вещественные

числа.
Вместо систем (9.1), (9.2) рассмотрим системы

(

Dα
)

zi = azi + ui − v, zi(0) = z0i = x0i − y0, ui, v ∈ V. (9.3)

Будем предполагать, что убегающий E в каждый момент t выби-
рает значение своей функции v(t) и сообщает о своем выборе каж-
дому из преследователей.

Пусть функция v(t), t ∈ [0;+∞), является управлением убегаю-
щего E. Назовем предысторией vt(·) управления убегающего в мо-
мент t сужение функции v на [0; t].
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Определение 9.1. Квазистратегией Ui преследователя Pi называет-
ся отображение Wi, ставящее в соответствие начальным позициям
x01, . . . , x

0
n, y

0, предыстории vt(·) управления v(·) убегающего E из-
меримую функцию ui : [0;∞) → V .

Обозначим данную игру G(n + 1).

Определение 9.2. В игре G(n + 1) происходит поимка, если суще-
ствуют момент T > 0, квазистратегия Ui, i ∈ I , преследователей Pi,
i ∈ I , такие, что для любой измеримой функции v : [0;+∞) → V
найдутся момент T0 ∈ [0;T ] и номер l ∈ I , для которых zl(T0) = 0.

Введем следующие обозначения. I(l) = {1, . . . , n+ l},

λi(v) = sup{λ > 0 | −λz0i ∈ V − v}, i ∈ I(0),

λn+j(v) = (pj, v), j = 1, . . . , r,

δr = min
v∈V

max
l∈I(r)

λl(v), d = max{‖v‖ | v ∈ V }.

Теорема 9.1. Пусть a < 0, r = 1, δ1 > 0. Тогда в игре происходит

поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — допустимое управление
убегающего. Задаем управления преследователей, полагая

ui(t) = v(t)− λi(v(t))z
0
i .

Тогда решение системы (9.3) представимо в виде

zi(t) = hi(t)z
0
i ,

где hi имеют вид

hi(t) = E1/α(at
α, 1)−

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)λi(v(τ)) dτ
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Так как v(·) убегающего допустима, то (p1, y(t)) 6 µ1. Это озна-
чает, что для всех t > 0 справедливо неравенство

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)(p1, v(τ)) dτ 6 µ(t) =

= µ1 − E1/α(at
α, 1)(p1, y

0).

Пусть ∆1(t),∆2(t) — два подмножества отрезка [0, t] такие, что

∆1(t) =
{

τ | τ ∈ [0, t], (p1, v(τ)) < δ1
}

,

∆2(t) =
{

τ | τ ∈ [0, t], (p1, v(τ)) > δ1
}

.

Тогда

G1(t) +G2(t) = g(t), −dG1(t) + δ1G2(t) 6 µ(t), где (9.4)

G1,2(t) =

∫

∆1,2(t)
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α) dτ,

g(t) =

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α) dτ.

Из (9.4) следует, что для всех t > 0 справедливо неравенство

G1(t) >
δ1g(t) − µ(t)

d+ δ1
.

Далее имеем

n
∑

i=1

hi(t) 6 nE1/α(at
α, 1)−

−
∫

∆1(t)

(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)max
i

λi(v(τ)) dτ 6

6 nE1/α(at
α, 1)−δ1G1(t) 6 nE1/α(at

α, 1)− δ1
d+ δ1

[

δ1g(t)−µ(t)
]

.
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В силу [37, с. 12] имеем

E1/α(at
α, 1) = − 1

atαΓ(1− α)
+O

( 1

t2α

)

,

g(t) = −1

a
+O

( 1

tα

)

, µ(t) = −(p1, y
0)

atα
+O

( 1

t2α

)

.

Следовательно, при t → +∞ справедливо неравенство

n
∑

i=1

hi(t) 6
δ21

a(δ1 + d)
+O

( 1

tα

)

.

Так как a < 0, то существует момент T > 0 для которого
∑

i
hi(T ) < 0. Значит существуют l ∈ I(0) и T0 ∈ [0, T ] для кото-

рых zl(T0) = 0. Следовательно, в игре происходит поимка. Теорема
доказана.

Следствие 9.1. Пусть a < 0, r = 1, V = D1(0) и

0 ∈ Int co
{

z01 , . . . , z
0
n, p1

}

.

Тогда в игре происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия следствия и леммы 4.1 [5,
с. 36] следует, что δ1 > 0.

Теорема 9.2. Пусть a < 0, V = D1(0), n > k и

0 ∈ Int co
{

z01 , . . . , z
0
n, p1, . . . , pr

}

.

Тогда в игре происходит поимка.

Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказа-
тельству теоремы 4.1 [5, с. 37].
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§ 10. Задача уклонения от группы преследователей

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная

игра n+ 1 лиц: n преследователей Pi, i = 1, . . . , n, и убегающего E.
Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

(

Dα
)

xi(t) = axi(t) + ui(t), xi(0) = x0i , ui ∈ V. (10.1)

Закон движения убегающего имеет вид

(

Dα
)

y(t) = ay(t) + v(t), y(0) = y0, v ∈ V. (10.2)

Здесь α ∈ (0, 1), xi, y, ui, v ∈ R
k, V — выпуклый компакт в R

k, a —
вещественное число. Считаем, что x0i 6= y0 для всех i. Дополнитель-
но предполагается, что убегающий E в процессе игры не покидает
пределы выпуклого многогранного множества Ω с непустой внутрен-
ностью вида

Ω =
{

ξ ∈ R
k | 〈pj , ξ〉 6 µj, j = 1, . . . , r, r > 0

}

,

где pj , j = 1, . . . , r, — единичные векторы R
k, µj , j = 1, . . . , r, —

вещественные числа, такие, что IntΩ 6= ∅; при r = 0 считаем, что
Ω = R

k.
Вместо систем (10.1), (10.2) рассмотрим системы

(

Dα
)

zi(t) = azi(t) + ui(t)− v(t), zi(0) = z0i = x0i − y0. (10.3)

Определение 10.1. Кусочно-программной стратегией SE убегающе-
го E, заданной на [0, T ], соответствующей разбиению σ, называет-
ся семейство отображений bl, l = 0, . . . , s, ставящих в соответствие
величинам

(

tl, z1(tl), . . . , zn(tl)
)

измеримую функцию vl(t), опреде-
ленную для t ∈ [tl, tl+1) и такую, что vl(t) ∈ V , y(t) ∈ Ω для всех
t ∈ [tl, tl+1].
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Определение 10.2. Кусочно-программной контрстратегией CSPi

преследователя Pi, заданной на [0, T ], соответствующей разбиению σ,
называется семейство отображений cl, l = 0, . . . , s, ставящих в соот-
ветствие величинам

(

tl, z1(tl), . . . , zn(tl)
)

и управлению убегающе-
го vl(t), t ∈ [tl, tl+1), измеримую функцию uil(t), определенную для
t ∈ [tl, tl+1), такую, что uil(t) ∈ Q для всех t ∈ [tl, tl+1].

Определение 10.3. В дифференциальной игре происходит уклонение

от встречи, если для любого T > 0 существуют разбиение σ отрез-
ка [0, T ] и стратегия SE убегающего E такие, что для любых траек-
торий xi(t) преследователей Pi выполнено

xi(t) 6= y(t), t ∈ [0, T ].

Пусть далее IntA и coA — внутренность и выпуклая оболочка
множества A соответственно, I(l) = {1, 2, . . . , n + l}, Eρ(z;µ) =

=
∞
∑

k=0

zk

Γ(µ+ k/ρ)
— обобщенная функция Миттаг–Леффлера,

λi(v) = max{λ > 0 | −λz0i ∈ V − v}, i ∈ I(0),

λn+j(v) = 〈pj, v〉, j = 1, . . . , r,

δr = min
v∈V

max
l∈I(r)

λl(v).

Теорема 10.1. Пусть r = 0 (Ω = R
k), δ0 = 0. Тогда в дифференци-

альной игре происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы следует, что суще-
ствует v0 ∈ V такой, что

λi(v0) = 0 для всех i ∈ I(0).

Пусть T > 0 — произвольное положительное число. Зададим
стратегию убегающего E, полагая

σ = {0, T}, v(t) = v0 для всех t ∈ [0, T ].
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Пусть ui(t) — произвольное допустимое управление преследова-
теля Pi. Тогда решения систем (10.3) представимы в виде

zi(t) = E1/α(at
α; 1)z0i +

+

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α;α)(ui(τ)− v0) dτ =

= E1/α(at
α; 1)z0i + tαE1/α(at

α;α+ 1)(ūi
t − v0),

где

ūi
t =

∫ t
0 (t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α;α)ui(τ) dτ

tαE1/α(atα;α+ 1)
∈ V.

Действительно, из теоремы 4.1.1 [37, c. 101] следует, что при
0 < α < 1 функции E1/α(z; 1) и E1/α(z;α + 1) положительны при
всех z ∈ R

1, поэтому при любом значении a и при всех t > 0 ūi
t ∈ V

в силу выпуклости V .
Покажем, что zi(t) 6= 0 для любого i = 1, . . . , n при всех значе-

ниях t, 0 < t 6 T . Рассуждаем от противного. Если бы для некото-
рого i0 нашелся момент времени t∗ такой, что было бы выполнено
равенство zi0(t

∗) = 0, это означало бы, что

ūi0
t∗ = v0 −

E1/α(at
α; 1)

tαE1/α(atα;α+ 1)
z0i .

В силу определения λi0 это означало бы, что

λi0(v0) >
E1/α(a(t

∗)α; 1)

tαE1/α(a(t∗)α;α+ 1)
> 0,

что противоречит условию теоремы. Тем самым теорема доказана.

Следствие 10.1. Пусть r = 0 (Ω = R
k), V — выпуклый строго вы-

пуклый компакт с гладкой границей и

0 /∈ Int co
{

z01 , . . . , z
0
n

}

.

Тогда в дифференциальной игре происходит уклонение от встречи.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий следствия и [5, c. 15] вы-
текает, что δ0 = 0, то есть в дифференциальной игре происходит
уклонение от встречи в силу теоремы 10.1.

Теорема 10.2. Пусть r = 1, δ1 = 0 и aµ1 6 0. Тогда в дифференци-

альной игре происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы следует, что суще-
ствует v0 ∈ V такой, что

λi(v0) = 0 для всех i ∈ I(0), λn+1(v0) = 〈p1, v0〉 6 0.

Из теоремы 10.1 следует, что если для произвольного T > 0 взять
разбиение σ = {0, T} и v(t) = v0, то ни один из преследователей Pi

не догонит убегающего E, так как равенство zi(t) = 0 невозможно
в силу λi(v0) = 0, i ∈ I(0). Осталось лишь убедиться, что убе-
гающий не покидает пределы множества Ω. Рассмотрим скалярное
произведение 〈p1, y(t)〉:

〈p1, y(t)〉 = E1/α(at
α; 1)〈p1, y0〉+ tαE1/α(at

α;α+ 1)〈p1, v0〉 6
6 E1/α(at

α; 1)〈p1, y0〉.

При a < 0 функция E1/α(at
α; 1) монотонно убывает на отрезке

[0, T ] от E1/α(0; 1) = 1 до E1/α(aT
α; 1) > 0, так как ее производная

d
dtE1/α(at

α; 1) = atα−1E1/α(at
α;α) < 0 при всех t > 0. Поэтому при

µ1 > 0 и при всех t > 0

〈p1, y(t)〉 6 E1/α(at
α; 1)〈p1, y0〉 6 µ1.

При a = 0 E1/α(at
α; 1) = E1/α(0; 1) = 1, поэтому для любого µ1

и при всех t > 0

〈p1, y(t)〉 6 E1/α(0; 1)〈p1, y0〉 6 µ1.
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При a > 0 функция E1/α(at
α; 1) монотонно возрастает на отрезке

[0, T ] от E1/α(0; 1) = 1 до E1/α(aT
α; 1) > 1. Поэтому при µ1 6 0

и при всех t > 0

〈p1, y(t)〉 6 E1/α(at
α; 1)〈p1, y0〉 6 µ1.

Значит, при выполнении условий теоремы управление v(t) = v0
оставляет убегающего в пределах множества Ω. Теорема доказана.

Теорема 10.3 (уклонение в конусе). Пусть r > 1, δr = 0 и µj = 0,
j = 1, . . . , r (Ω — выпуклый конус). Тогда в дифференциальной игре

происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы следует, что суще-
ствует v0 ∈ V такой, что

λi(v0) = 0 для всех i ∈ I(0),

λn+j(v0) = 〈pj , v0〉 6 0, j = 1, . . . , r.

Из теоремы 10.1 следует, что если для произвольного T > 0 взять
разбиение σ = {0, T} и v(t) = v0, то ни один из преследователей Pi

не догонит убегающего E, так как равенство zi(t) = 0 невозможно
в силу λi(v0) = 0, i ∈ I(0). Из теоремы 10.2 следует, что убегающий
не покидает пределы множества Ω, так как при любом значении a
и для любого j = 1, . . . , r справедливы следующие неравенства:

〈pj, y(t)〉 = E1/α(at
α; 1)〈pj , y0〉+ tαE1/α(at

α;α+ 1)〈pj , v0〉 6
6 E1/α(at

α; 1)〈pj , y0〉 6 µj = 0. (10.4)

Значит, при выполнении условий теоремы управление v(t) = v0
оставляет убегающего в пределах выпуклого конуса Ω. Теорема до-
казана.

Следствие 10.2. Пусть r > 0, δr = 0 и aµj 6 0 для всех j = 1, . . . , r.
Тогда в дифференциальной игре происходит уклонение от встречи.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия δr = 0 и теоремы 10.1 сле-
дует, что если для произвольного T > 0 взять разбиение σ = {0, T}
и v(t) = v0, то ни один из преследователей Pi не догонит убегаю-
щего E, так как равенство zi(t) = 0 невозможно в силу λi(v0) = 0,
i ∈ I(0). Условия aµj 6 0, j = 1, . . . , r, обеспечивают выполнение
неравенств (10.4), которые, в свою очередь, означают, что убегающий
не покидает пределы множества Ω при всех t > 0. Значит, в диффе-
ренциальной игре происходит уклонение от встречи.



§ 11. Задача о поимке одним преследователем заданного числа
убегающих

В пространстве R
k(k > 2) рассматривается дифференциальная

игра G(1+m) с участием 1+m лиц: один преследователь P1 и m убе-
гающих E1, . . . , Em. Закон движения преследователя P1 имеет вид

(

Dα
)

x1 = u, x1(0) = x01, u ∈ V.

Закон движения каждого из убегающих Ej имеет вид
(

Dα
)

yj = vj , yj(0) = y0j , vj ∈ V.

Здесь J = {1, . . . ,m}, x1, yj , u, vj ∈ R
k, V = {v | ‖v‖ 6 1},

α ∈ (0, 1),
(

Dα
)

f — производная по Капуто функции f порядка α.
Считаем, что x01 6= y0j для всех j ∈ J .

Теорема 11.1. Пусть начальные позиции таковы, что ‖y0j ‖ = R

(R > 0) для всех j ∈ J , ‖x01‖ > R. Убегающий Ej использует по-

стоянное управление vj =
y0j

‖y0j ‖
, (y0j − x01, vj) < 0 для всех j ∈ J ,

преследователь P1 знает v1, . . . , vm. Тогда в игре G(1+m) происхо-

дит поимка всех убегающих.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Покажем, что существуют момент
Tm > 0 и вектор um, ‖um‖ = 1, для которых будет выполнено равен-
ство x1(Tm) = ym(Tm), где x1(t) — траектория преследователя P1,
использующая постоянное управление um.

Пусть преследователь P1 использует постоянное управление u
на отрезке [0, Tm] (момент Tm будет определен ниже). Тогда

x1(t) = x01 +
tαu

Γ(1 + α)
, ym(t) = y0m +

tαvm
Γ(1 + α)

.

Равенство x1(t) = ym(t) представимо в виде

y0m +
tαv0

Γ(1 + α)
= x01 +

tαum
Γ(1 + α)

. (11.1)
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Обозначим z0j = (y0j − x01)Γ(1 + α), j ∈ J . Из (11.1) следует, что

u = vm + z0mt−α.

Потребуем, чтобы ‖u‖ = 1. Получаем уравнение

‖z0m‖2 + 2(z0m, vm)tα = 0.

Так как по условию (z0m, vm) < 0, то корнем последнего уравнения
будет

Tm =
(

−‖z0m‖2/
(

2(z0m, vm)
)

)
1
α
.

Полагаем теперь управление преследователя P1 на [0, Tm] равным
um = vm + z0m · T−α

m . Получим, что в момент Tm преследователь P1

осуществит поимку убегающего Em.

2. Построим далее управление преследователя P1, гарантирующее
поимку Em−1. Пусть на [Tm, Tm−1] преследователь P1 использует
постоянное управление u (момент Tm−1 будет определен ниже). То-
гда для t > Tm

x1(t) = x01 +
1

Γ(α)

∫ Tm

0
(t− s)α−1um ds+

1

Γ(α)

∫ t

Tm

(t− s)α−1u ds =

= x01 +
um

Γ(1 + α)

(

tα − (t− Tm)α
)

+
(t− Tm)αu

Γ(1 + α)
,

ym−1(t) = y0m−1 +
tαvm−1

Γ(1 + α)
.

Равенство x1(t) = ym−1(t) представимо в виде

(t− Tm)αu = z0m−1 + vm−1t
α −

(

tα − (t− Tm)α
)

um.

Обозначим hm(t) = tα − (t− Tm)α и рассмотрим функцию

fm−1(t) = ‖z0m−1 + vm−1t
α − umhm(t)‖2 − (t− Tm)2α.
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Тогда
fm−1(Tm) = ‖z0m−1 + vm−1T

α
m − umTα

m‖2.
В силу выбора um имеем umTα

m = vmTα
m + z0m. Поэтому

fm−1(Tm) = ‖z0m−1 − z0m + Tα
m(vm−1 − vm)‖2.

Так как

z0m−1 − z0m = (y0m−1 − x01)Γ(1 + α)− (y0m − x01)Γ(1 + α) =

= Γ(1 + α)(y0m−1 − y0m) = Γ(1 + α)R(vm−1 − vm),

то
fm−1(Tm) = ‖vm−1 − vm‖2

(

RΓ(1 + α) + Tα
m

)2
> 0.

Представим функцию fm−1 в виде

fm−1(t) = tα
(

‖z0m−1‖2t−α + 2(z0m−1, vm−1)− 2(vm−1, um)hm(t)−

− 2t−αhm(t)(z0m−1, um) + t−αh2m(t) +
(

t2α − (t− Tm)2α
)

t−α
)

.

Так как (z0m−1, vm−1) < 0, lim
t→+∞

hm(t) = 0, lim
t→+∞

t−αh2m(t) = 0,

lim
t→+∞

t−α
(

t2α − (t− Tm)2α
)

= 0, то lim
t→+∞

fm−1(t) = −∞.

Поэтому существует момент Tm−1 > Tm для которого

fm−1(Tm−1) = 0.

Выбрав свое постоянное управление um−1 на [Tm, Tm−1] в виде

um−1 = (Tm−1 − Tm)−α
(

z0m−1 + vm−1T
α
m−1 − hm(Tm−1)um

)

,

преследователь P1 в момент Tm−1 осуществит поимку Em−1.
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3. Предположим, что определены векторы um, . . . , uk+1 и моменты
времени Tm < Tm−1 < . . . < Tk+1, гарантирующие преследовате-
лю P1 поимку убегающих Em, . . . , Ek+1. Построим далее управле-
ние преследователя P1, гарантирующее поимку убегающего Ek.

Пусть на [Tk+1, Tk] преследователь P1 использует постоянное
управление u (момент Tk будет определен ниже). Обозначим

hj(t) = (t−Tj+1)
α−(t−Tj)

α, sj(t) =

m
∑

l=j

ulhl(t), j = m−1, . . . , k.

Тогда для t > Tk+1 имеем

x1(t) = x01 +
1

Γ(α)

(

∫ Tm

0
(t− s)α−1um ds+ . . .+

+ . . .+

∫ Tk+1

Tk+2

(t− s)α−1uk+1 ds+

∫ t

Tk+1

(t− s)α−1u ds

)

=

= x01 +
1

Γ(1 + α)

(

hm(t)um + . . . + hk+1(t)uk+1 + (t− Tk+1)
αu
)

=

= x01 +
1

Γ(1 + α)

(

sk+1(t) + (t− Tk+1)
αu
)

,

yk(t) = y0k +
vkt

α

Γ(1 + α)
.

Равенство x1(t) = yk(t) представимо в виде

(t− Tk+1)
αu = z0k + tαvk − sk+1(t).

Рассмотрим функцию

fk(t) = ‖z0k + tαvk − sk+1(t)‖2 − (t− Tk+1)
2α.

Тогда
fk(Tk+1) = ‖z0k + Tα

k+1vk − sk+1(Tk+1)‖2.
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Из соотношения

(Tk+1 − Tk+2)
αuk+1 = z0k+1 + Tα

k+1vk+1 − sk+2(Tk+1)

и равенства

sk+1(Tk+1) =

m
∑

j=k+1

ujhj(Tk+1) = sk+2(Tk+1) + uk+1hk+1(Tk+1) =

= sk+2(Tk+1) + uk+1(Tk+2 − Tk+1)
α

следует, что sk+1(Tk+1) = z0k+1 + Tα
k+1vk+1, поэтому

fk(Tk+1) = ‖z0k − z0k+1 + Tα
k+1vk − Tα

k+1vk+1‖2.

Так как

z0k − z0k+1 = (y0k − x01)Γ(1 + α)− (y0k+1 − x01)Γ(1 + α) =

= Γ(1 + α)(y0k − y0k+1) = Γ(1 + α)R(vk − vk+1),

то
fk(Tk+1) = ‖vk − vk+1‖2

(

RΓ(1 + α) + Tα
k+1

)2
> 0.

Кроме того, функция fk представима в виде

fk(t) =

= tα
(

‖z0k‖2t−α + 2(z0k, vk)− 2(z0k, sk+1(t))t
−α − 2(vk, sk+1(t)) +

+ ‖sk+1(t)‖2t−α + t−α
(

t2α − (t− Tk+1)
2α
)

)

.

Так как lim
t→+∞

hj(t) = 0 для всех j = k + 1, . . . ,m,

lim
t→+∞

t−α
(

t2α − (t− Tk+1)
2α
)

= 0, (z0k, vk) < 0,
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то lim
t→+∞

fk(t) = −∞. Следовательно, существует момент Tk > Tk+1

для которого fk(Tk) = 0. Выбрав свое управление uk на [Tk+1, Tk]
в виде

uk = (Tk − Tk+1)
−α
(

z0k − sk+1(Tk) + Tα
k vk

)

,

преследователь P1 в момент Tk осуществит поимку убегающего Ek.
Таким образом доказано, что в игре G(1,m) происходит поимка

всех убегающих. Теорема доказана.

Замечание 11.1. Пусть выполнены условия следствия и законы дви-
жения каждого участника имеют вид

ẋ1 = u, ẏj = vj , u, vj ∈ V, j ∈ J.

Тогда в игре G(1,m) преследователь P1 осуществит поимку не более
одного убегающего [29].



§ 12. Линейная задача группового преследования

В пространстве R
k рассматривается дифференциальная игра

G(n + 1) с участием n преследователей P1, . . . , Pn и одного убе-
гающего E, описываемый системой вида

(

Dα
)

zi = Aizi +Biui − Civ, ui ∈ Ui, v ∈ V,

где i ∈ I = {1, . . . , n}, zi ∈ R
k, α ∈ (0, 1), Ai — квадратные матри-

цы порядка k × k, Bi, Ci — прямоугольные матрицы порядка k × q,
Ui, V ⊂ R

q — выпуклые компакты. При t = 0 заданы начальные
условия z0i , i ∈ I .

Целевые множества Mi, i ∈ I , имеют вид Mi = M1
i + M2

i ,
где M1

i — линейное подпространство R
k, M2

i — выпуклый компакт
из L1

i — ортогонального дополнения к M1
i в R

k. Считаем, что z0i /∈ Mi

для всех i ∈ I .
Пусть v : [0,+∞)→ V — измеримая функция. Предысторией vt(·)

в момент t функции v будем называть сужение функции v на [0, t].
Измеримая функция v : [0,+∞) → V называется допустимой, если
v(t) ∈ V для всех t ∈ [0,+∞).

Определение 12.1. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui

преследователя Pi, если определено отображение Ui

(

t, z0, vt(·)
)

, ста-
вящее в соответствие начальным данным z0 = (z0i ), i ∈ I , моменту t
и произвольной предыстории управления vt(·) убегающего E изме-
римую функцию ui(t) = Ui

(

t, z0, vt(·)
)

со значениями в Ui.

Определение 12.2. В игре G(n + 1) происходит поимка, если су-
ществует момент T0 = T (z0), квазистратегии U1, . . . ,Un преследо-
вателей P1, . . . , Pn такие, что для любой допустимой функции v(·),
v(t) ∈ V , t ∈ [0, T0], найдутся номер j ∈ I и момент τ ∈ [0, T0], для
которых zj(τ) ∈ Mj .
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Определение 12.3. Разностью по Минковскому множеств A и B на-
зывается множество

A ∗−B = {c | c+B ⊂ A}.

Введем следующие обозначения. πi : Rk → L1
i — оператор орто-

гонального проектирования, νi — размерность L1
i ,

ξi(t) = E1/α

(

Ait
α, 1
)

z0i , Fi(t, τ) = (t− τ)α−1E1/α

(

Ai(t− τ)α, α
)

,

∆ = {(t, τ) | t > 0, τ ∈ [0, t]}.

Предположение 12.1. Существуют матричные функции Di(t, τ) по-
рядка k × k, измеримые по (t, τ), (t, τ) ∈ ∆, такие, что для всех
(t, τ) ∈ ∆ непусты множества

Wi(t, τ) = πiFi(t, τ)BiUi
∗− πiDi(t, τ)Fi(t, τ)CiV.

Введем многозначные отображения

W ∗
i (t, τ, v) = πiFi(t, τ)BiUi − πiDi(t, τ)Fi(t, τ)Civ,

M2
i (t) = M2

i
∗−
∫ t

0
πi
(

Di(t, s)− E
)

Fi(t, s)V ds,

где E — единичная матрица.

Предположение 12.2. Для всех i ∈ I , t > 0 имеет место неравенство

M2
i (t) 6= ∅.

Возьмем измеримый селектор γi(t, τ) ∈ Wi(t, τ). Определим
далее

ηi(t) = πiξi(t) +

∫ t

0
γi(t, τ) dτ.
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Теорема 12.1. Пусть выполнены предположения 12.1, 12.2 и суще-

ствуют номер l ∈ I и момент T > 0, для которых существует

селектор γl(T, τ) ∈ W (T, τ) такой, что ηl(T ) ∈ M2
l (T ). Тогда в иг-

ре G(n+ 1) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим многозначные отображения

U2
l (τ, v) =

=
{

ul ∈ Ul : πlFl(T, τ)Blul − πlDl(T, τ)Fl(T, τ)Clv − γl(T, τ) = 0
}

.

Из предположения 12.1 следует, что U2
l (τ, v) 6= ∅ для всех τ ∈ [0, T ],

v ∈ V . В силу теоремы измеримого выбора [53], в Ul(τ, v) суще-
ствует хотя бы один измеримый селектор ul(τ, v). Задаем управление
преследователя Pl, полагая

ul(t) = u2l (t, v(t)), t ∈ [0, T ].

Управления остальных преследователей задаем произвольным обра-
зом. Получаем

πlzl(T ) = πlξl(T )+

∫ T

0

(

πlFl(T, s)Blul(s)−πlFl(T, s)Clv(s)
)

ds =

= ηl(T ) +

+

∫ T

0

(

πlFl(T, s)Blul(s)− πlDl(T, s)Fl(T, s)Clv(s)− γl(T, s)
)

ds+

+

∫ T

0

(

πlDl(T, s)Fl(T, s)Clv(s)− πlFl(T, s)Clvl(s)
)

ds =

= ηl(T ) +

∫ T

0

(

πlDl(T, s)Fl(T, s)Clv(s)− πlFl(T, s)Clvl(s)
)

ds ⊂

⊂ M2
l (T ) +

∫ T

0

(

πlDl(T, s)Fl(T, s)Clv(s)− πlFl(T, s)Clvl(s)
)

ds =

= M2
l .

Теорема доказана.
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В дальнейшем будем считать, что ηi(t) /∈ M2
i (t) для всех i ∈ I ,

t > 0. Определим функции

λi

(

t, τ, v, γi(·)
)

=

= sup{λ > 0 | W ∗
i (t, τ, v) − γi(t, τ) ∩ λ

(

M2
i (t)− ηi(t)

)

6= ∅}

и момент времени

T = min{t > 0 | inf
v(·)

max
i∈I

∫ t

0
λi

(

t, τ, v(τ), γi(·)
)

dτ > 1}.

Если неравенство в скобках не имеет места для конечного t > 0,
то полагаем T = +∞. Если λi

(

t, τ, v, γi(·)
)

= +∞ при некоторых
(t, τ) ∈ ∆, i ∈ I , v ∈ V , то будем считать, что

∫ t

0
λi

(

t, τ, v(τ), γi(·)
)

dτ = +∞.

Теорема 12.2 ([22]). Пусть существуют γi(t, τ), i ∈ I , (t, τ) ∈ ∆,

для которых выполнены предположения 12.1, 12.2 и T < +∞. Тогда

в игре G(n + 1) происходит поимка.
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§ 13. Дополнение

Существуют другие определения производных дробного порядка.
Приведем некоторые из них.

1. Производная Римана–Лиувилля.
Пусть даны n — натуральное число, α ∈ (n − 1, n), функция

f : [t0, T ] → R
k.

Определение 13.1. Функция
(

Dα
∗
)

f : [t0, T ] → R
k вида

(

Dα
∗
)

f(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

t0

f(s)

(t− s)α+1−n
ds

называется производной Римана–Лиувилля функции f порядка α.

Замечание 13.1. Отметим, что

(

Dα
∗
)

f 6=
(

Dα
)

f.

Пример 13.1. Пусть f(t) = c для всех t > t0, α ∈ (0, 1). Тогда

(

Dα
∗
)

f(t) =
c

Γ(1− α)
t−α.

Пример 13.2. Пусть f(t) = t для всех t > 0, α = 1/2. Тогда

(

Dα
∗
)

f(t) =
4t− 2t2√

π
.

2. Производная Хильфера.

Определение 13.2. Пусть α ∈ (0, 1), f : [t0, T ] → R
k. Интегралом

Римана–Лиувилля порядка α называется функция вида

(

Iαf
)

(t) =
1

Γ(α)

∫ t

t0

f(s)

(t− s)1−α
ds.
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Определение 13.3. Пусть α ∈ (0, 1), µ ∈ [0, 1], f : [t0, T ] → R
k. Про-

изводной Хильфера порядка α типа µ функции f называется функция

(

Dα,µf
)

(t) = Iµ(1−α) d

dt

(

I(1−µ)(1−α)f
)

(t).

Замечание 13.2. При µ = 0 производная Хильфера совпадает с про-
изводной Римана–Лиувилля, а при µ = 1 производная Хильфера сов-
падает с производной Капуто.

Пример 13.3. Рассмотрим функцию-константу f(t) = c, t > 0, для
которой производные Римана–Лиувилля и Капуто различаются:

(

Dα
)

f(t) =
1

Γ(1− a)

∫ t

0

d
dtc

(t− s)α
ds = 0;

(

Dα
∗
)

f(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

c

(t− s)α
ds = c

t−α

Γ(1 − α)
.

Вычислим производную Хильфера
(

Dα,µf
)

(t):

(

Dα,µf
)

(t) = Iµ(1−α) d

dt

(

I(1−µ)(1−α)f
)

(t) =

= Iµ(1−α) d

dt

{

c t(1−µ)(1−α)

Γ((1−µ)(1−α)+1) , 0 6 µ < 1,

c, µ = 1,
=

= Iµ(1−α)

{

ct(1−µ)(1−α)−1

Γ((1−µ)(1−α)) , 0 6 µ < 1,

0, µ = 1,
=

=

{

c t−α

Γ(1−α) , 0 6 µ < 1,

0, µ = 1.
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