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ПРЕДИСЛОВИЕ

Одним из разделов курса математического анализа, вы-
зывающим наибольшие трудности в понимании и усвоении
материала, является раздел "Метрические пространства".
Данное пособие призвано помочь преодолеть возникающие
трудности студентам математических направлений подго-
товки.

Пособие состоит из двух частей. В первой части излага-
ется теоретический материал и приводятся примеры и зада-
чи, решение которых иллюстрирует теорию. Во второй ча-
сти проводится разбор и решение различных задач, а также
представлены упражнения для самостоятельного решения,
позволяющие студентам более основательно усвоить и закре-
пить изучаемый материал.



ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ТЕОРЕМЫ

§1. Определение и примеры метрических
пространств

Определение. Числовая функция ρ(x, y), определенная
для любых двух точек x, y из некоторого множества X, на-
зывается метрикой (расстоянием между точками x и y),
если она удовлетворяет следующим условиям (аксиомам):

1. ρ(x, y) > 0 (неотрицательность);

2. ρ(x, y) = 0⇐⇒ x = y;

3. ρ(x, y) = ρ(y, x) (симметричность);

4. для любых трех точек x, y, z ∈ X
ρ(x, y) 6 ρ(x, z)+ρ(z, y) (неравенство «треугольника»).

Множество X, в котором введено расстояние между точ-
ками, называется метрическим пространством.

Пример 1. Пространство Rn
При изучении функций нескольких переменных возни-

кает необходимость в изучении множества упорядоченных
наборов x = (x1, . . . , xn) из n действительных чисел. Упоря-
доченный набор x = (x1, . . . , xn) из n действительных чисел
называется n-мерной точкой или n-мерным вектором.

Пусть x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) — n-мерные точки
и λ — некоторое вещественное число. Если во множестве n -
мерных точек ввести операции сложения и умножения на
число по правилам

x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λx = (λx1, . . . , λxn),
(1)

то множество n-мерных точек становится линейным про-
странством.
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Точка 0 = (0, . . . , 0) будет нулем этого пространства, а
точка

y = (−1)x = (−x1, . . . ,−xn) = −x

будет противоположной точке x.
Числовая величина

(x, y) =
n∑
i=1

xiyi (2)

называется скалярным произведением n-мерных векторов
x и y.

Скалярное произведение обладает следующими свой-
ствами, которые доказываются в курсе линейной алгебры:

1. (x, y) = (y, x);

2. (x+ y, z) = (x, z) + (y, z);

3. (λx, y) = λ(x, y);

4. (x, x) > 0;

5. (x, x) = 0⇐⇒ x = 0.

С помощью этих свойств в линейной алгебре выводит-
ся неравенство |(x, y)| 6

√
(x, x) · (y, y), называемое неравен-

ством Коши–Буняковского.
Формула (2) позволяет записать это неравенство следую-

щим образом: ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ 6
√√√√ n∑

i=1

x2i ·

√√√√ n∑
i=1

y2i .

Скалярное произведение (2) вносит в линейное пространство
n-мерных точек структуру евклидова пространства, которое
обозначается через Rn.
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Неотрицательная величина ‖x‖ =
√
(x, x) =

√
n∑
i=1

x2i на-

зывается нормой точки x или длиной вектора x. Понятие
нормы позволяет придать неравенству Коши–Буняковского
следующую форму: |(x, y)| 6 ‖x‖ · ‖y‖.

Норма обладает следующими свойствами:

1. ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;

2. ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖;

3. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ (неравенство «треугольника»).

Норма позволяет ввести в пространстве Rn понятие мет-
рики или расстояния.

Число d(x, y) = ‖x − y‖ =
√

n∑
i=1

(xi − yi)2 называется рас-

стоянием между точками x и y пространства Rn.
Из свойств нормы вытекают следующие свойства рассто-

яния:

1. d(x, y) > 0 ;

2. d(x, y) = 0⇐⇒ x = y;

3. d(x, y) = d(y, x) (симметричность);

4. d(x, y) 6 d(x, z)+d(z, y) (неравенство «треугольника»).

Неравенство треугольника для нормы методом математи-
ческой индукции распространяется на любое конечное число
векторов ai: ∥∥∥∥∥

m∑
i=1

ai

∥∥∥∥∥ 6
m∑
i=1

‖ai‖.

Положим ai = (0, . . . , xi, . . . , 0). Тогда имеем

x = (x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

ai. Далее

‖x‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ai

∥∥∥∥∥ 6
n∑
i=1

‖ai‖ =
n∑
i=1

|xi|.
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Учитывая еще, что при любом i ‖x‖ =
√

n∑
i=1

xi2 > |xi|, мы
придем в итоге к важному неравенству

max
16i6n

|xi| 6 ‖x‖ 6
n∑
i=1

|xi|. (3)

Частные случаи
Пространство R1

Точка x есть просто вещественное число. Операции
сложения и умножения на скаляр есть обычные опера-
ции сложения и умножения чисел. Скалярное произведение
(x, y) = xy совпадает с обычным умножением двух действи-
тельных чисел. Норма ‖x‖ = |x| совпадает с абсолютной ве-
личиной числа x. Геометрическая модель пространства R1 —
числовая ось. Расстояние d(x, y) = |x− y| есть обычное рас-
стояние между двумя точками на прямой.

Пространство R2

Точка x ∈ R2 есть пара вещественных чисел. Точку
x = (x1, x2) можно интерпретировать как точку плоскости,
в которую внесена некоторая прямоугольная декартова си-
стема координат или как радиус–вектор этой точки. Сложе-
ние точек в R2 есть сложение по правилу «параллелограм-
ма». Норма точки x есть величина

‖x‖ =
√
x21 + x22,

равная длине радиус–вектора точки x. Если x = (x1, x2),
y = (y1, y2), то формула

d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

есть хорошо известная формула для расстояния между дву-
мя точками плоскости. Неравенство треугольника

d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y)
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выражает известную теорему геометрии: любая сторона тре-
угольника не превосходит суммы двух других его сторон.

Таким образом, координатная плоскость может служить
геометрической моделью пространства R2. Aналогичная гео-
метрическая интерпретация имеет место и для простран-
ства R3. При n > 3 пространство Rn не имеет наглядного
геометрического представления, но и в этом случае мы будем
широко пользоваться геометрической терминологией. Каж-
дую n-мерную точку x = (x1, . . . , xn) можно представлять
в виде упорядоченной пары из двух точек x = (y, z), где
y = (x1, . . . , xk) ∈ Rk, а z = (xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k. Поэтому
для пространства Rn (n > 1) при любом k = 1, 2, . . . , n − 1
имеет место представление

Rn = Rk × Rn−k.

n-мерным сегментом или n-мерным параллелепипедом
называется множество I = [a1, b1] × · · · × [an, bn], т.е. мно-
жество точек x ∈ I, где x = (x1, . . . , xn), удовлетворяющих
неравенствам: 

a1 6 x1 6 b1,
a2 6 x2 6 b2,
. . . . . .
an 6 xn 6 bn.

Одно и то же множествоX может порождать разные мет-
рические пространства, так как расстояние в X можно опре-
делять различными способами. Так во множестве n-мерных
точек Rn, наряду с метрикой d(x, y), рассматривают метрики

d1(x, y) = max{|x1− y1|, . . . , |xn− yn|}, d2(x, y) =
n∑
i=1

|xi− yi|.

Таким образом, метрическое пространство X нельзя
отождествлять со множеством X. Поэтому еще говорят, что
метрическое пространство есть пара (X, ρ), составленная
из множества X и метрики ρ.
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Пример 2. Пространство C[a, b]
Точками x = x(t) этого пространства являются всевоз-

можные функции, непрерывные на [a, b].
Расстояние между точками x = x(t) и y = y(t) определя-

ется по формуле

ρ(x, y) = max
a6t6b
|x(t)− y(t)|.

В силу известной теоремы Вейерштрасса для непре-
рывной функции величина ρ(x, y) определена для любых
x, y ∈ C[a, b].

Пример 3. Произвольное пространство с дискрет-
ной метрикой

Всякое множество X можно сделать метрическим про-
странством, если ввести в нем так называемую дискретную
метрику:

ρ(x, y) =

{
1, если x 6= y,
0, если x = y.

Если X — метрическое пространство, E — произвольная
часть X и во множестве E сохранена метрика пространства
X, то E в свою очередь является метрическим простран-
ством, которое называют подпространством метрического
пространства X.

Определение. Пусть X есть метрическое пространство
и r > 0. Множества

B∗(a; r) = {x ∈ X : ρ(a, x) 6 r}, B(a; r) = {x ∈ X : ρ(a, x) < r}

называются соответственно замкнутым и открытым ша-
ром радиуса r с центром в точке a. Множество

S(a; r) = {x ∈ X : ρ(a, x) = r}

называется сферой радиусом r с центром в точке a.
Пример 4. В пространстве R1 замкнутый шар B∗(a; r) =

[a−r, a+r] — отрезок, открытый шар B(a; r) = (a−r, a+r) —

10



интервал, сфера S(a; r) состоит из двух точек x1 = a − r
и x2 = a+ r.

В пространстве (Rn, d) замкнутый шар, открытый шар
и сфера будут обозначаться соответственно через B∗n(a; r),
Bn(a; r) и Sn−1(a; r), где индекс показывает размерность ука-
зываемого множества. Соотношения, определяющие множе-
ства B∗n, Bn и Sn−1, примут такой вид

B∗n(a; r) : x
2
1 + · · ·+ x2n 6 r2, Bn(a; r) : x

2
1 + · · ·+ x2n < r2,

Sn−1(a; r) : x
2
1 + · · ·+ x2n = r2.

Определение. Множество E ⊂ X называется ограни-
ченным, если sup

x,y∈E
ρ(x, y) <∞. Величина

diamE = sup
x,y∈E

ρ(x, y)

называется диаметром E.

§2. Сходимость в метрическом пространстве

Определение. Точка a ∈ X называется пределом после-
довательности xp, если

lim
p→∞

ρ(xp, a) = 0, т.е.

∀ε > 0, ∃N = N(ε) : ∀p > N ⇒ ρ(xp, a) < ε.

Записывается этот факт известным уже способом:

lim
p→∞

xp = a или xp → a при p→∞.

Последовательность, имеющая конечный предел, называет-
ся сходящейся.

Рассмотрим простейшие свойства сходящихся последова-
тельностей.

1. Сходящаяся последовательность имеет единствен-
ный предел.
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2. Всякая сходящаяся последовательность ограничена.
3. Если последовательность xp → a, то и всякая подпо-

следовательность xpk → a.
Определение. Последовательность xp называется фун-

даментальной или последовательностью Коши в метриче-
ском пространстве X, если

∀ε > 0, ∃N = N(ε), ∀p > N и ∀q > N : ρ(xp, xq) < ε.

Теорема 1. Всякая сходящаяся последовательность
фундаментальна.

Доказательство. Пусть lim
p→∞

xp = a. Тогда ∀ε > 0,

∃N = N(ε), ∀p > N : ρ(xp, a) <
ε

2
.Поэтому ∀p > N и ∀q > N

получаем ρ(xp, xq) 6 ρ(xp, a) + ρ(a, xq) <
ε

2
+
ε

2
= ε. �

Однако обратное утверждение верно не в любом метри-
ческом пространстве.

Контрпример. Пусть X = (0, 1) и ρ(x, y) = |x − y|. По-

следовательность xp =
1

p
фундаментальна, но не имеет пре-

дела в пространстве X.
Определение. Метрическое пространство, в котором

каждая фундаментальная последовательность имеет предел,
принадлежащий данному метрическому пространству, назы-
вается полным метрическим пространством.

Известный критерий сходимости Коши означает, что
R1 — полное пространство.

Рассмотрим сейчас более подробно введенные понятия
в пространстве Rn.

Теорема 2. Для того чтобы последовательность
xp ∈ Rn сходилась к точке a ∈ Rn, необходимо и достаточ-
но, чтобы при любом i = 1, 2, . . . , n выполнялись равенства
lim
p→∞

xpi = ai, где xp = (xp1, . . . , xpn) и a = (a1, . . . , an).

Доказательство. Необходимость. ⇒) Пусть lim
p→∞

xp = a.
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На основании (3) имеем

0 6 |xpi − ai| 6

√√√√ n∑
i=1

(xpi − ai)2 = ρ(xp, a).

Так как ρ(xp, a)→ 0, то lim
p→∞

xpi = ai.

Достаточность.⇐) Предположим, что lim
p→∞

xpi = ai. Тогда

lim
p→∞

ρ(xp, a) = lim
p→∞

√√√√ n∑
i=1

(xpi − ai)2 =

√√√√ n∑
i=1

lim
p→∞

(xpi − ai)2 = 0.

Следовательно, lim
p→∞

xp = a. �

§3. Предельные точки

Определение. Открытый шар с центром в точке a на-
зывается окрестностью точки a в метрическом простран-
стве X.

Окрестность точки a радиуса δ будет обозначаться
OX(a; δ), а если ясно, о каком пространстве идет речь, то
просто O(a; δ). Так как радиус окрестности произволен, то
каждая точка имеет бесконечное множество окрестностей.
Множество

Ȯ(a; δ) = O(a; δ)\{a}
называется проколотой окрестностью точки a.

Пример. Пусть x = (x1, . . . , xn), a = (a1, . . . , an). Рас-
смотрим линейное пространство n-мерных точек с метрикой

ρ(x, a) = d1(x, y) = max{|x1 − a1|, . . . , |xn − an|}.

В этой метрике неравенство ρ(x, a) < δ, определяющее
δ-окрестность точки, принимает следующий вид:

|x1 − a1| < δ, |x2 − a2| < δ, . . . , |xn − an| < δ.
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Такую окрестность точки мы будем называть квадратной
в отличие от круговой окрестности

n∑
i=1

(xi − ai)2 < δ2,

определяемой евклидовой метрикой

ρ(x, a) = d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − ai)2.

Определение. Пусть X — метрическое простран-
ство. Точка a∈X называется предельной для множества
E ⊂ X, если любая проколотая окрестность точки a
содержит хотя бы одну точку множества E, то есть если
∀ε > 0: Ȯ(a, ε)

⋂
E 6= ∅. Точка a ∈ E называется изоли-

рованной точкой множества E, если она не является пре-
дельной для E, то есть ∃δ > 0: O(a, δ)

⋂
E = {a}.

Примеры.

1. X = R1, E =

{
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
. Множество име-

ет единственную предельную точку a = 0. Все точки
множества E изолированные.

2. X = R1 , E = [0, 2]
⋃
{3}. Все точки [0, 2] предельные

для E. Точка a = 3 единственная изолированная точка
множества E.

3. X = Rn ,E = B∗n(a; r). Множество предельных точек
множества E есть само E, так что у замкнутого шара
нет изолированных точек.

4. В дискретной метрике все точки пространства X изо-

лированные, т.к. для ∀a ∈ X имеем O

(
a;

1

2

)
= {a}.
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5. Если E = {x1, . . . , xp, . . . }, xi 6= xj (i 6= j) и lim
p→∞

xp = a,

то a — предельная точка множества E. Действитель-
но, для ∀ε > 0, ∃N(ε), ∀p > N xp ∈ O(a; ε), так что
найдется xp, для которого будем иметь 0 < ρ(xp, a) < ε.

§4. Внутренность, внешность и граница множества

Определение. Точка a ∈ X называется внутренней
точкой множества E, если ∃δ > 0 : O(a, δ) ⊂ E. Мно-
жество

◦
E всех внутренних точек множества E называется

внутренностью множества E.
Примеры.

1. X = R2, E = (a, b)× (c, d),
◦
E = E.

2. X = R1, E = [a, b],
◦
E = (a, b).

3. X = [a, b] с дискретной метрикой. E = X,
◦
E = [a, b].

4. X = [a,+∞) — подпространство R1, E = [a, b],
◦
E = [a, b).

Примеры 2, 3, 4 показывают, что понятие внутренней точ-
ки и внутренности множества зависят от того, в каком про-
странстве рассматривается это множество.

Определение. Точка a называется внешней точкой мно-
жества E, если

∃δ > 0: OX(a; δ)
⋂

E = ∅. (4)

Множество всех внешних точек множества E называется
внешностью множества E. Условие (4) равносильно усло-
вию

OX(a; δ) ⊂ CXE,

15



так что точка, внешняя для множества E, будет внутрен-
ней для множества CXE = X\E — дополнения E, а внеш-
ность множества E будет внутренностью дополнения мно-
жества E. Поэтому мы будем обозначать внешность множе-
ства E через

◦
CE.

Пример. X = R2, E = {x ∈ R2 : 0 6 r < ρ(x, a) 6 R}.
Множество E — круговое кольцо с центром a, r — внутрен-
ний радиус, R — внешний радиус.

Внутренность
◦
E = {x ∈ R2 : 0 < r < ρ(x, a) < R}, внеш-

ность
◦
CE = {x ∈ R2 : ρ(x, a) < r}

⋃
{x ∈ R2 : ρ(x, a) > R}.

Определение. Точка a ∈ X называется граничной точ-
кой множества E ⊂ X, если каждая окрестность точки a
содержит как точки, принадлежащие E, так и точки, не
принадлежащие E. Множество граничных точек называется
границей множества E и обозначается ∂E.

Примеры.

1. X = R2, E = {x∈R2 : 0 6 r < ρ(x, a) 6 R},
∂E = {x∈R2 : ρ(x, a) = r}

⋃
{x ∈ R2 : ρ(x, a) = R}.

2. X = R1, E = [a, b], ∂E = {a, b} состоит из двух точек
концов сегмента [a, b].

3. X = R2, E = [a, b], ∂E = [a, b].

4. X = R1, E = Q множество рациональных чисел. Тогда

◦
E =

◦
CE = ∅, ∂E = (−∞,+∞).

Из определений видно, что ∀a ∈ X будет либо внутрен-
ней, либо граничной, либо внешней точкой для множества E.
Значит,

◦
E
⋃

∂E
⋃ ◦

CE = X.
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Кроме того, внутренность, внешность и граница множе-
ства — дизъюнктные множества.

Определение. Множество E = E
⋃
∂E называется за-

мыканием множества E.
Примеры.

1. X = R1, E = (a, b), E = (a, b)
⋃
{a, b} = [a, b].

2. X = R1 или X = R2, E = [a, b], E = [a, b].

3. X = R1, E = Q, E = Q
⋃
R1 = R1.

4. X = R2, E = {x : 0 < r < ρ(x, a) < R},
E = {x : r 6 ρ(x, a) 6 R}.

Определение. Пусть X — метрическое пространство.
Множество A называется плотным во множестве E, если
для ∀ ε> 0, ∀x∈E, ∃a∈A : ρ(x, a) < ε.

Если E = X, то говорят, что A всюду плотно в X.
Замечание. Если A плотно в E, то по определению это

значит, что каждая точка множества E либо принадлежит
A, либо является предельной для A, т.е. E ⊂ A.

§5. Замкнутые и открытые множества

Определение. Пусть X — метрическое пространство.
Множество E⊂X, содержащее все свои предельные точки,
называется замкнутым в X.

Пустое множество и само метрическое пространство X
считаются замкнутыми в X множествами.

Примеры.

1. Любое конечное множество замкнуто.

2. Во всяком метрическом пространстве сфера S(a; r) есть
замкнутое множество.

3. X = R1, E = [a, b]− замкнутое множество.
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Определение. Множество E ⊂ X, все точки которого
являются внутренними в X, называется открытым в X, то
есть E =

◦
E . Или множество E ⊂ X называется открытым

в X, если
∀a ∈ E, ∃δ > 0: OX(a; δ) ⊂ E.

Само метрическое пространство X есть открытое в X
множество.

Примеры.

1. E = ∅ — открытое множество. Действительно,
◦
E⊂ E.

Поэтому и
◦
E= ∅.

2. X = R1, E = (a, b)− открытое множество.

3. В дискретном пространстве любое множество E будет
открытым, т.к. для ∀a ∈ E : O

(
a; 1

2

)
= {a} ⊂ E.

4. В пространстве R2 множество E = (a, b) не есть от-
крытое. Более того, ни одна точка x ∈ (a, b) не будет
внутренней.

5. Открытый шар B(a; r) есть открытое множество.

6. Открытым множеством будет окрестность любой точ-
ки. Откуда следует, что внутренность и внешность вся-
кого множества есть открытые множества. При дока-
зательстве достаточно ограничиться случаем множе-
ства

◦
E, т.к. внешность множества E есть внутренность

множества CE. Пусть x0 — внутренняя точка мно-
жества E. Тогда ∃δ > 0: O(x0; δ) ⊂ E. Все точ-
ки окрестности O(x0; δ) — внутренние для E. Так что
O(x0; δ) ⊂

◦
E.

Связь между замкнутыми и открытыми множествами да-
ёт следующая теорема.
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Теорема 1. Для того чтобы множество E было откры-
тым в метрическом пространстве X, необходимо и доста-
точно, чтобы множество CXE было замкнутым в X.

Доказательство. Необходимость. Пусть E открытое
множество. Любая точка a6∈CXE будет точкой множества E.
Тогда найдется окрестность O(a; δ) ⊂ E. Поэтому точка a не
может быть предельной для множества CXE, и следователь-
но, это множество замкнуто.

Достаточность. Пусть множество CXE замкнуто. То-
гда ∀a∈E не может быть предельной для CE, и значит,
∃O(a; δ):O(a; δ)

⋂
CE = ∅. Эта окрестность, очевидно, со-

держится в E. �
Следствие. Замыкание любого множества замкнуто.

Доказательство. Так как E =
◦
E
⋃
∂E, то E = X\

◦
CE

и множество E замкнуто как дополнение открытого множе-
ства

◦
CE. �

Для выяснения поведения замкнутых и открытых мно-
жеств при операциях объединения и пересечения множеств
нам потребуются законы двойственности указанных опера-
ций:

X\
⋃
α

Eα =
⋂
α

(X\Eα), (5)

X\
⋂
α

Eα =
⋃
α

(X\Eα). (6)

Теорема 2.
1. Объединение любого семейства открытых множеств

есть открытое множество.
2. Пересечение любого семейства замкнутых множеств

есть множество замкнутое.
3. Пересечение любого конечного числа открытых мно-

жеств есть открытое множество.
4. Объединение любого конечного числа замкнутых мно-

жеств есть замкнутое множество.
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Доказательство. 1. Пусть G =
⋃
α

Gα, где каждое Gα

открытое множество, и пусть a ∈ G. Тогда ∃α : a ∈ Gα. Так
как Gα — открытое множество, то ∃O(a; δ) ⊂ Gα ⊂ G.

2. Пусть F =
⋂
α

Fα, где каждое Fα — замкнутое множе-

ство. Тогда, используя (6), имеем

CF =
⋃
α

CFα.

Каждое CFα — открытое множество, и в силу утверждения 1
данной теоремы будет открытым и множество CF . Приме-
нение теоремы 1 завершает доказательство.

3. Пусть G =
n⋂
i=1

Gi, где каждое Gi — открытое множество,

и a∈G. Из определения множества G имеем: при любом i,
a∈Gi, а это значит, что при любом i существует O(a; δi) та-
кая, что O(a; δi) ⊂ Gi. Возьмем δ = min{δ1, . . . , δn}. Окрест-
ность O(a; δ) входит в каждое из множеств Gi и, следова-
тельно,

O(a; δ) ⊂ G.

4. Пусть F =
n⋃
i=1

Fi, где каждое Fi — замкнутое множе-

ство. На основании (5)

CF =
n⋂
i=1

CFi.

Каждое CFi — открытое множество. Значит и CF — откры-
тое множество, а F — замкнутое множество. �

Следствие. Граница ∂E любого множества E есть за-
мкнутое множество.

Доказательство вытекает из соображения

∂E = X�(
◦
E
⋃ ◦

CE).
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Пример. X = R1, Gn =
(
− 1
n
, 1
n

)
, G =

∞⋂
n=1

Gn = {0}.
Каждое Gn — открытое множество, а их пересечение G

не есть открытое множество.
Этот пример показывает, что требование конечности чис-

ла множеств в утверждениях 3 и 4 Теоремы 2 существенно.
Замечание. Отметим без доказательства следующий су-

щественный факт. В пространстве Rn нет не пустого мно-
жества E, отличного от всего пространства, одновременно
замкнутого и открытого. Это свойство пространства Rn на-
зывается связностью.

Теорема 3. Если F — замкнутое, ограниченное свер-
ху (снизу) множество вещественных чисел, и α = supF
(β = inf F ), то α ∈ F (β ∈ F ).

Доказательство. Допустим, что F — множество, огра-
ниченное сверху, α = supF и α 6∈ F . По свойству точ-
ной верхней грани для любого δ > 0 существует x∗ ∈ F :
α − δ < x∗ 6 α. Но знака равенства здесь быть не может
(α 6∈ F ). Поэтому точка x∗ ∈ Ȯ(α; δ). Следовательно, α —
предельная точка множества F , не принадлежащая F , что
противоречит замкнутости множества F . �

Аналогично доказывается утверждение теоремы о точной
нижней грани.

§6. Вполне ограниченные и компактные множества

Определение. Множество точекM называется ε-сетью
для множества E в метрическом пространстве X, если

∀x ∈ E ∃y ∈M : ρ(x, y) < ε.

Множество {y1, . . . , yN} является ε-сетью для E тогда и толь-

ко тогда, когда E ⊂
N⋃
j=1

B(yj, ε).

Определение. Множество E называется вполне ограни-
ченным, если ∀ε > 0 существует ε-сеть для E, состоящая из
конечного числа точек.
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Из определения сразу следует, что множество E вполне
ограниченно тогда и только тогда, когда ∀ε > 0 множество
E можно покрыть конечным набором шаров радиуса ε.

Теорема 1. Всякое вполне ограниченное множество яв-
ляется ограниченным.

Доказательство. Пусть E — вполне ограниченное мно-
жество. Возьмем произвольное ε. Пусть {y1, . . . , yN} есть ко-
нечная ε-сеть для E. Для любых точек x, y ∈ E существуют
i, j : ρ(x, yi) < ε и ρ(y, yj) < ε. Положим d = sup

i,j
ρ(yi, yj).

Имеем

ρ(x, y) 6 ρ(x, yi) + ρ(yi, yj) + ρ(yj, y) 6 ε+ d+ ε 6 d+ 2ε.

Отсюда sup
x,y

ρ(x, y) 6 d+ 2ε и множество E ограничено.�

Теорема 2. Всякое ограниченное множество E ⊂ Rn
является вполне ограниченным.

Доказательство. Пусть a = (a1, . . . , an) и
x = (x1, . . . , xn) ∈ E. Имеем |ai−xi| 6 ρ(x, a) 6 diamE = d.
Отсюда xi ∈ [ai− d, ai+ d]. На каждом отрезке [ai− d, ai+ d]

найдется конечная
ε√
n
-сеть M . Рассмотрим множество

M =M1 ×M2 × · · · ×Mn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈Mi}.

Множество M конечно.
Покажем, что оно образует ε - сеть для множества E.

Возьмем произвольный элемент x = (x1, . . . , xn) ∈ E. Пусть
yi ∈Mi и |xi− yi| <

ε√
n
. Рассмотрим точку y = (y1, . . . , yn).

Имеем y ∈M и

ρ(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 < ε.

Отсюда вытекает, что множество M является ε-сетью для
множества E. �
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Определение. Множество E метрического простран-
ства X называется компактным, если из любой последова-
тельности элементов множества E можно извлечь подпосле-
довательность, сходящуюся к элементу множества E.

Свойства:
1. Компактное множество всегда замкнуто.
2. Замкнутое подмножество компактного множества

компактно.
3. Множество E компактно тогда и только тогда, ко-

гда любое бесконечное подмножество множества E имеет
предельную точку, принадлежащую E.

4. Множество E компактно тогда и только тогда, ко-
гда E полно и вполне ограниченно.

Теорема 3. Подмножество E ⊂ Rn компактно тогда
и только тогда, когда E замкнуто и ограниченно.

Доказательство. Из теорем 1 и 2 следует, что для под-
множества E в пространстве Rn свойства вполне ограничен-
ности и ограниченности эквивалентны. В силу полноты Rn
подмножество E ⊂ Rn замкнуто тогда и только тогда, ко-
гда E полно. По свойству 4 получаем требуемый критерий
компактности в Rn. �

Определение. Семейство открытых множеств {Gα}
называется открытым покрытием множества E, если
E ⊂

⋃
α

Gα , т.е. если ∀x ∈ E, ∃α : x ∈ Gα.

Теорема [Борель, Лебег]. Для того чтобы метриче-
ское пространство X было компактным, необходимо и до-
статочно, чтобы из любого открытого покрытия {Gα}
пространства X можно было выделить конечное подпокры-
тие, т.е. выбрать конечный набор Gα1 , . . . , GαN

из семей-
ства {Gα}, покрывающий X.

Доказательство. Необходимость. Пусть {Gα} — откры-
тое покрытие компактного пространства X. Предположим
противное, т.е. что из {Gα} нельзя извлечь конечное подпо-
крытие. Возьмем произвольную последовательность εp > 0,
εp → 0. Множество X вполне ограниченно, поэтому его мож-
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но покрыть конечным числом шаров радиуса εp. Из этих
шаров выберем такой, который не покрывается конечным
числом множеств Gα. Этот шар обозначим через Bp. Пусть
zp — центр шара Bp. Существует подпоследовательность zpk ,
сходящаяся к некоторому элементу a ∈ X. Найдется индекс
α0 такой, что a ∈ Gα0 . В силу открытости Gα0 для неко-
торого ε > 0 шар B(a, ε) ⊂ Gα0 . Выберем pk так, чтобы
εpk + ρ(zpk , a) < ε. Тогда если x ∈ Bpk , то

ρ(a, x) 6 ρ(a, zpk) + ρ(zpk , x) 6 ρ(a, zpk) + εpk < ε.

Отсюда Bpk ⊂ Gα0 . Это противоречит тому, что шар Bpk не
покрывается конечным числом множеств Gα.

Достаточность. Пусть A — бесконечное множество в X.
Предположим противное, т.е. что A не имеет предельных
точек в E. Тогда для каждого x ∈ X найдется окрестность
O(x) такая, что множество O(x)

⋂
A конечно. Окрестности

O(x) образуют открытое покрытие пространства X. Извле-
чем из него конечное подпокрытие O(x1), . . . , O(xN). Так
как в каждой окрестности O(xj) содержится только конеч-
ное число элементов множества A, то получим противоречие
с тем, что множество A бесконечно. Следовательно, множе-
ство A имеет предельную точку. Теорема доказана. �

§7. Расстояние между множествами

Определение. Пусть A и B — какие-то множества мет-
рического пространства. Числовая величина

ρ(A,B) = inf
x∈A
y∈B

ρ(x, y) (7)

называется расстоянием между множествами A и B.
Поскольку для любых x и y величина ρ(x, y) > 0, то,

во-первых, расстояние ρ(A,B) определено для любых двух
непустых множеств A и B и, во-вторых, всегда ρ(A,B) > 0.

Если множество B состоит из одной точки a, то рассто-
яние ρ(A,B) называют просто расстоянием от точки a до
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множества A и обозначают его ρ(a,A). Так что согласно
определению (7)

ρ(a,A) = inf
x∈A

ρ(x, a). (8)

Теорема. Если F1 и F2 — непересекающиеся замкнутые
множества, хотя бы одно из которых компактно, то

ρ(F1, F2) > 0.

Доказательство. Пусть для определенности компактно
множество F1. Предположим противное: ρ(F1, F2) = 0. То-
гда для любого ε> 0 существуют x∗ ∈ F1 и y∗ ∈ F2 такие,

что ρ(x∗, y∗) < ε. Придавая ε значения 1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . . , мы

построим две последовательности точек xn ∈ F1 и yn ∈ F2,

которые удовлетворяют неравенству ρ(xn, yn) <
1

n
.

Таким образом, ρ(xn, yn) → 0 при n → ∞. В силу ком-
пактности множества F1, из xn можно выделить подпосле-
довательность xnk

→ ξ. Теперь неравенство треугольника

ρ(ynk
, ξ) 6 ρ(ynk

, xnk
) + ρ(xnk

, ξ)

и соотношения ρ(xnk
, ynk

) → 0, ρ(xnk
, ξ) → 0 дают нам

ρ(ynk
, ξ)→ 0. Следовательно, точка ξ предельная для за-

мкнутого множества F2, и поэтому ξ ∈ F2.
Итак, точка ξ принадлежит обоим множествам F1 и F2

вопреки условию, что множества F1 и F2 не пересекаются.
Полученное противоречие доказывает теорему. �

Следствие 1. Если F1 и F2 — непересекающиеся замкну-
тые множества пространства Rn и, по крайней мере, одно
из них ограниченно, то ρ(F1, F2) > 0.

Следствие 2. Если F — замкнутое множество метри-
ческого пространства и a 6∈ F , то ρ(a, F ) > 0.
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§8. Нормированные пространства

Определение. Пусть X — линейное пространство. Неот-
рицательная числовая функция

‖x‖ : X → R

называется нормой в X, если

1) ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;

2) ‖λx‖ = |λ|·‖x‖ (положительная однородность или свой-
ство гомотетии);

3) ‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖ (неравенство «треугольника» или
условие полуаддитивности).

Линейное пространство, в котором введена норма, назы-
вается линейным нормированным пространством.

Пример 1. Пространство Rn
Напомним, что для x = (x1, . . . , xn)

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

x2i . (9)

Норму (9) обычно называют евклидовой. В линейном про-
странстве n-мерных точек часто используют еще две нормы:

‖x‖1 = max
16i6n

|xi| (10)

и

‖x‖2 =
n∑
i=1

|xi|, (11)

которые мы также обозначаем знаком ‖ · ‖, но с индексами.
Линейные нормированные пространства, определяемые

нормами (10), (11), конечно, не совпадают с Rn, хотя все
они и порождены одним и тем же линейным пространством.
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Пример 2. Пространство C[a, b]
Это линейное пространство функций x = x(t), непрерыв-

ных на сегменте [a, b], с нормой
‖x‖ = max

a6t6b
|x(t)|. (12)

Заметим сразу, что из аксиомы 2) вытекает соотношение
‖ − x‖ = ‖x‖.

Неравенство «треугольника» методом математической
индукции легко распространяется на любое конечное число
слагаемых, являющихся точками линейного нормированного
пространства:

‖x1 + x2 + · · ·+ xp‖ 6 ‖x1‖+ ‖x2‖+ · · ·+ ‖xp‖.
Также из неравенства треугольника (если заменить x на x−y
или y на y − x) следуют неравенства

‖x− y‖ > ‖x‖ − ‖y‖ и ‖y‖ > ‖y‖ − ‖x‖.

Поэтому имеем

‖x− y‖ > |‖x‖ − ‖y‖|. (13)

Определение. Пусть X — линейное пространство
и a, b ∈ X. Множество точек

x = (1− t)a+ tb, −∞ < t < +∞ (14)

называется прямой. Если в уравнении (14) ограничить из-
менение параметра t промежутком 0 6 t 6 1, то полученное
множество называется отрезком, соединяющим точки a и b
и обозначается [a, b]. Если же t > 0, то множество (14) назы-
вается лучом.

Совокупность отрезков, составленных таким образом,
что конец каждого предыдущего отрезка является началом
следующего, называется ломаной.

Определение. Множество A линейного пространства X
называется выпуклым, если любые две его точки входят в A
вместе с отрезком, соединяющим эти точки.
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Пример. Любой шар в линейном нормированном про-
странстве есть выпуклое множество. В самом деле, пусть
‖x − a‖ < r, ‖y − a‖ < r и z = (1 − t)x + ty (0 6 t 6 1).
Тогда

‖z − a‖ = ‖(1− t)(x− a) + t(y − a)‖ 6
6 (1− t)‖x− a‖+ t‖y − a‖ < (1− t)r + tr = r.

В нормированном пространстве легко ввести расстояние,
если положить

ρ(x, y) = ‖x− y‖.

Теперь, как и во всяком метрическом пространстве,
в нормированном пространстве можно определить предел
последовательности. Только в этом случае утверждение
lim
p→∞

xp = a означает следующее:

ρ(xp, a) = ‖xp − a‖ → 0 при p→∞

или
∀ε > 0, ∃N(ε), ∀p > N : ‖xp − a‖ < ε.

В одно и то же линейное пространство можно внести раз-
ные нормы. Это было проиллюстрировано на примере ли-
нейного пространства Rn, в котором рассматривались три
разные нормы.

Определение. Две нормы ‖x‖I и ‖x‖II , определенные
в одном и том же линейном пространстве X, называются
эквивалентными, если существуют m > 0 и M > 0 такие,
что для любых точек x ∈ X

m‖x‖II 6 ‖x‖I 6M‖x‖II . (15)

Обозначение: ‖x‖I ∼ ‖x‖II .
Лемма. Если в линейном пространстве X : ‖x‖I ∼ ‖x‖II

и точка a ∈ X, то

∀OII(a), ∃OI(a) : OI(a; δ1) ⊂ OII(a; δ) (16)
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∀OI(a; δ), ∃OII(a; δ1) : OII(a; δ1) ⊂ OI(a; δ). (17)

Доказательство. Отметим прежде всего, что обозначе-
ния OI и OII показывают, в какой метрике берется окрест-
ность точки a.

Включение (16) равносильно утверждению

‖x− a‖I < δ1 =⇒ ‖x− a‖II < δ.

Поэтому рассуждаем так. Пусть ‖x− a‖I < δ1, где δ1 пока
не определено. В силу (15) имеем

‖x− a‖II 6
1

m
‖x− a‖I <

1

m
δ1.

Выбрав теперь δ1 = mδ, получаем требуемое неравенство.
Аналогично доказывается и включение (17). Пусть

‖x− a‖II <δ1. Опять-таки на основании (15)

‖x− a‖I 6M‖x− a‖II < Mδ1.

Взяв δ1 = 1
M
δ, приходим к утверждению

‖x− a‖II < δ1 =⇒ ‖x− a‖I < δ,

что равносильно включению (17). �
Теорема 3. Если в линейном пространстве X опре-

делены две эквивалентные нормы, то каждое множество
G ⊂ X, открытое в одной из метрик, будет открытым
и в другой метрике, и наоборот.

Доказательство. Пусть множество G открыто в мет-
рике I. Тогда любая точка a ∈ G входит в G вместе
с некоторой окрестностью OI(a). Согласно лемме существу-
ет OII ⊂ OI(a) ⊂ G. Значит, G открыто и в метрике II.
Обратное утверждение доказывается точно так же. �

Таким образом, в нормированных пространствах с экви-
валентными нормами один и тот же набор открытых мно-
жеств.
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Совокупность всех открытых множеств линейного нор-
мированного пространства X называется его топологией,
а свойства и понятия пространства, основанные на откры-
тых множествах, называются топологическими свойствами
и понятиями.

Понятия окрестности, предельной точки, замкнутого
множества, замыкания, внутренности и внешности множе-
ства, границы являются топологическими понятиями. Топо-
логическим будет и понятие непрерывной функции. Тополо-
гические свойства пространства не меняются при переходе
к эквивалентной норме.

Следовательно, теорему 3 можно кратко сформулировать
в такой форме.

Линейные нормированные пространства с эквивалент-
ными нормами обладают одной и той же топологией.

Топологические свойства определяются только топологи-
ей пространства, они не нуждаются в метрике. Поэтому воз-
можно широкое обобщение метрического пространства — то-
пологическое пространство. Их изучение составляет предмет
отдельной математической дисциплины — топологии.

Отметим еще, что понятия шара, сферы, ограниченного
множества не являются топологическими.

Если ‖x‖I и ‖x‖II — нормы в линейном пространстве X,
то запись xp →

I
a или xp →

II
a означает сходимость к a по со-

ответствующей норме, т.е. ‖xp − a‖I → 0 или ‖xp − a‖II → 0.
Теорема 4. Если в линейном пространстве

X : ‖x‖I ∼ ‖x‖II , то условия xp →
I

a и xp →
II

a
эквивалентны.

Доказательство немедленно следует из неравенства

m‖xp − a‖II 6 ‖xp − a‖I 6M‖xp − a‖II .

В заключение рассмотрим еще одну важную теорем.
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Теорема 5. В линейном пространстве Rn нормы

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

xi, ‖x‖1 = max
16i6n

|x| и ‖x‖2 =
n∑
i=1

|xi|

эквивалентны.
Замечание. Можно доказать более сильное утвержде-

ние: в конечномерном линейном пространстве Rn все нормы
эквивалентны.

Доказательство. Неравенство (3) можно записать в ви-
де

‖x‖1 6 ‖x‖ 6 ‖x‖2.

Легко видеть, что

‖x‖2 =
n∑
i=1

|xi| 6 n‖x‖1.

В итоге получаем

‖x‖1 6 ‖x‖ 6 ‖x‖2 6 n‖x‖1.

Это значит, что ‖x‖ ∼ ‖x‖1 и ‖x‖2 ∼ ‖x‖1. �
Эквивалентность в пространстве Rn норм ‖x‖ и ‖x‖1 поз-

воляет формулировать все факты и понятия, опирающиеся
на понятие окрестности, как в терминах круговой окрестно-
сти (т.е. окрестности в норме ‖x‖), так и в терминах квад-
ратной окрестности (т.е. окрестности в норме ‖x‖1).
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ

1. Проверить аксиомы метрики в пространстве Rn:

a) евклидовой метрики d(x, y) = ‖x− y‖ =
√

n∑
i=1

(xi − yi)2;

b) d1(x, y) = max{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|},
c) d2(x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|.

Решение. a) Очевидно, что d(x, y) > 0. Равенство
d(x, y) = 0 выполнено тогда и только тогда, когда xi = yi
для всех i = 1, 2, . . . , n, т.е. x = y. Нетрудно заметить,
что d(x, y) = d(y, x). Покажем, что справедливо неравенство
«треугольника»: d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y).

Пусть xi − zi = ai, zi − yi = bi. Тогда xi − yi = ai + bi.
Используя неравенство Коши-Буняковского, имеем

n∑
i=1

(ai + bi)
2 =

n∑
i=1

a2i + 2
n∑
i=1

aibi +
n∑
i=1

b2i 6

6
n∑
i=1

a2i + 2

√√√√ n∑
i=1

a2i

n∑
i=1

b2i +
n∑
i=1

b2i =

(
n∑
i=1

a2i +
n∑
i=1

b2i

)2

.

Следовательно,

d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 =

√√√√ n∑
i=1

(ai + bi)2 6

6

√√√√ n∑
i=1

ai +

√√√√ n∑
i=1

b2i =

√√√√ n∑
i=1

(xi − zi)2 +

√√√√ n∑
i=1

(zi − yi)2 =

= d(x, z) + d(z, y).

b) Аксиомы 1) - 3) для d1(x, y) очевидно выполнены. Прове-
рим аксиому 4.

d1(x, y) = max{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|} =
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= max{|x1 − z1 + z1 − y1|, . . . , |xn − zn + zn − yn|} 6

6 max{|x1 − z1|+ |z1 − y1|, . . . , |xn − zn|+ |zn − yn|} 6

6 max{|x1− z1|, . . . , |xn− zn|}+max{|z1− y1|, . . . , |zn− yn|} =

= d1(x, z) + d1(z, y).

Следовательно, неравенство «треугольника» для d1(x, y) вы-
полнено.

c) Для функции d2(x, y) аксиомы 1) - 3) выполнены.

d2(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi| =
n∑
i=1

|xi − zi + zi − yi| 6

6
n∑
i=1

|xi − zi|+ |zi − yi| =
n∑
i=1

|xi − zi|+
n∑
i=1

|zi − yi| =

= d2(x, z) + d2(z, y).

Следовательно, аксиома 4 также выполнена. �
2. Проверить аксиомы метрики в пространстве C[a, b].

Точками x = x(t) этого пространства являются всевозмож-
ные функции, непрерывные на [a, b]. Расстояние между точ-
ками x = x(t) и y = y(t) определяется по формуле

ρ(x, y) = max
a6t6b
|x(t)− y(t)|.

Решение. Выполнение первых трех аксиом метрики оче-
видны. Проверим неравенство «треугольника». Для каждого
t ∈ [a, b] имеем

|x(t)− y(t)| 6 |x(t)− z(t)|+ |z(t)− y(t)| 6

6 max
a6t6b
|x(t)− z(t)|+ max

a6t6b
|z(t)− y(t)|

Тогда

max
a6t6b
|x(t)− y(t)| 6 max

a6t6b
|x(t)− z(t)|+ max

a6t6b
|z(t)− y(t)|
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Значит ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y). �
3. Является ли функция ρ(x, y) = |x2 − y2| метрикой в

пространстве R1?
Решение. Рассмотрим точки x = 1 и y = −1. В этих точ-

ках ρ(x, y) = 0, т.е. не выполняется вторая аксиома. Значит
функция ρ(x, y) = |x2− y2| не определяет метрику на число-
вой прямой. �

4. Задает ли в пространстве R2 расстояние между точ-
ками A(x1, y1) и B(x2, y2) функция

ρ(A,B) = (|x1 − x2|+ |y1 − y2|)2?

Решение. Рассмотрим точки A(1, 0), B(0, 1), C(1, 1).
Вычислим значения функции в этих точках
ρ(A,B) = 4, ρ(A,C) = 1, ρ(C,B) = 4. Это означает,
что ρ(A,B) > ρ(A,C) + ρ(C,B). Следовательно не выполне-
но неравенство «треугольника». Значит функция ρ(A,B) не
определяет метрику в пространстве R2. �

5. Доказать, что во всяком метрическом пространстве
сфера S(a; r) = {x ∈ X : ρ(a, x) = r} есть замкнутое мно-
жество.

Решение. В самом деле, если ξ — предельная точка для
множества S(a; r), то на сфере можно выделить последова-
тельность точек xp → ξ (или, что то же самое, ρ(xp, ξ)→ 0).
В силу неравенства

|ρ(xp, a)− ρ(ξ, a)| 6 ρ(xp, ξ)→ 0.

Значит, lim
p→∞

ρ(xp, a) = ρ(ξ, a). Но ρ(xp, a) = r. Поэтому полу-

чаем отсюда ρ(ξ, a) = r и ξ ∈ S(a, r). �
6. Доказать, что открытый шар

B(a; r) = {x ∈ X : ρ(a, x) < r}

есть открытое множество.
Решение. Пусть точка x0 ∈ B(a; r). Тогда ρ(x0, a) < r.
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Выберем число δ > 0 так, чтобы δ + ρ(x0, a) = r. Прове-
рим, что O(x0; δ) ⊂ B(a; r). Если x ∈ O(x0; δ), то ρ(x, x0) < δ.
Поэтому имеем

ρ(x, a) 6 ρ(x, x0) + ρ(x0, a) < δ + ρ(x0, a) = r,

и точка x ∈ B(a; r). �
7. Доказать, что множество Qn всюду плотно в простран-

стве Rn.
Решение. Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn и ε > 0. Для

∀i, ∃ri ∈ Q : |xi − ri| < ε
n
. Тогда при r = (r1, . . . , rn) ∈ Qn

в силу неравенства (3) имеем

ρ(x, r) = ‖x− r‖Rn 6
n∑
i=1

|xi − ri| <
ε

n
· n = ε.

�
8. Числовая величина

ρ(A,B) = inf
x∈A
y∈B

ρ(x, y)

называется расстоянием между множествами A и B. Для
любых двух непустых множествA иB требуется исследовать
случай ρ(A,B)= 0.

Решение. Если множества A и B имеют общие точки, то,
очевидно, ρ(A,B) = 0. Обратное, однако, неверно. В каче-
стве примера в пространстве R1 можно взять два интервала
с общим концом. Аналогичный пример в пространстве R2

дает расстояние между какой-либо ветвью гиперболы и ее

асимптотой. В самом деле, пусть A — ветвь гиперболы y =
1

x
(x > 0), а B — ее асимптота y = 0. Рассмотрим точку ги-

перболы P

(
x,

1

x

)
и точку асимптоты Q(x, 0). Расстояние

ρ(P,Q) → 0 при x → ∞. Поэтому ρ(A,B) = 0, хотя множе-
ства A и B не имеют общих точек. �
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9. Проверить аксиомы нормы в евклидовом простран-
стве Rn.

Решение. Свойства 1) и 2) очевидны. Докажем
свойство 3), воспользовавшись неравенством Коши–
Буняковского:

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + 2(x, y) + (y, y) 6

6 ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2.
�

10. Проверить аксиомы нормы для любых
x = (x1, . . . , xn) в пространстве Rn

a) ‖x‖1 = max
16i6n

|xi|, b) ‖x‖2 =
n∑
i=1

|xi|.

Решение. a) Нетрудно заметить, что свойства 1) и 2) вы-
полнены. Проверим свойство 3). Для любых x = (x1, . . . , xn)
и y = (y1, . . . , yn)

‖x+ y‖1 = max
16i6n

|xi + yi| 6 max
16i6n

(|xi|+ |yi|) 6

6 max
16i6n

|xi|+ max
16i6n

|yi| = ‖x‖1 + ‖y‖1

b) Докажем выполнения свойства 3.

‖x+ y‖2 =
n∑
i=1

|xi + yi| 6
n∑
i=1

|xi|+ |yi| =

=
n∑
i=1

|xi|+
n∑
i=1

|yi| = ‖x‖2 + ‖y‖2

�
11. Пространство C[a, b], непрерывных функций на сег-

менте [a, b], с нормой ‖x‖ = max
a6t6b
|x(t)|. Проверить аксиомы

нормы.
Решение. 1. Для любых функций x(t) ∈ C[a, b]

‖x‖ = max
a6t6b
|x(t)| = 0⇔ x(t) ≡ 0.
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2. Для любых функций x(t) ∈ C[a, b] и для любых λ

‖λx‖ = max
a6t6b
|λx(t)| = |λ| · max

a6t6b
|x(t)| = |λ| · ‖x‖.

3. Для любых функций x(t), y(t) ∈ C[a, b]

‖x+ y‖ = max
a6t6b
|x(t) + y(t)| 6 max

a6t6b
(|x(t)|+ |y(t)|) 6

6 max
a6t6b
|x(t)|+ max

a6t6b
|y(t)| = ‖x‖+ ‖y‖.

�
12. Найти диаметр множества E, где E — n− мерный

куб в пространстве Rn со стороной a, используя евклидову
метрику

d(x, y) = ‖x− y‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2,

а также

d1(x, y) = max{|x1−y1|, . . . , |xn−yn|}, d2(x, y) =
n∑
i=1

|xi−yi|.

В какой метрике диаметр множества E больше?
Решение. Рассмотрим пространство Rn с евклидовой мет-

рикой. Если x, y ∈ E, где E — n− мерный куб со стороной
a, то √√√√ n∑

i=1

(xi − yi)2 6
√
na2 = a

√
n.

Значит диаметр множества E равен

diamE = sup
x,y∈E

d(x, y) = a
√
n.

В метрике d1(x, y) для всех x, y ∈ E

d1(x, y) = max{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|} 6 max{a, . . . , a} = a.
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Тогда diamE = a.

В d2(x, y) diamE = an, так как
n∑
i=1

|xi − yi| 6
n∑
i=1

a = an.

Следовательно, диаметр множества E больше в метрике
d2(x, y). �

13. Проверить непрерывность функции ρ(x, y) — метри-
ка пространства X.

Решение. Для доказательства воспользуемся определени-
ем непрерывности по Гейне. Пусть x и y — любые две точки
метрического пространства X, xn → x, yn → y. Тогда в силу
неравенства |ρ(a, b)− ρ(a, c)| 6 ρ(b, c) имеем

|ρ(xn, yn)−ρ(x, y)| = |ρ(xn, yn)−ρ(xn, y)+ρ(xn, y)−ρ(x, y)| 6

6 |ρ(xn, yn)− ρ(xn, y)|+ |ρ(xn, y)− ρ(x, y)| 6

6 ρ(yn, y) + ρ(xn, x)→ 0

при n→∞.
Таким образом, функция ρ(x, y) непрерывна в каждой

точке (x, y), т.е. на всем пространстве X. Отсюда, в част-
ности, вытекает непрерывность функции ||x|| = ρ(x, 0) на
нормированном пространстве X. �

14. Доказать, что в метрическом пространстве сходяща-
яся последовательность имеет единственный предел.

Решение. Предположим, что lim
p→∞

xp = a и lim
p→∞

xp = b.

Тогда

ρ(a, b) 6 ρ(a, xp) + ρ(xp, b)→ 0, при p→∞.

Отсюда имеем ρ(a, b) = 0 и a = b. �
15. Доказать, что пространство Rn(n > 1) полное.
Решение. Пусть xp ∈ Rn — фундаментальная последова-

тельность. Числовая последовательность xpi фундаменталь-
на и в силу полноты R1 последовательность xpi сходится при
p→∞ к некоторому числу ai. Положим a = (a1, . . . , an). По
теореме 2 (см. §2) lim

p→∞
xp = a. Полнота Rn доказана. �
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16. Докажите, что любой отрезок [a, b] ⊂ R1 является
вполне ограниченным множеством.

Решение. Выберем натуральное число N так, чтобы
b− a
N

< ε. В качестве конечной ε-сети можно взять точки

yj = a+ j · b− a
N

при j = 0, 1, . . . , N . �



УПРАЖНЕНИЯ

1. Являются ли функции ρ(x, y) метрикой в простран-
стве R1?

a) ρ(x, y) = sin2(x− y); b) ρ(x, y) = (x− y)2;

c) ρ(x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
; d) ρ(x, y) =

|x− y|
1 + |x− y|2

;

e) ρ(x, y) =
|x− y|

x2 + 2y2 + 1
; g) ρ(x, y) = |x · y|.

2. Является ли функция

ρ(A,B) = 4
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

где A(x1, y1) и B(x2, y2) метрикой в пространстве R2?
3. Вычислить расстояние между функциями x(t) = t2,

y(t) = 2t+ 5 в пространстве C[−1, 1].

4. Исследовать последовательность xp =

(
1

p
,
1

p2

)
∈ R2

на сходимость. Изменится ли ответ в задаче в зависимости
от метрики?

5. Проверить аксиомы метрики в пространстве lp, элемен-
тами которого являются последовательности вещественных

чисел {xk} таких, что сходится ряд
∞∑
k=1

|xk|p:

ρp(x, y) =

(
∞∑
k=1

|xk − yk|p
) 1

p

1 6 p <∞.

6. Проверить аксиомы метрики в пространстве Rn:

ρp(x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

1 6 p <∞.

7. Проверить аксиомы метрики в пространствеm — огра-
ниченных последовательностей вещественных чисел:

ρ(x, y) = sup
k∈N
|xk − yk|.
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8. M [a, b] — пространство ограниченных функций x :
[a, b]→ R. Проверить аксиомы метрики

ρ(x, y) = sup
a6t6b
|x(t)− y(t)|.

9. Является ли метрикой в пространстве C[a, b] функция

ρ(x, y) =

b∫
a

|x(t)− y(t)|dt?

10. Является ли метрикой в пространстве M — произ-
вольных последовательностей вещественных чисел:

ρ(x, y) =
∞∑
k=1

1

2k
· |xk − yk|
1 + |xk − yk|

?

11. Изобразите шары B∗(0; 1) в пространствах R2,R3 от-
носительно метрик d(x, y), d1(x, y), d2(x, y).

12. Доказать, что множество Q рациональных чисел всю-
ду плотно в метрическом пространстве R1, то есть при лю-
бом ε > 0 для каждого вещественного числа x существует
рациональное число r = r(x, ε), такое, что |x− r| < ε.

Указание. Вспомните принцип Архимеда и его следствия.
13. Найти расстояние между множествами рациональ-

ных и иррациональных чисел.
14. Доказать, что ρ(A,B) = inf

x∈A
ρ(x,B).

15. Доказать, что для того чтобы точка a 6∈ E была пре-
дельной для E, необходимо и достаточно, чтобы ρ(a,E) = 0.

16. Доказать, что для любого множества E

E = {x : ρ(x,E) = 0}.

17. Доказать, что для того чтобы множество F было
замкнутым, необходимо и достаточно, чтобы ρ(a, F ) = 0 =⇒
a ∈ F .
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18. Доказать, что если F1 и F2 — непересекающиеся за-
мкнутые множества, и хотя бы одно из которых компактно,
то существуют x0 ∈ F1 и y0 ∈ F2 такие, что

ρ(F1, F2) = ρ(x0, y0).

19. Вычислить норму функции f(x) = sinx + cosx в
пространстве C[0, π].

20. Вычислить норму функции f(x) = x2−x в простран-
стве C[0, 2].

21. Докажите, что если xn, yn, a, b ∈ X, где X — норми-
рованное пространство, и λn, λ ∈ R, то из того, что xn → a,
yn → b, λn → λ, следует, что xn ± yn → a± b и λnxn → λa.

22. Докажите, что в пространстве Rn из условий xp → a
и yp → b следует, что (xp, yp)→ (a, b).

23. Расшифровать в терминах окрестностей утвержде-
ния:
1) точка a не является предельной для множества E,
2) точка a не является внутренней для множества E,
3) точка a не является внешней для множества E,
4) точка a не является граничной для множества E,
5) множество A не является всюду плотным в метрическом
пространстве X.

24. В пространстве R2 заданы множества

A = {(x, y) : (x− 2)2 + (y − 3)2 6 1},

B = {(x, y) : y = 0}, C = {(x, y) : x = 0}.
Найдите расстояние между каждой парой этих множеств в
евклидовой метрике. Изменится ли ответ, если взять другую
метрику (d1(x, y), d2(x, y), естественную метрику)? Поясни-
те!

25. Найти диаметр n-мерного параллелепипеда.
26. Доказать, что в метрическом пространстве всякая

сходящаяся последовательность ограничена.
Указание. Доказательство копирует доказательство ана-

логичного утверждения для случая пространства R1.
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27. Доказать, что в метрическом пространстве если по-
следовательность xp → a, то и всякая подпоследователь-
ность xpk → a.

Указание. Доказательство копирует доказательство ана-
логичного утверждения для случая пространства R1.

28. Докажите утверждение. Для того чтобы последова-
тельность xp ∈ Rn была фундаментальной, необходимо и до-
статочно, чтобы при любом i = 1, 2, . . . , n была фундамен-
тальной числовая последовательность xpi.

29. Пусть X — метрическое пространство и E ⊂ X. До-
кажите эквивалентность утверждений:

1. каждая проколотая окрестность точки a содержит хотя
бы одну точку множества E;

2. каждая окрестность точки a содержит бесконечную
часть множества E;

3. во множестве E можно выделить последовательность
попарно различных точек xp, таких, что xp → a.

30. Доказать, что всякое вполне ограниченное множество
является ограниченным.

31. Доказать, что всякое ограниченное множество
E ⊂ Rn является вполне ограниченным.

32. Доказать, что ограниченное множество

E = {x(t) ∈ C[0, 1] : sup
t∈[0,1]

|x(t)| 6 1}

не является вполне ограниченным в пространстве C[0; 1].
33. Докажите, что для того чтобы множество E было

вполне ограниченным, необходимо и достаточно, чтобы из
любой последовательности элементов множества E можно
было извлечь фундаментальную подпоследовательность.

34. Докажите, что из любой ограниченной последова-
тельности xp ∈Rn можно извлечь сходящуюся подпоследо-
вательность.
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35. Докажите свойства компактных множеств (см. §6).
36. Докажите, что если xn, yn, a, b ∈ X и λn, λ ∈ R, то из

того, что xn → a, yn → b, λn → λ, следует, что xn±yn → a±b
и λnxn → λa.

37. Докажите, что в пространстве Rn из условий xp → a
и yp → b следует, что (xp, yp)→ (a, b).

38. Проверить, что бинарное отношение ‖x‖I ∼ ‖x‖II
есть отношение эквивалентности.



КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
1. Дать расшифровку на языке ε−N определения предела

последовательности в метрическом пространстве.
2. Дать расшифровку на языке ε−N определения предела

lim
n→∞

xn = a, где xn, a ∈ X — метрическое пространство.
3. Дать расшифровку на языке ε−N определения предела

lim
n→∞

xn = a, где xn, a ∈ X — нормированное пространство.
4. Дать определение предела функции по базе.
5. Дать определение предела функции f : X → Y, где

X, Y — метрические пространства на языке ε− δ.
6. Дать определение предела функции f : X → Y, где

X, Y — нормированные пространства на языке ε− δ.
7. Дать определение предела функции f : X → Y, где

X, Y — метрические пространства на языке окрестностей.
8. Дать определение предела функции f : X → Y, где

X, Y — нормированные пространства на языке окрестностей.
9. Дать определение предела функции по направлению.
10. Дать определение предела функции по множеству E

по Гейне.
11. Дать определение предела функции по множеству E

по Коши.
12. Дать определение предела функции f : X → Y, где

X — метрическое пространство, а Y — нормированное про-
странство на языке ε− δ.

13. Дать определение предела функции f : X → Y, где
Y — метрическое пространство, а X — нормированное про-
странство на языке ε− δ.

14. Дать определение непрерывной функции по Коши.
15. Дать определение непрерывной функции по Гейне.
16. Дать определение непрерывной функции на языке

окрестностей.
17. Дать определение непрерывной функции f : X → Y,

где X, Y — нормированные пространства на языке ε− δ.
18. Дать определение непрерывной функции f : X → Y,

где X, Y — метрические пространства на языке ε− δ.
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19. Дать определение непрерывной функции f : X → Y,
где X — метрическое пространство, а Y — нормированное
пространство на языке ε− δ.

20. Дать определение непрерывной функции f : X → Y,
где Y — метрическое пространство, а X — нормированное
пространство на языке ε− δ.
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