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Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ãèáðèäíóþ ñèñòåìó{
ẋ(t) = A11(t)x(t) +A12(k)y(k) +B11(t)u(t) +B12(k)v(k),
y(k + 1) = A21(k)x(k) +A22(k)y(k) +B21(k)u(k) +B22(k)v(k),

(1)
ãäå t ∈ [k, k + 1), k ∈ N0

.
= {0, 1, 2, . . . }, x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 , u ∈

Rm1 , v ∈ Rm2 ; ôóíêöèè A11 : [0,+∞) → Rn1×n1 è B11 : [0,+∞) →
Rn1×m1 è óïðàâëåíèå u : [0,+∞) → Rm1 êóñî÷íî íåïðåðûâíû, ìîãóò
èìåòü ëèøü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà è íåïðåðûâíû ñïðàâà â òî÷êàõ
ðàçðûâà; ôóíêöèè Aj2 : N0 → Rnj×n2 , Bj2 : N0 → Rnj×m2 (j = 1, 2),
A21 : N0 → Rn2×n1 , è B21 : N0 → Rn2×m1 è óïðàâëåíèå v : N0 → Rm2

ïðîèçâîëüíû. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íîðìû âñåõ ìàòðèö îãðàíè÷åíû íà
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì n = n1 + n2,m = m1 +m2.

Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ u(·) è v(·)

ïîíèìàåì ôóíêöèþ z = z(t) =

(
x(t)
y(k)

)
∈ Rn, t ∈ [k, k + 1), k ∈ N0,

òàêóþ, ÷òî x(t) è y(k) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1) ïðè t ∈ (k, k + 1),
ïðè ýòîì ôóíêöèÿ x(t) íåïðåðûâíà íà [0,+∞).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìó (1) íàçîâåì ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâ-
ëÿåìîé, åñëè ñóùåñòâóþò ϑ ∈ N è L > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
l ∈ N0 è ëþáûõ x0, x1 ∈ Rn1 , y0, y1 ∈ Rn2 íàéäóòñÿ äîïóñòèìûå
óïðàâëåíèÿ u : [l, l + ϑ) → Rm1 , v : [l, l + ϑ − 1] ∩ N0 → Rm2 òà-
êèå, ÷òî ðåøåíèå

(
x(·), y(·)

)
ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(l) = x0, y(l) = y0 è ñ âûáðàííûìè u(·), v(·) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåí-
ñòâàì x(l + ϑ) = x1, y(l + ϑ) = y1, ïðè ýòîì

sup
t∈[l,l+ϑ)

∥u(t)∥ ⩽ Lmax
{
∥x1 − x0∥, ∥y1 − y0∥

}
,

max
k∈[l,l+ϑ−1]∩N0

∥v(k)∥ ⩽ Lmax
{
∥x1 − x0∥, ∥y1 − y0∥

}
.
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Âûáåðåì â ñèñòåìå (1) óïðàâëåíèÿ u(t) ≡ 0 ∈ Rm1 è v(k) ≡ 0 ∈
Rm2 , ïîëó÷èì ñâîáîäíóþ ñèñòåìó{

ẋ(t) = A11(t)x(t) +A12(k)y(k),
y(k + 1) = A21(k)x(k) +A22(k)y(k).

(2)

Ïóñòü X(t, s) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû ẋ(t) = A11(t)x(t). Ïîëîæèì

Z(k + 1, k) =

 X(k + 1, k)
k+1∫
k

X(k + 1, s) ds ·A12(k)

A21(k) A22(k)

 , k ∈ N0,

Z(k, l) = Z(k, k − 1)Z(k − 1, k − 2) . . . Z(l + 1, l), k, l ∈ N0, k > l.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ z(·) ñèñòåìû (2) èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî z(k) = Z(k, l)z(l), k, l ∈ N0, k > l. Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó
Z(k, l), k, l ∈ N0, k > l, ìàòðèöåé Êîøè ãèáðèäíîé ñèñòåìû (2) â öå-
ëî÷èñëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî k ∈ N0 ìàòðèöà Z(k + 1, k) îáðàòèìà, è íàéäåòñÿ òàêîå a > 0,
÷òî sup

k∈N0

∥Z−1(k + 1, k)∥ ⩽ a.

Îïðåäåëèì ìàòðèöû

B(j) =

 j+1∫
j

X(j + 1, τ)B11(τ)dτ
j+1∫
j

X(j + 1, τ)dτB12(j)

B21(j) B22(j)

 ,

W (l, k) =

k−1∑
j=l

Z(l, j + 1)B(j)B∗(j)Z∗(l, j + 1), l ∈ N0, k ∈ N, l < k.

Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöóW (l, k) ìàòðèöåé óïðàâëÿåìîñòè (ìàòðè-
öåé Êàëìàíà) ñèñòåìû (1) íà îòðåçêå [l, k].

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóþò γ > 0 è ϑ ∈ N òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ
l ∈ N0 è ξ ∈ Rn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ξ∗W (l, l + ϑ)ξ ⩾ γ∥ξ∥2, òî
ñèñòåìà (1) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ, ïðîåêò FEWS-
2024-0009.
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