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С.Н. Попова, Э. А. Фахразиева (УдГУ, Ижевск, Россия) “К свойству локальной на-
значаемости полного спектра показателей Ляпунова линейных гибридных систем” (12 мая
2025 г.).

Рассмотрим линейную однородную гибридную систему{︃
𝑥̇(𝑡)=𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡)+𝐴12(𝑘)𝑦(𝑘),

𝑦(𝑘+1)=𝐴21(𝑘)𝑥(𝑘)+𝐴22(𝑘)𝑦(𝑘),
(1)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 61 № 8 2025



О СЕМИНАРЕ ПО ПРОБЛЕМАМ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКИ И УПРАВЛЕНИЯ 1151

где 𝑡∈ [𝑘, 𝑘+1), 𝑘∈N0
.
={0, 1, 2, . . . }, 𝑥∈R𝑛1 , 𝑦∈R𝑛2 , функция 𝐴11 : [0,+∞)→R𝑛1×𝑛1 ограни-

чена, кусочно-непрерывна, может иметь лишь разрывы первого рода и непрерывна справа
в точках разрыва; функции 𝐴𝑗2 : N0 → R𝑛𝑗×𝑛2 (𝑗 = 1, 2) и 𝐴21 : N0 → R𝑛2×𝑛1 ограничены.
Положим 𝑛

.
=𝑛1+𝑛2. Систему (1) отождествим с матрицей

𝐴(𝑡)=

(︃
𝐴11(𝑡) 𝐴12(𝑘)

𝐴21(𝑘) 𝐴22(𝑘)

)︃
∈R𝑛×𝑛, 𝑡∈ [𝑘, 𝑘+1), 𝑘∈N0.

Множество всех систем вида (1), удовлетворяющих поставленным условиям, обозначим как
ℳ𝑛. Метрика в этом множестве равномерная на множестве [0,+∞).

Под решением системы (1) понимаем функцию

𝑧= 𝑧(𝑡)=

(︃
𝑥(𝑡)

𝑦(𝑘)

)︃
∈R𝑛, 𝑡∈ [𝑘, 𝑘+1), 𝑘∈N0,

такую, что 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑘) удовлетворяют системе (1) при 𝑡∈ (𝑘, 𝑘+1), при этом функция 𝑥(𝑡)
непрерывна на [0,+∞).

Пусть 𝑋(𝑡, 𝑠) — матрица Коши системы

𝑥̇(𝑡)=𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡).

Положим

𝑍(𝑘+1, 𝑘)=

⎛⎜⎝𝑋(𝑘+1, 𝑘)

𝑘+1ˆ

𝑘

𝑋(𝑘+1, 𝑠) 𝑑𝑠𝐴12(𝑘)

𝐴21(𝑘) 𝐴22(𝑘)

⎞⎟⎠, 𝑘∈N0,

𝑍(𝑘, 𝑙)=𝑍(𝑘, 𝑘−1)𝑍(𝑘−1, 𝑘−2) . . . 𝑍(𝑙+1, 𝑙), 𝑘, 𝑙∈N0, 𝑘 > 𝑙.

Тогда для произвольного решения 𝑧(·) системы (1) имеет место равенство

𝑧(𝑘)=𝑍(𝑘, 𝑙)𝑧(𝑙), 𝑘, 𝑙∈N0, 𝑘 > 𝑙.

Будем называть матрицу 𝑍(𝑘, 𝑙), 𝑘, 𝑙∈N0, 𝑘>𝑙, матрицей (оператором) Коши гибридной
системы (1) в целочисленные моменты времени.

Обозначим через ℳ0
𝑛 подмножество множества ℳ𝑛, состоящее из систем вида (1), для

которых последовательность {𝑍(𝑘+1, 𝑘)}𝑘∈N0 вполне ограничена [1].
Определение 1. Показателями Ляпунова системы 𝐴(·)∈ℳ0

𝑛 будем называть величи-
ны 𝜆𝑖(𝐴)

.
=inf𝐹∈𝒢𝑖 lim𝑘→∞ 𝑘−1 ln ‖𝑍|𝐹 (𝑘, 0)‖, 𝑖=1, 𝑛, где 𝒢𝑖 — множество 𝑖-мерных линейных

подпространств пространства R𝑛, 𝑍|𝐹 — сужение оператора Коши системы 𝐴(·) на подпро-
странство 𝐹 ⊂ R𝑛. Полным спектром показателей Ляпунова системы 𝐴(·) назовём набор
𝜆(𝐴)

.
=
(︀
𝜆1(𝐴), 𝜆2(𝐴), . . . , 𝜆𝑛(𝐴)

)︀
.

Заметим, что 𝜆1(𝐶)⩽ 𝜆2(𝐶)⩽ . . .⩽ 𝜆𝑛(𝐶) для любой системы 𝐶(·) ∈ℳ0
𝑛, поэтому пол-

ный спектр каждой такой системы принадлежит множеству R𝑛
⩽ всех упорядоченных по

неубыванию наборов 𝑛 чисел. Метрику во множестве R𝑛
⩽ полагаем индуцированной нормой

пространства R𝑛. Итак, имеем отображение 𝐶 ↦→𝜆(𝐶), определённое на ℳ0
𝑛 и действующее

в R𝑛
⩽. Для произвольного 𝜀> 0 обозначим 𝒪𝜀

(︀
𝜆(𝐴)

)︀ .
=
{︀
𝜇∈R𝑛

⩽ : max𝑖=1,𝑛 |𝜇𝑖−𝜆𝑖(𝐴)|
}︀
.

Наряду с системой (1) рассмотрим также управляемую систему⎧⎨⎩𝑥̇(𝑡)=
(︀
𝐴11(𝑡)+𝑈11(𝑡)

)︀
𝑥(𝑡)+

(︀
𝐴12(𝑘)+𝑈12(𝑘)

)︀
𝑦(𝑘),

𝑦(𝑘+1)=
(︀
𝐴21(𝑘)+𝑈21(𝑘)

)︀
𝑥(𝑘)+

(︀
𝐴22(𝑘)+𝑈22(𝑘)

)︀
𝑦(𝑘),

(2)
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в которой каждое матричное управление 𝑈𝑖𝑗(·) обладает теми же свойствами, что и со-
ответствующий матричный коэффициент 𝐴𝑖𝑗(·), 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}. Систему (2) отождествляем с
матрицей 𝐴(·)+𝑈(·), где

𝑈(𝑡)=

(︃
𝑈11(𝑡) 𝑈12(𝑘)

𝑈21(𝑘) 𝑈22(𝑘)

)︃
∈R𝑛×𝑛, 𝑡∈ [𝑘, 𝑘+1), 𝑘∈N0.

Положим ‖𝑈‖𝐶
.
=sup𝑡∈[0,+∞) ‖𝑈(𝑡)‖.

Заметим, что если 𝐴(·) ∈ℳ0
𝑛, то при достаточно малой ‖𝑈‖𝐶 система 𝐴(·)+𝑈(·) так-

же принадлежит множеству ℳ0
𝑛, поэтому для неё определён полный спектр показателей

Ляпунова 𝜆(𝐴+𝑈).
Определение 2. Полный спектр показателей Ляпунова системы 𝐴(·)∈ℳ0

𝑛 называется
устойчивым, если отображение 𝐶 ↦→𝜆(𝐶) непрерывно в точке 𝐶 ≡𝐴, т.е. для любого 𝜀> 0
найдётся такое 𝛿 > 0, что для каждой системы (2), удовлетворяющей условию ‖𝑈‖𝐶 < 𝛿,
выполнено включение 𝜆(𝐴+𝑈)∈𝒪𝜀(𝜆(𝐴)).

Определение 3. Полный спектр показателей Ляпунова системы 𝐴(·) ∈ℳ0
𝑛 называет-

ся локально назначаемым, если для любого 𝜀 > 0 найдётся такое 𝛿 > 0, что для каждого
𝜇 ∈ 𝒪𝛿

(︀
𝜆(𝐴)

)︀
найдётся матричное управление 𝑈(·), удовлетворяющее оценке ‖𝑈‖𝐶 < 𝜀 и

обеспечивающее выполнение равенства 𝜆(𝐴+𝑈)=𝜇.
Определения 1, 2 и 3 — это непосредственный перенос на гибридные системы соответ-

ствующих определений, известных для систем как с непрерывным [2–5], так и с дискретным
(см., например, [6]) временем.

Теорема. Если полный спектр показателей Ляпунова системы 𝐴(·)∈ℳ0
𝑛 устойчив, то

он локально назначаем.
Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской

федерации в рамках государственного задания № FEWS-2024-0009.
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