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О СВОЙСТВЕ ПРАВИЛЬНОСТИ 
ЛИНЕЙНЫХ ГИБРИДНЫХ СИСТЕМ

С.Н. Попова, Э.А. Фахразиева

Рассмотрим линейную однородную гибридную систему{︂
𝑥̇(𝑡) = 𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐴12(𝑘)𝑦(𝑘),
𝑦(𝑘 + 1) = 𝐴21(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐴22(𝑘)𝑦(𝑘),

(1)

где 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0
.
= {0, 1, 2, . . . }, 𝑥 ∈ R𝑛1 , 𝑦 ∈ R𝑛2 , функция 𝐴11 : [0,+∞) → R𝑛1×𝑛1

ограничена, кусочно непрерывна, может иметь лишь разрывы первого рода и непрерыв-
на справа в точках разрыва; функции 𝐴𝑗2 : N0 → R𝑛𝑗×𝑛2 (𝑗 = 1, 2) и 𝐴21 : N0 → R𝑛2×𝑛1

ограничены. Положим 𝑛
.
= 𝑛1 + 𝑛2. Систему (1) отождествим с матрицей

𝐴(𝑡) =

(︂
𝐴11(𝑡) 𝐴12(𝑘)
𝐴21(𝑘) 𝐴22(𝑘)

)︂
∈ R𝑛×𝑛, 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0.

Множество всех систем вида (1), удовлетворяющих поставленным условиям, обозначим
M𝑛. Решением системы (1) называем функцию

𝑧 = 𝑧(𝑡) =

(︂
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑘)

)︂
∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0,

такую, что 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑘) удовлетворяют системе (1) при 𝑡 ∈ (𝑘, 𝑘+ 1), при этом функция 𝑥(𝑡)
непрерывна на [0,+∞).

Пусть 𝑋(𝑡, 𝑠) — матрица Коши системы 𝑥̇(𝑡) = 𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡). Положим

𝑋𝐴(𝑘 + 1, 𝑘) =

⎛⎝ 𝑋(𝑘 + 1, 𝑘)
𝑘+1∫︀
𝑘

𝑋(𝑘 + 1, 𝑠) 𝑑𝑠 · 𝐴12(𝑘)

𝐴21(𝑘) 𝐴22(𝑘)

⎞⎠ , 𝑘 ∈ N0,

𝑋𝐴(𝑘, 𝑙) = 𝑋𝐴(𝑘, 𝑘 − 1)𝑋𝐴(𝑘 − 1, 𝑘 − 2) . . . 𝑋𝐴(𝑙 + 1, 𝑙), 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙.

Тогда для произвольного решения 𝑧(·) системы (1) имеет место равенство

𝑧(𝑘) = 𝑋𝐴(𝑘, 𝑙)𝑧(𝑙), 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙.

Будем называть матрицу 𝑋𝐴(𝑘, 𝑙), 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙, матрицей (оператором) Коши ги-
бридной системы (1) в целочисленные моменты времени. Обозначим через M0

𝑛 подмно-
жество множества M𝑛, состоящее из систем вида (1), для которых последовательность(︀
𝑋𝐴(𝑘 + 1, 𝑘)

)︀
𝑘∈N0

вполне ограничена [1], т. е. матрица 𝑋𝐴(𝑘 + 1, 𝑘) обратима при каждом
𝑘 ∈ N0, и найдется такое 𝑎 > 0, что sup

𝑘∈N0

‖𝑋−1
𝐴 (𝑘 + 1, 𝑘)‖ 6 𝑎.

Определение 1. Показателями Ляпунова системы 𝐴(·) ∈ M0
𝑛 будем называть вели-

чины
𝜆𝑖(𝐴)

.
= inf

𝐹∈G𝑖
lim
𝑘→∞

𝑘−1 ln ‖ 𝑋𝐴|𝐹 (𝑘, 0)‖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

где G𝑖 — множество 𝑖-мерных линейных подпространств пространства R𝑛, 𝑋𝐴|𝐹 — сужение
оператора Коши системы 𝐴(·) на подпространство 𝐹 ⊂ R𝑛. Полным спектром показателей
Ляпунова системы 𝐴(·) назовем набор 𝜆(𝐴)

.
=
(︀
𝜆1(𝐴), 𝜆2(𝐴), . . . , 𝜆𝑛(𝐴)

)︀
.
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Определение 1 – это непосредственный перенос на гибридные системы определения,
известного как для систем с непрерывным временем [2–4], так и для систем с дискретным
временем [1, 5, 6].

Определение 2. Будем говорить, что гибридная система 𝐴(·) ∈ M0
𝑛 правильна, если

выполнено равенство

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝐴) = lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑠=0

ln | det𝑋𝐴(𝑠+ 1, 𝑠)|.

Отметим, что понятие правильности линейной системы с непрерывным временем было
введено А.М. Ляпуновым [2] и перенесено на линейные системы с дискретным временем
В.Б. Демидовичем [5] (см. также [6]).

Теорема 1. Если система (1) правильна, то каждое ее нетривиальное решение 𝑧(·)
имеет строгий показатель Ляпунова, то есть существует точный предел

𝜆[𝑧] = lim
𝑡→+∞

1

𝑡
ln ‖𝑧(𝑡)‖ ̸= ±∞.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образо-
вания РФ в рамках государственного задания, проект FEWS-2024-0009.
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