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Основные обозначения

Rn – пространство n-мерных вектор-столбцов с евклидовой нормой

‖x‖ – евклидова норма вектора x ∈ Rn

(x, y) – скалярное произведение векторов x, y ∈ Rn

IntA – внутренность множества A

coA – выпуклая оболочка множества A

∂A – граница множества A

|A| – число элементов множества A

S – единичный шар, S = {x ∈ Rn | ‖x‖ 6 1}
Uδ — δ-окрестность начала координат, Uδ = {x ∈ Rn|‖x‖ < δ}
N – множество натуральных чисел

Nq – множество номеров, Nq = {1, . . . , q}
Qr

m – множество номеров, Qr
m = {r + 1, . . . , r + m}

affX – аффинная оболочка множества X

dim X – размерность пространства X

LinX – несущее подпространство множества X

riX – относительная внутренность множества X

K(Rn) – множество всех конусов из Rn
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Введение

Теория конфликтно управляемых процессов представляет собой интен-

сивно развивающийся раздел современной математики. В данной теории ис-

следуются задачи управления динамическими процессами в условиях кон-

фликта, который предполагает наличие двух или более сторон, способных

воздействовать на процесс с противоположными или несовпадающими це-

лями. Динамические процессы, описываемые обыкновенными дифференци-

альными уравнениями, называют также дифференциальными играми.

Предлагаемая работа посвящена дифференциальным играм убегания с

участием двух групп (преследователей и убегающих). Потребность изуче-

ния таких задач возникает при решении ряда прикладных задач механики,

экономики, военного дела, радиоэлектроники, биологии и некоторых других

областей.

Основополагающий вклад в развитие теории дифференциальных игр

внесли академики Н. Н. Красовский и Л. С. Понтрягин.

К настоящему времени теория дифференциальных игр получила суще-

ственное развитие.

В работе [116] Б. Н. Пшеничного рассматривалась задача простого пре-

следования группой преследователей одного убегающего, при условии, что

скорости убегающего и преследователей по норме не превосходят единицы.

Были получены необходимые и достаточные условия поимки.

Ф. Л. Черноусько в работе [146] рассматривал задачу уклонения управля-

емой точки, скорость которой ограничена по величине, от встречи с любым

конечным числом преследующих точек, скорости которых также ограниче-

ны по величине и строго меньше скорости уклоняющейся точки. Был по-
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строен способ управления, который обеспечивает уклонение от всех пресле-

дователей на конечное расстояние, причем движение уклоняющейся точки

остается в фиксированной окрестности заданного движения.

Указанные работы были, по существу, первыми, посвященными задаче

группового преследования группой преследователей одного убегающего.

Задача уклонения от встречи в дифференциальных играх из любых на-

чальных положений на полубесконечном интервале времени впервые была

поставлена и решена в линейном случае Л.С. Понтрягиным и Е.Ф. Мищен-

ко [108, 109, 112, 113]. Если проводить параллель с задачей Калмана о пол-

ной управляемости, то для конфликтно управляемых процессов ее разре-

шимость означает, что траектория процесса может быть приведена на тер-

минальное множество из любых начальных положений за конечное время

при любых заранее оговоренных противодействиях или помехах. В тради-

ционных терминах дифференциальных игр качества это означает, что все

фазовое пространство есть область предпочтения преследователя, то есть

он выигрывает игру при любых начальных положениях. Существуют до-

статочные условия [147, 166] разрешимости этой задачи, так называемой

глобальной задачи преследования.

На сегодняшний день разработано достаточно много идейно различных

методов и маневров уклонения от встречи: например, метод маневра обхо-

да [108, 109, 112, 113] и его модификации [30-33, 74, 75, 118, 119], методы

постоянных и переменных направлений [70, 122, 132, 149-154, 160, 163, 164],

метод инвариантных подпространств [123, 133, 163], методы, использующие

исчисление Микусинского [71, 72, 195], рекурсивные методы [29, 40, 145, 168,

185, 190-192, 202-204] и так далее. Между этими методами, безусловно, су-
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ществуют глубокие связи, многие из которых до сих пор не выяснены.

В работе [24] Н. Л. Григоренко получены необходимые и достаточные

условия уклонения от встречи одного убегающего от нескольких преследо-

вателей при условии, что убегающий и преследователи обладают простым

движением, и множество управлений каждого из игроков – один и тот же

выпуклый компакт.

В работе [49] Р. П. Иванов рассмотрел задачу простого преследования

группой преследователей одного убегающего при условии, что убегающий

не покидает пределы выпуклого компакта с непустой внутренностью. Было

доказано, что если число преследователей меньше размерности множества,

то будет уклонение, иначе – поимка и получена оценка времени поимки.

Работа [89] Н. Н. Петрова обобщает результат Р. П. Иванова на случай,

когда убегающий не покидает пределы выпуклого многогранного множества

с непустой внутренностью.

«Мягкая» поимка одного убегающего группой преследователей для инер-

ционных объектов рассматривалась Р. П. Ивановым в работе [47].

Задачи уклонения одного убегающего, обладающего большей маневрен-

ностью, от группы преследователей в примере Понтрягина рассматривались

ранее Н. Ю. Сатимовым и Б. Б. Рихсиевым в [138]. При условии дискрими-

нации преследователей были получены достаточные условия убегания.

Остановимся подробнее на некоторых результатах, относящихся к задаче

уклонения.

В работах [29, 30-33, 40, 74, 75, 108, 109, 112, 113, 119, 122, 145, 168, 185,

190-192, 202-204] использовались следующие определения стратегий и кон-

трстратегий.
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Рассмотрим нелинейную конфликтно управляемую систему

ż = f(z, u, v), z ∈ Rn, u ∈ U, v ∈ V, (1)

где f(z, u, v) – непрерывная по совокупности аргументов вектор-функция,

u и v – управляющие параметры преследователя и убегающего, принадле-

жащие некоторым компактам U и V из пространства Rn. Вектор скоростей

удовлетворяет условию роста

‖f(z, u, v)‖ 6 C(1 + ‖z‖), z ∈ Rn,

с положительной постоянной C при любых u ∈ U, v ∈ V. Терминальное

множество M – линейное подпространство.

Поскольку игра (1) рассматривается с позиции убегающего, то определим

стратегии убегания, предполагая, что преследователь в качестве управлений

выбирает произвольные измеримые функции со значениями из множества

U.

Определение 1. Будем говорить, что задана ε-стратегия убегающего,

если для каждой точки z, z ∈ Rn, определено число ε(z), ε(z) > 0, и функция

v(t, z), t ∈ [0, ε(z)], удовлетворяющая условию v(t) = v(t, z), есть измеримая

функция по t, принимающая значения из множества V.

Если функция v(t, z) постоянна для t ∈ [0, ε(z)], то говорят о кусочно-

постоянной ε-стратегии.

Определение 2. Будем говорить, что задана ε-контрстратегия убегаю-

щего, если для каждой точки z, z ∈ Rn, задано число ε(z), ε(z) > 0, и

функция v(t, z, u), t ∈ [0, ε(z)], u ∈ U, удовлетворяющая условию суперпози-

ционной измеримости: если u(t) – измеримая функция, то v(t) = v(t, z, u(t)),

измерима и принимает значения из множества V.

6



Предполагается, что убегающий может выбрать функцию ε(z) такой, что

для любого компакта Z из Rn существует константа εZ такая, что

ε(z) > εZ для всех z ∈ Z.

Тем самым обеспечивается отсутствие конечных точек сгущения, то есть

lim
i→∞

ti = +∞,

где ti = ti−1 + ε(zi−1), i = 1, 2, . . . , а zi = z(ti), t0 = 0.

В этом случае любая ε-стратегия и ε-контрстратегия убегающего в паре с

произвольной измеримой функцией преследователя определяют траекторию

z(t), z(0) = z0, или пучок траекторий системы (1) на интервале [0, +∞).

Цель преследователя — привести траекторию системы (1) на множество

M за конечное время, цель убегающего — прямо противоположна.

Определение 3. Будем говорить, что для конфликтно-управляемого

процесса (1) возможно уклонения от встречи, если существует ε-стратегия

или ε-контрстратегия убегающего такая, что при любом управлении пресле-

дователя соответствующие траектории z(t), z(0) = z0, не пересекают мно-

жество M на полуоси [0,∞) при любых начальных состояниях z0, z0 /∈ M.

Две нижеследующие теоремы дают достаточные условия уклонения от

встречи в «грубом» случае, когда есть преимущество убегающего на неко-

тором двумерном подпространстве. Первая теорема сформулирована в [168,

203]. Доказательства второй теоремы содержатся в [33, 71, 72, 74, 112, 113,

118, 152]. При этом иногда используется различная методика доказательств,

однако чаще всего используется маневр обхода Понтрягина-Мищенко или

его модификации.
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Итак, пусть L – ортогональное дополнение к линейному подпространству

M в Rn, W – некоторое подпространство из L. И пусть πW – оператор ортого-

нального проектирования из Rn на W. Введем последовательность функций

φ(i)(z, u, v) с помощью рекуррентного соотношения

φ(i)(z, u, v) = (∇zφ
(i−1)(z, u, v), f(z, u, v)), i = 1, 2, . . . ,

φ(0)(z, u, v) = πWz,
(2)

где ∇zφ
(i)(z, u, v) — матрица первых производных функции φ(i)(z, u, v) по z.

Единичную сферу в W обозначим

ΨW = {p | p ∈ W, ‖p‖ = 1},

φ(i)(z, U, V ) =
⋃

u∈U, v∈V

φ(i)(z, u, v).

Рассмотрим условие уклонения от встречи первого порядка, то есть тот

случай, когда о возможности уклонения делается вывод по соотношению

ресурсов управления игроков в наименьшей из производных от πz вдоль

траектории системы (1), которая зависит от параметров управления.

Пусть существует натуральное число k, подпространство W, W ⊂ L,

dim W > 2, и непрерывная функция l(z) : Rn → W такие, что выполне-

ны следующие условия.

Условие 1. Множества φ(i)(z, U, V ), i = 1, . . . , k − 1, состоят из един-

ственных точек φ(i)(z) при всех z ∈ Rn, причем функции φ(i)(z) непрерывно

дифференцируемы по z.

Это условие содержательно означает, что до некоторого порядка произ-

водные от πz не зависят от параметров управления. Оно отражает структуру

динамической системы, ее инерционность.
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Условие 2. Для всех z ∈ M справедливо неравенство

min
p∈ΨW

max
v∈V

min
u∈U

(p, φ(k)(z, u, v) + l(z)) > 0. (3)

Условие 3. Для всех z ∈ M справедливо неравенство

γ(z) = min
p∈ΨW

min
u∈U

max
v∈V

(p, φ(k)(z, u, v) + l(z)) > 0. (4)

Это неравенство эквивалентно следующему включению для многозначных

отображений:

l(z) + γ(z)coΨW ⊂
⋂

u∈U

coφ(k)(z, u, V ),

где симовол co обозначает овыпукление множества.

Теорема 1. Пусть для нелинейного конфликтно управляемого процесса

(1) выполнены условия 1 и 2. Тогда задача об уклонении от встречи разре-

шима в классе ε-стратегий.

При дополнительных предположениях, связывающих размерность под-

пространства W и число k, достаточные условия уклонения от встречи в

классе кусочно-постоянных ε-стратегий получены в работах [70, 132, 149,

164]. Несколько более жесткий вариант условия 2 рассмотрен в [75, 118].

Теорема 2. Пусть для нелинейного конфликтно управляемого процесса

(1) выполнены условия 1 и 3. Тогда задача об уклонении от встречи разре-

шима в классе ε-стратегий.

Теперь сформулируем общие достаточные условия уклонения от встречи

первого порядка в «тонком» случае. Теорема 3 содержится в работах [75,

118]. Теорема 4 получена в работах П.Б. Гусятникова, а также в статьях

[75, 118]. Если в «грубом» случае для уклонения от встречи требовалось

преимущество убегающего на двумерном подпространстве W (условия 2 и
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3), то «тонкий» случай примечателен тем, что преимущества убегающего

достаточно только на двух одномерных подпространствах.

Заметим, что «грубый» случай имеет место, например, в ситуации, когда

в определении терминального множества участвуют лишь геометрические

координаты объекта. «Тонкому» случаю соответствует уклонения от совпа-

дения и геометрических координат, и скоростей. Этому случаю в дифферен-

циальных играх соответствует термин «мягкая посадка» или «причалива-

ние».

Пусть W1 и W2 – одномерные пространства, W1 ⊂ L, W2 ⊂ L, W1 6= W2.

Введем последовательность функций аналогично (2):

φ
(i)
j (z, u, v) = (∇zφ

(i−1)
j (z, u, v), f(z, u, v)),

φ
(0)
j (z, u, v) = πWj

z, i = 1, 2, . . . , j = 1, 2.

И пусть существуют натуральные числа k1, k2, k1 6= k2, и непрерывные

функции lj(z) : Rn → Wj такие, что выполнены следующие условия.

Условие 4. Множества φ
(i)
j (z, U, V ), i = 1, . . . , kj − 1, j = 1, 2, состоят

из единственных точек φ
(i)
j (z) при всех z ∈ Rn, причем функции φ

(i)
j (z)

непрерывно дифференцируемы по z.

Условие 5. Для всех z ∈ M справедливы неравенства

min
p∈ΨWj

max
v∈V

min
u∈U

(p, φ
(kj)
j (z, u, v) + lj(z)) > 0, j = 1, 2.

Эти неравенства эквивалентны следующим:

max
v∈V

min
u∈U

φ
(kj)
j (z, u, v) > min

v∈V
max
u∈U

φ
(kj)
j (z, u, v), j = 1, 2.

Условие 6. Для всех z ∈ M справедливы неравенства

min
p∈ΨWj

min
u∈U

max
v∈V

(p, φ
(kj)
j (z, u, v) + lj(z)) > 0, j = 1, 2.
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Последнее эквивалентно неравенствам:

min
u∈U

max
v∈V

φ
(kj)
j (z, u, v) > max

u∈U
min
v∈V

φ
(kj)
j (z, u, v), j = 1, 2.

Теорема 3. Если для системы (1) выполнены условия 4 и 5, то возможно

уклонение от встречи в классе ε-стратегий.

Теорема 4. Если для системы (1) выполнены условия 4 и 6, то возможно

уклонение от встречи в классе ε-контрстратегий.

Ниже рассматривается частный случай, когда для уклонения от встречи

достаточно преимущества убегающего лишь на одномерном подпространстве

либо преимущество вообще не нужно, а достаточно равенства по ресурсам

управления в проекции на некоторое конечное число направлений из под-

пространства L.

Обозначим через eAt фундаментальную матрицу системы ż = Az, где A

— квадратная матрица порядка n, и полагаем φ(z, u, v) = f(z, u, v)− Az.

Теорема 5. Пусть существуют квадратная матрица A, одномерное под-

пространство W из L, непрерывная строго положительная функция

σ(z) : Rn → R1 и число δ > 0 такие, что

1) πWA = AπW ;

2) для z ∈ M + δcoΨL и τ ∈ (0, σ(z)] справедливо неравенство

min
p∈ΨW

max
v∈V

min
u∈U

(p, e−τAφ(z, u, v)) > 0, (5)

либо неравенство

min
p∈ΨW

min
u∈U

max
v∈V

(p, e−τAφ(z, u, v)) > 0, (6)

причем максимум по v в каждом случае достигается на единственных эле-

ментах.
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Тогда, если выполнено неравенство (5), то возможно уклонение от встре-

чи в классе позиционных стратегий, а если выполнено неравенство (6), то

уклонение возможно в классе позиционных контрстратегий.

Позиционные стратегии и контрстратегии понимаются в смысле Н.Н. Кра-

совского [56].

В [123] рассматривается квазилинейный случай f(z, u, v) = Az + φ(u, v)

(следстивия 1, 2). На случай группы преследователей они перенесены в ра-

боте [163].

Следствие 1. Пусть для квазилинейного конфликтно управляемого про-

цесса (1) существует одномерное подпространство W из L и число σ > 0

такие, что πWA = AπW и выполнено одно из условий

min
p∈ΨW

max
v∈V

min
u∈U

(p, e−τAφ(u, v)) > 0

или

min
p∈ΨW

min
u∈U

max
v∈V

(p, e−τAφ(u, v)) > 0

для τ ∈ (0, σ].

Тогда в первом случае уклонение от встречи возможно в классе ε-стратегий,

во втором — в классе ε-контрстратегий.

Заметим, что условие πWA = AπW заведомо выполняется, если M явля-

ется инвариантным подпространством матрицы A. Последнее имеет место,

например, если M = 0.

Пусть Ψs — набор векторов (p1, . . . , ps), pi ∈ L, ‖pi‖ = 1, s > l + 1,

l = dim L, таких, что их выпуклая оболочка содержит начало координат в

качестве внутренней точки. Набор векторов Ψs называют набором Каратео-

дори или положительным базисом [88, 116].
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Теорема 6. Пусть существуют квадратная матрица A, набор Каратеодо-

ри Ψs, непрерывная строго положительная функция σ(z) : Rn → R1 и число

δ > 0 такие, что выполнены следующие условия:

1) πLA = AπL;

2) для z ∈ M + δcoΨL и τ ∈ (0, σ(z)] справедливо неравенство

min
i=1,...,s,(p1,...,ps)∈Ψs

max
v∈V

min
u∈U

(pi, e
−τAφ(z, u, v)) > 0 (7)

либо неравенство

min
i=1,...,s,(p1,...,ps)∈Ψs

min
u∈U

max
v∈V

(pi, e
−τAφ(z, u, v)) > 0, (8)

причем максимум по v в каждом случае достигается на единственных эле-

ментах.

Тогда, если выполнено неравенство (7), то возможно уклонение от встре-

чи в классе позиционных стратегий, а если выполнено неравенство (8), то

уклонение возможно в классе позиционных контрстратегий.

Следствие 2. Пусть для квазилинейного конфликтно управляемого про-

цесса (1) существует набор Каратеодори Ψs и число σ > 0 такие, что спра-

ведливо равенство πLA = AπL и выполнено одно из условий:

min
i=1,...,s,(p1,...,ps)∈Ψs

max
v∈V

min
u∈U

(pi, e
−τAφ(u, v)) > 0

или

min
i=1,...,s,(p1,...,ps)∈Ψs

min
u∈U

max
v∈V

(pi, e
−τAφ(u, v)) > 0,

для τ ∈ [0, σ].

Тогда в первом случае возможно уклонение от встречи в классе ε-стратегий,

во втором — в классе ε-контрстратегий.

13



Сформулируем условия разрешимости глобальной задачи уклонения в

ситуации, когда сравнение ресурсов управления игроков в наименьшей про-

изводной от πz, зависящей от параметров управления, не дает убегающему

преимущества, достаточного для уклонения от встречи. Это преимущество

выявляется только в некоторой производной более высокого порядка.

Пусть существуют натуральное число k и подпространство W, W ⊂ L,

вектора li, i = 1, . . . , k − 1, из W и непрерывная функция l(z) : Rn → W

такие, что выполнены следующие условия.

Условие 7. Существуют непрерывно дифференцируемые функции

g(i)(z) : Rn → W и непрерывные по совокупности переменных функции

h(i)(u, v) : U × V → W, i = 1, . . . , k − 1, такие, что

∇zg
(i−1)(z)f(z, u, v) = g(i)(z) + h(i)(u, v), g(0)(z) = πWz.

Условие 8. Система линейных неравенств

(p, z) > 0,

(p, g(i)(z)− li) > 0, i = 1, . . . , k − 1,

−(p, l(z)) > 0,

разрешима относительно p ∈ ΨW при любых z ∈ Rn.

Введем многозначные отображения Vi(p), Vi(p, u),

Vi(p) : ΨW → K(Rn), Vi(p, u) : ΨW × U → K(Rn), i = 1, . . . , k − 1,

где K(Rn) — совокупность непустых компактов пространства Rn, с помощью

рекуррентных соотношений:

Vi(p) = {v ∈ Vi−1(p) : min
u∈U

(p, h(i)(u, v) + li) > 0}, V0(p) = V,
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Vi(p, u) = {v ∈ Vi−1(p, u) : (p, h(i)(u, v) + li) > 0}, V0(p, u) = V.

Под непрерывностью многозначных отображений будем понимать непре-

рывность в метрике Хаусдорфа [58].

Условие 9. Многозначное отображение Vk−1(p) непрерывно на множе-

стве ΨW и

min
p∈ΨW

max
v∈Vk−1(p)

min
u∈U

(p,∇zg
(k−1)(z)f(z, u, v) + l(z)) > 0

для всех z ∈ M.

Условие 10. Многозначное отображение Vk−1(p, u) непрерывно на мно-

жестве ΨW × U и

min
p∈ΨW

min
u∈U

max
v∈Vk−1(p,u)

(p,∇zg
(k−1)(z)f(z, u, v) + l(z)) > 0

для всех z ∈ M.

Теорема 7. Пусть для нелинейного конфликтно управляемого процесса

(1) выполнены условия 7 и 8. Тогда, если выполнено условие 9, то глобальная

задача уклонения разрешима в классе кусочно-постоянных ε-стратегий, если

выполнено условие 10 — то в классе ε-контрстратегий.

Условия уклонения от встречи высших порядков на основе рекурсивного

маневра обхода содержатся в статье [168], другие результаты в этом направ-

лении содержатся в работах [152, 164].

В работах [29, 30, 32, 40, 70, 151, 153, 163, 164, 185, 190-192, 202-204] сфор-

мулированы условия уклонения от встречи с несколькими преследователя-

ми. Предположим, что для конфликтно управляемого процесса (1) терми-

нальное множество M представляет собой объединение конечного числа ли-

нейных подпространств M1, . . . , Mν из Rn. Тогда задача об уклонении от
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встречи с таким терминальным множеством охватывает случай нескольких

управляемых объектов в качестве преследователей и одного управляемого

объекта в качестве убегающего.

Пусть Lj — ортогональное дополнение к Mj в Rn. И пусть Wj — некоторое

подпространство из Lj, а πj — ортопроектор, действующий из Rn в Wj. Об-

разуем последовательность функций φ
(i)
j (z, u, v) с помощью рекуррентных

соотношений:

φ
(i)
j (z, u, v) = ∇zφ

(i−1)
j (z, u, v)f(z, u, v), i = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , ν,

φ
(0)
j (z, u, v) = πjz.

В работах [29, 168, 185, 190-192, 202-204] содержатся результаты первой

части теоремы 8, а утверждение второй части вытекает из методики дока-

зательств, используемых в этих работах. Сформулируем условия уклонения

от встречи с группой преследователей первого порядка в «грубом» случае

(теорема 8).

Пусть существуют натуральные числа kj, подпространства Wj, Wj ⊂ Lj,

dim Wj > 2, и непрерывные функции lj(z) : Rn → Wj, j = 1, . . . , ν, такие,

что выполнены следующие условия.

Условие 11. Множества φ
(i)
j (z, U, V ), i = 1, . . . , kj − 1, j = 1, . . . , ν, со-

стоят из единственных точек φ
(i)
j (z), z ∈ Rn, причем функции φ

(i)
j (z) непре-

рывно дифференцируемы по z.

Условие 12. Для всех z ∈ M справедливы неравенства

min
p∈ΨWj

max
v∈V

min
u∈U

(p, φ
(kj)
j (z, u, v) + lj(z)) > 0, j = 1, . . . , ν.
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Условие 13. Для всех z ∈ M справедливы неравенства

min
p∈ΨWj

min
u∈U

max
v∈V

(p, φ
(kj)
j (z, u, v) + lj(z)) > 0, j = 1, . . . , ν.

Теорема 8. Пусть для процесса (1) выполнены условия 11 и 12. Тогда

задача уклонения от встречи с группой преследователей разрешима в классе

ε-стратегий. Если же выполнены условия 11 и 13 — то в классе

ε-контрстратегий.

Заметим, что в теореме 8 не требуется «подавляющего» преимущества

убегающего над каждым из преследователей.

Аналогично могут быть сформулированы условия уклонения первого по-

рядка в «тонком» случае в задаче с группой преследователей.

В работах [166, 169, 189] сформулиованы условия уклонения от встречи в

случае взаимодействия групп управляемых объектов (теоремы 9-11), в более

частных случаях аналогичные утверждения ранее получены в [25, 88].

В пространстве Rn рассмотрим игру, в которой участвуют ν преследова-

телей и µ убегающих, причем движения игроков разделены. Задача группы

убегающих состоит в том, что хотя бы один из них должен избежать поимки

на интервале [0,∞) при любых начальных положениях [25, 88, 166, 169, 171,

189]. Закон движения преследователя Pi имеет вид:

ẋi = Axi + ui, ui ∈ Ui, i = 1, . . . , ν, (9)

закон движения убегающего Ej:

ẏj = Ayj + vj, vj ∈ V, j = 1, . . . , µ,

где A — квадратная матрица порядка n, области управлений Ui, V являются

компактами, причем Ui ⊂ coV для любого i = 1, . . . , ν.
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Под поимкой понимается точное совпадение координат, то есть преследо-

ватель Pi поймал убегающего Ej, если xi = yj. Допустимыми управлениями

игроков являются измеримые функции времени, при этом убегающие ис-

пользуют информацию о текущей позиции (x1, . . . , xν, y1, . . . , yµ).

Определение 4. Будем говорить, что в игре (9) возможно уклонение

от встречи, если существует такая стратегия убегающих, что для каждого

начального состояния существует хотя бы один индекс s ∈ {1, . . . , µ} та-

кой, что xi(t) 6= ys(t) для t ∈ [0,∞), i = 1, . . . , ν, при любых управлениях

преследователей.

Введем понятия строго выпуклого компакта и компакта с гладкой грани-

цей [166, 169, 189].

Определение 5. Для произвольного компакта X ∈ Rn введем опорную

функцию

C(X, p) = max
x∈X

(x, p).

Определение 6. Пусть X ∈ Rn — компакт, p ∈ Rn — вектор, p 6= 0.

Множество

U(X, p) = {x ∈ X | (p, x) = C(X, p)}, p 6= 0.

называется опорным к множеству X в направлении p.

Определение 7. Множество X называется строго выпуклым в направ-

лении p, p 6= 0, если множество U(X, p) состоит из единственного элемента.

Определение 8. Множество X называется строго выпуклым, если X

строго выпукло в любом направлении p, p 6= 0.

Определение 9. Компакт X назовем компактом с гладкой границей,

18



если

U(X, p1) ∩ U(X, p2) = ∅ для любых p1, p2, p1 6= p2, ‖p1‖ = ‖p2‖ = 1.

Отметим, что если X — строго выпуклый компакт с гладкой границей,

то IntX 6= ∅.
Теорема 9. Пусть в игре (9) множество V является строго выпуклым

компактом. Тогда если выполнено хотя бы одно из условий:

1) ν 6 n + 1, µ > 2,

2) ν 6 2n− 1, µ > n,

то разрешима глобальная задача уклонения.

Теорема 10. Пусть в игре (9) множество V является строго выпуклым

компактом с гладкой границей. Тогда если выполнено хотя бы одно из усло-

вий:

1) ν 6 n + 2, µ > 2,

2) ν 6 2n, µ > n,

то разрешима глобальная задача уклонения.

Следующее утверждение дает грубую оценку сверху минимального ко-

личества убегающих, при котором в игре с ν преследователями разрешима

глобальная задача убегания независимо от размерности пространства.

Теорема 11. Пусть в игре (9) множество V является строго выпуклым

компактом с гладкой границей. Тогда если

ν > 2, µ > (q + 1)2q+1 + 2, q = [log2(ν − 1)],

[·] - целая часть числа, то разрешима глобальная задача уклонения.

Рассмотрим случай простых движений игроков (A = 0) с областями

управлений Ui = V = S единичными шарами с центром в нуле.
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Теорема 12. Пусть в игре (9) A = 0, Ui = V = S, i = 1, . . . , ν. Тогда

при µ = 2 для разрешимости глобальной задачи уклонения необходимо и

достаточно, чтобы ν 6 2n.

Теорема 13. Пусть в игре (9) A = 0, Ui = V = S, i = 1, . . . , ν. Тогда если

при µ = 3 выполнено хотя бы одно из условий:

1) ν 6 6, µ > 2,

2) ν 6 7, µ > 3,

то разрешима глобальная задача уклонения.

В статье [170] рассмотривается задача уклонения одного убегающего от

группы преследователей в дифференциальной игре, закон движения каждо-

го из участников в которой имеет вид

z̈ = u, ‖u‖ 6 1.

При условии дискриминации преследователей были получены достаточные

условия убегания.

Ниже приведен краткий обзор данной работы и список публикаций автора

по теме диссертации.
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Краткий обзор работы

Работа состоит из трех глав и шести параграфов. Все представленные в

ней задачи — задачи уклонения от встречи со многими участниками, име-

ющими равные динамические возможности. Все дифференциальные игры

рассматриваются в пространстве Rn(n > 2).

Первая глава содержит два параграфа и посвящена нестационарной за-

даче простого преследования.

Первый параграф носит вспомогательный характер, в нем приведены

леммы и определения из выпуклого анализа, которые используются для до-

казательства теорем и следствий второго параграфа.

Во втором параграфе рассматривается дифференциальная игра ν+µ лиц:

ν преследователей P1, . . . , Pν и µ убегающих E1, . . . , Eµ. Закон движения

преследователя Pi и убегающего Ej имеет вид:

ẋi = B(t)ui, ‖ui‖ 6 1, xi(t0) = x0
i , i = 1, . . . , ν,

ẏj = B(t)vj, ‖vj‖ 6 1, yj(t0) = y0
j , j = 1, . . . , µ.

(10)

Здесь B(t) — непрерывная для почти всех t > t0 матричная функция такая,

что ‖B(t)‖ 6 C для почти всех t > t0.

Определение 10. Для конфликтно управляемого процесса (10) из на-

чального состояния z0 = (x0
1, . . . , x

0
ν, y

0
1, . . . , y

0
µ), где x0

i , y
0
j ∈ Rn, на интерва-

ле [t0, +∞) разрешима задача убегания, если существуют такие измеримые

функции vj(t), ‖vj(t)‖ 6 1, j = 1, . . . , µ, t > t0, что при любых измеримых

функциях ui(t), ‖ui(t)‖ 6 1, i = 1, . . . , ν, t > t0, найдется номер j, при кото-

ром выполнены неравенства xi(t) 6= yj(t) для всех t > t0 и всех i = 1, . . . , ν.

При этом в момент t > t0 управления убегающих формируются на основе

уже реализовавшейся позиции z(t) = (x1(t), . . . , xν(t), y1(t), . . . , yµ(t)), где
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xi(t), yj(t) ∈ Rn, а управления преследователей — на основе любой мыслимой

информации.

Пусть G — некоторое непустое подмножество пространства Rn. Обозна-

чим x = (x1, . . . , xν), y = (y1, . . . , yµ), где xi, yj ∈ Rn, и определим множества

индексов
I(x,G) = {i : i ∈ {1, . . . , ν}, xi ∈ G},
J(y, G) = {j : j ∈ {1, . . . , µ}, yj ∈ G},

(11)

причем, если существуют индексы jl ∈ J(y(t), ∂G), l = 1, . . . , s, s > 1,

j1 < j2 < · · · < js, такие, что yj1(t) = yj2(t) = · · · = yjs
(t), то полагаем

jl /∈ J(y(t), ∂G) для l = 2, . . . , s.

Т е о р е м а 14. Пусть задан конфликтно управляемый процесс (10).

Если существует непустое выпуклое множество G такое, что справедливо

неравенство |J(y(t0), ∂G)| > |I(x(t0),Rn \G)|, то для конфликтно управля-

емого процесса (10) из начального состояния z0 возможно убегание.

С л е д с т в и е 3. Пусть задан конфликтно управляемый процесс

(10). Если существует вектор p ∈ ∂S и индекс j ∈ {1, . . . , µ}, такие, что

max
i∈{1,...,ν}

(p, x0
i−y0

j ) 6 0. Тогда из начального состояния z0 возможно убегание.

С л е д с т в и е 4. Пусть законы движения преследователя Pi и

убегающего Ej имеют вид:

ẋi = Axi + ui, ‖ui‖ 6 1, xi(t0) = x0
i , i = 1, . . . , ν,

ẏj = Ayj + vj, ‖vj‖ 6 1, yj(t0) = y0
j , j = 1, . . . , µ,

(12)

где A — матрица порядка n, и пусть существует такое непустое выпуклое

множество G, что |J(y(t0), ∂G)| > |I(x(t0),Rn \ G)|. Тогда из начального

состояния z0 в дифференциальной игре (12) для любого T > t0 на отрезке

[t0, T ] происходит уклонение от встречи.
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Т е о р е м а 15. Пусть задан конфликтно управляемый процесс (10).

И пусть существуют множества G1, G2 ∈ coK(Rn) такие, что x0
i ∈ G1 ∪ G2

для любого i ∈ {1, . . . , ν}, и

|J(y(t0),Rn \ (G1 ∪G2))|+ |J(y(t0), ∂G2)| > |I(x(t0), G1 \G2)|, (13)

тогда из начального состояния z0 возможно убегание.

С л е д с т в и е 5. Пусть задан конфликтно управляемый процесс (10).

Существуют гиперплоскости

H1 = {x ∈ Rn | (p, x) = α},

H2 = {x ∈ Rn | (p, x) = α + ε, ε > 0}, p ∈ Rn, α ∈ R,

и множества I1 ⊂ {1, . . . , ν}, J ⊂ {1, . . . , µ}, такие, что
1. (p, x0

i ) 6 α, i ∈ I1;

(p, x0
i ) > α + ε, i ∈ I2 = {1, . . . , ν} \ I1;

2. α < (p, y0
j ) < α + ε, j ∈ J ;

3. |J | > |I1|.
Тогда из начального состояния z0 возможно убегание.

С л е д с т в и е 6. Пусть существуют множества G1, G2 ∈ coK(Rn)

такие, что x0
i ∈ G1∪G2, для любого i ∈ {1, . . . , ν}, и выполнено неравенство

(13). Тогда для дифференциальной игры (12) из начального состояния z0

для любого T > t0 на отрезке [t0, T ] происходит уклонение от встречи.

Вторая глава состоит из двух параграфов и посвящена задачам уклоне-

ния от группы инерционных объектов. В первом параграфе рассматривается
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дифференциальная игра второго порядка в которой участвуют k преследо-

вателей P1, . . . , Pk и убегающий E. Закон движения каждого из преследова-

телей имеет вид:
ẍi = ui, ‖ui‖ 6 1,

xi(0) = x0
i , ẋi(0) = ẋ0

i .
(14)

Закон движения убегающего имеет вид:

ÿ = v, ‖v‖ 6 1,

y(0) = y0, ẏ(0) = ẏ0.
(15)

Дополнительно предполагается, что убегающий в процессе игры не покидает

пределы множества D вида D = {y | y ∈ Rn, (qj, y) 6 0, j = 1, . . . , m}, где
qj — единичные векторы.

Вместо систем (14), (15) рассмотрим систему:

z̈i = ui − v,

zi(0) = z0
i = x0

i − y0,

żi(0) = ż0
i = ẋ0

i − ẏ0.

(16)

Определение 11. Из начального состояния z0 = (z0
1, ż

0
1, . . . , z

0
k, ż

0
k) в

дифференциальной игре (16) возможно убегание, если по любым измеримым

функциям ui(t), 0 6 t 6 +∞, ui(t) ∈ S, i ∈ Nk, можно построить такую

измеримую функцию v(t), 0 6 t 6 +∞, v(t) ∈ S, что ‖zi(t)‖ 6= 0 для всех

i ∈ Nk, t > 0, и y(t) ∈ D для всех t > 0.

При этом в момент t > 0 управление убегающего формируется на основе

информации о состоянии (z1(s), ż1(s), . . . , zk(s), żk(s)) при s 6 t и о значени-

ях ui(t), i ∈ Nk, в тот же момент времени. Управление преследователей в

момент t > 0 формируется на основе информации о состоянии z(t) диффе-

ренциальной игры (16).
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Т е о р е м а 16. Если k 6 n− 1, ẏ0 ∈ D, то в игре (16) из начального

состояния z0 = (z0
1, ż

0
1, . . . , z

0
k, ż

0
k) возможно убегание.

Во втором параграфе рассматривается дифференциальная игра третьего

порядка, в которой участвуют k преследователей P1, . . . , Pk и убегающий E.

Закон движения каждого из преследователей имеет Pi вид:
...
x i = ui, ‖ui‖ 6 1,

xi(0) = x0
i , ẋi(0) = ẋ0

i , ẍi(0) = ẍ0
i .

(17)

Закон движения убегающего имеет E вид:
...
y = v, ‖v‖ 6 1,

y(0) = y0, ẏ(0) = ẏ0, ÿ(0) = ÿ0.
(18)

Вместо систем (17), (18) рассмотрим систему:
...
z i = ui − v, zi(0) = z0

i = x0
i − y0,

żi(0) = ż0
i = ẋ0

i − ẏ0, z̈i(0) = z̈0
i = ẍ0

i − ÿ0.
(19)

Определение 12. Говорят, из начального состояния

z0 = (z0
1, ż

0
1, z̈

0
1, . . . , z

0
k, ż

0
k, z̈

0
k)

в дифференциальной игре (19) возможно убегание, если по любым изме-

римым функциям ui(t), 0 6 t < +∞, ui(t) ∈ S, i ∈ Nk, можно по-

строить такую измеримую функцию v(t), 0 6 t < +∞, v(t) ∈ S,

что ‖zi(t)‖ 6= 0 для любого i ∈ Nk, t > 0. При этом в момент времени

t > 0 управление убегающего формируется на основе информации о состо-

янии (z1(s), ż1(s), z̈1(s), . . . , zk(s), żk(s), z̈k(s)) при s 6 t и о значениях ui(t),

i ∈ Nk, в тот же момент времени. Управление преследователей в момент

t > 0 формируется на основе информации о состоянии z(t) дифференциаль-

ной игры (19).
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Т е о р е м а 17. Если 0 /∈ co{
k⋃

i=1
z̈0
i }, то в игре (19) из начального

состояния z0 = (z0
1, ż

0
1, z̈

0
1, . . . , z

0
k, ż

0
k, z̈

0
k) возможно убегание.

Третья глава состоит из двух параграфов и посвящена задачам уклонения

от «мягкой поимки». В первом параграфе рассматривается дифференциаль-

ная игра второго порядка, в которой участвуют k преследователей P1, . . . , Pk

и убегающий E.

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид:

ẍi + aẋi + bxi = ui, ‖ui‖ 6 1,

xi(0) = x0
i ,

ẋi(0) = ẋ0
i .

(20)

Закон движения убегающего E имеет вид:

ÿ + aẏ + by = v, ‖v‖ 6 1,

y(0) = y0, ẏ(0) = ẏ0.
(21)

Функции ui, v — кусочно-постоянные. В уравнениях (20), (21) констан-

ты a, b такие, что λ1 6= λ2, λ1, λ2 — отрицательные вещественные корни

характеристического уравнения λ2 + aλ + b = 0.

Определение 13. Говорят, что в дифференциальной игре (20), (21) воз-

можно убегание, если существует такая кусочно-постоянная функция v(t),

‖v(t)‖ 6 1, t > 0, что при любых кусочно-постоянных функциях ui(t),

‖ui(t)‖ 6 1, i = 1, . . . , k, t > 0, пара (xi(t), y(t)) для t > 0 не попадает

на терминальное множество M = {xi(t) = y(t), ẋi(t) = ẏ(t), t > 0}.
При этом в момент t > 0 управление убегающего формируется на основе

информации (y(s), ẏ(s), x0
1, ẋ

0
1, . . . , x

0
k, ẋ

0
k), s 6 t, и о значениях ui(t),

i = 1, . . . , k, в тот же момент времени. Управление преследователей форми-
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руется на основе информации о состоянии (y(t), ẏ(t), x1(t), ẋ1(t), . . . , xk(t), ẋk(t))

дифференциальной игры (20), (21).

Т е о р е м а 16. В дифференциальной игре (20), (21) возможно убегание.

Во втором параграфе рассматривается дифференциальная игра третьего

порядка, в которой участвуют три преследователя P1, P2, P3 и два убегаю-

щих E1, E2.

Закон движения преследователя Pi имеет вид:

...
x i = ui, ‖ui‖ 6 1,

xi(0) = x0
i , ẋi(0) = ẋ0

i , ẍi(0) = ẍ0
i .

(22)

Закон движения убегающего Ej имеет вид:

...
yj = vj, ‖vj‖ 6 1,

yj(0) = y0
j , ẏj(0) = ẏ0

j , ÿj(0) = ÿj
0.

(23)

Вместо систем (22), (23) рассмотрим систему:

...
z ij = ui − vj, zij(0) = z0

ij = x0
i − y0

j ,

żij(0) = ż0
ij = ẋ0

i − ẏ0
j , z̈ij(0) = z̈0

ij = ẍ0
i − ÿ0

j .
(24)

Определение 14. Говорят, из начального состояния

z0 = (z0
11, ż

0
11, z̈

0
11, . . . , z

0
32, ż

0
32, z̈

0
32)

в дифференциальной игре (24) возможно убегание, если по любым измери-

мым функциям ui(t), 0 6 t < +∞, ui(t) ∈ S, i = 1, 2, 3, можно построить

такие измеримые функции vj(t) ∈ S, 0 6 t < +∞, j = 1, 2, что най-

дется номер s ∈ {1, 2} такой, что для всех i ∈ {1, 2, 3}, t > 0, справедливо

неравенство ‖zis(t)‖+ ‖żis(t)‖ > 0.
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При этом в момент t > 0 управление убегающего формируется на основе

информации о состоянии дифференциальной игры

(z11(τ), ż11(τ), z̈11(τ), . . . , z32(τ), ż32(τ), z̈32(τ))

при τ 6 t и о значениях ui(t), i ∈ {1, 2, 3}, в тот же момент времени. Управ-

ление преследователей в момент t > 0 формируется на основе информации

о состоянии z(t) дифференциальной игры (24).

Т е о р е м а 18. В дифференциальной игре (24) из начального состояния

z0 возможно убегание.
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ГЛАВА 1

Нестационарная задача простого преследования

§1.1. Вспомогательные рассуждения

В этом параграфе приведены известные факты и теоремы, которые далее

будут использоваться при решении задачи.

Т е о р е м а 1.1.Для того, чтобы выпуклые конусы K1 и K2 из простран-

ства Rn были неотделимы, необходимо и достаточно, чтобы riK1 ∩ riK2 6= ∅
и LinK1 + LinK2 = Rn.

Л е м м а 1.1. Пусть X — компакт в Rn, а Y — компакт с гладкой

границей. Тогда множество X + Y является компактом с гладкой границей.

Л е м м а 1.2. Пусть X — компакт с гладкой границей в Rn, A — невы-

рожденная матрица порядка n. Тогда множество AX является компактом с

гладкой границей.

Л е м м а 1.3. Пусть F (τ), F : [0, T ] → K(Rn), — измеримое отоб-

ражение, равномерно ограниченное на интервале [0, T ]. Тогда
T∫
0

F (τ)dτ —

выпуклый компакт из пространства Rn, причем
T∫
0

F (τ)dτ =
T∫
0

coF (τ)dτ .

Рассмотрим управляемый объект, поведение которого описывается линей-

ным дифференциальным уравнением

ẋ = Ax + u, x ∈ Rn, u ∈ U, (1.1)

где x — n-мерный вектор фазового состояния объекта, u — параметр управ-

ления, U ∈ K(Rn), A — постоянная матрица порядка n.

Если выбрано управление u(τ), τ > 0, в виде измеримой функции времени

со значениями из U , то решение системы (1.1) с помощью формулы Коши
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можно представить в виде

x(t) = eAtx0 +

t∫

0

eA(t−τ)u(τ)dτ, t > 0,

где x(t0) = x0 — начальное состояние процесса (1.1), eAt — фундаментальная

матрица однородной системы ẋ = Ax. При этом траектория x(t) является

абсолютно непрерывной функцией.

Будем обозначать через X(t; t0,M0, U) множество достижимости управ-

ляемого объекта (1.1) в момент t > t0 из множества M0, M0 ∈ K(Rn),

X(t; t0,M0, U) = eA(t−t0)M0 +

t∫

t0

eA(t−τ)Udτ.

Поскольку X(t; t0,M0, U) = X(t− t0; 0,M0, U), можем считать, что t0 = 0, и

множество достижимости в момент t > 0 обозначим символами X(t; M0, U).

Однако в дальнейшем удобнее пользоваться обозначением X(t; t0,M0, U).

Заметим, что при t > t0 выполнено X(t; t0,M0, U) ∈ coK(Rn).

Пусть x(t) — решение уравнения (1.1), соответствующее управлению u(t)

и начальному условию x(t0) ∈ M0, M0 ∈ K(Rn). Говорят, что пара (u(t), x(t))

удовлетворяет условию максимума на отрезке [t0, t1] и условию трансвер-

сальности на множестве M0, если существует такое решение ψ(t) сопряжен-

ной системы ψ̇(t) = −A∗ψ с начальным условием ψ(t0) ∈ ∂S, что выполнены

следующие условия:

1. (u(t), ψ(t)) = C(U ; ψ(t)) для почти всех t ∈ [t0, t1],

2. (x(t0), ψ(t0)) = C(M0; ψ(t0)).

Л е м м а 1.4. Пусть M0 ∈ coK(Rn). Точка x(t1) принадлежит множе-

ству ∂X(t1; t0,M0, U) при t1 > t0 тогда и только тогда, когда пара (u(t), x(t))
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удовлетворяет условию максимума на отрезке [t0, t1] и условию трансвер-

сальности на множестве M0.

Л е м м а 1.5. Пусть M0 ∈ coK(Rn). Если x1(t0) 6= x2(t0), каждая

из пар (ui(t), xi(t)), i = 1, 2, удовлетворяет условию максимума на отрезке

[t0, t1], t1 > t0, и условию трансверсальности на множестве M0, а кроме того,

хотя бы при одном i = 1, 2 функция C(U ; ψi) дифференцируема по ψi(t) для

почти всех t ∈ [t0, t1], то x1(t1) 6= x2(t1).

Л е м м а 1.6. Пусть F (t), F : [t0, t1] → K(Rn), — измеримое отображе-

ние с гладкой границей, которое удовлетворяет оценке ‖F (t)‖ 6 k(t),где k(t)

— интегрируемая на отрезке [t0, t1] функция. Тогда G =
t1∫
t0

F (t)dt является

выпуклым компактом с гладкой границей.

Л е м м а 1.7. Если множество U — компакт с гладкой границей,

M0 ∈ coK(Rn), то множество X(t; t0,M0, U) при t > t0 является выпуклым

компактом с гладкой границей.
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§1.2. Нестационарная задача простого преследования

В пространстве Rn (n > 2) рассматривается дифференциальная игра ν+µ

лиц: ν преследователей P1, . . . , Pν и µ убегающих E1, . . . , Eµ. Закон движе-

ния преследователя Pi и убегающего Ej имеет вид:

ẋi = B(t)ui, ‖ui‖ 6 1, xi(t0) = x0
i , i = 1, . . . , ν,

ẏj = B(t)vj, ‖vj‖ 6 1, yj(t0) = y0
j , j = 1, . . . , µ.

(2.1)

Здесь B(t) — непрерывная для почти всех t > t0 матричная функция такая,

что ‖B(t)‖ 6 C для почти всех t > t0.

Определение 2.1. Для конфликтно управляемого процесса (2.1) из на-

чального состояния z0 = (x0
1, . . . , x

0
ν, y

0
1, . . . , y

0
µ), где x0

i , y
0
j ∈ Rn, на интерва-

ле [t0, +∞) разрешима задача убегания, если существуют такие измеримые

функции vj(t), ‖vj(t)‖ 6 1, j = 1, . . . , µ, t > t0, что при любых измеримых

функциях ui(t), ‖ui(t)‖ 6 1, i = 1, . . . , ν, t > t0, найдется номер j, при кото-

ром выполнены неравенства xi(t) 6= yj(t) для всех t > t0 и всех i = 1, . . . , ν.

При этом в момент t > t0 управления убегающих формируются на основе

уже реализовавшейся позиции z(t) = (x1(t), . . . , xν(t), y1(t), . . . , yµ(t)), где

xi(t), yj(t) ∈ Rn, а управления преследователей — на основе любой мыслимой

информации.

Пусть G — некоторое непустое подмножество пространства Rn. Обозна-

чим x = (x1, . . . , xν), y = (y1, . . . , yµ), где xi, yj ∈ Rn, и определим множества

индексов
I(x,G) = {i : i ∈ {1, . . . , ν}, xi ∈ G},
J(y, G) = {j : j ∈ {1, . . . , µ}, yj ∈ G},

причем, если существуют индексы jl ∈ J(y(t), ∂G), l = 1, . . . , s, s > 1,
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j1 < j2 < · · · < js, такие, что yj1(t) = yj2(t) = · · · = yjs
(t), то полагаем

jl /∈ J(y(t), ∂G) для l = 2, . . . , s.

Т е о р е м а 2.1. Пусть задан конфликтно управляемый процесс (2.1).

Если существует непустое выпуклое множество G такое, что справедливо

неравенство |J(y(t0), ∂G)| > |I(x(t0),Rn \G)|, то для конфликтно управля-

емого процесса (2.1) из начального состояния z0 возможно убегание.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В качестве управления убегающего yj,

j ∈ J(y(t0), ∂G), выберем такую постоянную функцию vj(t), ‖vj(t)‖ 6 1,

t > t0, чтобы она удовлетворяла условию

(vj(t), ψ
0
j ) = max

v∈S
(v, ψ0

j ), t > t0,

где ψ0
j — единичный опорный вектор к множеству G в граничной точке y0

j ,

‖ψ0
j‖ = 1. Управление убегающих yj, j /∈ J(y(t0), ∂G), произвольны.

Покажем, что преследователь xi, i ∈ I(x(t0), G), не может поймать ни

одного убегающего. Рассмотрим сначала случай, когда i ∈ I(x(t0), IntG).

Пусть x0
i ∈ IntG. Решение системы (2.1) можно представить в виде:

xi(t) = x0
i +

t∫
t0

B(τ)ui(τ)dτ, i = 1, . . . , ν, ‖ui(t)‖ 6 1,

yj(t) = y0
j +

t∫
t0

B(τ)vj(τ)dτ, j = 1, . . . , µ, ‖vj(t)‖ 6 1,

где ‖B(t)‖ 6 C. Тогда, соответственно,

X(t; t0, G, S) = G +

t∫

t0

B(τ)Sdτ.

Леммы 1.4, 1.5 можно применить к этому случаю. Применим лемму 1.4,

получим, что при любом управлении преследователя Pi ui(τ), τ ∈ [t0, t],
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‖ui(t)‖ 6 1, справедливо соотношение xi(t) /∈ ∂X(t; t0, G, S). На самом деле,

если x0
i ∈ IntG, тогда не выполнено условие трансверсальности на множе-

стве G; yj(t) ∈ ∂X(t; t0, G, S), t > t0, для любого j ∈ J(y(t0), ∂G). Следо-

вательно, при t > t0 xi(t) 6= yj(t) для любого j ∈ J(y(t0), ∂G), для любого

i ∈ I(x(t0), IntG).

Теперь покажем, что если в момент времени τ0 > t0 для некоторого ин-

декса i1 ∈ {1, . . . , ν} выполнено xi1(τ0) ∈ ∂X(τ0; t0, G, S) и xi1(τ0) 6= yj1(τ0),

j1 ∈ J(y(t0), ∂G), то

xi1(τ0 + τ1) 6= yj1(τ0 + τ1) при τ1 > t0. (2.2)

Предположим противное: пусть существует число τ1 > t0, управление ui1(τ),

τ ∈ [τ0, τ0 + τ1] такие, что xi1(τ0 + τ1) = yj1(τ0 + τ1). Тогда, учитывая включе-

ние yj1(t) ∈ ∂X(t; t0, G, S), t > t0, получим xi1(τ0 + τ1) ∈ ∂X(τ0 + τ1; t0, G, S),

а также ∂X(τ0 + τ1; t0, G, S) = ∂X(τ1; τ0, X(τ0; t0, G, S), S). Поэтому пара

(ui1(t), xi1(t)) удовлетворяет условию максимума на отрезке [τ0, τ0 + τ1] и

условию трансверсальности на множестве X(τ0; t0, G, S) (лемма 1.4). По-

нятно, что пара (vj1(t), yj1(t)) удовлетворяет условию максимума на отрезке

[τ0, τ0+τ1] и условию трансверсальности на множестве X(τ0; t0, G, S). В силу

леммы 1.5 заключаем, что xi1(τ0 + τ1) 6= yj1(τ0 + τ1). Получили противоре-

чие. Отсюда следует, что если i ∈ I(x(t0), ∂G), то xi(t) 6= yj(t) для любого

j ∈ J(y(t0), ∂G), t > 0. Преследователь xi, i ∈ I(x(t0),Rn \ G), может пой-

мать не более одного убегающего yj, j ∈ J(y(t0), ∂G).

Действительно, на основании леммы 1.5 заключаем, что

yj0(t) 6= yj1(t) для любых j0, j1 ∈ J(y(t0), ∂G), j0 6= j1, t > t0, (2.3)

(обе пары (vj0(t), yj0(t)), (vj1(t), yj1(t)) удовлетворяют условию максимума на
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отрезке [t0, t] и условию трансверсальности на множестве G), то есть одно-

временная поимка преследователем xi, i ∈ I(x(t0),Rn \G), двух убегающих

yj0, yj1, j0, j1 ∈ J(y(t0), ∂G), j0 6= j1, невозможна. Предположим теперь, что

в момент τ0 > t0 преследователь xi, i ∈ I(x(t0),Rn \ G), ловит убегающего

yj0, j0 ∈ J(y(t0), ∂G), то есть xi(τ0) = yj0(τ0). Из формул (2.2), (2.3) получа-

ем, что xi(τ0 + τ1) 6= yj1(τ0 + τ1) для любого j1 ∈ J(y(t0), ∂G) \ {j0}, τ1 > t0.

Следовательно, преследователи могут поймать не более |I(x(t0),Rn\G)| убе-
гающих yj, j ∈ J(y(t0), ∂G). Поскольку |J(y(t0), ∂G)| > |I(x(t0),Rn \G)|, то
теорема доказана.

С л е д с т в и е 2.1. Пусть задан конфликтно управляемый процесс

(2.1). Если существует вектор p ∈ ∂S и индекс j ∈ {1, . . . , µ}, такие, что

max
i∈{1,...,ν}

(p, x0
i−y0

j ) 6 0. Тогда из начального состояния z0 возможно убегание.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U(G, p) = {x ∈ Rn | (p, x) = C(G, p)}, где
(p, x) – скалярное произведение векторов p, x, C(G, p) – значение опорной

функции множества G в точке p. В качестве множества G, фигурирующего в

теореме 2.1, возьмем такой n-мерный выпуклый многогранник, чтобы точка

y0
j принадлежала его (n − 1)-мерной грани U(G, p) и x0

i ∈ G, i = 1, . . . , ν.

Применяя теорему 2.1, завершаем доказательство.

С л е д с т в и е 2.2. Пусть законы движения преследователя Pi и

убегающего Ej имеют вид:

ẋi = Axi + ui, ‖ui‖ 6 1, xi(t0) = x0
i , i = 1, . . . , ν,

ẏj = Ayj + vj, ‖vj‖ 6 1, yj(t0) = y0
j , j = 1, . . . , µ,

(2.4)

где A — матрица порядка n, и пусть существует такое непустое выпуклое

множество G, что |J(y(t0), ∂G)| > |I(x(t0),Rn \ G)|. Тогда из начального

состояния z0 в дифференциальной игре (2.4) для любого T > t0 на отрезке
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[t0, T ] происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В дифференциальном уравнении

ẋi = Axi + ui, i = 1, . . . , ν, (2.5)

сделаем замену переменных:

xi(t) = eA(t−T )zi(t), i = 1, . . . , ν. (2.6)

Тогда Axi+ui = AeA(t−T )zi(t)+ui. Продифференцируем равенство (2.6). Ле-

вые части полученного от дифференцирования (2.6) равенства и уравнения

(2.5) равны. Соответственно, можно приравнять правые части:

AeA(t−T )zi(t) + ui = eA(t−T )żi(t) + AeA(t−T )zi(t).

Преобразуем полученное равенство, произведем замену: ui = eA(t−T )żi(t),

тогда eA(T−t)ui = żi(t). Для дифференциального уравнения, описывающего

движение преследователя Ej,

ẏj(t) = Ayj + vj, j = 1, . . . , µ,

сделаем замену переменных

yj(t) = eA(t−T )wj(t), j = 1, . . . , µ,

и произведем аналогичные преобразования. Получим eA(T−t)vj = ẇj(t).

Пусть B(t) = eA(T−t). Тогда выполнено

‖B(t)‖ = ‖eA(T−t)‖ 6 e‖A‖(T−t) 6 C, t > t0, t 6 T.

Дифференциальная игра (12) примет вид:

żi = eA(T−t)ui, ‖ui‖ 6 1, zi(t0) = eATx0
i = z0

i , i = 1, . . . , ν,

ẇj = eA(T−t)vj, ‖vj‖ 6 1, wj(t0) = eATy0
j = w0

j , j = 1, . . . , µ.
(2.7)
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Кроме того, в формулировке следствия есть условие: существует такое непу-

стое выпуклое множество G, что |J(y(t0), ∂G)| > |I(x(t0),Rn \G)|. К систе-

мам (2.7) и этому условию применим теорему 2.1. Следствие доказано.

Т е о р е м а 2.2. Пусть задан конфликтно управляемый процесс (2.1).

И пусть существуют множества G1, G2 ∈ coK(Rn) такие, что x0
i ∈ G1 ∪ G2

для любого i ∈ {1, . . . , ν}, и

|J(y(t0),Rn \ (G1 ∪G2))|+ |J(y(t0), ∂G2)| > |I(x(t0), G1 \G2)|, (2.8)

тогда из начального состояния z0 возможно убегание.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим управление vj(t), t > t0, для любого

j ∈ J(y(t0), ∂G2) из условия

(vj(t), ψ
0
j ) = max

v∈S
(v, ψ0

j ), t > t0, (2.9)

где ψ0
j — единичный опорный вектор к множеству G2 в граничной точке

y0
j . Можно считать, что множество G2 имеет гладкую границу. В противном

случае возьмем достаточно малое число δ > 0 такое, чтобы выполнялись

соотношения

X(δ; t0, y
0
j , S) ∩ (X(δ; t0, G1, S) ∪X(δ; t0, G2, S)) = ∅ (2.10)

при любом j ∈ J(y(t0),Rn \ (G1 ∪G2));

X(δ; t0, G2, S) ∩X(δ; t0, x
0
i , S) = ∅ (2.11)

при любом i ∈ I(x(t0), G1 \G2), и зададим управление убегающего vj(t) для

любого j ∈ {1, . . . , µ}\J(y(t)0), ∂G2) на полуинтервале [t0, δ) произвольным

образом.
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Из соотношений (2.10), (2.11), лемм 1.4, 1.5, 1.7, получим, что в момент

t = δ при любых управлениях преследователей

|I(x(t0), G1 \G2)| = |I(x(δ), X(δ; t0, G1, S) \X(δ; t0, G2, S))|,

|J(y(t0),Rn \ (G1 ∪G2))| = |J(y(δ),Rn \ (X(δ; t0, G1, S) ∪X(δ; t0, G2, S)))|,

|J(y(t0), ∂G2)| 6 |J(y(δ), ∂X(δ; t0, G2, S))|,

и что X(δ; t0, G2, S) — компакт с гладкой границей.

Для любого номера i ∈ I(x(t0), ∂G2) определим траекторию x̄i(t), t > t0,

которая исходит из точки x0
i и соответствует управлению ūi(t), выбираемому

из равенства

(ūi(t), ψ0
i ) = max

u∈S
(u, ψ0

i ),

где ψ0
i — единичный опорный вектор к множеству G2 в граничной точке x0

i .

Так как S — строго выпуклое множество и G2 — компакт с гладкой грани-

цей, то траектории yj(t), j ∈ J(y(t0), ∂G2), x̄i(t), i ∈ I(x(t0), ∂G2), t > t0,

определяются единственным образом. Поэтому, если xi(t) ∈ ∂X(t; t0, G2, S)

при некотором управлении ui(τ), τ ∈ [t0, t], i ∈ I(x(t0), ∂G2), то xi(t) = x̄i(t).

При t > t0 зададим произвольным образом управления убегающих yj, j из

множества {1, . . . , µ}\[J(y(t0),Rn\(G1∪G2))∪J(y(t0), ∂G2)]. Доказательство

теоремы проведем по индукции относительно числа убегающих, начальные

положения которых принадлежат множеству Rn \ (G1 ∪G2).

Пусть |J(y(t0),Rn \ (G1 ∪G2))| = l.

Если l = 0, то из условий теоремы следует существование такого выпукло-

го компакта G2, что |J0(y(t0), ∂G2)| > |I(x(t0),Rn\G2)|. Осталось применить

теорему 2.1.
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Рассмотрим случай l = 1. Для произвольного множества G ∈ coK(Rn)

определим функцию

φ(x, p, G) = (x, p)− C(G, p), x ∈ Rn, p ∈ Rn,

и многозначное отображение

P (x,G) = {p ∈ ∂S | φ(x, p, G) > 0} (2.12)

на множестве Rn\ IntG. Нетрудно видеть, что если x ∈ Rn\G, то множество

P (x,G) — выпуклый конус.

Управление vj(t), t ∈ [t0, t(ψ
0
j )), j ∈ J(y(t0),Rn \ (G1 ∪ G2)), определим

из условия (2.9), в котором вектор ψ0
j ∈ P (y0

j , G1) такой, что справедливы

соотношения

yj(t(ψ
0
j ), ψ

0
j ) 6= x̄i(t(ψ

0
j )), i ∈ I(x(t0), ∂G2), (2.13)

yj(t(ψ
0
j ), ψ

0
j ) 6= ys(t(ψ

0
j )), s ∈ J(y(t0), ∂G2), (2.14)

где t(ψ0
j ) — момент времени, в который впервые выполнено соотношение

yj(t, ψ
0
j ) ∈ X(t; t0, G2, S). Здесь через yj(t, ψ

0
j ), t > t0, обозначена траектория

игрока yj, j ∈ J(y(t0),Rn \ (G1 ∪ G2)), соответствующая управлению vj(t),

выбираемому из равенства (2.9). Если такой момент t(ψ0
j ) не существует,

то полагаем t(ψ0
j ) = +∞. В силу лемм 1.4, 1.5 и условия (2.12) игрок yj,

j ∈ J(y(t0),Rn\(G1∪G2)), при так выбранном управлении избежит поимки.

Поэтому считаем, что t(ψ0
j ) < +∞.

Покажем, что если p1
j , p

2
j ∈ P (y0

j , G1), p1
j 6= p2

j , то

yj(t, p
1
j) 6= yj(t, p

2
j) (2.15)
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при t > t0. Допустим противное: существует такой момент t > t0, что выпол-

нено yj(t, p
1
j) = yj(t, p

2
j). Тогда (yj(t, p

1
j), p

1
j) = (yj(t, p

2
j), p

1
j), и, следовательно,

t∫

t0

B(t)(v1
j (s)− v2

j (s), p
1
j)ds = 0. (2.16)

Так как S — это компакт с гладкой границей, то справедливо неравенство

(v1
j (s), p

1
j(s)) > (v2

j , p
1
j) при любом s ∈ [t0, t]. Поэтому интеграл в равенстве

(2.16) положителен. Получим противоречие. Тем самым соотношение (2.15)

доказано.

Если при некотором p1
j ∈ P (y0

j , G1), j ∈ J(y(t0),Rn\(G1∪G2)), выполнено

равенство

yj(t(p
1
j), p

1
j) = x̄i1(t(p

1
j)) (2.17)

для некоторого i1 ∈ I(x(t0), ∂G2), то при любом векторе p2
j ∈ P (y0

j , G1),

p1
j 6= p2

j (предполагаем, что t(p2
j) < +∞), справедливо соотношение

yj(t(p
2
j), p

2
j) 6= x̄i1(t(p

2
j)).

Докажем это. Предположим противное:

yj(t(p
2
j), p

2
j) = x̄i1(t(p

2
j)). (2.18)

Из соотношений (2.15), (2.17), (2.18) следует, что t(p1
j) 6= t(p2

j) (этот факт

доказывается также от противного). Не ограничивая общности, можно счи-

тать, что t(p1
j) < t(p2

j). Так как

x̄i1(t(p
1
j)) ∈ ∂X(t(p1

j); t0, y
0
j , S),

x̄i1(t(p
2
j)) ∈ ∂X(t(p2

j); t0, y
0
j , S),
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и выполнено равенство (2.17), то в силу лемм 1.4, 1.5, 1.7 справедливо ра-

венство x̄i1(t(p
2
j)) = yj(t(p

2
j), p

1
j), что противоречит соотношению (2.15).

Таким образом, убегающий yj, j ∈ J(y(t0),Rn\(G1∪G2)), зная начальное

положение игроков xi, i ∈ I(x(t0), ∂G2), ys, s ∈ J(y(t0), ∂G2), выбирает в ка-

честве ψ0
j такой вектор pj ∈ P (y0

j , G1), что для соответствующей траектории

yj(t, p
1
j), t > t0, в момент t = t(pj) справедливы соотношения (2.13), (2.14).

Итак, пусть в момент t = t(pj) впервые выполнено включение

yj(t) ∈ X(t; t0, G2, S), j ∈ J(y(t0),Rn \ (G1 ∪G2)).

Теперь если xi1(τ) ∈ X(τ ; t0, G2, S), i1 ∈ I(x(t0), G1 \G2), при τ ∈ (t0, t(pj)),

то в силу лемм 1.4, 1.5 преследователь не может поймать на интервале

(τ, +∞) ни одного убегающего ys, s ∈ J(y(t0), ∂G2), то есть на отрезке

[t0, t(pj)] каждый преследователь xi, i ∈ I(x(t0), G1 \ G2), может поймать

не более одного убегающего ys, s ∈ J(y(t0), ∂G2).

Учитывая то, что yj(t(pj)) ∈ ∂X(t(pj); t0, G2, S) и соотношения (2.8),

(2.13), (2.14), получим

|J(y(t(pj)), ∂X(t(pj); t0, G2, S))| >
|I(x(t(pj)), X(t(pj); t0, G1, S) \X(t(pj); t0, G2, S))|.

(2.19)

Управление vj(t) при t > t(pj) будем выбирать из условия (2.9), взяв в каче-

стве ψj(t) решения сопряженной системы ψ̇ = 0 при ψj(t(pj)) = p̄j, где p̄j —

единичный опорный вектор к множеству X(t(pj); t0, G2, S) в граничной точ-

ке y(t(pj)). Из неравенства (2.19) получаем, что хотя бы один из убегающих

избежит поимки.

Пусть выполнены условия теоремы и при l 6 r для конфликтно управля-

емого процесса (2.1) из начального состояния z0 разрешима задача убегания.

42



Покажем, что теорема верна и при l = r + 1. Зафиксируем некоторое мно-

жество F ∈ coK(Rn), такое, что 0 ∈ IntF. Можно считать, что выполнено

равенство J(y(t0),Rn \ (G1∪G2)) = {1, . . . , r +1} и y0
s ∈ ∂(G1 + εsF ), εs > 0,

s = 1, . . . , r + 1, причем ε1 > ε2 > · · · > εr+1. Действительно, для любого

j ∈ J(y(t0),Rn \ (G1∪G2)) найдется число εj, при котором y0
j ∈ ∂(G1 + εjF ).

Предположим, что существуют такие j1, j2 ∈ J(y(t0),Rn \ (G1 ∪ G2)),

j1 6= j2, что εj1 = εj2. Применим следующий маневр. Выберем число δ > t0

такое, чтобы выполнялись соотношения (2.10), (2.11).

Пусть p1, −p2 — единичные векторы, опорные к G1 + εj1F соответственно

в точках y0
j1
, y0

j2
. Управление игрока yji

на [t0, δ) будем выбирать из равен-

ства (vji
(t), ψ0

ji
) = max

v∈S
(v, ψ0

ji
), где ψ0

ji
= pi, i = 1, 2. Тогда справедливо

yj1(δ) ∈ ∂(X(δ; t0, G1, S) + εj1B(δ)F ), yj2(δ) ∈ Int(X(δ; t0, G1, S) + ε1B(δ)F ),

0 < ε1 < εj1.

Управление игрока yj для любого j ∈ J(y(t0),Rn \ (G1 ∪ G2)) \ {j1, j2}
выберем на [t0, δ) из условия (2.9), в котором ψ0

j = pj, где pj — единичный,

опорный к множеству G1 + εjB(δ)F в граничной точке y0
j , вектор. В мо-

мент t = δ в качестве множеств G1, G2, фигурирующих в условии теоремы,

возьмем множества X(δ; t0, G1, S), X(δ; t0, G2, S), в качестве множества F —

множество B(δ)F. Если это необходимо, применяем маневр повторно. Затем

производим перенумерацию убегающих.

Подведем итог. В момент времени t = t0 мы зафиксировали множество

F ∈ coK(Rn), 0 ∈ IntF, такое, что y0
s ∈ ∂(G1 + εsF ), s = 1, . . . , r + 1,

ε1 > ε2 > · · · > εr+1 > 0. До момента t = t(pj), в который убегающий y1

впервые попадает на множество X(t; t0, G2, S), управление v1 находим из
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условия максимума

(v1(t), ψ1(t)) = max
v∈S

(v, p1), (2.20)

где ψ1(t) — решение системы ψ̇ = 0 при ψ1(t0) = p1, p1 ∈ P (y0
1, G1 + ε2F ),

причем, для любого l ∈ I(x(t0), ∂G2), y1(t(p1)) 6= yl(t(p1)). Если такой мо-

мент t(p1) не существует, то полагаем, что t(p1) = +∞. Понятно, что убе-

гающий y1 при так выбранном управлении избежит поимки. На интервале

[t(p1), +∞) управление v1(t) выбирается из условия (2.20), в котором ψ1(t)

— решение сопряженной системы ψ̇ = 0 при ψ1(t(p1)) = p̄1, где p̄1 — еди-

ничный опорный к множеству X(t(p1); t0, G2, S) в граничной точке y1(t(p1))

вектор.

Считая управления игроков y1, . . . , yj−1, j 6 r + 1 заданным, построим

управление игрока yj. Управление vj(t) при t ∈ [t0, t(pj)) находим из ра-

венства (2.9), в котором ψ0
j = pj, где вектор pj ∈ P (y0

j , G1 + εj+1F ), если

j < r + 1, pr+1 ∈ P (y0
r+1, G1), причем,

yj(t(pj)) 6= x̄l(t(pj)), l ∈ I(x(t0), ∂G2),

yj(t(pj)) 6= yl(t(pj)), l ∈ J0(y(t0), ∂G2),

yj(t(pj)) 6= yl(t(pj)), l = 1, . . . , j − 1,

где t(pj) — момент времени, когда впервые выполнено yj(t) ∈ X(t; t0, G2, S).

Предполагаем, что такой момент t(pj) существует. При t > t(pj) управление

vj(t) определим из равенства (2.9), где ψj(t) — решение системы ψ̇ = 0 при

ψj(t(pj)) = p1
j , а p1

j — единичный опорный к множеству X(t(pj); t0, G2, S) в

граничной точке yj(t(pj)) вектор.

Обозначим

t∗ = min
j∈J(y(t0),Rn\(G1∪G2))

t(pj),
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X1 = X(t∗; t0, G1, S) \X(t∗; t0, G2, S),

X2 = X(t∗; t0, G1, S) ∪X(t∗; t0, G2, S).

Учитывая способ построения управлений, леммы 1.4, 1.5, получим

|I(x(t∗), X1)| < |J(y(t∗),Rn \X2)|+ |J0(y(t∗), ∂X(t∗; t0, G2, S))|,

|J(y(t∗),Rn \X2)| 6 r.

Согласно предположению индукции, для процесса (2.1) из начального состо-

яния z(t∗) разрешима задача убегания. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 2.3. Пусть задан конфликтно управляемый процесс

(2.1). Существуют гиперплоскости

H1 = {x ∈ Rn | (p, x) = α},

H2 = {x ∈ Rn | (p, x) = α + ε, ε > 0}, p ∈ Rn, α ∈ R,

и множества I1 ⊂ {1, . . . , ν}, J ⊂ {1, . . . , µ}, такие, что
1. (p, x0

i ) 6 α, i ∈ I1;

(p, x0
i ) > α + ε, i ∈ I2 = {1, . . . , ν} \ I1;

2. α < (p, y0
j ) < α + ε, j ∈ J ;

3. |J | > |I1|.
Тогда из начального состояния z0 возможно убегание.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В качестве множества G1, фигурирующего в

теореме 2.2, возьмем такой n-мерный выпуклый многогранник, что x0
i ∈ G1

для любого i ∈ I1 и опорное множество U(G1, p) ⊂ H1. В качестве множества

G2 также возьмем n-мерный выпуклый многогранник, такой, что x0
i ∈ G2
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для любого i ∈ I2 и опорное множество U(G2,−p) ⊂ H2. Применив теорему

2.2, получим требуемый результат.

С л е д с т в и е 2.4. Пусть существуют множества G1, G2 ∈ coK(Rn)

такие, что x0
i ∈ G1∪G2, для любого i ∈ {1, . . . , ν}, и выполнено неравенство

(2.8). Тогда для дифференциальной игры (2.4) из начального состояния z0

для любого T > t0 на отрезке [t0, T ] происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим замену, используемую в следствии

2.2, а затем - теорему 2.2, получим необходимый результат.
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ГЛАВА 2

Уклонение от группы инерционных объектов

§2.1. Уклонение от группы инерционных объектов в конусе

В пространстве Rn (n > 2) рассматривается дифференциальная игра k+1

лиц: k преследователей P1, . . . , Pk и убегающий E. Закон движения каждого

из преследователей имеет вид:

ẍi = ui, ‖ui‖ 6 1,

xi(0) = x0
i , ẋi(0) = ẋ0

i .
(1.1)

Закон движения убегающего имеет вид:

ÿ = v, ‖v‖ 6 1,

y(0) = y0, ẏ(0) = ẏ0.
(1.2)

Дополнительно предполагается, что убегающий в процессе игры не покидает

пределы множества D вида D = {y | y ∈ Rn, (qj, y) 6 0, j = 1, . . . , m}, где
qj — единичные векторы.

Вместо систем (1.1), (1.2) рассмотрим систему:

z̈i = ui − v,

zi(0) = z0
i = x0

i − y0,

żi(0) = ż0
i = ẋ0

i − ẏ0.

(1.3)

Определение 1.1. Из начального состояния z0 = (z0
1, ż

0
1, . . . , z

0
k, ż

0
k) в

дифференциальной игре (1.3) возможно убегание, если по любым измери-

мым функциям ui(t), 0 6 t 6 +∞, ui(t) ∈ S, i ∈ Nk, можно построить

такую измеримую функцию v(t), 0 6 t 6 +∞, v(t) ∈ S, что ‖zi(t)‖ 6= 0

для всех i ∈ Nk, t > 0, и y(t) ∈ D для всех t > 0.
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При этом в момент t > 0 управление убегающего формируется на основе

информации о состоянии (z1(s), ż1(s), . . . , zk(s), żk(s)) при s 6 t и о значени-

ях ui(t), i ∈ Nk, в тот же момент времени. Управление преследователей в

момент t > 0 формируется на основе информации о состоянии z(t) диффе-

ренциальной игры (1.3).

Т е о р е м а 1.1. Если k 6 n− 1, ẏ0 ∈ D, то в игре (1.3) из начального

состояния z0 = (z0
1, ż

0
1, . . . , z

0
k, ż

0
k) возможно убегание.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как k 6 n − 1, то можно считать, что

0 /∈ co{
k⋃

i=1
ż0
i }. В противном случае убегающий добивается этого условия за

сколь угодно малое время. На основании теоремы об отделимости выпуклых

множеств существует вектор p ∈ ∂S и число ε > 0 такие, что

max
16i6k

(ż0
i , p) 6 −2ε.

Введем обозначения:

η(t) = min
16i6k

(‖zi(t)‖),
δ = min{1, ε,

√
η(0), min

16j6n

√‖(y0, qj)‖ }.

Пусть levader — луч, выходящий из начала координат и проходящий через

точку y0 — начальное положение убегающего.

Введем убывающие последовательности τj, δj ∈ R, τj, δj > 0 , j = 1, 2, . . . ,

такие, что, если ‖zl(t
′)‖ = δj, (zl(t

′), p) > 0, то (zl(t
′+τj), p) 6 0 при любых

управлениях ul(s), v(s) на [t′, t′ + τj].

Момент времени ti, в который впервые выполняется равенство η(t) = δi

и существует l ∈ Nk такой, что ‖zl(ti)‖ = δi, (zl(ti), p) > 0, назовем моментом

i-го сближения.
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Полагаем v(t) = 0, t ∈ [0, +∞) \
∞⋃
i=1

[ti, ti + τi). При t = 0 построим после-

довательности {τ i
1}∞i=1, {δi

1}∞i=1 следующим образом:

τ i
1 =

δ

2i+2 , δi
1 = δτ i

1 − (τ i
1)

2.

Числа τi, i = 1, 2, . . . будут определены так, что τi 6 τ i
1, i = 1, 2, . . ., поэтому

∞∑
i=1

τi 6
∞∑
i=1

δ
2i+2 = δ

4 < ξ1. Если в момент t = t′ для некоторого i ∈ Nk

‖zl(t
′)‖ = δi

1, (zl(t
′), p) > 0, (żl(t

′), p) < −δ, то при любых управлениях

ul(s), v(s) на отрезке [t′, t′ + τ i
1]

(zl(t
′ + τ i

1), p) = (zl(t
′), p) + τ i

1 · (żl(t
′), p) +

t′+τ i
1∫

t′
(t′ + τ i

1 − s) · (ul(s), p)ds < 0.

Полагаем τ1 = τ 1
1 , δ1 = δ1

1. Маневр уклонения определим рекуррентным

образом. Итак, пусть в момент t = ti выполнены соотношения ‖zl(ti)‖ = δi,

(zl(ti), p) > 0, определены числа τi, ξi и последовательности {τ l
i}∞l=i, {δl

i}∞l=i.

Случай 1. Предположим, что

(zl(ti), żl(ti)) 6= −‖zl(ti)‖ · ‖żl(ti)‖. (1.4)

Управление убегающего на полуинтервале [ti, ti +τi) полагаем равным ul(s),

если на всем полуинтервале он не встречает ни одного из преследователей.

Если на [ti, ti+τi) происходят сближения с преследователями Pr, r ∈ Nk\{l},
то v(s) = ul(s), s ∈ [ti, ti + τi) \

∞⋃
j=i+1

[tj, tj + τj).

Убегающий будет сближаться с преследователями Pr, r ∈ Nk \ {l},
настолько близко и «обходить» их за столь малое время, чтобы для траек-

тории zl(t) на отрезке [ti, ti +τi] при любых управлениях ul(s), s ∈ [ti, ti +τi],

выполнялись следующие соотношения:

(zl(ti + τ), żl(ti + τ)) 6= −‖zl(ti + τ)‖ · ‖żl(ti + τ)‖
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для любого τ ∈ [0, τi],

min
t∈[ti,ti+τi]

‖zl(t)‖ > δi+1. (1.5)

Обозначим через li(τ), τ > 0, прямую, проходящую через две точки:

x(τ) = zl(ti) + żl(ti)τ и y(τ) = żl(ti). На основании линейной независимо-

сти векторов zl(ti) и żl(ti) и из предположения (1.4) заключаем, что при

любом τ > 0 векторы x(τ), y(τ) линейно независимы. Тогда функция f(τ),

f(τ) = min
x∈li(τ)

‖x‖ > 0.

Функция f : [0, +∞) → (0, +∞) непрерывна. В момент t = ti определим

число

βi = min{δi+1
i , min

τ∈[0,τi]
f(τ)}. (1.6)

Если v(s) = ul(s), s ∈ [ti, ti + τi], то соответствующая траектория при

t ∈ [ti, ti + τi] имеет вид: z0
l (t) = x(t− ti), ż0

l (t) = y(t− ti). Тогда

‖z0
l (t)‖ > βi, ‖ż0

l (t)‖ > βi

для всех t ∈ [ti, ti + τi].

Теперь предположим, что на множестве [ti, ti + τi) задана такая счетная

система полуинтервалов [tq, tq + τ q), q = 1, 2, . . ., что

∞∑
q=1

τ q < ξi+1, ξi+1 = min

{
−τi +

√
τ 2
i +

βi

2
,

βi

4

}
. (1.7)

Покажем, что если v(s) = ul(s), s ∈ [ti, ti + τi) \
∞⋃

q=1
[tq, tq + τ q), управ-

ление v(s) на множестве
∞⋃

q=1
[tq, tq + τ q) произвольно, то соответствующая

траектория zr
l (t), t ∈ [ti, ti + τi] такова, что

‖zr
l (t)− z0

l (t)‖ <
βi

2
, (1.8)
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и, кроме того,

‖żr
l (t)− ż0

l (t)‖ 6 βi

2
, (1.9)

для любого управления ul(s), s ∈ [ti, ti + τi].

Пусть r = 1. Понятно, что z1
l (t

1) = z0
l (t

1). В точке t = t1 + τ 1 справедливо

неравенство ‖z1
l (t

1 + τ 1)− z0
l (t

1 + τ 1)‖ 6 (τ 1)2. Тогда при t ∈ [t1 + τ 1, ti + τi]

‖z1
l (t) − z0

l (t)‖ 6 (τ 1)2 + 2τ 1τi. Поэтому для всех t из [ti, ti + τi] выполнено

‖z1
l (t)− z0

l (t)‖ < (τ 1)2 + 2τ 1τi.

Проводя аналогичные рассуждения, нетрудно убедиться, что для r ∈ N,
t ∈ [ti, ti + τi] ‖zr

l (t)− z0
l (t)‖ < (ξi+1)

2 + 2ξi+1τi 6 βi

2 . Неравенство (1.9) сразу

следует из определения числа ξi+1.

Покажем теперь, что для любого τ ∈ [0, τi]

(zr
l (ti + τ), żr

l (ti + τ)) 6= −‖zr
l (ti + τ)‖ · ‖żr

l (ti + τ)‖. (1.10)

Предположим противное: пусть существуют числа τ0 ∈ [0, τi], b > 0 такие,

что справедливо zr
l (ti + τ0) = −bżr

l (ti + τ0). В силу неравенств (1.8), (1.9)

векторы z0
l (ti + τ0), ż0

l (ti + τ0) представимы в виде z0
l (ti + τ0) = zr

l (ti + τ0)+x,

ż0
l (ti + τ0) = żr

l (ti + τ0) + y, где x, y ∈ βiS
2 .

Пусть L = {α = (α1, α2)|α1, α2 ∈ R1, α1 + α2 = 1}. Согласно (1.6)

выполнено min
α∈L

‖α1 · (zr
l (ti + τ0) + x) + α2 · (żr

l (ti + τ0) + y)‖ > βi. С другой

стороны, если подставить α∗1 = 1
1+b , α∗2 = b

1+b , то справедливо неравенство

‖α∗1 · (zr
l (ti + τ0) + x) + α∗2 · (żr

l (ti + τ0) + y)‖ < βi

2 . Пришли к противоречию.

Следовательно, неравенство (1.10) выполняется при любом τ из [0, τi].

В момент t = ti по формулам (1.6),(1.7) определяем числа βi, ξi+1 и строим

последовательности {τ i+r
i+1}∞r=1, {δi+r

i+1}∞r=1 следующим образом: τ i+r
i+1 = ξi+1

2r ,

δi+r
i+1 = δτ i+r

i+1 − (τ i+r
i+1 )2. τ i+1

i+1 < τ i+1
i ,

∞∑
r=1

τ i+r
i+1 = ξi+1.
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Определим

δi+1 = min

{
δi+1
i+1, min

16j6m

√
|(qj, y(ti + τi))|

}
, τi+1 =

δi+1

2
.

Если на (ti, ti+τi) происходят сближения с преследователями Pq, q ∈ Nk\{l},
то убегающий «обходит» их за столь малое время, что min

t∈[ti,ti+τi]
‖zl(t)‖ > βi

2 .

Поскольку δi+1 < τ i+1
i+1 = ξi+1

2 6 βi

4 · 1
2 = βi

8 , то справедливо неравенство (1.5).

Теперь покажем, что убегающий не выходит за границы множества D.

Предположим, что
∞⋂
i=1

[ti, ti+τi] = ∅. Тогда на любом полуинтервале [ti, ti+τi)

убегающий E «обходит» только одного преследователя. Такое предположе-

ние можно сделать в силу неравенств (1.8), (1.9) (βi мало).

В начальный момент времени y0 ∈ D. Докажем, что убегающий не по-

кидает конуса D, по индукции. Пусть k = 1, t ∈ [0, t1]. Тогда для любого

j ∈ Nm выполнено (y(t), qj) = (y0, qj) + t(ẏ0, qj) 6 −δ2 + t(ẏ0, qj) 6 0. Из

определения множества D (y0, qj) < 0, а неравенство (ẏ0, qj) < 0 справед-

ливо, так как ẏ0 ∈ D (см. условия теоремы). Пусть t ∈ [t1, t1 + τ1]. Тогда

(y(t), qj) = −δ2 + τ2
1

2 6 −δ2 +
(

δ
8

)2 1
2 < 0 для всех j ∈ Nm.

Индукционное предположение. Пусть при k = i−1 выполнены следующие

неравенства: (y(t), qj) < 0, (ẏ(t), qj) < 0 для всех t ∈ [ti−2 + τi−2, ti−1 + τi−1] и

j ∈ Nm. На [ti−2 + τi−2, ti−1] убегающий E движется параллельно лучу levader

и v(t) = 0. Отсюда (ẏ(t), qj) < 0 для любого t ∈ [ti−2 + τi−2, ti−1). Функция

g(t) = (ẏ(t), qj) непрерывная, как композиция непрерывных отображений.

τi−1 < δi−1 < δ < ε, тогда g(t) сохраняет свой знак при малых ε.

Докажем для k = i. Пусть t ∈ [ti−1 + τi−1, ti]. Тогда справедливо неравен-

ство (y(t), qj) = (y(ti−1+τi−1), qj)+(t−ti−1−τi−1)(ẏ(ti−1+τi−1), qj) < −δ2
i < 0

для любого j ∈ Nm. Неравенство (ẏ(ti−1 +τi−1), qj) < 0 выполнено в силу ин-
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дукционного предположения, а (y(ti−1+τi−1), qj) < −δ2
i по определению чис-

ла δi и индукционному предположению. Пусть t ∈ (ti, ti + τi]. Тогда (y(t), qj)

можно представить через (y(ti−1 + τi−1), qj) и (ẏ(ti−1 + τi−1), qj), из чего сле-

дует (y(t), qj) 6 −δ2
i + τ2

i

2 6 −δ2
i +

(
δi

2

)2 1
2 < 0 для всех j ∈ Nm. Таким образом,

мы доказали, что для любого k = 1, 2, . . . убегающий не покидает конуса D.

Случай 2. Рассмотрим ситуацию, когда условие (1.4) не выполнено, то

есть

(zl(ti), żl(ti)) = −‖zl(ti)‖ · ‖żl(ti)‖ (1.11)

для некоторых l, i. Существует число εi, εi ∈ (0, τi), такое, что при произволь-

ных управлениях ur(s), r = 1, . . . , k, r 6= l, v(s), s ∈ [ti, ti + εi], справедливы

неравенства min
τ∈[0,εi]

‖zr(ti+τ)‖ > δi+1
i для любого r ∈ Nk\{l}, (zl(ti+εi), p) > 0,

и y(t) ∈ D для любого t ∈ [ti, ti+εi]. Векторы zl(ti), żl(ti) линейно зависимы,

поэтому существует вектор ψi ∈ ∂S такой, что (zl(ti), ψi) = (żl(ti), ψi) = 0.

На полуинтервале [ti, ti + γi) управление v(s) выбираем так, чтобы

(v(s), ψi) =

{
1, если (ul(s), ψi) 6 0,

−1, если (ul(s), ψi) > 0.

Здесь ti + γi — некоторый момент из отрезка [ti, ti + εi], в который

(zl(ti + γi), żl(ti + γi)) 6= −‖zl(ti + γi)‖ · ‖żl(ti + γi)‖. (1.12)

Покажем, что такое число γi существует. При t > ti введем в рассмотрение

функции:

f i
1(t) = (zl(t), ψi) =

t∫
ti

(t− s)(ul(s)− v(s), ψi)ds,

f i
2(t) = (żl(t), ψi) =

t∫
ti

(ul(s)− v(s), ψi)ds.
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Функции f i
1(t), f i

2(t), ti 6 t 6 ti + εi, удовлетворяют системе уравнений:

ḟ i
1(t) = f i

2(t),

ḟ i
2(t) = (ul(t)− v(t), ψi).

(1.13)

Причем f i
1(ti) = f i

2(ti) = 0. Из уравнений (1.13) следует, что f i
2(t) 6≡ 0

на отрезке [ti, ti + εi]. Действительно, пусть f i
2(t) ≡ 0, t ∈ [ti, ti + εi]. Тогда

f i
1(t) = const, а ul(t) ≡ v(t) для любого t ∈ [ti, ti + εi]. Если f i

1(t) = const

на [ti, ti + εi], то f i
1(t) ≡ 0. Тогда вектора zl(t), żl(t) линейно зависимы на

всем отрезке [ti, ti + εi], а ul(t) ≡ v(t) на [ti, ti + εi]. Но все это противоречит

выбранному управлению: если (ul(t)− v(t), ψi) = 0, то (ul(t), ψi) = (v(t), ψi)

для всех t ∈ [ti, ti + εi], а это невозможно.

Множество Gi = {t ∈ (ti, ti + εi), f i
2(t) 6= 0} непусто и открыто, поэтому

представимо в виде Gi =
⋃
j

(αi
j, β

i
j), где {(αi

j, β
i
j)} — взаимно непересекаю-

щаяся не более чем счетная система интервалов. Пусть (αi
j, β

i
j) — некоторый

интервал из этой системы. Тогда f i
2(α

i
j) = f i

2(β
i
j) = 0, f i

2(t) 6= 0 на (αi
j, β

i
j).

Если f i
1(α

i
j) 6= 0, то соотношение (1.12) выполнено при ti + γi = αi

j. Если же

f i
1(α

i
j) = 0, то ḟ i

1(α
i
j) 6= 0 на (αi

j, β
i
j) и f i

1(β
i
j) 6= 0. Следовательно, соотноше-

ние (1.2) имеет место при ti + γi = βi
j. Таким образом, можно добиться того,

чтобы векторы zl(ti + γi) и żl(ti + γi) стали линейно независимыми. Если же

(zl(ti), żl(ti)) 6= −‖zl(ti)‖ · ‖żl(ti)‖, то полагаем γi = 0.

Управление убегающего на полуинтервале [ti+γi, ti+τi) полагаем равным

ul(s). Но из-за возможности сближения с преследователями Pr, r ∈ Nk \{l},
управление v(s) примет вид:

v(s) = ul(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi) \
∞⋃

j=i+1

[tj, tj + τj).
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Убегание на [ti + γi, ti + τi) доказывается подобно тому, как это делается

в первом случае. Для доказательства достаточно вместо момента ti, где по

предположению случая 1 выполняется соотношение (1.4), подставить момент

ti + γi, в котором мы только что добились выполнения такого условия.

Осталось показать, что в данном случае убегающий не покинет множе-

ства D. Для доказательства воспользуемся той же цепочкой рассуждений,

что и в первом случае. Предположим, что
∞⋂
i=1

[ti, ti + τi] = ∅, тогда на любом

полуинтервале [ti, ti + τi) убегающий E «обходит» только одного преследо-

вателя. Такое предположение можно сделать, так как при маневрах, позво-

ляющих убежать от остальных k − 1 преследователей, встречающихся на

[ti, ti + τi), траектория убегающего будет столь мало отличаться от основной

траектории (v(s) = ul(s)), что, учитывая положение луча levader и опреде-

ление чисел τi, ξi и последовательностей {τ l
i}∞l=i, {δl

i}∞l=i, не повлияет на то,

пересечет убегающий границу множества D или нет.

По условию задачи y0 ∈ D. Докажем по индукции. Пусть k = 1, t ∈ [0, t1].

Тогда (y(t), qj) = (y0, qj) + t(ẏ0, qj) 6 −δ2 + t(ẏ0, qj) 6 0 для любого j ∈ Nm.

Если t ∈ (t1, t1 +γ1], то (y(t), qj) < 0 для любого j ∈ Nm в силу выбора числа

ε1. Если t ∈ (t1 + γ1, t1 + τ1], то (y(t), qj) = −δ2 + τ2
1

2 6 −δ2 +
(

δ
8

)2 1
2 < 0 для

любого j ∈ Nm.

Индукционное предположение. Пусть при k = i− 1 выполнены неравен-

ства: (y(t), qj) < 0, (ẏ(t), qj) < 0 для всех t ∈ [ti−2 +τi−2, ti−1 + τi−1] и j ∈ Nm.

Индукционный переход. Докажем для k = i. Пусть t ∈ [ti−1 + τi−1, ti]. Тогда

(y(t), qj) = (y(ti−1 + τi−1), qj) + (t − ti−1 − τi−1)(ẏ(ti−1 + τi−1), qj) < −δ2
i < 0

для любого j ∈ Nm. Цепочка неравенств справедлива в силу индукционного

предположения и определения числа δi.
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При t ∈ (ti, ti + γi] неравенство (y(t), qj) < 0 для любого j ∈ Nm вы-

полняется в силу выбора числа εi. При t ∈ (ti + γi, ti + τi] функцию y(t)

можно представить через y(ti−1 + τi−1) и ẏ(ti−1 + τi−1), из чего следует

(y(t), qj) 6 −δ2
i + τ2

i

2 6 −δ2
i +

(
δi

2

)2 1
2 < 0 для всех j ∈ Nm. Индукцион-

ный переход доказан. Поэтому справедливо неравенство (y(t), qj) < 0 для

всех t ∈ [0, +∞) и j ∈ Nm.

Случай 3. Подведем итог. Управление убегающего на полубесконечном

интервале времени формируется следующим образом:

v(s) = 0, s ∈ [0, +∞) \
∞⋃
i=1

[ti, ti + τi).

Если выполнено равенство (1.11), то на [ti, ti +γi) управление v(s) выбираем

так, как это сделано в случае 2.

Иначе v(s) = ul(s), s ∈ [ti, ti+τi)\
∞⋃

j=i+1
[tj, tj+τj), на [tj, tj+τj) управление

v(s) выбирается так, как показано в случае 1. Теорема доказана.

56



§2.2. Уклонение от группы инерционных объектов в

дифференциальной игре третьего порядка

В пространстве Rn (n > 2) рассматривается дифференциальная игра k+1

лиц: k преследователей P1, . . . , Pk и убегающий E. Закон движения каждого

из преследователей имеет вид:

...
x i = ui, ‖ui‖ 6 1,

xi(0) = x0
i , ẋi(0) = ẋ0

i , ẍi(0) = ẍ0
i .

(2.1)

Закон движения убегающего имеет вид:

...
y = v, ‖v‖ 6 1,

y(0) = y0, ẏ(0) = ẏ0, ÿ(0) = ÿ0.
(2.2)

Вместо систем (2.1), (2.2) рассмотрим систему:

...
z i = ui − v, zi(0) = z0

i = x0
i − y0,

żi(0) = ż0
i = ẋ0

i − ẏ0, z̈i(0) = z̈0
i = ẍ0

i − ÿ0.
(2.3)

Определение 2.1. Говорят, из начального состояния

z0 = (z0
1, ż

0
1, z̈

0
1, . . . , z

0
k, ż

0
k, z̈

0
k)

в дифференциальной игре (2.3) возможно убегание, если по любым изме-

римым функциям ui(t), 0 6 t < +∞, ui(t) ∈ S, i ∈ Nk, можно по-

строить такую измеримую функцию v(t), 0 6 t < +∞, v(t) ∈ S,

что ‖zi(t)‖ 6= 0 для любого i ∈ Nk, t > 0. При этом в момент времени

t > 0 управление убегающего формируется на основе информации о состо-

янии (z1(s), ż1(s), z̈1(s), . . . , zk(s), żk(s), z̈k(s)) при s 6 t и о значениях ui(t),

i ∈ Nk, в тот же момент времени. Управление преследователей в момент
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t > 0 формируется на основе информации о состоянии z(t) дифференциаль-

ной игры (2.3).

Т е о р е м а 2.1. Если 0 /∈ co{
k⋃

i=1
z̈0
i }, то в игре (2.3) из начального

состояния z0 = (z0
1, ż

0
1, z̈

0
1, . . . , z

0
k, ż

0
k, z̈

0
k) возможно убегание.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 0 /∈ co{
k⋃

i=1
z̈0
i }.

На основании теоремы об отделимости выпуклых множеств существуют

вектор p ∈ ∂S и число ε > 0 такие, что

max
16i6k

(z̈0
i , p) 6 −2ε. (2.4)

Введем обозначения:

η1(t) = min
16i6k

(‖zi(t)‖), η2(t) = min
16i6k

(‖żi(t)‖),

δ = min{1, ε,
√

η1(0),
√

η2(0)}.

Случай 1. Пусть max
16i6k

(z0
i , p) 6 0, max

16i6k
(ż0

i , p) 6 0. Зададим управление

убегающего следующим образом v(t) = p, t ∈ [0, +∞). Тогда

(zi(t), p) = (z0
i , p) + t(ż0

i , p) + t2

2 (z̈0
i , p) +

t∫
0

(t−τ)3

3! (ui(τ)− p, p)dτ < 0.

(z0
i , p) 6 0 и (ż0

i , p) 6 0 в силу предположения, (z̈0
i , p) 6 −2ε из неравен-

ства (2.4), (ui(τ) − p, p) 6 0 из определения вектора p. В случае 1 убегание

доказано.

Случай 2. Предположим, что (ż0
l , p) > 0 для некоторого l ∈ Nk и

(ż0
i , p) 6 0 для любого i ∈ Nk \ {l}. При этом max

16i6k
(z0

i , p) 6 0. Опишем

маневр уклонения, гарантирующий разрешимость задачи убегания из тако-

го начального состояния z0. Пусть

τ1 =
δ

22 , δ1 = δ
τ1

2
+

(τ1)
3

2 · 3!
.
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Тогда справедливы неравенства η1(0) > δ1, η2(0) > δ1. Полагаем v(t) = p,

t ∈ [0, t1), t1 — либо момент, в который ‖żl(t1)‖ = δ1 и (żl(t1), p) > 0, либо

+∞. Пусть t1 < +∞, тогда на полуинтервале [t1, t1 + τ1) управление v(s)

будем выбирать специальным образом, а при t > t1 + τ1 опять зададим

равным p. При так выбранном управлении убегающего E преследователь

Pi, i ∈ Nk \ {l}, по существу не влияет на исход игры. Действительно, из

определения числа τ1 и неравенства (2.4) следует, что

(zi(t), p) = (z0
i , p) + t(ż0

i , p) +
t2

2
(z̈0

i , p) +

t∫

0

(t− τ)3

3!
(ui(τ)− p, p)dτ < 0

при любом t > 0 и любых управлениях ui(s), s ∈ [0, +∞), v(s), s ∈ [t1, t1+τ1).

На основе рассуждений, приведенных в случае 1, заключаем, что ‖zi(t)‖ 6= 0

при t > 0, i ∈ Nk \ {l}.
Так как (żl(t1), p) > 0, (z̈l(t1), p) < −δ, то при любых управлениях ul(s),

v(s) на отрезке [t1, t1 + τ1]:

(zl(t1 + τ1), p) = (zl(t1), p) + τ1(żl(t1), p) +
τ 2
1

2
· (z̈l(t1), p)+

+

t1+τ1∫

t1

(t1 + τ1 − τ)3

3!
(ul(τ)− v(τ), p)dτ < δ1τ1 − δ

τ 2
1

2
− (t1 + τ1 − t1)

4

2 · 3!
= 0.

Следовательно, в момент t = t1 + τ1 состояние дифференциальной игры

(2.3) соответствует рассмотренному выше случаю 1. Таким образом, если по

любому управлению ul(s) можно построить управление v(s), s ∈ [t1, t1 + τ1),

такое, что ‖zl(t)‖ 6= 0 при t ∈ [t1, t1 + τ1], то разрешимость задачи убегания

из начального состояния z0 будет доказана.

Предположим, что

(zl(t1), żl(t1)) = −‖zl(t1)‖ · ‖żl(t1)‖.
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Векторы zl(t1), żl(t1) линейно зависимы, поэтому существует вектор ψ ∈ ∂S

такой, что (zl(t1), ψ) = (żl(t1), ψ) = 0. Пусть ε1 ∈ (0, τ1) — некоторое чис-

ло такое, что при произвольных управлениях ul(s), v(s), s ∈ [t1, t1 + ε1],

справедливо неравенство (żl(t1 + ε1), p) > 0. Покажем, что если на отрезке

[t1, t1 + ε1] управление v(s) выбирать так, чтобы

(v(s), ψ) =

{
1, если (ul(s), ψ) 6 0,

−1, если (ul(s), ψ) > 0,
(2.5)

то существует такое число γ1 ∈ [0, ε1), что

(zl(t1 + γ1), żl(t1 + γ1)) 6= −‖zl(t1 + γ1)‖ · ‖żl(t1 + γ1)‖. (2.6)

При t > t1 введем в рассмотрение функции f1(t), f2(t) и

f3(t) = (z̈l(t), ψ) =

t∫

t1

(ul(s)− v(s), ψ)ds.

Функции f1(t), f2(t), f3(t), t1 6 t 6 t1+ε1 удовлетворяют системе уравнений:

ḟ1(t) = f2(t), ḟ2(t) = f3(t),

ḟ3(t) = (ul(t)− v(t), ψ).
(2.7)

Причем f1(t1) = f2(t1) = f3(t1) = 0. Из уравнений (2.7) следует, что

f3(t) 6≡ 0 на отрезке [t1, t1 + ε1]. Множество G = {t ∈ (t1, t1 + ε1) f3(t) 6= 0}
непусто и открыто, поэтому представимо в виде G =

⋃
j

(αj, βj), где {(αj, βj)}
— взаимно непересекающаяся не более чем счетная система интервалов.

Пусть (αj, βj) — некоторый интервал из этой системы. Тогда на (αj, βj)

выполнено равенство f3(αj) = f3(βj) = 0, f3(t) 6= 0. Если f2(αj) 6= 0, то

ḟ2(t) = f3(t) 6= 0 (в силу определения управления v) на (αj, βj) и f2(βj) 6= 0.
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Следовательно, соотношение (2.6) выполнено при t1 + γ1 = βj.

Если (zl(t1), żl(t1)) 6= −‖zl(t1)‖ · ‖żl(t1)‖, то полагаем γ1 = 0.

Итак, управление v(s) убегающего E на [t1, t1 + γ1) выбираем в соответ-

ствии с правилом (2.5) и в момент t1 + γ1 выполнено (2.6). Далее полагаем

v(s) = ul(s) при s ∈ [t1 + γ1, t1 + τ1). Тогда

zl(t) = zl(t1 + γ1) +

t−t1−γ1∫

0

żl(t1 + γ1)ds.

при t1 6 t 6 t1 + τ1, следовательно, ‖zl(t)‖ 6= 0.

Таким образом, по любой измеримой функции ul(s) ∈ S, можно построить

такую измеримую функцию v(s) ∈ S, что ‖zl(t)‖ 6= 0 при t ∈ [t1, t1 + τ1].

Возможность убегания в случае 2 доказана.

Случай 3. Предположим, что (z0
l , p) > 0 для некоторого l ∈ Nk и

(z0
i , p) 6 0 для любого i ∈ Nk \ {l}. При этом max

16i6k
(ż0

i , p) 6 0. Опишем

маневр уклонения, гарантирующий разрешимость задачи убегания из тако-

го начального состояния z0. Пусть

τ1 =
δ

22 , δ1 = δ
τ 2
1

2
+

(τ1)
4

2 · 3!
.

Тогда справедливы неравенства η1(0) > δ1, η2(0) > δ1. Полагаем v(t) = p,

t ∈ [0, t1), где t1 либо момент, в который ‖zl(t1)‖ = δ1 и (zl(t1), p) > 0,

либо +∞. Пусть t1 < +∞, тогда на полуинтервале [t1, t1 + τ1) управление

v(s) будем выбирать специальным образом, а при t > t1 + τ1 опять зададим

равным p. При так выбранном управлении убегающего E преследователь Pi,

i ∈ Nk \ {l}, по существу не влияет на исход игры. Это показано в случае 2.

Так как (zl(t1), p) > 0, (żl(t1), p) < 0, то при любых управлениях ul(s),

v(s) на отрезке [t1, t1 + τ1] справедливо неравенство
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(zl(t1 + τ1), p) = (zl(t1), p) + τ1(żl(t1), p) +
τ 2
1

2
(z̈l(t1), p)+

+

t1+τ1∫

t1

(t1 + τ1 − τ)3

3!
(ul(τ)− v(τ), p)dτ < δ1 − δ · τ

2
1

2
− τ 4

1

2 · 3!
= 0.

Следовательно, в момент t = t1 + τ1 состояние дифференциальной игры

(2.3) соответствует рассмотренному выше случаю 1. Таким образом, если по

любому управлению ul(s) можно построить управление v(s), s ∈ [t1, t1 + τ1),

такое, что ‖zl(t)‖ 6= 0 при t ∈ [t1, t1 + τ1], то разрешимость задачи убегания

из начального состояния z0 будет доказана.

Построим управление v(s), s ∈ [t1, t1 + τ1), так же, как в случае 2. Все

рассуждения при построении управления убегающего E в данном случае

аналогичны.

Случай 4a. Предположим, что (z0
l , p) > 0 для некоторого l ∈ Nk и

(z0
i , p) 6 0 для любого i ∈ Nk \ {l}. При этом (ż0

j , p) > 0 для некоторого

j ∈ Nk \ {l} и (ż0
i , p) 6 0 для любого i ∈ Nk \ {j}. Опишем маневр уклоне-

ния, гарантирующий разрешимость задачи убегания из такого начального

состояния z0. Пусть

τ1 =
δ

22 , δ1 = δ
τ 2
1

2
+

(τ1)
4

2 · 3!
, τ2 =

δ

24 , δ2 = δ
τ1

2
+

(τ1)
3

2 · 3!
.

Справедливы неравенства η1,2(0) > δ1, η1,2(0) > δ2.

Полагаем v(t) = p, t ∈ [0, t1), где t1 — либо момент, в который ‖zl(t1)‖ = δ1

и (zl(t1), p) > 0, либо +∞. Пусть t1 < +∞, тогда на полуинтервале [t1, t1+τ1)

управление v(s) будем выбирать специальным образом и с учетом поведения

преследователя Pj. Если на полуинтервале [t1, t1 + τ1) не выполнено равен-

ство ‖żj(t)‖ = δ2, то управление нужно выбирать так, как это сделано в
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случае 3. Затем полагаем v(s) = p, s > t1 + τ1, до тех пор, пока s < t2, здесь

t2 — момент, в который выполнено равенство ‖żj(t2)‖ = δ2, t2 < +∞. Управ-

ление v в этом случае нужно выбирать таким же образом, что и в случае 2.

Только вместо δ1 нужно взять δ2. Далее полагаем v(s) = p, s > t2 + τ1.

Рассмотрим ситуацию, когда сближение с j-тым преследователем проис-

ходит раньше, чем с l-тым. Полагаем v(t) = p, t ∈ [0, t1), где t1 — либо

момент, в который ‖żj(t1)‖ = δ2 и (żj(t1), p) > 0, либо +∞. Пусть t1 < +∞,

тогда на полуинтервале [t1, t1 + τ1) управление v(s) будем выбирать спе-

циальным образом и с учетом поведения преследователя Pl. Если на полу-

интервале [t1, t1 + τ1) не выполнено равенство ‖zl(t)‖ = δ1, то управление

нужно выбирать так, как это сделано в случае 2. Затем полагаем v(s) = p,

s > t1 + τ1, до тех пор, пока s < t2, где t2 — момент, в который выполнено

равенство ‖zl(t2)‖ = δ1, t2 < +∞. Управление v в этом случае нужно выби-

рать таким же образом, что и в случае 3. Только вместо δ1 нужно взять δ2.

Далее полагаем v(s) = p, s > t2 + τ1.

Пусть t2 ∈ (t1, t1 +τ1). Полагаем v(t) = p, t ∈ [0, t1), где t1 — либо момент,

в который ‖zl(t1)‖ = δ1 и (zl(t1), p) > 0, либо +∞. Если t1 < +∞, тогда на

[t1, t1 + τ1) управление v(s) будем выбирать специальным образом и с уче-

том поведения преследователя Pj. На полуинтервале [t1, t1 + τ1) управление

нужно выбирать так, как это сделано в случае 3, до тех пор, пока s < t2,

здесь t2 — момент, в который выполнено равенство ‖żj(t2)‖ = δ3, t2 < +∞ и

(żj(t2), p) > 0. Управление v после того, как настал момент t2 нужно выби-

рать таким же образом, что и в случае 2. Только вместо δ1 нужно взять δ3,

δ3 = δ τ2

2 + τ2
3

2·3! . Далее, когда встречи с j-м преследователем удалось избежать,

выбрать управление v в соответствии со случаем 3, что позволит избежать
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поимки l-тым преследователем. Затем v(t) полагаем равным p.

Если j и l поменяем местами, то все маневры по обходу j-того преследо-

вателя нужно делать сначала в соответствии со случаем 2. Затем за период

τ2 нужно «обойти» l-того преследователя. Для этого надо поступать в со-

ответствии со случаем 3, но вместо δ1 взять δ4 = δ τ2
2

2 + τ2
4

2·3! . А после того,

как маневр с l-преследователем будет завершен, выбирать управление как в

случае 3. Затем v(t) полагаем равным p.

Покажем маневр уклонения в случае t1 = t2. Выберем сначала v(t) = p,

t ∈ [0, t1), где t1 — момент, в который ‖zl(t1)‖ = δ1 и (zl(t1), p) > 0. На по-

луинтервале [t1, t1 + τ1) управление нужно выбирать так, как это сделано в

случае 3, до тех пор, пока не наступит момент t′2, такой, что ‖żj(t
′
2)‖ = δ5.

Управление v после того, как настал момент t′2 нужно выбирать так же,

как в случае 2. Только вместо δ1 нужно взять δ5, δ5 = δ · τ ′2
2 + τ ′32

2·3! , а сам

маневр осуществим за время τ ′2 = τ2

4 . Далее, когда встречи с j-м преследова-

телем удалось избежать, выбрать управление v в соответствии со случаем 3,

что позволит избежать поимки l-тым преследователем. Затем v(t) полагаем

равным p.

Остальные преследователи, кроме l-того и j-того, при так выбранном

управлении не влияют на исход игры.

Случай 4б. Начальные условия здесь такие же, что и в предыдущем

случае, только l = j. Пусть вначале управление v(t) = p, t < t1 = t2. Для

доказательства убегания в данном случае возьмем такие δ1, δ2, что

τ1 =
δ

22 , δ1 =
1

2
(δ

τ 2
1

2
+

(τ1)
4

2 · 3!
), δ2 =

1

2
(δ

τ1

2
+

(τ1)
3

2 · 3!
).

Тогда на полуинтервале [t1, t1 + τ1) выполнено
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(zl(t1 + τ1), p) = (zl(t1), p) + τ1(żl(t1), p) +
τ 2
1

2
(z̈l(t1), p)+

+

t1+τ1∫

t1

(t1 + τ1 − τ)3

3!
(ul(τ)− v(τ), p)dτ < δ1 + δ2τ1 − δ

τ 2
1

2
− 2

τ 4
1

4!
=

=
1

2
(δ

τ 2
1

2
+

τ 4
1

2 · 3!
+ (δ

τ 2
1

2
+

τ 3
1

2 · 3!
)τ1)− δ

τ 2
1

2
− τ 4

1

2 · 3!
= 0.

В случае t1 6= t2 применим маневр, описанный в случае 2 или 3, в зави-

симости от того, какой момент наступит раньше, t1 или t2. Доказательство

убегания здесь будет такое же, как в случае 4а.

При так выбранном управлении преследователь Pi, i ∈ Nk \ {l}, по суще-

ству не влияет на исход игры. Это показано в случае 2.

Для упрощения записи и обобщения определений δj
i далее введем функ-

ции:

∆1(τ) = δ · τ
2

2
+

τ 4

2 · 3!
, ∆2(τ) = δ · τ

2
+

τ 3

2 · 3!
.

Случай 5.Пусть (z0
i , p) > 0 для некоторого i ∈ Nr, 1 < r 6 k и (z0

i , p) 6 0

для любого i ∈ Nk \ Nr. При этом max
16i6k

(ż0
i , p) 6 0. Опишем маневр уклоне-

ния, гарантирующий разрешимость задачи убегания из такого начального

состояния z0.

В процессе построения маневра уклонения определим такие положитель-

ные числа τj, δj, j = 1, . . . , q, q 6 r, что τj > τj+1, δj > δj+1, j = 1, . . . , q − 1,

причем, если в момент t′ > 0 для некоторого l ∈ Nr выполнено ‖zl(t
′)‖ = δj,

(zl(t
′), p) > 0 , то (zl(t

′ + τj), p) 6 0, при любых управлениях ul(s), v(s) на

отрезке [t′, t′ + τj].

Момент времени ti, ti > 0, в который впервые выполняется равенство

η1(t) = δi и существует номер l ∈ Nr такой, что ‖zl(ti)‖ = δi, (zl(ti), p) > 0,
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назовем моментом i-того сближения.

Не уменьшая общности, полагаем, что в момент t = ti выполнено равен-

ство ‖zi(ti)‖ = δi и неравенство (zi(ti), p) > 0. Содержательно это означает,

что преследователи пронумерованы в том порядке, в каком происходят их

сближения с убегающим.

Полагаем

v(t) = p, t ∈ [0, +∞) \
q⋃

i=1

[ti, ti + τi).

При t = 0 построим последовательности {τ i
1}∞i=1 , {δi

1}∞i=1 следующим об-

разом:

τ i
1 =

δ

2i+2 , δi
1 = ∆1(τ

i
1).

Числа τi, i = 1, . . . , q, будут определены так, что τi 6 τ i
1, i = 1, . . . , q,

поэтому
q∑

i=1

τi < ξ1 =

q∑

i=1

(δ · (τ i
1)

2

2
+

(τ i
1)

4

2 · 3!

)
<

δ3

8
+

δ4

192
.

Тогда при любых управлениях ui(s), i = 1, . . . , k, на отрезке [0, t] и v(s)

на множестве [0, t]∩ (
q⋃

i=1
[ti, ti + τi)) справедливы неравенства (z̈i(t), p) < −δ,

t ∈ [0, +∞), i = 1, . . . , k, следовательно, сближение с преследователем Pi,

i ∈ Nk \Nr, не может произойти. Не ограничивая общности, далее считаем,

что q = k, то есть сближение наступает с каждым преследователем. Заметим

также, если в момент t = t′ для некоторого i ∈ Nk выполняются соотношения

‖zi(t
′)‖ = δi

1, (zi(t
′), p) > 0, (z̈i(t

′), p) < −δ, то при любых управлениях ui(s),

v(s) на отрезке [t′, t′ + τ i
1] выполнено (zi(t

′ + τ i
1), p) < δi

1 − δ (τ i
1)

2

2 − (τ i
1)

4

2·3! = 0.

Полагаем τ1 = τ 1
1 , δ1 = δ1

1. Отметим, что t1 > 0. Маневр уклонения опре-

делим рекуррентным образом. Итак, пусть в момент t = ti выполнены сле-

дующие соотношения ‖zi(ti)‖ = δi, (zi(ti), p) > 0, определены числа τi, ξi и
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последовательности {τ l
i}+∞

l=i , {δl
i}+∞

l=i . Число ξi ограничивает сверху суммар-

ное время, в течение которого осуществим маневр «обхода» преследователей

Pi, . . . , Pk.

Допустим, что (zi(ti), żi(ti)) = −‖zi(ti)‖ · ‖żi(ti)‖. Очевидно, существует

число 0 < εi < τi такое, что при произвольных ul(s), l = i, . . . , n, v(s),

s ∈ [ti, ti + εi], справедливы неравенства min
τ∈[0,εi]

‖zl(ti + τ)‖ > δi+1
i для всех

l ∈ Nk \ Nr, (zi(ti + εi), p) > 0. Векторы zi(ti), żi(t) линейно зависимы,

поэтому существует вектор ψi ∈ ∂S такой, что (zi(ti), ψi) = (żi(ti), ψi) = 0.

На полуинтервале [ti, ti + γi) управление v(s) выбираем так, чтобы

(v(s), ψi) =

{
1, если (ul(s), ψi) 6 0,

−1, если (ul(s), ψi) > 0.

Здесь ti +γi — некоторый момент из отрезка [ti, ti +εi], в который выполнено

неравенство (zi(ti + γi), żi(ti + γi)) 6= −‖zi(ti + γi)‖ · ‖żi(ti + γi)‖. Если же

(zi(ti), żi(ti)) 6= −‖zi(ti)‖ · ‖żi(ti)‖, то полагаем γi = 0.

Управление убегающего v(s) на полуинтервале [ti +γi, ti + τi) необходимо

положить равным ui(s). Однако если i < k, то на [ti + γi, ti + τi) возможны

сближения с преследователями Pl, l = i + 1, . . . , k. Поэтому

v(s) = ul(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi) \
k⋃

j=i+1

[tj, tj + τj),

если i < k, и s ∈ [ti + γi, ti + τi), если i = k.

Предположим, что i < k и tl ∈ [ti + γi, ti + τi), l = i+1, . . . , k. Убегающий

будет сближаться с преследователями Pl, l = i+1, . . . , k, настолько близко и

«обходить» их за столь малое время, чтобы для траектории zi(t) на отрезке

[ti + γi, ti + τi] при любом управлении ui(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi], выполнялись
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следующие соотношения:

(zi(ti + τ), żi(ti + τ)) 6= −‖zi(ti + τ)‖ · ‖żi(ti + τ)‖

для любого τ ∈ [γi, τi],

min
t∈[ti+γi,ti+τi]

‖zi(t)‖ > δi+1. (2.8)

Из (2.8) следует, что сближение убегающего с каждым преследователем мо-

жет наступать не более одного раза.

Обозначим через Hi(τ), τ > 0, параболу, заданную параметрически

x(τ) = zi(ti + γi) + żi(ti + γi)τ + z̈i(ti + γi)
τ 2

2
,

y(τ) = żi(ti + γi) + z̈i(ti + γi)τ.

Можно считать, что функция f(τ) = min
x∈Hi(τ)

‖x‖ > 0.

Функция f(τ) : [0, +∞) → (0, +∞) непрерывна. В момент t = ti + γi

определим число

βi = min{δi+1
i , min

τ∈[0,τi]
f(τ)}. (2.9)

Если v(s) = ui(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi], то соответствующая траектория при

t ∈ [ti + γi, ti + τi] задается как z0
i (t) = x(t − ti − γi), ż0

i (t) = y(t − ti − γi).

Для любого t ∈ [ti + γi, ti + τi] справедливы неравенства

‖z0
l (t)‖ > βi, ‖ż0

l (t)‖ > βi. (2.10)

Теперь предположим, что на множестве [ti +γi, ti + τi) задана такая счет-
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ная система полуинтервалов [tr, tr + τ r), r = 1, 2, . . ., что
∞∑

r=1
τ r < ξi+1,

Λi =
(

τ3
i

27 + βi

4 +

√
τ3
i βi

108 + (βi)2
16

) 1
3

,

Ωi =
(

τ3
i

27 + βi

4 −
√

τ3
i βi

108 + (βi)2
16

) 1
3

,

ξi+1 = min

{
Λi + Ωi + 2τi

3 , −τi +
√

τ 2
i + βi

2 , βi

4

}
.

(2.11)

Далее покажем, что если управление v(s) задано так:

v(s) = ul(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi) \
∞⋃

r=1

[tr, tr + τ r),

а на множестве
∞⋃

r=1
[tr, tr + τ r) управление убегающего произвольно, то соот-

ветствующая траектория zl
i(t), t ∈ [ti + γi, ti + τi] такова, что

‖zl
i(t)− z0

i (t)‖ <
βi

2
, (2.12)

и, кроме того,

‖żl
i(t)− ż0

i (t)‖ 6 βi

2
, (2.13)

для любого управления ui(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi].

Пусть l = 1. Понятно, что z1
i (t

1) = z0
i (t

1). В точке t = t1 + τ 1 выполняется

‖z1
i (t

1 + τ 1) − z0
i (t

1 + τ 1)‖ 6 (τ 1)3. Тогда при t ∈ [t1 + τ 1, ti + τi] выполнено

‖z1
i (t)− z0

i (t)‖ 6 (τ 1)3 + 2(τ 1)2τi + τ 1τ 2
i . Поэтому для всех t из [ti + γi, ti + τi]

справедливо неравенство

‖z1
i (t)− z0

i (t)‖ < (τ 1)3 + 2(τ 1)2τi + τ 1τ 2
i .

Проводя аналогичные рассуждения, нетрудно убедиться, что для нату-

рального l, t ∈ [ti + γi, ti + τi], справедливо неравенство

‖zl
i(t)− z0

i (t)‖ < (ξi+1)
3 + 2ξ2

i+1τi + ξi+1(τi)
2 6 βi

2
.
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Таким образом, неравенство (2.12) доказано. Неравенство (2.13) сразу сле-

дует из определения числа ξi+1.

Покажем теперь, что для всех τ ∈ [γi, τi]

(zl
i(ti + τ), żl

i(ti + τ)) 6= −‖zl
i(ti + τ)‖ · ‖żl

i(ti + τ)‖.

Предположим противное: пусть существуют τ0 ∈ [γi, τi], q > 0 такие, что

zl
i(ti + τ0) = −qżl

i(ti + τ0). В силу неравенств (2.12), (2.13) векторы z0
i (ti + τ0),

ż0
i (ti + τ0) представимы в виде

z0
i (ti + τ0) = zl

i(ti + τ0) + x, ż0
i (ti + τ0) = żl

i(ti + τ0) + y,

где x, y ∈ βi·S
2 .

Пусть L = {α | α = (α1, α2), α1, α2 ∈ R1, α1 + α2 = 1}. Согласно (2.9),

min
α∈L

‖α1 · (zl
i(ti + τ0) + x) + α2 · (żl

i(ti + τ0) + y)‖ > βi.

С другой стороны, при α∗1 = 1
1+q , α∗2 = q

1+q справедливо неравенство

‖α∗1 · (zl
i(ti + τ0) + x) + α∗2 · (żl

i(ti + τ0) + y)‖ <
βi

2
.

Пришли к противоречию. Следовательно, неравенство (2.12) выполняется

при любом τ из [γi, τi]. В момент t = ti по формулам (2.9), (2.11) определяем

числа βi, ξi+1 и строим последовательности {τ i+l
i+1}∞l=1, {δi+l

i+1}∞l=1 следующим

образом:

τ i+l
i+1 =

ξi+1

2l
, δi+l

i+1 = ∆1(τ
i+l
i+1).

Понятно, что τ i+1
i+1 < τ i+1

i ,
∞∑
l=1

τ i+l
i+1 = ξi+1.

Определим δi+1 = δi+1
i+1, τi+1 = τ i+1

i+1 . Если на интервале (ti + γi, ti + τi)

происходят сближения с преследователями Pi+1, . . . , Pn, то убегающий «об-
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ходит» их за столь малое время, что

min
t∈[ti+γi,ti+τi]

‖zi(t)‖ > βi

2
.

Поскольку δi+1 < τ i+1
i+1 6 βi

8 , то справедливо неравенство (2.8).

Итак, управление убегающего на полубесконечном интервале времени

формируется следующим образом:

v(s) = p, s ∈ [0, +∞) \
k⋃

l=1

[tl, tl + τl),

v(s) = ui(s), s ∈ [ti, ti + τi) \
k⋃

l=1

[tl, tl + τl),

если i < k, v(s) = ui(s), s ∈ [ti, ti + τi), если i = k. Убегание в случае 5

доказано.

Случай 6. Предположим, что (ż0
i , p) > 0 для некоторого номера i ∈ Nr,

1 < r 6 k, и (ż0
i , p) 6 0 для любого i ∈ Nk \ Nr. При этом max

16i6k
(z0

i , p) 6 0.

В процессе построения маневра уклонения определим такие положительные

числа τj, δj, j = 1, . . . , q, q 6 r, что τj > τj+1, δj > δj+1, j = 1, . . . , q − 1,

причем, если в момент t′ > 0 для некоторого l ∈ Nr выполнено ‖żl(t
′)‖ = δj,

(żl(t
′), p) > 0 , то (żl(t

′ + τj), p) 6 0, при любых управлениях ul(s), v(s) на

отрезке [t′, t′ + τj].

Момент времени ti, в который впервые выполняется равенство η2(t) = δi

и существует номер l ∈ Nr такой, что ‖żl(ti)‖ = δi, (żl(ti), p) > 0, назовем

моментом i-того сближения.

Не уменьшая общности, полагаем, что в момент t = ti выполнены со-

отношения ‖żi(ti)‖ = δi и (żi(ti), p) > 0. Содержательно это означает, что
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преследователи пронумерованы в том порядке, в каком происходят их сбли-

жения с убегающим. Полагаем

v(t) = p, t ∈ [0, +∞) \
q⋃

i=1

[ti, ti + τi).

В начальный момент времени построим последовательности {τ i
1}∞i=1, {δi

1}∞i=1

следующим образом:

τ i
1 =

δ

2i+2 , δi
1 = ∆2(τ

i
1).

Числа τi, i = 1, . . . , q, будут определены так, что τi 6 τ i
1, i = 1, . . . , q,

поэтому
q∑

i=1

τi < ξ1 =

q∑
i=1

(δ · τ i
1

2
+

(τ i
1)

3

2 · 3!

)
<

δ2

4
+

δ3

16
.

Тогда при любых управлениях ui(s), i = 1, . . . , k, на отрезке [0, t] и v(s)

на множестве [0, t]∩ (
q⋃

i=1
[ti, ti + τi)) справедливы неравенства (z̈i(t), p) < −δ,

t ∈ [0, +∞), i = 1, . . . , k, следовательно, сближение с преследователем Pi,

i ∈ Nk \Nr, не может произойти. Не ограничивая общности, далее считаем,

что q = k, то есть сближение наступает с каждым преследователем. Заметим

также, если в момент t = t′ для некоторого i ∈ Nk выполняются соотношения

‖żi(t
′)‖ = δi

1, (żi(t
′), p) > 0, (z̈i(t

′), p) < −δ, то при любых управлениях ui(s),

v(s) на отрезке [t′, t′ + τ i
1] (zi(t

′ + τ i
1), p) < δi

1 · τ i
1 − δ (τ i

1)
2

2 − (τ i
1)

4

2·3! = 0.

Полагаем τ1 = τ 1
1 , δ1 = δ1

1. Отметим, что t1 > 0. Маневр уклонения

определим рекуррентным образом. Итак, пусть в момент t = ti выполне-

ны следующие соотношения ‖żi(ti)‖ = δi, (żi(ti), p) > 0, определены числа

τi, ξi и последовательности {τ l
i}+∞

l=i , {δl
i}+∞

l=i . Число ξi ограничивает сверху

суммарное время, в течение которого будем осуществлять маневр «обхода»

преследователей Pi, . . . , Pk.
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Допустим, что (zi(ti), żi(ti)) = −‖zi(ti)‖ · ‖żi(ti)‖. Очевидно, существует

число 0 < εi < τi такое, что при произвольных ul(s), l = i, . . . , k, v(s),

s ∈ [ti, ti + εi], справедливы неравенства min
τ∈[0,εi]

‖żl(ti + τ)‖ > δi+1
i для всех

l ∈ Nk \ Nr, (żi(ti + εi), p) > 0. Векторы zi(ti), żi(t) линейно зависимы,

поэтому существует вектор ψi ∈ ∂S такой, что (zi(ti), ψi) = (żi(ti), ψi) = 0.

На полуинтервале [ti, ti + γi) управление v(s) выбираем так, чтобы

(v(s), ψi) =

{
1, если (ul(s), ψi) 6 0,

−1, если (ul(s), ψi) > 0.

Здесь ti +γi — некоторый момент из отрезка [ti, ti +εi], в который выполнено

неравенство (zi(ti + γi), żi(ti + γi)) 6= −‖zi(ti + γi)‖ · ‖żi(ti + γi)‖. Если же

(zi(ti), żi(ti)) 6= −‖zi(ti)‖ · ‖żi(ti)‖, то полагаем γi = 0.

Управление убегающего v(s) на полуинтервале [ti +γi, ti + τi) необходимо

положить равным ui(s). Однако если i < k, то на [ti + γi, ti + τi) возможны

сближения с преследователями Pl, l = i + 1, . . . , k. Поэтому

v(s) = ul(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi) \
k⋃

j=i+1

[tj, tj + τj),

если i < k, и s ∈ [ti + γi, ti + τi), если i = k.

Предположим, что i < k и tl ∈ [ti + γi, ti + τi), l = i+1, . . . , k. Убегающий

будет сближаться с преследователями Pl, l = i+1, . . . , k настолько близко и

«обходить» их за столь малое время, чтобы для траектории zi(t) на отрезке

[ti + γi, ti + τi] при любом управлении ui(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi], выполнялись

следующие соотношения:

(zi(ti + τ), żi(ti + τ)) 6= −‖zi(ti + τ)‖ · ‖żi(ti + τ)‖
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для любого τ ∈ [γi, τi],

min
t∈[ti+γi,ti+τi]

‖zi(t)‖ > δi+1. (2.13)

Из (2.13) следует, что сближение убегающего с каждым преследователем

может наступать не более одного раза.

Обозначим через Hi(τ), τ > 0, параболу, заданную параметрически

x(τ) = zi(ti + γi) + żi(ti + γi)τ + z̈i(ti + γi)
τ 2

2
,

y(τ) = żi(ti + γi) + z̈i(ti + γi)τ.

Можно считать, что функция f(τ) = min
x∈Hi(τ)

‖x‖ > 0.

Функция f(τ) : [0, +∞) → (0, +∞) непрерывна. В момент t = ti + γi

определим число

βi = min{δi+1
i , min

τ∈[0,τi]
f(τ)}. (2.14)

Если управление задано так: v(s) = ui(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi], то соответ-

ствующую траекторию при t ∈ [ti + γi, ti + τi] можно задать через коорди-

наты параболы: z0
i (t) = x(t − ti − γi) и ż0

i (t) = y(t − ti − γi). Для любого

t ∈ [ti + γi, ti + τi] справедливы неравенства (2.10).

Теперь предположим, что на множестве [ti +γi, ti + τi) задана такая счет-

ная система полуинтервалов [tr, tr + τ r), r = 1, 2, . . ., что
∞∑

r=1
τ r < ξi+1,

Λi =
(

τ3
i

27 + βi

4 +

√
τ3
i βi

108 + (βi)2
16

) 1
3

,

Ωi =
(

τ3
i

27 + βi

4 −
√

τ3
i βi

108 + (βi)2
16

) 1
3

,

ξi+1 = min

{
Λi + Ωi + 2τi

3 , −τi +
√

τ 2
i + βi

2 , βi

4

}
.

(2.15)
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Далее покажем, что если управление на [ti + γi, ti + τi) \
∞⋃

r=1
[tr, tr + τ r)

задано так: v(s) = ul(s), а на множестве
∞⋃

r=1
[tr, tr + τ r) управление убегаю-

щего произвольно, то соответствующая траектория zl
i(t), t ∈ [ti + γi, ti + τi],

такова, что справедливо неравенство (2.12), и, кроме того, выполнено (2.13)

для любого управления ui(s), s ∈ [ti + γi, ti + τi].

Пусть l = 1. Понятно, что z1
i (t

1) = z0
i (t

1). В точке t = t1 + τ 1 справедливо

неравенство ‖z1
i (t

1 + τ 1)− z0
i (t

1 + τ 1)‖ 6 (τ 1)3. Тогда при t ∈ [t1 + τ 1, ti + τi]

выполнено ‖z1
i (t) − z0

i (t)‖ 6 (τ 1)3 + 2(τ 1)2τi + τ 1τ 2
i . Поэтому для всех t из

[ti + γi, ti + τi] справедливо неравенство

‖z1
i (t)− z0

i (t)‖ < (τ 1)3 + 2(τ 1)2τi + τ 1τ 2
i .

Проводя аналогичные рассуждения, нетрудно убедиться, что для нату-

рального l, t ∈ [ti + γi, ti + τi], справедливо неравенство

‖zl
i(t)− z0

i (t)‖ < (ξi+1)
3 + 2ξ2

i+1τi + ξi+1(τi)
2 6 βi

2
.

Таким образом, неравенство (2.12) доказано. Неравенство (2.13) сразу сле-

дует из определения числа ξi+1.

Покажем теперь, что для любого τ ∈ [γi, τi]

(zl
i(ti + τ), żl

i(ti + τ)) 6= −‖zl
i(ti + τ)‖ · ‖żl

i(ti + τ)‖.

Предположим противное: пусть существуют τ0 ∈ [γi, τi], q > 0 такие, что

zl
i(ti + τ0) = −qżl

i(ti + τ0). В силу неравенств (2.12), (2.13) векторы z0
i (ti + τ0),

ż0
i (ti + τ0) представимы в виде

z0
i (ti + τ0) = zl

i(ti + τ0) + x, ż0
i (ti + τ0) = żl

i(ti + τ0) + y,
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где x, y ∈ βi·S
2 .

Пусть L = {α | α = (α1, α2), α1, α2 ∈ R1, α1 + α2 = 1}. Согласно (2.14)

min
α∈L

‖α1 · (zl
i(ti + τ0) + x) + α2 · (żl

i(ti + τ0) + y)‖ > βi.

С другой стороны, при α∗1 = 1
1+q , α∗2 = q

1+q

‖α∗1 · (zl
i(ti + τ0) + x) + α∗2 · (żl

i(ti + τ0) + y)‖ <
βi

2
.

Пришли к противоречию. Следовательно, неравенство (2.12) выполняется

при любом τ из [γi, τi]. В момент t = ti по формулам (2.14), (2.15) определяем

числа βi, ξi+1 и строим последовательности {τ i+l
i+1}∞l=1, {δi+l

i+1}∞l=1 следующим

образом:

τ i+l
i+1 =

ξi+1

2l
, δi+l

i+1 = ∆2(τ
i+l
i+1).

Понятно, что τ i+1
i+1 < τ i+1

i ,
∞∑
l=1

τ i+l
i+1 = ξi+1. Выбираем δi+1 = δi+1

i+1, τi+1 = τ i+1
i+1 .

Если на интервале (ti+γi, ti +τi) происходят сближения с преследователями

Pi+1, . . . , Pk, то убегающий «обходит» их за столь малое время, что

min
t∈[ti+γi,ti+τi]

‖zi(t)‖ > βi

2
.

Поскольку δi+1 < τ i+1
i+1 6 βi

8 , то справедливо неравенство (2.13).

Итак, управление убегающего на полубесконечном интервале времени

формируется следующим образом:

v(s) = p, s ∈ [0, +∞) \
k⋃

l=1

[tl, tl + τl),

v(s) = ui(s), s ∈ [ti, ti + τi) \
k⋃

l=1

[tl, tl + τl),
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если i < k, v(s) = ui(s), s ∈ [ti, ti + τi), если i = k. Убегание в случае 6

доказано.

Случай 7а. Пусть (z0
i , p) > 0 для любого i ∈ Nr, 1 < r 6 k и (z0

i , p) 6 0

для любого i ∈ Nk \Nr. При этом (ż0
m, p) > 0 для некоторого m ∈ Nk \Nr и

(ż0
i , p) 6 0 для любого i ∈ Nk \ {m}. Опишем маневр уклонения, гарантиру-

ющий разрешимость задачи убегания из такого начального состояния.

В процессе построения маневра уклонения определим числа τj > 0, δj > 0,

j = 1, . . . , q, q 6 r + 1, такие, что τj > τj+1, δj > δj+1, j = 1, . . . , q − 1,

причем, если в момент t′ > 0 выполняется ‖żm(t′)‖ = δj, (żm(t′), p) > 0 , или

для некоторого l ∈ Nr ‖zl(t
′)‖ = δj, (zl(t

′), p) > 0 , то (żm(t′ + τj), p) 6 0 при

любых управлениях um(s), v(s) на отрезке [t′, t′+ τj] — в первом случае, или

(zl(t
′ + τj), p) 6 0 при любых управлениях ul(s), v(s) на отрезке [t′, t′ + τj] —

во втором.

Момент времени ti > 0, в который впервые выполняется равенство

η2(t) = δi и ‖żm(ti)‖ = δi, (żm(ti), p) > 0, или впервые выполняется равенство

η1(t) = δi и существует l ∈ Nr такой, что ‖zl(ti)‖ = δi, (zl(ti), p) > 0, назовем

моментом i-того сближения.

Не уменьшая общности, полагаем, что в момент t = ti справедливы соот-

ношения ‖zi(ti)‖ = δi и (zi(ti), p) > 0. А если ‖żm(ti)‖ = δi и (żm(ti), p) > 0,

то полагаем m = i. Содержательно это означает, что преследователи прону-

мерованы в том порядке, в каком происходят их сближения с убегающим.

Полагаем, что

v(t) = p, t ∈ [0, +∞) \
q⋃

i=1

[ti, ti + τi). (2.16)

При t = 0 построим последовательности {τ i
1}∞i=1 , {δi

1}∞i=1, {δ̂i
1}∞i=1 следу-
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ющим образом:

τ i
1 =

δ

2i+2 , δi
1 = ∆1(τ

i
1), δ̂i

1 = ∆2(τ
i
1). (2.17)

Числа τi, i = 1, . . . , q, будут определены так, что τi 6 τ i
1, i = 1, . . . , q,

поэтому
q∑

i=1

τi < ξ1 6
q∑

i=2

∆1(τ
i
1) + ∆2(τ

1
1 ) =

δ2

16
+

673δ3

6144
+

δ4

192
.

Тогда при любых управлениях ui(s), i = 1, . . . , k, на отрезке [0, t] и v(s)

на множестве [0, t]∩ (
q⋃

i=1
[ti, ti + τi)) справедливы неравенства (z̈i(t), p) < −δ,

t ∈ [0, +∞), i = 1, . . . , k, следовательно, сближение с преследователем Pi,

i ∈ Nk\(Nr∪{m}), не может произойти. Заметим также, если в момент t = t′

для некоторого i ∈ Nr выполняются соотношения ‖zi(t
′)‖ = δi

1, (zi(t
′), p) > 0,

(z̈i(t
′), p) < −δ, то при любых управлениях ui(s), v(s) на отрезке [t′, t′ + τ i

1]

(zi(t
′ + τ i

1), p) < δi
1 − δ (τ i

1)
2

2 − (τ i
1)

4

2·3! = 0. А если в момент t = t′ выполнено

‖żi(t
′)‖ = δ̂i

1, (żi(t
′), p) > 0, (z̈i(t

′), p) < −δ, то при любых управлениях ui(s),

v(s) на отрезке [t′, t′ + τ i
1] (zi(t

′ + τ i
1), p) < δ̂i

1 · τ i
1 − δ (τ i

1)
2

2 − (τ i
1)

4

2·3! = 0.

Полагаем τ1 = τ 1
1 , δ1 = δ1

1, если ‖z1(t1)‖ = δ1
1, и δ1 = δ̂1

1, если ‖ż1(t1)‖ = δ̂1
1.

Отметим, что t1 > 0. Итак, пусть в момент t = ti выполнены следующие

соотношения ‖zi(ti)‖ = δi, (zi(ti), p) > 0, или ‖żi(ti)‖ = δi, (żi(ti), p) > 0,

определены числа τi, ξi и последовательности {τ l
i}+∞

l=i , {δl
i}+∞

l=i , {δ̂l
i}∞l=i. Число

ξi ограничивает сверху суммарное время, в течение которого будет осуществ-

ляться маневр «обхода» преследователей Pi, . . . , Pr+1.

Управление убегающего на [ti, ti + τi) строим с учетом поведения пресле-

дователя Pm. Если на полуинтервале [ti, ti + τi) выполнено ‖żm(t)‖ = δm, то

управление v(t), t ∈ [ti, ti + τi), до момента t = tm нужно выбирать так, как
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это сделано в случае 5, а затем управление должно быть выбрано в соответ-

ствии со случаем 6. Маневр «обхода» преследователя Pm нужно осуществить

за время τm. Затем вернуться к управлению, заданному в случае 5. Если же

сближение с преследователем Pm не происходит, то на всем полуинтервале

[ti, ti + τi) выбираем управление в соответствии со случаем 5.

Когда при осуществлении маневра «обхода» преследователя Pm, происхо-

дит сближение с преследователем Pj, j ∈ Nr\{i}, то за время τj, необходимо

осуществить маневр «обхода» преследователя Pj, руководствуясь правилами

случая 5. И вернуться к управлению для маневра «обхода» преследователя

Pm. В случае, если преследователь Pm встретится раньше, чем преследова-

тель Pi, i ∈ Nr, тогда нужно осуществлять маневр «обхода» в соответствии

со случаем 6 за время τm, а с момента t = ti руководствоваться правилами

случая 5.

Если же tm = ti, то выбираем управление как в случае 5, пока не наступит

момент t′i такой, что ‖żm(t′i)‖ = ∆2(
τm
m

2 ). Маневр уклонения от преследова-

теля Pm осуществим за время τm

2 по алгоритму, описанному в случае 6. А

затем вернемся к управлению, описанному в случае 5, чтобы завершить ма-

невр уклонения от преследователя Pi.

Таким образом, убегание в этом случае построено.

Случай 7б. Пусть начальные условия такие же, как в случае 7а, только

m ∈ Nr. Тогда (z0
m, p) > 0 и (ż0

m, p) > 0, m ∈ Nr, а q 6 r.

Доказательство уклонения от встречи производится аналогично доказа-

тельству в случае 7а, за исключением варианта построения управления убе-

гающего E, когда существует момент времени t = tm такой, что ‖zm(t)‖ = δm
m

и ‖żm(t)‖ = δ̂m
m. Возьмем ∆m

m = ∆1(τm
m )

2 , ∆̂m
m = ∆2(τm

m )
2 . Убегание доказывается
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так же, как в случае 4б, только вместо δ1 возьмем ∆m
m, вместо δ2 возьмем

∆̂m
m, а вместо τ1 из случая 4б — τm.

Случай 8а. Предположим, что (ż0
i , p) > 0 для любого i ∈ Nr, 1 < r 6 k,

и (ż0
i , p) 6 0 для любого i ∈ Nk \ Nr. При этом (z0

m, p) > 0 для некоторого

m ∈ Nk \ Nr и (z0
i , p) 6 0 для всех i ∈ Nk \ {m}. Опишем маневр уклоне-

ния, гарантирующий разрешимость задачи убегания из такого начального

состояния z0.

В процессе построения маневра уклонения определим такие положитель-

ные числа τj, δj, j = 1, . . . , q, q 6 r+1, что τj > τj+1, δj > δj+1, j = 1, . . . , q−1,

причем, если в момент t′ > 0 выполняется ‖zm(t′)‖ = δj, (zm(t′), p) > 0 , или

для некоторого l ∈ Nr ‖żl(t
′)‖ = δj, (żl(t

′), p) > 0 , то (zm(t′ + τj), p) 6 0 при

любых управлениях um(s), v(s) на отрезке [t′, t′+ τj] — в первом случае, или

(żl(t
′ + τj), p) 6 0 при любых управлениях ul(s), v(s) на отрезке [t′, t′ + τj] —

во втором.

Момент времени ti > 0, в который впервые выполняется равенство

η1(t) = δi и ‖zm(ti)‖ = δi, (zm(ti), p) > 0, или впервые выполняется равенство

η2(t) = δi и существует l ∈ Nr такой, что ‖żl(ti)‖ = δi, (żl(ti), p) > 0, назовем

моментом i-того сближения. Не уменьшая общности, полагаем, что в момент

t = ti ‖żi(ti)‖ = δi и (żi(ti), p) > 0. А если ‖zm(ti)‖ = δi и (zm(ti), p) > 0, то

полагаем m = i. Содержательно это означает, что преследователи пронуме-

рованы в том порядке, в каком происходят их сближения с убегающим.

Пусть выполнено (2.16). При t = 0 построим последовательности {τ i
1}∞i=1

, {δi
1}∞i=1, {δ̂i

1}∞i=1 следующим образом:

τ i
1 =

δ

2i+2 , δi
1 = ∆2(τ

i
1), δ̂i

1 = ∆1(τ
i
1).
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Числа τi, i = 1, . . . , q, будут определены так, что τi 6 τ i
1, i = 1, . . . , q,

поэтому

q∑
i=1

τi < ξ1 6
q−1∑
i=1

∆2(τ
i
1) + ∆1(τ

1
1 ) =

δ2

4
+

δ3

16
+

δ4

8192 · 3!
.

Тогда при любых управлениях ui(s), i = 1, . . . , k, на отрезке [0, t] и v(s)

на множестве [0, t]∩ (
q⋃

i=1
[ti, ti + τi)) справедливы неравенства (z̈i(t), p) < −δ,

t ∈ [0, +∞), i = 1, . . . , k, следовательно, сближение с преследователем Pi,

i ∈ Nk\(Nr∪{m}), не может произойти. Заметим также, если в момент t = t′

для некоторого i ∈ Nr выполняются соотношения ‖żi(t
′)‖ = δi

1, (żi(t
′), p) > 0,

(z̈i(t
′), p) < −δ, то при любых управлениях ui(s), v(s) на отрезке [t′, t′ + τ i

1]

(zi(t
′ + τ i

1), p) < δi
1τ

i
1 − δ (τ i

1)
2

2 − (τ i
1)

4

2·3! = 0. А если в момент t = t′ выполнено

‖zi(t
′)‖ = δi

1, (zi(t
′), p) > 0, (z̈i(t

′), p) < −δ, то при любых управлениях ui(s),

v(s) на отрезке [t′, t′ + τ i
1] (zi(t

′ + τ i
1), p) < δ̂i

1 − δ (τ i
1)

2

2 − (τ i
1)

4

2·3! = 0.

Полагаем τ1 = τ 1
1 , δ1 = δ1

1, если ‖ż1(t1)‖ = δ1
1, и δ1 = δ̂1

1, если ‖z1(t1)‖ = δ̂1
1.

Отметим, что t1 > 0. Итак, пусть в момент t = ti выполнены следующие

соотношения ‖żi(ti)‖ = δi, (żi(ti), p) > 0, или ‖zi(ti)‖ = δi, (zi(ti), p) > 0,

определены числа τi, ξi и последовательности {τ l
i}+∞

l=i , {δl
i}+∞

l=i , {δ̂l
i}+∞

l=i . Число

ξi ограничивает сверху суммарное время, в течение которого будут «обхо-

диться» преследователи Pi, . . . , Pr+1.

Управление убегающего на [ti, ti + τi) строим с учетом поведения пресле-

дователя Pm. Если на полуинтервале [ti, ti + τi) выполнено ‖zm(t)‖ = δm,

то управление v(t) убегающего E, t ∈ [ti, ti + τi), до момента t = tm нужно

выбирать так, как это сделано в случае 6, а затем управление должно быть

выбрано в соответствии со случаем 5. Маневр «обхода» преследователя Pm

нужно осуществить за время τm. Затем вернуться к управлению, заданно-
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му в случае 6. Если же сближение с преследователем Pm не происходит, то

на всем полуинтервале [ti, ti + τi) выбираем управление в соответствии со

случаем 6.

Когда при осуществлении маневра «обхода» преследователя Pm, происхо-

дит сближение с преследователем Pj, j ∈ Nr \{i}, то за время τj необходимо

осуществить маневр «обхода» преследователя Pj, руководствуясь правилами

случая 6. И вернуться к управлению для маневра «обхода» преследователя

Pm (случай 5).

В случае, если преследователь Pm встретится раньше, чем преследователь

Pi, i ∈ Nr, тогда нужно осуществлять маневр «обхода» в соответствии со

случаем 5 за время τm, а с момента t = ti руководствоваться правилами

случая 6.

Если же tm = ti, то выбираем управление как в случае 6, пока не наступит

момент t′i такой, что ‖zm(t′i)‖ = ∆1(
τm
m

2 ). Маневр уклонения от преследова-

теля Pm осуществим за время τm

2 по алгоритму, описанному в случае 5. А

затем вернемся к управлению, описанному в случае 6, чтобы завершить ма-

невр уклонения от преследователя Pi.

Таким образом убегание в этом случае построено.

Случай 8б. Пусть начальные условия такие же, как в случае 8а, только

m ∈ Nr. Тогда (z0
m, p) > 0 и (ż0

m, p) > 0, m ∈ Nr, а q 6 r.

Доказательство уклонения от встречи производится аналогично доказа-

тельству в случае 8а, за исключением варианта построения управления убе-

гающего E, когда существует момент времени t = tm такой, что ‖zm(t)‖ = δ̂m
m

и ‖żm(t)‖ = δm
m. Пусть ∆m

m = ∆1(τm
m )

2 , ∆̂m
m = ∆2(τm

m )
2 . Тогда убегание будет до-

казываться так же, как в случае 4б, только вместо δ1 возьмем ∆m
m, вместо δ2
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возьмем ∆̂m
m, а вместо τ1 из случая 4б — τm.

Случай 9а. Предположим, что (z0
i , p) > 0 для любого i ∈ Nr, 1 < r 6 k,

и (z0
i , p) 6 0 для любого i ∈ Nk \Nr. При этом (ż0

i , p) > 0 для любого i ∈ Qr
m

и (ż0
i , p) 6 0 для любого i ∈ Nk \ Qr

m. Опишем маневр уклонения, гаранти-

рующий разрешимость задачи убегания из такого начального состояния.

В процессе построения маневра уклонения определим такие положитель-

ные числа τj, δj, j = 1, . . . , q, q 6 r + m, что τj > τj+1, δj > δj+1,

j = 1, . . . , q − 1, причем, если в момент t′ > 0 выполняется для некоторого

l ∈ Qr
m ‖żl(t

′)‖ = δj, (żl(t
′), p) > 0 , или для некоторого l ∈ Nr ‖zl(t

′)‖ = δj,

(zl(t
′), p) > 0 , то (żl(t

′ + τj), p) 6 0 при любых управлениях ul(s), v(s) на

отрезке [t′, t′ + τj], l ∈ Qr
m — в первом случае, или (zl(t

′ + τj), p) 6 0 при

любых управлениях ul(s), v(s) на отрезке [t′, t′ + τj], l ∈ Nr — во втором.

Момент времени t = ti > 0, в который впервые выполняется равенство

η2(t) = δi и существует l ∈ Qr
m такой, что ‖żl(ti)‖ = δi, (żl(ti), p) > 0,

или впервые выполняется равенство η1(t) = δi и существует l ∈ Nr такой,

что ‖zl(ti)‖ = δi, (zl(ti), p) > 0, назовем моментом i-того сближения. Не

уменьшая общности, полагаем, что в момент t = ti выполнены одновремен-

но условия: ‖zi(ti)‖ = δi и (zi(ti), p) > 0; или два других условия: ‖żi(ti)‖ = δi

и (żi(ti), p) > 0. Содержательно это означает, что преследователи пронуме-

рованы в том порядке, в каком происходят их сближения с убегающим.

Пусть выполнено (2.16). При t = 0 построим последовательности {τ i
1}∞i=1

, {δi
1}∞i=1, {δ̂i

1}∞i=1 при помощи правил (2.17).

Числа τi, i = 1, . . . , q, будут определены так, что τi 6 τ i
1, i = 1, . . . , q,
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поэтому
q∑

i=1

τi < ξ1 6
r∑

i=1

∆2(τ
i
1) +

m∑
i=1

∆1(τ
i
1) <

δ2

4
+

3δ3

16
+

δ4

192
.

Тогда сближение с преследователем Pi, i ∈ Nk \ (Nr ∪ Qr
m), не может

произойти. Заметим также, если в момент t = t′ для некоторого i ∈ Nr

выполняются соотношения ‖zi(t
′)‖ = δi

1, (zi(t
′), p) > 0, (z̈i(t

′), p) < −δ, то

при любых ui(s), v(s) на [t′, t′ + τ i
1] (zi(t

′ + τ i
1), p) < δi

1 − δ (τ i
1)

2

2 − (τ i
1)

4

2·3! = 0.

А если в момент t = t′ для некоторого i ∈ Qr
m выполнено ‖żi(t

′)‖ = δi
1,

(żi(t
′), p) > 0, (z̈i(t

′), p) < −δ, то при любых управлениях ui(s), v(s) на

отрезке [t′, t′ + τ i
1] выполнено (zi(t

′ + τ i
1), p) < δ̂i

1 · τ i
1 − δ (τ i

1)
2

2 − (τ i
1)

4

2·3! = 0.

Полагаем τ1 = τ 1
1 , δ1 = δ1

1, если ‖z1(t1)‖ = δ1
1, и δ1 = δ̂1

1, если ‖ż1(t1)‖ = δ̂1
1.

Нетрудно видеть, что t1 > 0. Итак, пусть в момент t = ti выполнены следую-

щие соотношения ‖zi(ti)‖ = δi, (zi(ti), p) > 0, или ‖żi(ti)‖ = δi, (żi(ti), p) > 0,

определены числа τi, ξi и последовательности {τ l
i}+∞

l=i , {δl
i}+∞

l=i , {δ̂l
i}+∞

l=i . Число

ξi ограничивает сверху суммарное время, в течение которого будет осуществ-

ляться маневр «обхода» преследователей Pi, . . . , Pr+m.

Управление убегающего на [ti, ti+τi) строим, исходя из информации о том,

какое равенство в момент t = ti выполнено: ‖zi(ti)‖ = δi или ‖żi(ti)‖ = δi. В

первом случае нужно руководствоваться по правилам случая 5, во втором

— случая 6.

Если существуют номера i, j ∈ Nk, i 6= j, такие, что ti = tj, то сначала

«обходим» i-того преследователя, а затем, подпустив j-того на расстояние

∆1(
τ j
j

2 ), применяем управление для «обхода» преследователя Pj за время τj

2 .

Случай 9б. Пусть начальные условия такие же, что и в случае 9а, только

существует номер i ∈ Nr такой, что (z0
i , p) > 0 и (ż0

i , p) > 0.
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Доказательство уклонения от встречи производится аналогично доказа-

тельству в случае 9а, за исключением варианта построения управления убе-

гающего E, когда существует момент времени t = ti такой, что ‖zi(t)‖ = δi
i

и ‖żi(t)‖ = δ̂i
i. Пусть ∆i

i = ∆1(τ i
i )

2 , ∆̂i
i = ∆2(τ i

i )
2 . Тогда убегание будет дока-

зываться так же, как в случае 4б, только вместо δ1 возьмем ∆i
i, вместо δ2

возьмем ∆̂i
i, а вместо τ1 из случая 4б — τi.

Теорема доказана.
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ГЛАВА 3

Задачи о «мягкой поимке»

§3.1. Убегание в дифференциальной игре второго порядка

В пространстве Rn (n > 2) рассматривается дифференциальная игра k+1

лиц: k преследователей P1, . . . , Pk и убегающий E.

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид:

ẍi + aẋi + bxi = ui, ‖ui‖ 6 1,

xi(0) = x0
i ,

ẋi(0) = ẋ0
i .

(1.1)

Закон движения убегающего E имеет вид:

ÿ + aẏ + by = v, ‖v‖ 6 1,

y(0) = y0, ẏ(0) = ẏ0.
(1.2)

Функции ui, v — кусочно-постоянные. В уравнениях (1.1), (1.2) константы

a, b такие, что λ1 6= λ2, λ1, λ2 — отрицательные вещественные корни харак-

теристического уравнения λ2 + aλ + b = 0. И пусть для определенности

λ1 < λ2.

Определение 1.1. Говорят, что в дифференциальной игре (1.1), (1.2)

возможно убегание, если существует такая кусочно-постоянная функция v(t),

‖v(t)‖ 6 1, t > 0, что при любых кусочно-постоянных функциях ui(t),

‖ui(t)‖ 6 1, i = 1, . . . , k, t > 0, пара (xi(t), y(t)) для t > 0 не попадает в

терминальное множество M = {xi(t) = y(t), ẋi(t) = ẏ(t), t > 0}.
При этом в момент t > 0 управление убегающего формируется на основе

информации (y(s), ẏ(s), x0
1, ẋ

0
1, . . . , x

0
k, ẋ

0
k), s 6 t, и о значениях ui(t),
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i = 1, . . . , k, в тот же момент времени. Управление преследователей форми-

руется на основе информации о состоянии (y(t), ẏ(t), x1(t), ẋ1(t), . . . , xk(t), ẋk(t))

дифференциальной игры (1.1), (1.2).

Перейдем от систем (1.1), (1.2) к системе:




ż1
i = z2

i , z1
i (0) = z10

i ,

ż2
i = −az2

i − bz1
i + ui − v, z2

i (0) = z20
i .

(1.3)

Обозначим через z0 = (z10
1 , z20

1 , . . . , z10
k , z20

k ) начальное состояние диффе-

ренциальной игры (1.3).

Т е о р е м а 1.1. В дифференциальной игре (1.1), (1.2) возможно

убегание.

Доказательство: Поскольку начальная позиция уклоняющегося игро-

ка не совпадает с начальной позицией любого из догоняющих, то из-за ко-

нечности числа игроков всегда можно найти такое двумерное многообразие

пространства R2n, что оно содержит начальную позицию уклоняющегося

игрока и что проекции начальных позиций догоняющих на это многообра-

зие не совпадали с начальной позицией уклоняющегося. Тогда z1
i , z

2
i ∈ R1.

Поэтому далее все построения будем проводить в R2.

Вспомогательные рассуждения. Функция (ui − v)(t) как разность

кусочно- постоянных функций также является кусочно-постоянной функ-

цией:

(ui − v)(t) =





K1, t ∈ [0, t1),

K2, t ∈ [t1, t2),

. . .

Km, t ∈ [tm−1, +∞),
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где Ks ∈ R1, ‖Ks‖ 6 2, s ∈ {1, . . . , m}. Исследуем систему дифференци-

альных уравнений (1.3) при (ui − v)(t) = K, t ∈ [0, +∞). Она эквивалентна

уравнению:
dz2

dz1 =
−az2 − bz1 + K

z2 ,

общее решение которого представлено формулой:

(z2 − λ2(z
1 − K

b
))λ2 = C(z2 − λ1(z

1 − K

b
))λ1. (1.4)

Прямая ã, заданная уравнением z2 = λ2z
1− λ2K

b , является наклонной асимп-

тотой для функции (1.4).

Вид кривой можно определить, исходя из вида характеристических чисел.

По условию характеристические числа — попарно различные вещественные

и отрицательные, следовательно, существует особая точка(«узел») с коор-

динатами z1 = K
b , z2 = 0.

Исследуем знак производных ż2, ż1. Производная ż2 меняет знак при пе-

ресечении с прямой l, заданной уравнением −az2−bz1 +K = 0. Точка (K
b , 0)

— точка пересечения прямой l и асимптоты ã. Используя направления ż2,

ż1, схематически изобразим траекторию системы (1.3).

Каково поведение кривой при K > 0, если начальное положение доста-

точно большое и принадлежит первой четверти? Учитывая, что a, b > 0,

‖K‖ 6 2, −az2− bz1 + K 6 0, получим, что функция z2(t) в первой четвер-

ти на бесконечности убывает, а z1(t), напротив, возрастает (рис. 1.1).

Функция z1(t) возрастает до тех пор, пока не пересечет ось 0z1. После

этого z2 6 0, следовательно, функция z1(t) убывает. Функция z2(t) убывает

до тех пор, пока траектория не пересечет прямую l. В точке пересечения ż2

равна нулю (рис. 1.2).
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Рис. 1.1.
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Рис. 1.2.

Далее функция z2(t) возрастает вдоль асимптоты ã. Функция z1(t) убы-

вает до тех пор, пока траектория не попадет в «узел» (рис. 1.3).
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Рис. 1.3.

Затем z2(t) меняет знак на противоположный, а, следовательно, меняется

знак производной ż1(t).

В первой четверти есть еще одна ветка неявной функции — решения си-

стемы (1.3). Она располагается справа от прямой l и от асимптоты ã. Эта

траектория «ведет» точку с плюс бесконечности (начальное положение на-
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ходится во второй четверти), где, как было ранее указано, z2(t) убывает, а

z1(t), напротив, возрастает, в «узел» (рис. 1.4).
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Рис. 1.4.

Каково поведение кривой, если начальной положение достаточно боль-

шое и принадлежит третьей четверти? Функция z2(t) в третьей четверти на

бесконечности возрастает. Функция z1(t) имеет отрицательную производную

ż1 = z2, z2 6 0, поэтому она в третьей четверти убывает (рис. 1.5).
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Рис. 1.5.

После пересечения траектории с осью 0z1 производная ż1(t) меняет знак,

следовательно, функция z1(t) будет убывать. Функция z2(t) не меняет ха-

рактера убывания-возрастания до тех пор, пока траектория не пересечет

прямую l. В точке пересечения прямой l и исследуемой кривой выполнено

равенство ż2(t) = 0. Далее z2(t) и z1(t) ведут себя как убывающие функции.

Таким образом, траектория попадает в «узел» (рис. 1.6).
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e
e

e
e

e
e

e
e

e
e l

z2

z1

Рис. 1.6.

Вдоль асимптоты ã слева располагается траектория, которая не меняет

характера возрастания-убывания и целиком находится в четвертой четверти:

начиная с минус бесконечности, z2(t) возрастает, а z1(t) убывает (рис. 1.7).
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e
e

e
e

e
e

e
e

e
e l

z2

z1

Рис. 1.7.

Исследуя знак функции и ее производной и проводя аналогичные рас-

суждения, получим вид кривой при K 6 0 (рис. 1.8).
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Рис. 1.8.

Пусть теперь z0 = (z10
1 , z20

1 , . . . , z10
k , z20

k ) — начальное состояние диф-

ференциальной игры (1.3). Рассмотрим возможные «передвижения» точки,

траектория движения которой задана системой (1.3). Выберем некоторое

управление убегающего v(t) такое, что при этом выполнялось бы неравен-

ство Ks > 0, s ∈ {1, . . . , m}. Обратимся к схематическому графику траек-

тории системы. Если точка (z1, z2) из первой четверти, то она, двигаясь по

траектории, заданной системой (1.3), может попасть в «узел» или в четвер-

тую четверть. Из четвертой четверти можно попасть в первую или третью

четверть, а также в «узел». Из третьей четверти можно попасть во вторую,

из второй — в первую. Отобразим возможные «передвижения» точки (z1, z2)

при K > 0 диаграммой (1.5).

2 −→ 1 −→ Node

↑ ↓
3 ←− 4 −→ Node

↓
1

(1.5)

92



Пусть теперь Ks 6 0, s ∈ {1, . . . , m}. Тогда из первой четверти можно

попасть в четвертую, из четвертой — в третью, из третьей — во вторую или

в «узел», из второй — в первую, третью четверть или в «узел». Соответ-

ственно, получим диаграмму (1.6).

1 ←− 2 −→ Node

↓ ↓
4 −→ 3 −→ Node

↓
2

(1.6)

При Ks = 0, s ∈ {1, . . . , m}, система (1.3) примет вид:




ż1 = z2,

ż2 = 0.

Траекториями системы (1.3) в случае, если разность управлений равна

нулю, являются параллельные прямые (рис. 1.9).

6

-

-¾

-¾

-¾

-¾

z2

z1

Рис. 1.9.

Если разность управлений равна нулю, то в начало координат попасть

нельзя. Если разность управлений положительная, то в начало координат

можно попасть из четвертой четверти (рис. 1.10).
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Рис. 1.10.

При положительной разности управлений также существует траектория,

проходящая через начало координат. Она начинается во второй четверти

(рис. 1.11).

Рис. 1.11.

Пусть δ — малое положительное число, δ 6 min{ min
i=1,...,k

r(z10
i , z20

i ), |Kb |},
K = min

i=1,...,k
(ui(0) + 1).
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Стратегию убегания определим следующим образом (номера i1, i2, i3, . . .

и малые положительные δ1, δ2, . . . будут определены далее):

v(t) = −1, t ∈ [0, t1), t1 : (z1
i1
(t1), z

2
i1
(t1)) ∈ ∂Uδ, i1 ∈ {1, . . . , k},

v(t) = 1, t ∈ [t1, t2), t2 : (z1
i2
(t2), z

2
i2
(t2)) ∈ ∂Uδ1

, i2 ∈ {1, . . . , k},
v(t) = −1, t ∈ [t2, t3), t3 : (z1

i3
(t3), z

2
i3
(t3)) ∈ ∂Uδ2

, i3 ∈ {1, . . . , k},
· · ·

На полуинтервале [0, t1) полагаем управление убегающего v(t) = −1. То-

гда ui(t) − v(t) > 0 для всех i ∈ {1, . . . , k} и t ∈ [0, t1). Диаграмма (1.5)

отражает возможные «передвижения» точки (z1, z2) при K > 0. Траекто-

рия системы для K > 0 в общем виде описана на рисунках 1.1-1.7. В начало

координат при K > 0 можно попасть только из четвертой четверти (рис.

1.10). Пусть в момент t = t1 преследователь Pi1 сблизился с убегающим E

настолько, что точка (z1
i1
(t1), z

2
i1
(t1)) попала на границу δ-окрестности на-

чала координат. Чтобы не допустить попадания точки (z1
i (t), z

2
i (t)) для лю-

бого i ∈ {1, . . . , k} и t > 0 в начало координат, в момент времени t = t1

переключим управление v(t) с −1 на +1. Тогда при t > t1 управление убе-

гающего v(t) = 1, ui(t) − v(t) 6 0 для всех i ∈ {1, . . . , k} и t ∈ [t1, t2).

Точка (z1
i1
(t), z2

i1
(t)) согласно диаграмме (1.6) и виду траектории при непо-

ложительной разности управлений (рис. 1.8) покинет δ-окрестность начала

координат и начнет двигаться в обратную сторону.

Через промежуток времени τ1 = t2 − t1 возможно сближение с другим

преследователем, что в плоскости z10z2 будет выглядеть как приближение

к началу координат. При K 6 0 в начало координат можно попасть толь-

ко из второй четверти (рис. 1.11). Выберем малое положительное δ1 такое,
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что δ1 6 min{ min
i=1,...,k

r(z1
i (t1), z

2
i (t1)), |Kb |}, K = min

i=1,...,k
(ui(t1) + 1). И пусть в

момент t = t2 преследователь Pi2 сблизился с убегающим E настолько, что

точка (z1
i2
(t2), z

2
i2
(t2)) попала на границу δ1-окрестности начала координат. В

момент времени t = t2 преключим управление убегающего E с +1 на −1.

Точка (z1(t), z2(t))i2 согласно диаграмме (1.5) и виду траектории при неот-

рицательной разности управлений (см. рис. 1.1-1.7) покинет δ1-окрестность

начала координат и начнет двигаться в обратную сторону.

Теперь ui(t)−v(t) = ui(t)+1 > 0, для всех i ∈ {1, . . . , k} и t ∈ [t2, t3). По-

ступаем так же, как описано выше при неотрицательном K. Выберем малое

положительное δ2 6 min{ min
i=1,...,k

(r(z1
i (t2), z

2
i (t2)), |Kb |)}, K = min

i=1,...,k
(ui(t2)+1).

Пусть в момент t = t3 преследователь Pi3 сблизился с убегающим E на-

столько, что точка (z1
i3
(t3), z

2
i3
(t3)) попала на границу δ2-окрестности начала

координат. И в момент времени t = t3 переключим управление v(t) с −1 на

+1. Тогда разность управлений снова становится неположительной. И тем

самым мы «откидываем» точку (z1
i3
(t), z2

i3
(t)), t > t3, от начала координат.

Таким образом, мы переключаем управление с минимального на макси-

мальное или, наоборот, с максимального на минимальное, если существует

номер I такой, что точка (z1
I (t), z

2
I (t)), I ∈ {1, . . . , k}, принадлежит грани-

це некоторой δr-окрестности начала координат, δ > δ1 > δ2 > . . . > δr.

Таких переключений будет счетное множество, так как преследователей ко-

нечное число. В итоге все номера из множества {1, . . . , k} разделятся на три

группы. Одна из которых состоит из номеров i таких, что (z1
i (t), z

2
i (t)) при-

надлежит второй четверти, другая — из номеров j таких, что (z1
j (t), z

2
j (t))

принадлежит четвертой четверти. Третья группа нам неинтересна, так как

из третьей и первой четверти нельзя попасть в начало координат.
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Так как одновременно из второй и четвертой четвертей при выбранной

стратегии убегания невозможно двигаться к началу координат, то тем самым

мы будем «уводить» от начала координат то одну, то другую группу.

Теорема доказана.
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§3.2. Убегание в дифференциальной игре третьего порядка

В пространстве Rn (n > 2) рассматривается дифференциальная игра тре-

тьего порядка, в которой участвуют три преследователя P1, P2, P3 и два убе-

гающих E1, E2.

Закон движения преследователя Pi имеет вид:
...
x i = ui, ‖ui‖ 6 1,

xi(0) = x0
i , ẋi(0) = ẋ0

i , ẍi(0) = ẍ0
i .

(2.1)

Закон движения убегающего Ej имеет вид:

...
yj = vj, ‖vj‖ 6 1,

yj(0) = y0
j , ẏj(0) = ẏ0

j , ÿj(0) = ÿj
0.

(2.2)

Вместо систем (2.1), (2.2) рассмотрим систему:
...
z ij = ui − vj, zij(0) = z0

ij = x0
i − y0

j ,

żij(0) = ż0
ij = ẋ0

i − ẏ0
j , z̈ij(0) = z̈0

ij = ẍ0
i − ÿ0

j .
(2.3)

Определение 2.1. Говорят, из начального состояния

z0 = (z0
11, ż

0
11, z̈

0
11, . . . , z

0
32, ż

0
32, z̈

0
32)

в дифференциальной игре (2.3) возможно убегание, если по любым измери-

мым функциям ui(t), 0 6 t < +∞, ui(t) ∈ S, i = 1, 2, 3, можно построить

такие измеримые функции vj(t) ∈ S, 0 6 t < +∞, j = 1, 2, что най-

дется номер s ∈ {1, 2} такой, что для всех i ∈ {1, 2, 3}, t > 0, справедливо

неравенство ‖zis(t)‖+ ‖żis(t)‖ > 0.

При этом в момент t > 0 управление убегающего формируется на основе

информации о состоянии дифференциальной игры

(z11(τ), ż11(τ), z̈11(τ), . . . , z32(τ), ż32(τ), z̈32(τ))
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при τ 6 t и о значениях ui(t), i ∈ {1, 2, 3}, в тот же момент времени. Управ-

ление преследователей в момент t > 0 формируется на основе информации

о состоянии z(t) дифференциальной игры (2.3).

Т е о р е м а 2.1. В дифференциальной игре (2.3) из начального состо-

яния z0 возможно убегание.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть произвольное начальное состояние

игры (2.3) задано условием z0. Если найдется номер j ∈ {1, 2} такой, что

0 /∈ co{ ⋃
i=1,2,3

z̈0
ij}, то в силу теоремы 2.1 главы 2 убегающий может избежать

поимки в обычном смысле, а значит, может избежать и «мягкой» поимки.

Предположим, что

0 ∈ co{ ⋃
i=1,2,3

z̈0
ij}, j = 1, 2. (2.4)

Введем в рассмотрение функции

ηj(t) = min
16i63

‖zij(t)‖, t > 0, j = 1, 2,

η̃j(t) = min
16i63

‖żij(t)‖, t > 0, j = 1, 2.

Без нарушения общности можно считать, что n = 2. Действительно, если

n > 2, то проведем в пространстве Rn через начало координат двумерную

плоскость H такую, чтобы ‖πz0
ij‖ 6= 0, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, π — оператор

ортогонального проектирования из Rn на H. Игра (2.3) для проекции на

плоскость H задается уравнениями

d3(πzij(t))
dt3 = u′i − v′j, u′i, v

′
j ∈ πS, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, (2.5)

причем, πzij(0) = πz0
ij,

d(πzij(0))
dt = πż0

ij,
d2(πzij(0))

dt2 = πz̈0
ij, i = 1, 2, 3, j = 1, 2.
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Допустим, что в игре (2.5) разрешима задача убегания, то есть при любом

начальном состоянии πz0, ‖πz0
ij‖ 6= 0, i = 1, 2, 3, можно построить такие

управления v′j, 0 6 t < +∞, j = 1, 2, что найдется номер j1 ∈ {1, 2}, для
которого

ηj1(t) > η′j1(t) > 0 или η̃j1(t) > η̃′j1(t) > 0.

Таким образом, достаточно показать разрешимость задачи убегания при

n = 2. Поэтому везде в дальнейшем будем считать, что n = 2.

Не уменьшая общности, предполагаем, что ÿ0
1 6= ÿ0

2 и ẍ0
i /∈ G, i = 1, 2, 3,

где G = {x ∈ R2 | (p′, x) = α}, p′ ∈ ∂S, α ∈ R1, — прямая, проходящая

через точки ÿ0
1, ÿ0

2. Допустим, что для некоторого индекса i ∈ {1, 2, 3} точка

ẍ0
i ∈ G. Выберем δ > 0 такое, что η̃j(t) > 0, t ∈ [0, δ], j = 1, 2, при любых

управлениях ui(s), i = 1, 2, 3, vj(s), j = 1, 2, на [0, δ].

Управления vj(s), j = 1, 2, на [0, δ] будем выбирать так, чтобы

(p′, vj(s)) =

{
1, если (ui(s), p

′) 6 0,

−1, если (ui(s), p
′) > 0.

Покажем, что существует такой момент γ1 ∈ (0, δ), δ > 0, что выполнено

ẍi(γ1) /∈ G(γ1), где G(γ1) — прямая, проходящая через точки ÿ1(γ1), ÿ2(γ1).

При t > 0 рассмотрим функцию

f(t) = (p′, z̈i(t)) =
t∫

0
(p′, ui(s)− v1(s))ds.

Функция f(t), 0 6 t < δ, удовлетворяет системе уравнений

ḟ(t) = (p′, ui(s)− v1(s)), f(0) = 0.

Поэтому на любом отрезке [α, β] ⊂ [0, δ], α < β, имеет место соотношение

f(t) 6= 0. Следовательно, существует такое число γ1 ∈ (0, δ), что f(γ1) 6= 0,

100



то есть (p′, ẍi(γ1)) 6= (p′, ÿ1(γ1)). Так как G(γ1) = {x ∈ R2 | (p′, x) = α1},
α1 ∈ R1, — новая прямая, то ẍi(γ1) /∈ G(γ1).

Далее считаем, что ẍ0
i /∈ G, i = 1, 2, 3. Обозначим через G+, G− открытые

полуплоскости, определяемые прямой G.

Пусть ẍ0
1, ẍ

0
2 ∈ G− = {x ∈ R2 | (p′, x) < α}, ẍ0

3 ∈ G+. Соотношения

ÿ0
1 /∈ co{ÿ0

2, ẍ
0
1, ẍ

0
2}, ÿ0

2 /∈ co{ÿ0
1, ẍ

0
1, ẍ

0
2} запишем в виде

0 /∈ A1 = co{z̈0
31 − z̈0

32, z̈
0
11, z̈

0
21},

0 /∈ A2 = co{z̈0
32 − z̈0

31, z̈
0
12, z̈

0
22}.

(2.6)

и выберем такие векторы p1, p2 ∈ ∂S, числа ε1, ε2 > 0, что

C(Aj, pj) 6 −2εj, j = 1, 2. (2.7)

Случай 1. Пусть для некоторого j ∈ {1, 2} выполнено соотношение

(pj, z
0
3j) > 0. Не ограничивая общности, j = 1. Управление второго убе-

гающего зададим на [0, +∞) произвольным образом. И пусть (p1, ż
0
31) > 0.

Укажем способ построения управления v1(s), s ∈ [0, +∞), при котором пер-

вый убегающий избежит поимки на полубесконечном интервале времени.

Заметим, что в силу (2.4), (2.6), (2.7) справедливо неравенство (p1, z̈
0
31) > 0.

Следовательно, если (p1, ż
0
31) = 0, то через произвольно малое время τ > 0

при любых управлениях игроков x3 и y1 на [0, τ ] имеет место неравенство

(p1, ż31(τ)) > 0. Поэтому считаем, что

(p1, ż
0
31) > 0.

Из соотношений (2.7) получаем max
l=1,2

(p1, z̈
0
l1) 6 −2ε1. В момент t = 0 опре-

делим число δ1 = min{1, ε1,
√

η1(0),
√

η̃1(0)} и на множестве [0, t′) строим
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управление v1(s) согласно маневру уклонения, предложенному при доказа-

тельстве теоремы 2.1 второй главы (соответствующему заданным началь-

ным условиям), не учитывая преследователя x3.

Через t′ обозначим момент времени, в который впервые выполнено ра-

венство ‖z31(t
′)‖ = 1

2(p1, z
0
31). Если такой момент t′ > 0 не существует, то

полагаем t′ = +∞. В этом случае ‖z31(t)‖ > 0 при t > 0, следовательно,

η1(t) > 0 при t > 0. И все доказано.

Пусть в некоторый момент t′ < +∞ выполнено ‖z31(t
′)‖ = 1

2(p1, z
0
31).

Покажем, что существует момент γ′ ∈ [0, t′), в который (p1, z̈31(γ
′)) < 0.

Предположим противное: при любом τ ∈ (0, t′) справедливо неравенство

(p1, z̈31(τ)) > 0. Тогда

‖z31(t
′)‖ > (p1, z

0
31) +

t′∫
0
(p1, ż31(τ))dτ > (p1, z

0
31),

что противоречит определению момента t′. Таким образом, в некоторый мо-

мент γ′ ∈ (0, t′)

max
16i63

(p1, z̈i1(γ
′)) = ξ < 0.

На основании теоремы 2.1 главы 2 заключаем, что в игре (2.3) для состояния

z(γ′) = (z11(γ
′), ż11(γ

′), z̈11(γ
′), . . . , z32(γ

′), ż32(γ
′), z̈32(γ

′))

разрешима задача убегания. Используя приведенный в доказательстве тео-

ремы 2.1 второй главы маневр уклонения, определим управление игрока y1

на полуинтервале [γ′, +∞).

Случай 2. Теперь нам безразличен знак скалярного произведения (pj, z
0
ij),

i = 1, 2, 3, j = 1, 2. Пусть для некоторого j ∈ {1, 2} выполнено соотношение

(pj, ż
0
3j) > 0.
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Не ограничивая общности, j = 1. Управление второго убегающего зада-

дим на [0, +∞) произвольным образом. Укажем способ построения управ-

ления v1(s), s ∈ [0, +∞), при котором первый убегающий избежит поимки

на полубесконечном интервале времени. Как и раньше заметим, что в силу

(2.4), (2.6), (2.7) справедливо неравенство (p1, z̈
0
31) > 0. Следовательно, если

(p1, ż
0
31) = 0, то через произвольно малое время τ > 0 при любых управлени-

ях игроков x3 и y1 на [0, τ ] имеет место неравенство (p1, ż31(τ)) > 0. Поэтому

считаем, что

(p1, ż
0
31) > 0.

Из соотношений (2.7) получаем max
l=1,2

(p1, z̈
0
l1) 6 −2ε1. В момент t = 0 опре-

делим число δ1 = min{1, ε1,
√

η̃1(0)} и на множестве [0, t′) строим управление

v1(s) согласно маневру уклонения, предложенному при доказательстве тео-

ремы 2.1 второй главы (соответствующему заданным начальным условиям),

не учитывая преследователя x3. Через t′ обозначим момент времени, в кото-

рый впервые выполнено равенство ‖ż31(t
′)‖ = 1

2(p1, ż
0
31). Если такой момент

t′ > 0 не существует, то полагаем t′ = +∞. В этом случае ‖ż31(t)‖ > 0 при

t > 0, следовательно, η̃1(t) > 0 при t > 0. И все доказано.

Пусть в некоторый момент t′ < +∞ выполнено ‖ż31(t
′)‖ = 1

2(p1, ż
0
31).

Покажем, что существует момент γ′ ∈ [0, t′), в который (p1, z̈31(γ
′)) < 0.

Предположим противное: при любом τ ∈ (0, t′) справедливо неравенство

(p1, z̈31(τ)) > 0. Тогда

‖ż31(t
′)‖ > (p1, ż

0
31) +

t′∫
0
(p1, z̈31(τ))dτ > (p1, ż

0
31),

что противоречит определению момента t′. Таким образом, в некоторый мо-
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мент γ′ ∈ (0, t′)

max
16i63

(p1, z̈i1(γ
′)) = ξ < 0.

На основании теоремы 2.1 второй главы заключаем, что в игре (2.3) для

состояния

z(γ′) = (z11(γ
′), ż11(γ

′), z̈11(γ
′), . . . , z32(γ

′), ż32(γ
′), z̈32(γ

′))

разрешима задача убегания. Используя приведенный в доказательстве тео-

ремы 2.1 второй главы маневр уклонения, определим управление игрока y1

на полуинтервале [γ′, +∞).

Случай 3. Предположим, что для начального состояния z0 дифферен-

циальной игры (2.3) выполнены неравенства

(pj, ż
0
3j) < 0, j = 1, 2.

Определим число

δ = min{1, ε1, ε2,
√

η̃1(0),
√

η̃2(0)}.

Зададим управления игроков y1, y2. Пусть j — некоторый индекс из множе-

ства {1, 2}. Полагаем

vj(s) = pj, s ∈ [0, +∞) \
⋃

l=1,...,Nj

[tlj, tlj + τlj).

Числа Nj 6 3, tlj, τlj, l = 1, . . . , Nj, определяются в процессе игры.

В начальный момент t = 0 определим последовательности {τ jr
1 }∞r=1, {δjr

1 }∞r=1

следующим образом:

τ jr
1 = δ

2r+1 , δjr
1 = τ jr

1 (δτ jr
1 − (τ jr

1 )2).
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Полагаем τ1j = τ j1
1 , δ1j = δj1

1 . Маневр уклонения убегающего yj определим

рекуррентным образом. Итак, в момент сближения t = tlj определены числа

τlj, δlj, такие, что
√

δlj < τlj, (2.8)

последовательности {τ jr
l }∞r=l, {δjr

l }∞r=l и впервые выполнены либо соотноше-

ния
0 < ‖ż3j(t)‖ 6 δlj,

(pj, z̈3j(t)) > 3
√‖ż3j(t)‖,

(pj, ż3j(t)) < 0,

(2.9)

либо

‖żqj(t)‖ = δlj, (pj, żqj(t)) > 0 (2.10)

для некоторого q ∈ {1, 2}. Если в момент tlj в плоскости первых производ-

ных происходит сближение убегающего ẏj одновременно с преследователями

ẋ1, ẋ2, то полагаем q = 1 и строим маневр уклонения от преследователя ẋ1.

В случае одновременного сближения убегающего с преследователями ẋ3, ẋs,

s ∈ {1, 2}, в той же самой плоскости считаем, что произошло сближение с

преследователем ẋ3, и соответствующим образом выбираем управление иг-

рока yj.

Предположим, что в момент t = tlj выполнены неравенства (2.9). Тогда

при t = tlj +
√‖ż3j(tlj)‖

(pj, z̈3j(t)) >
√‖ż3j(tlj)‖, (2.11)

(pj, ż3j(t)) > ‖ż3j(tlj)‖, (2.12)

при любых управлениях u3(s), vj(s) на [tlj, tlj +
√‖ż3j(tlj)‖].
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Из неравенства (2.8) получаем, что

√‖ż3j(tlj)‖ < τlj,

поэтому переопределим последовательности {τ jr
l }∞r=l, {δjr

l }∞r=l следующим

образом:
τ jl
l =

√‖ż3j(tlj)‖, τ jr
l =

τ jl
l

2r−l ,

δjr
l = τ jr

l (δτ jr
l − (τ jr

l )2), r > l + 1,

и полагаем τlj = τ jl
l . Понятно, что ‖ż3j(tlj)‖ > δjl+1

l . Для того, чтобы задать

управление vj(s) на полуинтервале [tlj, tlj + τlj), воспользуемся маневром,

подобным тому, что описан при доказательстве теоремы 2.1 второй главы.

Если

(ż3j(tlj), z̈3j(tlj)) = −‖ż3j(tlj)‖‖z̈3j(tlj)‖,

то выберем такое число εlj ∈ (0, τlj), чтобы при произвольных управлени-

ях ui(s), i = 1, 2, 3, v1(s), v2(s), s ∈ [tlj, tlj + εlj], для любого τ ∈ [0, εlj]

выполнялись соотношения

min
16i63

‖żij(tlj + τ)‖ > δjl+1
l ,

(pj, ż3j(tlj + εlj)) < 0.

В силу линейной зависимости векторов ż3j(tlj), z̈3j(tlj) существует такой

вектор ψlj ∈ ∂S, что

(ψlj, ż3j(tlj)) = (ψlj, z̈3j(tlj)) = 0.

На отрезке [tlj, tlj + εlj] управление vj(s) выбираем так, чтобы

(ψlj, vj(s)) =

{
1, если (u3(s), ψlj) 6 0,

−1, если (u3(s), ψlj) > 0.
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Тогда существует число γlj ∈ (0, εlj) такое, что

(ż3j(tlj + γlj), z̈3j(tlj + γlj)) 6= −‖ż3j(tlj + γlj)‖‖z̈3j(tlj + γlj)‖.

Если же

(ż3j(tlj), z̈3j(tlj)) 6= −‖ż3j(tlj)‖‖z̈3j(tlj)‖,

то полагаем γlj = 0. На полуинтервале [tlj + γlj, tlj + τlj) управление vj(s)

выбирается точно также, как и в случае сближения в плоскости первых

производных в момент tlj с преследователем ẋ1 или ẋ2, поэтому сначала

опишем управление игрока yj на [tlj, tlj + γlj), если при t = tlj выполняется

соотношение (2.10).

Итак, пусть при t = tlj для некоторого q ∈ {1, 2} справедливы соот-

ношения (2.10). Так как в момент tlj в плоскости первых производных не

происходит сближение убегающего ẏj с преследователем ẋ3, то выполнено

хотя бы одно из неравенств:

‖ż3j(tlj)‖ > δlj; (2.13)

(pj, z̈3j(tlj)) < 3
√
‖ż3j(tlj)‖. (2.14)

Предположим, что

(żqj(tlj), z̈qj(tlj)) = −‖żqj(tlj)‖‖z̈qj(tlj)‖.

Тогда существует такое число εlj ∈ (0, τlj), что при любых управлениях ui(t),

i = 1, 2, 3, v1(s), v2(s), s ∈ [tlj, tlj + εlj], для любого τ ∈ [0, εlj] выполнены

соотношения:

1) (pj, żqj(tlj + εlj)) > 0;

2) ‖żrj(tlj + τ)‖ > δjl+1
l , если (żrj(tlj), pj) > 0, r ∈ {1, 2} \ {q};
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3) ‖ż3j(tlj + τ)‖ > δlj, если имеет место неравенство (2.13) или одновре-

менно оба неравенства (2.13), (2.14);

4) (pj, z̈3j(tlj + τ)) < 3
√‖ż3j(tlj + τ)‖ в случае (2.14).

Найдется вектор ψlj ∈ ∂S, для которого

(ψlj, żqj(tlj)) = (ψlj, z̈qj(tlj)) = 0.

Управление vj(s) на отрезке [tlj, tlj + εlj] выбираем согласно правилу

(ψlj, vj(s)) =

{
1, если (uq(s), ψlj) 6 0,

−1, если (uq(s), ψlj) > 0,

тогда существует γlj ∈ (0, εlj) такое, что

(żqj(tlj + γlj), z̈qj(tlj + γlj)) 6= −‖żqj(tlj + γlj)‖‖z̈qj(tlj + γlj)‖.

Если же

(żqj(tlj), z̈qj(tlj)) 6= −‖żqj(tlj)‖‖z̈qj(tlj)‖,
то полагаем γlj = 0.

Зададим теперь управление vj(s) на [tlj+γlj, tlj+τlj). В момент t = tlj+γlj

определим числа

βlj = min
τ∈[0,τlj−γlj ]

min
x∈Hlj(tlj+γlj+τ)

‖ẋ‖,

ξlj = min{−τlj +

√
τ 2
lj +

βlj

2
,
βlj

4
},

где Hlj(tlj + γlj + τ) — это прямая, которая проходит через две точки:

żqj(tlj + γlj) + τ z̈qj(tlj + γlj) и z̈qj(tlj + γlj).

По ξlj построим последовательности {τ jr
l+1}∞r=l+1, {δjr

l+1}∞r=l+1 следующим

образом:

τ jl+1
l+1 = min{τ jl+1

l ,
ξlj

2
}, τ jl+r+1

l+1 =
τ jl+1
l+1

2r
,
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δjl+r+1
l+1 = τ jl+r+1

l+1 (δτ jl+r+1
l+1 − (τ jl+r+1

l+1 )2), r > 1,

и полагаем τl+1j = τ jl+1
l+1 , δl+1j = δjl+1

l+1 . Пусть tlj — момент сближения убегаю-

щего ẏj с преследователем ẋi, i ∈ {1, 2, 3}, в плоскости первых производных,

тогда полагаем vj(s) = ui(s), s ∈ [tlj +γlj, tlj +τlj), если на [tlj +γlj, tlj +τlj) не

происходит сближение убегающего ẏj с преследователем ẋr, r ∈ {1, 2, 3}\{i},
и полагаем vj(s) = ui(s), s ∈ [tlj + γlj, tlj + τlj) \

⋃
p=l+1,Nl

[tpj, tpj + τpj) — в про-

тивном случае.

Покажем, что при построенных таким образом управлениях убегающих

y1, y2, любых управлениях преследователей xi, i из {1, 2, 3}, или η̃j(t) > 0,

j = 1, 2, при t > 0, или в некоторый момент t∗ > 0 существует j ∈ {1, 2},
для которого η̃j(t) > 0 при t ∈ [0, t∗] и выполнено одно из условий:

1. 0 /∈ co{z̈1j(t
∗), z̈2j(t

∗), z̈3j(t
∗)}; (2.15)

2. (pj, z̈rj(t
∗)) < −δ, r = 1, 2,

(pj, z̈3j(t
∗)) > 0,

(pj, ż3j(t
∗)) > 0.

(2.16)

Выполнение каждого из условий (2.15), (2.16) влечет за собой разреши-

мость задачи убегания в дифференциальной игре (2.3) для состояния z(t∗).

На полуинтервале [t∗, +∞) управление vj(s) выбирается согласно манев-

ру уклонения, описанному при доказательстве теоремы 2.1 главы 2 или в

случае 2. Управление vr(s), r ∈ {1, 2} \ {j}, s ∈ [t∗, +∞), задается произ-

вольным образом.

Заметим, что если в плоскости первых производных в некоторый момент

t = tlj происходит сближение игрока yj, j ∈ {1, 2}, с преследователем x3, то

‖ż3j(τ)‖ > 0 при τ ∈ [tlj, tlj + τlj]. Более того, из неравенств (2.11), (2.12)
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следует, что в качестве момента t∗ можно взять tlj + τlj.

Предположим, что в некоторый момент t′ > 0 в плоскости первых произ-

водных происходит поимка преследователем ẋ3 убегающего ẏ1 и при любом

t ∈ [0, t′) имеет место соотношение

0 ∈ co{z̈11(t), z̈21(t), z̈31(t)}. (2.17)

Значит, на [0, t′) момента сближения игрока ẏ1 с преследователем ẋ3 в плос-

кости первых производных не было. Поэтому для достаточно малых τ > 0

выполнены неравенства

0 6 (p1, z̈31(t
′ − τ)) < 3

√
‖ż31(t′ − τ)‖.

Устремляя τ к нулю получаем

(p1, z̈31(t
′)) = 0. (2.18)

Многозначное отображение co{z̈11(t), z̈21(t), z̈31(t)} непрерывно, следова-

тельно, соотношение (2.17) справедливо и при t = t′, иными словами, суще-

ствуют такие неотрицательные числа αi,
∑

i=1,2,3
αi = 1, что справедливо ра-

венство α1z̈11(t
′) + α2z̈21(t

′) + α3z̈31(t
′) = 0. Из равенства (2.18) и неравенств

(p1, z̈i1(t
′)) < −δ, i = 1, 2, получаем, что выполнены равенства α1 = α2 = 0,

α3 = 1, то есть

z̈31(t
′) = 0. (2.19)

Так как 0 /∈ co{ÿ1(t
′)− ÿ2(t

′), z̈12(t
′), z̈22(t

′)}, то

z̈31(t
′) 6= z̈32(t

′), (2.20)

поэтому одновременно поимка преследователем ẋ3 в момент t′ убегающих

ẏ1, ẏ2 в плоскости первых производных невозможна. Учитывая (2.19), (2.20),
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получаем 0 /∈ co{z̈32(t
′), z̈12(t

′), z̈22(t
′)}, что равносильно утверждению о раз-

решимости в игре (2.3) для состояния z(t′) задачи убегания.

Таким образом, мы показали, что если преследователю ẋ3 удалось в мо-

мент t′ > 0 в плоскости первых производных поймать одного убегающего,

то второй убегающий при t > t′ может избежать поимки. Теорема доказана.
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