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Ïðåäèñëîâèå
Ïðè ÷òåíèè è ñëóøàíèè êóðñà ïî îáîáùåííûì ôóíêöèÿì

(âàæíîñòü ýòîãî êóðñà â ñàìîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ
íå íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ) âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â
áîëåå èëè ìåíåå ñòàíäàðòíîì çàäà÷íèêå. Äàííàÿ ìåòîäè÷åñêàÿ
ðàçðàáîòêà � ýòî ïîïûòêà ñîñòàâëåíèÿ ïåðâîé ÷àñòè (áåç ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ñâåðòêè) òàêîãî çàäà÷íèêà. Â ðàçðàáîòêå,
â îñíîâíîì, ñîáðàíû çàäà÷è èç êíèã, ïåðå÷èñëåííûõ â ñïèñêå
ëèòåðàòóðû, íî åñòü è íîâûå. Áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è ñíàáæåíû
óêàçàíèÿìè. Äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàíèÿ ïðèâåäåíû íåîáõîäè-
ìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè. Ïðåäëîæåííûå çàäà÷è ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñà ïî îáîáùåííûì ôóíêöèÿì
êàê íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ, òàê è äëÿ ñåìåñòðîâûõ çàäàíèé.

1. Ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ ôóíêöèé

×åðåç C∞(R) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ëèíåéíîå ïîñòðàíñòâî âñåõ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
÷èñëîâîé îñè. (Ýòè ôóíêöèè ìîãóò ïðèíèìàòü êàê âåùåñòâåí-
íûå, òàê è êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ; ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñò-
âî áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íàä R èëè íàä C).

Ïóñòü ϕ ∈ C∞(R). Íîñèòåëåì ôóíêöèè ϕ íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

suppϕ = {x ∈ R : ϕ(x) 6= 0}.
Ôóíêöèÿ ϕ èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîãî (îãðàíè-
÷åííîãî) èíòåðâàëà. Ôóíêöèè ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè íà-
çûâàþòñÿ åùå ôèíèòíûìè ôóíêöèÿìè.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé èç C∞(R) îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç D(R). Ñõîäèìîñòü â D(R) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
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ùèì îáðàçîì: ϕn → ϕ ïðè n →∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ R òàêîé, ÷òî suppϕn ⊂ K ñðàçó äëÿ
âñåõ n è äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, ...

supx∈K|ϕ(k)
n (x)− ϕ(k)(x)| → 0, n →∞.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé èç C∞(R), óäîâëåòâîðÿþùèõ
îöåíêàì âèäà

pk,m(ϕ) = supx∈R|xkϕ(m)(x)| < ∞
ãäå k, m = 0, 1, ..., îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S(R). Ýòè ôóíêöèè
óáûâàþò íà ±∞ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè áûñò-
ðåå ëþáîé ñòåïåíè |x|. Ãîâîðÿò, ÷òî ϕn → ϕ ïðè n → ∞ â
S(R), åñëè äëÿ ëþáûõ öåëûõ k, m ≥ 0

pk,m(ϕn − ϕ) → 0 n →∞.

Ïóñòü Ω ⊂ R. Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé D(Ω) è ñõîäèìîñòü
â íåì îïðåäåëÿþòñÿ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ
÷èñëîâîé îñè.

Íàêîíåö, ïðîñòðàíñòâà D(Ω), ãäå Ω ⊂ Rn, à òàêæå S(Rn),
àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, ïðè ýòîì â
îïðåäåëåíèÿõ ñõîäèìîñòè îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå

ϕ(m)(x), x ∈ R

âñåõ ïîðÿäêîâ ñëåäóåò çàìåíèòü íà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþ-
áîãî ïîðÿäêà ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ

∂m1+...+mnϕ(x)/∂xm1
1 ..., ∂xmn

n ,

ãäå mi ≥ 0 � öåëûå ÷èñëà, i = 1, ..., n, x = (x1, ..., xn) ∈ Rn.

Òåîðåìà î ðàçáèåíèè åäèíèöû. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñò-
âî âRn, ïðè÷åì Ω =

⋃
i∈I Ωi, ãäå Ωi, i ∈ I � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ
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ìíîæåñòâ. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè αi(x) ∈ D(Ωi),
÷òî 1) 0 ≤ αi(x) ≤ 1, i ∈ I ; 2) äëÿ êàæäîãî x ∈ Ω îòëè÷íî
îò íóëÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ôóíêöèé αi(x); 3)

∑
i∈I αi(x) ≡

1, x ∈ Ω.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Êàêèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò C∞(R): à) xk, k ∈ Z; á)
ex2; â) |x|; ã) sinx

x
?

2. Êàêèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò S(R): à) ex; á) e−x2; â)
1

1 + x2
; ã) xke−x2?

3. Äîêàçàòü, ÷òî óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ èç òîãî æå ïðîñò-
ðàíñòâà è âçÿòèå ïðîèçâîäíîé ÿâëÿþòñÿ (ëèíåéíûìè) íåïðå-
ðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè: à) âD(R); á) â S(R) (ò. å., íàïðèìåð,
åñëè ϕn → ϕ (n → ∞) â D(R) è ψ ∈ D(R), òî ψϕn →
ψϕ (n →∞)).

4. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå (ϕ, ψ) 7−→ ϕψ,D(R)×S(R) →
D(R) íåïðåðûâíî ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè.

5. Ïóñòü ϕ ∈ D(R). Äîêàçàòü, ÷òî: à) (ϕ(x))/n → 0 â D(R);
á) (ϕ(x/n))/n íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â D(R); â) (ϕ(x))/n → 0

â S(R).
6. Äîêàçàòü, ÷òî

%(ϕ, ψ) =
∞∑

n=1

||ϕ− ψ||n
2n(1 + ||ϕ− ψ||n)

,

ãäå
||ϕ||n = sup−n≤|x|≤n

n∑

k=1
|ϕ(k)(x)|,

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â C∞(R), ïðè÷åì ñõîäèìîñòü â C∞(R)

ñîâïàäàåò ñî ñõîäèìîñòüþ â ýòîé ìåòðèêå. (Óêàçàíèå. Äëÿ
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ïðîâåðêè àêñèîìû òðåóãîëüíèêà èñïîëüçîâàòü ìîíîòîííîå âîç-
ðàñòàíèå ôóíêöèè f (t) = t/(1 + t) ïðè t ≥ 0).

7. Äîêàçàòü, ÷òî

%(ϕ, ψ) =
∞∑

n=1

||ϕ− ψ||n
2n(1 + ||ϕ− ψ||n)

,

ãäå
||ϕ||n = supx∈R

n∑

k=1
|xkϕ(k)(x)|,

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â S(R), ïðè÷åì ñõîäèìîñòü â S(R) ñîâïàäà-
åò ñ ñõîäèìîñòüþ â ýòîé ìåòðèêå. (Óêàçàíèå. Ñì. óêàçàíèå ê
ïðåäûäóùåé çàäà÷å).

8. Äîêàçàòü, ÷òî à) ϕ(x − 1

n
) → ϕ(x) â D(R) (n → ∞); á)

ϕ((1 +
1

n
)x)) → ϕ(x) â D(R) (n →∞).

9. Äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ D(R) ⊂ S(R) (ò. å.
åñëè ϕn → ϕ â D(R), òî ϕn → ϕ â S(R) (n →∞)).

2. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà D(R) íàçûâàþò-
ñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè (èëè ðàñïðåäåëåíèÿìè). Ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
D′(R). Çíà÷åíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè T ∈ D′(R) (êàê ôóíê-
öèîíàëà) íà ýëåìåíòå ϕ ∈ D(R) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
< T, ϕ >.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
1) Òàê íàçûâàåìàÿ δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì
< δ, ϕ >= ϕ(0).
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2) Ïóñòü f (x) � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà R

(ò. å. ôóíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó íà ëþáîì îòðåçêå
[a, b]), òîãäà îíà îïðåäåëÿåò îáîáùåííóþ ôóíêöèþ Tf ñëåäó-
þùèì ðàâåíñòâîì:

< Tf , ϕ >=
∫

R
f (x)ϕ(x)dx.

Ïðè ýòîì Tf íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèåé.
Åñëè Tf = Tg, òî f = g ï. â.

Â ïðîñòðàíñòâå D′(R) ââîäèòñÿ (ïîòî÷å÷íàÿ èëè ñëàáàÿ)
ñõîäèìîñòü: Tn → T ïðè n → ∞, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
ϕ ∈ D(R)

< Tn, ϕ >→< T, ϕ > (n →∞).

Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèè α ∈ C∞(R) íà îáîáùåííóþ ôóíêöèþ
T ∈ D′(R) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

< αT, ϕ >=< T, αϕ > .

Ïðîèçâîäíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè T ââîäèòñÿ ðàâåíñòâîì

< T ′, ϕ >= − < T,ϕ > .

Âñå îáîáùåííûå ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû ëþáîå ÷èñëî ðàç.
Ïóñòü T = Tf � ðåãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, ïîðîæ-

äåííàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé f , è α ∈ C∞(R).
Òîãäà αTf = Tαf . Åñëè ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò îáû÷íàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ f ′, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé ôóíêöèåé,
òî (Tf)′ = Tf ′. Â äàëüíåéøåì âìåñòî T = Tf áóäåì ïèñàòü
f , îòîæäåñòâëÿÿ, òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ f ñ ïîðîæäåííîé
åþ îáîáùåííîé ôóíêöèåé. Åñëè T ∈ D′(R), òî ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ∈ D(R), n = 1, 2, ... òàêèõ,
÷òî fn → T, n →∞. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

1) < δ′, ϕ >= −ϕ′(0).
6



2) Ïóñòü ϑ(x) = χ[0,∞)(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Òîãäà ϑ′ =
δ.

Ïóñòü T ∈ D′(R), Ω ⊂ R � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ãîâîðÿò,
÷òî T |Ω = 0, åñëè < T,ϕ >= 0 äëÿ âñåõ ϕ ∈ D(R) òàêèõ,
÷òî suppϕ ∈ Ω. (Èìååì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå D(Ω) ⊂ D(R).
Î÷åâèäíî, ÷òî T |Ω = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T |D(Ω) =

0). Ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ωmax òàêîå,
÷òî T |Ωmax = 0. Íîñèòåëåì îáîáùåííîé ôóíêöèè T ∈ D′(R)

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî suppT = R \ Ωmax.
Ïðèìåðû.
1) suppϑ = [0,∞).
2) suppδ = {0}.
Ñîîòíîøåíèå suppT = {0} ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà T =
∑N

n=0 cnδ
(n) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî N ≥ 0

è íåêîòîðûõ êîíñòàíò cn.
Â öåëÿõ óäîáñòâà (ñì. íèæå) ïèøåì T (x) è ò.ï. âìåñòî T .
Ïóñòü T (x) ∈ D′(R). Îáîáùåííûå ôóíêöèè T (x−x0), T (kx),

ãäå k 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

< T (x− x0), ϕ(x) >=< T (x), ϕ(x + x0) >,

< T (kx), ϕ(x) >= (1/k) < T (x), ϕ(x/k) > .

Â ÷àñòíîñòè, < δ(x−x0), ϕ >= ϕ(x0). Ìîòèâàöèÿ ýòîãî îïðå-
äåëåíèÿ, êàê è îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè
íà îáû÷íóþ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè, �
ýòî àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà äëÿ ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé.

Ïóñòü T ∈ D′(R). Äëÿ ëþáûõ a < b ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
f ∈ L2[a, b] è ÷èñëî m òàêèå, ÷òî

< T,ϕ >=
∫ b

a
f (x)ϕ(m)dx, ϕ ∈ D(a, b).
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Íàèìåíüøåå m â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì
îáîáùåííîé ôóíêöèè T íà ïðîìåæóòêå (a, b). Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî � ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè m − 1. Äëÿ íåêîòîðûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé
ïîíÿòèå ïîðÿäêà èìååò ñìûñë äëÿ a = −∞ è (èëè) b = ∞.

Ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé S ′(R) ââîäèòñÿ àíàëî-
ãè÷íî ïðîñòðàíñòâó D′(R) êàê ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà S(R). (Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà
S ′(R) íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè ìåäëåííîãî ðîñ-
òà). Äëÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé èç T ∈ S ′(R) ïðîèçâîäíàÿ,
óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ α ∈ C∞(R), íîñèòåëü îïðåäåëÿþòñÿ
êàê è äëÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé èç T ∈ D′(R), òðåáóåòñÿ
ëèøü (ïðè îïðåäåëåíèè óìíîæåíèÿ), ÷òîáû ôóíêöèÿ α óäîâ-
ëåòâîðÿëà îöåíêàì âèäà

α(n)(x) ≤ Cn(1 + |x|)Mn, n = 0, 1, ....

Çàìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f (x) íå âñå-
ãäà îïðåäåëÿåò ýëåìåíò èç S ′(R), äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýòîìó
� âûïîëíåíèå äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 0 îöåíêè

∫

R
|f (x)|(1 + |x|)−mdx < ∞.

Ïóñòü Ω ⊂ R. Ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé D′(Ω),
ñõîäèìîñòü â íåì è îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ÷èñëîâîé îñè.

Íàêîíåö, ïðîñòðàíñòâà S ′(Rn) è D′(Ω), Ω ⊂ Rn, îïðåäå-
ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

10. Äîêàçàòü, ÷òî δ-ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îáîá-
ùåííîé ôóíêöèåé. (Óêàçàíèå. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî
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ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ϕn ∈ D(R) òàêèõ,
÷òî supp ⊂ [−1, 1], ϕn(0) = 1, ϕn → 0 ï.â. ïðè n →∞).

11. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê δ-ôóíê-
öèè â D′(R) ïðè ε → 0: à) (2ε)−1χ[−ε,ε](x); á) 1

π

ε

x2 + ε2
; â)

1

2
√

πε
e
−

x2

4πε ; ã) 1

πx
sin(

x

ε
). (Óêàçàíèå ê ï. á), â), ã). Ñäåëàòü

çàìåíó ïåðåìåííîé x/ε = y è ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëåáåãà î
ñõîäèìîñòè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà).

12. Íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç S(R), ñòðåìÿ-
ùóþñÿ ê δ′ â S ′(R). (Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 11, ïóíêò
â)).

13. Ïóñòü α ∈ C∞(R). Äîêàçàòü ðàâåíñòâî α(x)δ = α(0)δ.
14. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ â D′(R): à)

1

x + i0
= limε→0

1

x + iε
;

á)
1

x− i0
= limε→0

1

x− iε
.

(Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü äëÿ ϕ ∈ D(R)

∫

R

ϕ(x)dx

x + iε
=

∫ a

−a

ϕ(x)− ϕ(0)dx

x + iε
+

∫ a

−a

ϕ(0)dx

x + iε
, (1)

ãäå suppϕ ⊂ [−a, a]. Äàëåå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü âî âòî-
ðîì èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè (1) óìíîæèòü íà ñîïðÿæåííûé
çíàìåíàòåëü. Ïîñëå ýòîãî ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 11).

15. Äîêàçàòü ôîðìóëû Ñîõîöêîãî:
1

x± i0
=

1

x
∓ πiδ(x).

(Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü óêàçàíèå ê ïðåäûäóùåé çàäà÷å).
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16. Äîêàçàòü äëÿ ëþáûõ ÷èñåë an, n ∈ Z ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
â D′(R): à)

∞∑
n=−∞

anδ(x− n),

á)
∞∑

n=−∞
anδ

(n)(x− n).

17. Äîêàçàòü äëÿ ëþáûõ ÷èñåë an, ãäå n = 1, 2, ..., ñõîäèìîñòü
anδ(x− n) → 0 â D′(R).

18. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) îïðåäåëåíà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé
âñþäó, êðîìå òî÷êè x0. Òîãäà ãëàâíûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà
îò f (x) ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ

v.p.
∫ ∞
−∞ f (x)dx = limε→∞

∫

R\(−ε,ε)
f (x)dx,

åñëè âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñóùåñòâóåò. Äîêà-
çàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà îïðåäåëÿþò îáîáùåííûå ôóí-
êöèè â D′(R): à)

<
1

x
, ϕ >= v.p.

∫ ∞
−∞

ϕ(x)

x
dx;

á)
<

1

x2
, ϕ >= v.p.

∫ ∞
−∞

ϕ(x)− ϕ(0)

x2
dx.

(Óêàçàíèå. Íóæíî ðàçëîæèòü ôóíêöèþ ϕ(x) ïî ôîðìóëå Òåé-
ëîðà äî íóæíîãî ïîðÿäêà).

19. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé:
à) (xδ′)′; á) sgnx; â) [x].

20. Íàéòè âòîðûå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ îáîáùåííûõ ôóí-
êöèé: à) |x|; á) |sinx|.

21. Ïóñòü α ∈ C∞(R), T ∈ D′(R). Äîêàçàòü ôîðìóëó:
(αT )′ = α′T + αT ′.
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22. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåïðåðûâåí
â D′(R) : èç Tn → T âûòåêàåò, ÷òî T ′

n → T ′, n →∞.
23. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ íåïðå-

ðûâåí â D′(R) : èç α ∈ C∞(R), Tn → T âûòåêàåò, ÷òî αTn →
αT, n →∞.

24. Äîêàçàòü, ÷òî
sinλx

x
→ πδ, λ →∞.

(Óêàçàíèå. Äîêàçàòü ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèè ψ

∫ b

a
sinλx · ψ(x)dx,

∫ b

a
cosλx · ψ(x)dx → 0, λ →∞.

Òàêæå èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî ϕ(x) = ϕ(0) + (ϕ(x)− ϕ(0)).
25. Äîêàçàòü ôîðìóëó:

1

2π

∞∑
k=−∞

eikx =
∞∑

k=−∞
δ(x− 2kπ).

(Óêàçàíèå. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ 1

2
− x

2π
â ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå

[0, 2π], ïîñëå ÷åãî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ðàâåíñòâî â ñìûñëå
îáîáùåííûõ ôóíêöèé).

26. Âû÷èñëèòü xkδ(l).
27. Íàéòè, â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûå ôóíêöèé: à)

(
d

dx
− λ)(ϑ(x)eλx);

á)
(

d2

dx2
+ ω2)(ϑ(x)

sinωx

ω
));

â)
dm

dxm
ϑ(x)

xm−1

(m− 1)!
,m = 1, 2, ...;
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ã) dm

dxm
|x|.

28. Äîêàçàòü, ÷òî: à)
∂2ϑ(x)ϑ(y)

∂x∂y
= δ(x, y);

á)
(

∂

∂x
+ i

∂

∂y
)(

1

x + iy
) = 2πδ(x, y).

29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè T ∈ D′(R) è T ′ = 0, òî T = const.
(Óêàçàíèå. Âíà÷àëå äîêàçàòü, ÷òî ϕ = ψ′, ãäå ϕ, ψ ∈ D(R),
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∫

R ϕ(x)dx = 0. Çàòåì ïðåäñòàâèòü
âñÿêóþ ôóíêöèþ ξ ∈ D(R) â âèäå ξ = ϕ+Cϕ0, ãäå ∫

R ϕ(x)dx =

0, ∫
R ϕ0(x)dx = 1).
30. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ xT = 0 â îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèÿõ T ∈ D′(R) ïðîïîðöèîíàëüíû δ-ôóíêöèè.
(Óêàçàíèå. Âíà÷àëå äîêàçàòü, ÷òî suppT = {0}. Çàòåì âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òåîðåìîé î ñòðóêòóðå îáîáùåííîé ôóíêöèè ñ íîñè-
òåëåì â îäíîé òî÷êå è ôîðìóëîé Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè ϕ).

31. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû A,B è öåëîå
÷èñëî m ≥ 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ öåëûõ n ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî |an| ≤ A|n|m + B, òî ðÿä ∑∞

n=−∞ ane
inx ñõîäèòñÿ â D′(R).

(Óêàçàíèå. Âíà÷àëå äîêàçàòü ñõîäèìîñòü äëÿ ïåðâîîáðàçíîé
(â ôîðìàëüíîì ñìûñëå) äàííîãî ðÿäà).

32. Ïóñòü T ∈ D′(R). Äîêàçàòü, ÷òî suppT ′ ⊂ suppT .
33. Ïóñòü T ∈ D′(R), α ∈ C∞(R). Äîêàçàòü, ÷òî suppαT ⊂

suppα ∩ suppT .
34. Âû÷èñëèòü < δ(kx + a), ϕ(x) >.
35. Íàéòè íîñèòåëè îáîáùåííûõ ôóíêöèé: à) δ(x − x0); á)

x2; â) δ′(x); ã) 3δ(x− x0)− ϑ(x).
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36. Äîêàçàòü, ÷òî îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ∑∞
n=0 δ(n)(x − n) íå

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà ÷èñëîâîé
ïðÿìîé.

37. Êàêîâû íîñèòåëü è ïîðÿäîê íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé: à)

ϕ 7→
∫ 1

−1
|x|ϕ′(x)dx;

á)
ϕ 7→

∫ 1

−1
sgnxϕ′(x)dx?

38. Êàêîâ ïîðÿäîê íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé: à) δ(m); á) 1

x
; â) 1

x + i0
? (Óêàçàíèå ê ïï. á), â). Ñì. çàäà÷ó

15).
39. Êàêîâ ïîðÿäîê îáîáùåííîé ôóíêöèè 1

x
: à) â èíòåðâàëå

(a, b) 3 0? á)Â èíòåðâàëå (a, b), íå ñîäåðæàùèì íóëÿ? (Óêàçàíèå
ê ï. à). Ñì. çàäà÷ó 15).

40. Êàêîâ ïîðÿäîê îáîáùåííîé ôóíêöèè 1

x + i0
: à) â èíòå-

âàëå (a, b) 3 0? á) Â èíòåðâàëå (a, b), íå ñîäåðæàùèì íóëÿ?
(Óêàçàíèå ê ï. à). Ñì. çàäà÷ó 15).

41. Êàêèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò S ′(R): à) ex; á) e−x2; â)
1

1 + x2
; ã) xke−x2

, k = 1, 2, ...?
42. Ïóñòü T ∈ D′(Ω), Ω =

⋃∞
n=1 Ωn è T |Ωn = 0 äëÿ âñåõ n, ãäå

Ω è Ωn, n = 1, 2, ... � îòêðûòûå ìíîæåñòâà â R. Äîêàçàòü, ÷òî
T = 0. (Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü ðàçáèåíèå åäèíèöû).
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