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Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû âñå áîëüøå ïðîíèêàþò âî

ìíîãèå îáëàñòè ìàòåìàòèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òîïî-
ëîãèè óäàëîñü â ÷èñòîì âèäå âûäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà îáúåêòîâ,
ôóíäàìåíòàëüíûå äëÿ âñåé ìàòåìàòèêè â öåëîì è ñôîðìóëèðîâàòü èõ ÿñíî
è ëàêîíè÷íî. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ìàòåìàòè-
÷åñêîé êóëüòóðû.

Îäíàêî íåò, ïî-âèäèìîìó, ëèòåðàòóðû, â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè ñî÷åòàþ-
ùåé â ñåáå íàãëÿäíîñòü è ëàêîíè÷íîñòü èçëîæåíèÿ, ñîäåðæàòåëüíîñòü ìà-
òåðèàëà è åãî äîñòóïíîñòü.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî, â îñíîâíîì, äëÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóð-
ñà ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ñïåöèàëüíîñòè "Ìàòåìàòèêà", íà÷èíàþùèõ
èçó÷àòü äèñöèïëèíó "Îáùàÿ òîïîëîãèÿ", à òàêæå âñåì æåëàþùèì ïîçíàêî-
ìèòüñÿ ñ îñíîâàìè îáùåé òîïîëîãèè. Îíî ñíàáæåíî ìíîæåñòâîì èëëþñòðà-
öèé è ïðèçâàíî ðàññêàçàòü î ïðåäìåòå â íàãëÿäíîé è äîñòóïíîé ôîðìå.
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1 Ìíîæåñòâà è ñåìåéñòâà

Çàíÿòèÿ ìàòåìàòèêîé âî ìíîãîì ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ìû ñòðåìèìñÿ âûðà-
çèòü íà íåêîòîðîì ôîðìàëüíîì ÿçûêå ñâîé âíóòðåííèé ìèð, åãî êàòåãîðèè
è ñâÿçè ìåæäó íèìè â èõ äèíàìè÷åñêîì ðàçâèòèè. Ïðè ýòîì ñàìè êàòåãîðèè
ìîãóò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû êàê îïðåäåëåíèÿ, çàêîíû èõ ðàçâèòèÿ �
êàê òåîðåìû, à àäåêâàòíîñòü èíòåðïðåòàöèè � êàê ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåì.
Îñîáåííî îò÷åòëèâî ýòî ìîæíî óâèäåòü íà ïðèìåðå ÿðêèõ è îáðàçíûõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé. Ïî-âèäèìîìó, ìàòåìàòèêà çäåñü îñîáåííî òåñíî
ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ôèëîñîôèåé, ïñèõîëîãèåé è ò.ä., è çíàíèå îñíîâíûõ çàêî-
íîìåðíîñòåé ýòèõ íàóê ìîæåò áûòü áîëüøèì ïîäñïîðüåì â ïðîöåññå ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Ïîñêîëüêó ñîâðåìåííàÿ íàóêà íå ìîæåò óäîâëå-
òâîðèòåëüíî îáúÿñíèòü ïðîèñõîæäåíèå âíóòðåííåãî ìèðà ÷åëîâåêà, òî òåì
ñàìûì îòêðûâàåòñÿ áîëüøîé ïðîñòîð äëÿ ìèñòèêè â âîïðîñå î òîì, êàêèì
îáðàçîì âîçíèêàþò â ìàòåìàòèêå íîâûå èäåè, îòðàæåíèåì ÷åãî èìåííî îíè
ÿâëÿþòñÿ. Ìíîãèå âåëèêèå ìàòåìàòèêè áûëè òàêæå èçâåñòíû êàê ôèëîñî-
ôû, êàê ïðàâèëî, ìèñòèêè è èäåàëèñòû èëè äàæå êàê âåñüìà ðåëèãèîçíûå
ëþäè.

Êàê íàø ÷èòàòåëü óæå, ïî-âèäèìîìó, ïî÷óâñòâîâàë, ìû ïîñòåïåííî ïîä-
âîäèì åãî ê ìûñëè î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî � êàòåãîðèÿ âåñüìà ìèñòè÷åñêàÿ
è ðàöèîíàëüíîìó îáúÿñíåíèþ íå ïîääàþùàÿñÿ. Ðàññóæäàÿ íå î÷åíü ñòðî-
ãî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X îïðåäåëåíî, åñëè çàäàíî íåêîòîðîå
ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå îòíîñèòåëüíî ëþáîãî îáúåêòà ñêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ îí
ýëåìåíòîì X èëè íåò (â òåîðèè ìíîæåñòâ ýòî íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé îáúåì-
íîñòè: ìíîæåñòâî îïðåäåëåíî, åñëè îïðåäåëåíû åãî ýëåìåíòû). Åñëè íåêèé
îáúåêò ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X , òî ïðî íåãî ãîâîðÿò, ÷òî îí ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ìíîæåñòâà X èëè ÷òî îí ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X . Ýòîò
óïðîùåííûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ìíîãî÷èñëåííûì ïàðàäîêñàì òåîðèè ìíî-
æåñòâ, íåîáõîäèìîñòè áîëåå ñòðîãî àíàëèçà èñõîäíîãî îïðåäåëåíèÿ è òîãî
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èíòóèòèâíîãî ñìûñëà, êîòîðûé ìû â íåãî âêëàäûâàåì.
Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò âåñüìà ãðîìîçäêèå àêñèîìàòè÷åñêèå êîíñòðóê-

öèè, âûõîäÿùèå äàëåêî çà ðàìêè ñòàíäàðòíîãî êóðñà óíèâåðñèòåòà. Âñå
îáúåêòû, êîòîðûå íàì â äàëüíåéøåì âñòðåòÿòñÿ, ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè
â ñàìîì ñòðîãîì ïîíèìàíèè ýòîãî òåðìèíà.

Ïðîäîëæàÿ óïðàæíÿòüñÿ â íåñòðîãèõ îïðåäåëåíèÿõ, ìû ìîæåì ñêàçàòü
ñëåäóþùåå: åñëè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ ìíî-
æåñòâà, òî X íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ. Âñå, ÷òî ìû áóäåì ãîâîðèòü
î ìíîæåñòâàõ, â ðàâíîé ñòåïåíè ìîæíî ñêàçàòü è î ñåìåéñòâàõ ìíîæåñòâ.

Èòàê, ïðåæäå âñåãî,áóêâàìè A,B,C,X, Y, Z, U, V, F,G è ò.ä. ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà, áóêâàìè a, b, c, x, y, z, u, v è ò.ä. � òî÷êè ýòèõ ìíî-
æåñòâ, à A,B,P,Q,R,U ,V,F ,G è ò.ä. � ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ.

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ êâàíòîðàìè ∀ � "äëÿ ëþáîãî"è ∃
� "ñóùåñòâóåò", áèíàðíûìè ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè ∨ � "èëè", ∧ � "è", ⇒
� "ñëåäóåò"èëè "âëå÷åò", ⇔ � "ðàâíîñèëüíî"èëè "òîãäà è òîëüêî òîãäà",
åäèíñòâåííîé óíàðíîé ñâÿçêîé ¬ � "îòðèöàíèå"èëè "íå"è çàêîíàìè ýëåìåí-
òàðíîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ïó-
ñòûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅ :

A = ∅ ↔ ∀x(x /∈ A) .

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî êîðîâ, ïàñóùèõñÿ íà Ìàðñå, ïóñòî. Äëÿ ìíîãèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì ïóñòûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ìàòåìàòèêîâ, çíàþ-
ùèõ èõ ðåøåíèå. Â ýòîì ïëàíå ìû âîçëàãàåì îïðåäåëåííûå íàäåæäû íà
íàøåãî ÷èòàòåëÿ. Ïóñòûì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ èäåé â
ãîëîâàõ íåêîòîðûõ ïîëèòèêîâ. Íî ñ ýòèì òðóäíî áîðîòüñÿ, "òàê áûëî è òàê
áóäåò".

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B
(A ëåæèò â B ), åñëè êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà B :

A ⊆ B ⇔ ∀x(x ∈ A⇒ x ∈ B) .
Äà ïðîñòèò íàñ íàø ÷èòàòåëü, åñëè ìû ïîñ÷èòàåì åãî òî÷êîé íåêîòî-

ðîãî ìíîæåñòâà. Íó, äîïóñòèì, ìíîæåñòâà ëþäåé, æèâóùèõ â Ðîññèéñêîé
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Ôåäåðàöèè. Òîãäà ìíîæåñòâî ëþäåé, æèâóùèõ â ãîðîäå Èæåâñêå, ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ïåðâîãî ìíîæåñòâà. À ìíîæåñòâî íàñåëÿþùèõ Ðîññèéñêóþ
Ôåäåðàöèþ áëîíäèíîâ - äðóãèì ïîäìíîæåñòâîì, î÷åâèäíî, ïåðåñåêàþùèì
ïåðâîå. Èòàê, ïîäìíîæåñòâî ìîæåò áûòü âûäåëåíî ïî ñàìûì ðàçíûì ïðè-
çíàêàì.

Îñîáåííî âàæíûì äëÿ íàñ áóäåò ýòî îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå ñåìåéñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî P íàçûâàåòñÿ ïîäñåìåéñòâîì ñåìåéñòâà Q ,
åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî U , ïðèíàäëåæàùåå ñåìåéñòâó P , ïðèíàäëåæèò òàê-
æå è ñåìåéñòâó Q :

P ⊆ Q⇔ ∀U(U ∈ P ⇒ U ∈ Q) .

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì ñåáå ñëåäóþùóþ êàðòèíó: åñëè êàæäîå U
� ýòî ÿáëîêî, à Q � êîðçèíà ñ ÿáëîêàìè, òî P � ýòî òî, ÷òî îñòàíåòñÿ, åñëè
÷àñòü ÿáëîê âûáðîñèòü. Ïðè ýòîì êàæäîìó âûáðàñûâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò
ðîâíî îäíî ïîäñåìåéñòâî P . Âàæíî òîëüêî, ÷òîáû â êîðçèíå íå ïîÿâèëîñü
íè îäíîãî íîâîãî ôðóêòà. Âîçíèêàåò èíòåðåñíûé âîïðîñ: Êàê îòëè÷èòü òî÷-
êó - ÷åëîâåêà îò ìíîæåñòâà - ÿáëîêà? Îêàçûâàåòñÿ íèêàê. Îäèí è òîò æå
îáúåêò ìîæåò áûòü òî÷êîé â îäíîé ñîâîêóïíîñòè è ìíîæåñòâîì - â äðóãîé.
Âñå çàâèñèò îò îïðåäåëåíèÿ ýòîé ñîâîêóïíîñòè.

Íàïîìíèì îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
òî÷åê x òàêèõ, ÷òî x ïðèíàäëåæèò A èëè x ïðèíàäëåæèò B (âûïîëíÿåòñÿ
õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé èëè îáà óñëîâèÿ îäíîâðåìåííî):

A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} .
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Îïðåäåëåíèå.Îáúåäèíåíèåì ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ {Aα :
α ∈ σ} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê x òàêèõ, ÷òî x ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû
îäíîìó èç ìíîæåñòâ Aα ýòîé ñîâîêóïíîñòè(âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç σ
óñëîâèé èëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî óñëîâèé îäíîâðåìåííî):⋃

α∈σ Aα = {x : ∃α ∈ σ(x ∈ Aα)} .
Íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâî ëþäåé, æèâóùèõ â ðîññèéñêèõ ãîðîäàõ, îáú-

åäèíèòü ñ ìíîæåñòâîì ëþäåé, æèâóùèõ â ïîñåëêàõ ãîðîäñêîãî òèïà, ìíîæå-
ñòâîì ëþäåé, æèâóùèõ â äåðåâíÿõ, è òàê äàëåå, îáúåäèíèòü ñ ïåðñîíàìè, íå
æèâóùèìè âîîáùå íè â îäíîì èç íàñåëåííûõ ïóíêòîâ, è ïðîäåëàòü âñå ýòî
äîñòàòî÷íî òùàòåëüíî, òî â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èòñÿ âñå íàñåëåíèå Ðîññèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
òî÷åê x òàêèõ, ÷òî x ïðèíàäëåæèò A è x ïðèíàäëåæèò B (îáà óñëîâèÿ
âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî):

A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} .

Îïðåäåëåíèå.Ïåðåñå÷åíèåì ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ {Aα :
α ∈ σ} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê x òàêèõ, ÷òî x ïðèíàäëåæèò êàæäîìó
èç ìíîæåñòâ Aα ýòîé ñîâîêóïíîñòè (âñå σ óñëîâèé âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðå-
ìåííî):⋂

α∈σ Aα = {x : ∀α ∈ σ(x ∈ Aα)} .
Íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâî äåâóøåê áàñêåòáîëüíîãî ðîñòà ïåðåñå÷ü ñ

ìíîæåñòâîì áëîíäèíîê, ïåðåñå÷ü ñ ìíîæåñòâîì "âåøàëîê", ïåðåñå÷ü ñ ìíî-
æåñòâîì ïåðñîí, ó êîòîðûõ íîãè "ðàñòóò îò óøåé", òî ïîëó÷èòñÿ ìíîæåñòâî
äåâèö, ïðèãîäíûõ äëÿ ñúåìîê â Ãîëëèâóäå.
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Îïðåäåëåíèå. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî-
÷åê x òàêèõ, ÷òî x ïðèíàäëåæèò A è x íå ïðèíàäëåæèò B :

A \B = {x : x ∈ A ∧ x /∈ B} .

Ñ ýòîé îïåðàöèåé ÷àùå âñåãî ñòàëêèâàþòñÿ ðàáîòíèêè âîåíêîìàòîâ. Îíè
áåðóò ìíîæåñòâî þíîøåé ïðèçûâíîãî âîçðàñòà, âû÷èòàþò èç íåãî ìíîæå-
ñòâî þíîøåé, íå ïðèãîäíûõ ïî ñîñòîÿíèþ çäîðîâüÿ, ìíîæåñòâî þíîøåé,
îáðåìåíåííûõ ñåìåéíûìè ïðîáëåìàìè, ìíîæåñòâî ÷ðåçâû÷àéíî ðåëèãèîç-
íûõ þíîøåé, ìíîæåñòâî ÷àä çàììèíèñòðîâ, ìíîæåñòâî ÷àä îëèãàðõîâ è òàê
äàëåå. Î, áåäíÿæêè, ïðàâî æå, ó íèõ îñòàåòñÿ ñîâñåì íåìíîãî.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ôîðìàëüíûõ ïàð, â êîòîðûõ íà ïåðâîì ìåñòå íàõîäèòñÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
A , à íà âòîðîì - òî÷êà ìíîæåñòâà B :

A×B = {(a, b) : a ∈ A∧ b ∈ B} .

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ
{Aα : α ∈ σ} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ íàáîðîâ èç σ ýëåìåí-
òîâ, â êîòîðûõ íà ìåñòå ñ èíäåêñîì α íàõîäèòñÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Aα :∏

α∈σ Aα = {(xα)α∈σ : ∀α ∈ σ(xα ∈ Aα)} .
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Íàïðèìåð, óìíîæèì ìíîæåñòâî êîøåê íà ìíîæåñòâî ñîáàê. Êàæäàÿ òî÷-
êà ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà áóäåò ïàðîé (êîøêà, ñîáàêà). Äà, òåïëàÿ ïîëó-
÷èòñÿ ñåìåéêà!

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü α0 ∈ σ . Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà ñîìíîæè-
òåëü Aα0 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå πα0 :

∏
α∈σ Aα → Aα0 , êîòîðîå êàæäîé

òî÷êå ïðîèçâåäåíèÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åå êîîðäèíàòó ñ èíäåêñîì α0 :
πα0((xα)α∈σ) = xα0 .
Âíèìàíèå! À òåïåðü íå÷òî ñîâåðøåííî îñîáîå!
Îïðåäåëåíèå. Ýêñïîíåíòîé ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ïîä-

ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A :
expA = {B : B ⊆ A} .
Â ñâîþ î÷åðåäü, expA òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, íå ëó÷øå è íå õóæå

÷åì ñàìî A . (Äà, ÿ ñëûøó, ìû åùå íå ââåëè íà ìíîæåñòâàõ îòíîøåíèÿ "ëó÷-
øå"è "õóæå"). À ðàç òàê, òî ìîæíî íàéòè ýêñïîíåíòó ýòîãî íîâîãî ìíîæå-
ñòâà, ïîòîì åùå îäíó ýêñïîíåíòó è ïðîäîëæàòü äî òåõ, ïîêà åñòü æåëàíèå,
âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Áóäåì îáîçíà÷àòü exp2A = exp(expA) ,
exp3A = exp(exp(expA)) è òàê äàëåå.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó âàæíîìó ïîíÿòèþ òîïîëîãèè.
Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèåì (ôóíêöèåé) f ìíîæåñòâà X â ìíîæå-

ñòâî Y íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîé òî÷êå x ∈ X ñîîòâåò-
ñòâóåò ðîâíî îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà Y , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáðàçîì òî÷êè
x ïðè îòîáðàæåíèè f è îáîçíà÷àåòñÿ f(x) . ∀x ∈ X(f(x) ∈ Y ) .

Îáîçíà÷àþò: f : X → Y - îòîáðàæåíèå èç X â Y . Ìíîæåñòâî f(A) =
{f(x) : x ∈ A} íàçûâàþò îáðàçîì ìíîæåñòâà A ⊆ X ïðè îòîáðàæåíèè f .
Ìíîæåñòâî f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B} íàçûâàþò ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà
B ⊆ Y ïðè îòîáðàæåíèè f (õîòÿ ýòî è íå ñîâñåì ïðàâèëüíî, f è f−1 , åñëè
îíî ñóùåñòâóåò, îïðåäåëåíû íà òî÷êàõ, à íå íà ìíîæåñòâàõ).

(!) Ïðîîáðàçîì òî÷êè f−1(y) = {x ∈ X : f(x) = y} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî,
à íå òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f âçàèìíî îäíîçíà÷íî (èíúåêòèâíî, èíú-
åêöèÿ), åñëè âñÿêèå äâå òî÷êè èç X èìåþò ðàçíûå îáðàçû â Y :
∀x, y ∈ X(x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y)) .
(!) f èíúåêòèâíî ↔ ∀x, y ∈ X(f(x) = f(y)⇒ x = y) .
Îïðåäåëåíèå. f � îòîáðàæåíèå "íà"(ñþðúåêòèâíî, ñþðúåêöèÿ), åñëè

êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîé òî÷êè ìíîæåñòâà
X :
∀y ∈ Y ∃x ∈ X(f(x) = y) .
Îïðåäåëåíèå. Åñëè f îäíîâðåìåííî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî, òî

f áèåêòèâíî (áèåêöèÿ). Òîãäà ïðàâèëî f−1(y) = x ↔ f(x) = y çàäàåò
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : Y → X .

Íàïðèìåð, êàæäîìó ÷åëîâåêó â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñîîò-

10



âåòñòâóåò åãî âåñ. Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ëþäåé â ìíîæåñòâî
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñîîòâåòñòâóåò òàêæå òî÷êà íà êàðòå èëè ãëîáóñå, â
êîòîðîé ýòîò ÷åëîâåê ñåé÷àñ íàõîäèòñÿ. Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå â ïëîñêîñòü
èëè ñôåðó. Íî ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, òî÷åê íà êàðòå èëè ãëîáóñå
áåñêîíå÷íû, à ëþäåé ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ïîñòðîåí-
íûå îòîáðàæåíèÿ íå ìîãóò áûòü ñþðúåêòèâíûìè.

Êðèìèíàëèñòû ñâÿòî âåðÿò, ÷òî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîìó ÷åëîâåêó
ñîîòâåòñòâóþò îòïå÷àòêè åãî ïàëüöåâ èëè ðàäóæíàÿ îáîëî÷êà ãëàç, ÿâëÿ-
åòñÿ èíúåêöèåé. Áîëåå òîãî, îíè óâåðåíû, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå, ïî êîòîðîìó ìîæíî íàéòè ÷åëîâåêà, èìåÿ åãî îòïå÷àòêè ïàëüöåâ.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèîíàëüíû: äëÿ êàæäîãî
÷åëîâåêà îíè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì è íè îò ÷åãî áîëåå íå çà-
âèñÿò. Ïîçâîëèì òåïåðü íåóìîëèìîìó âðåìåíè ïðîäîëæèòü ñâîé áåã. Òîãäà
çàâèñèìîñòü òî÷êè íà êàðòå èëè ãëîáóñå îò êîíêðåòíîãî ÷åëîâåêà ïåðåñòà-
íåò áûòü ôóíêöèîíàëüíîé.

Òî÷êà áóäåò çàâèñåòü òàêæå è îò ìîìåíòà âðåìåíè, â êîòîðûé ìû îïðå-
äåëÿåì ïîëîæåíèå ÷åëîâåêà.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèÿ f è g : X → Y ðàâíû, åñëè èõ çíà÷åíèÿ
â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàþò:

f = g ⇔ ∀x ∈ X(f(x) = g(x)) .
Îïðåäåëåíèå. Y X = {f/f : X → Y } � ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé

èç X â Y .
Ïîãîâîðèì òåïåðü î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà X , òî åñòü, ãðóáî ãîâîðÿ, î êî-

ëè÷åñòâå åãî ýëåìåíòîâ. Ýòî ïîíÿòèå íå âûçûâàåò òðóäíîñòåé äëÿ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ, íî ñòàíîâèòñÿ ïîêà åùå íå âïîëíå ÿñíûì äëÿ áåñêîíå÷íûõ.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîöåññ ñ÷åòà. Ïðåæäå âñåãî èìååòñÿ íåêîòîðîå ýòàëîí-
íîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N , ñ êîòîðûì ìû ñðàâ-
íèâàåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X . Ìû âûáèðàåì â X ïðîèçâîëüíûé 1-é
ýëåìåíò, ñðåäè îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X ìû âûáèðàåì 2-é, ñíîâà
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ñðåäè îñòàâøèõñÿ � 3-é è ò.ä. Äðóãèìè ñëîâàìè ìû íà÷èíàåì ñòðîèòü âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç X â N . Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü 3 èñõîäà:
Ëèáî ïðîöåññ ïðåêðàòèòñÿ íà êàêîì-òî êîíå÷íîì øàãå � òîãäà ìíîæåñòâî X
êîíå÷íî. Ëèáî ïðîöåññ ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òî îí ïðîäëèòüñÿ áåñêî-
íå÷íî äîëãî, íî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ïîëó÷àò ïîñëå ýòîãî ñâîé íîìåð
� òîãäà ìíîæåñòâî X ñ÷åòíî.
Èëè, íàêîíåö, ïðè ëþáîì ñïîñîáå íóìåðàöèè áóäóò îñòàâàòüñÿ íåçàíóìåðî-
âàííûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X , òîãäà X íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Ïóñòü A è B � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà è ìû õîòèì óçíàòü â êàêîì èç
íèõ áîëüøå ýëåìåíòîâ. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì òðåòüå ìíîæåñòâî N êàê
ïîêàçàíî âûøå. Ïóñòü ïðîöåññ íóìåðàöèè çàêîí÷èëñÿ â A íà øàãå m , à â B
� íà øàãå n . Òîãäà îñòàåòñÿ ñðàâíèòü ÷èñëà m è n â ñìûñëå åñòåñòâåííîãî
ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå N .

Íî íàøà îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â A è B

ìîæíî ñðàâíèòü è íå ïðèâëåêàÿ òðåòüå ìíîæåñòâî. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåä-
ñòàâèì ñåáå, ÷òî A � ìíîæåñòâî þíîøåé, à B � ìíîæåñòâî äåâóøåê íà
òàíöïëîùàäêå. Âî âðåìÿ ïåðåðûâà ìåæäó òàíöàìè ìû íå çíàåì, êàêîå ìíî-
æåñòâî áîëüøå. Ïóñòü òåïåðü çàèãðàåò ìóçûêà è ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå
÷èñëî ïàð íà÷íåò òàíöåâàòü. Ìîæåò áûòü òðè èñõîäà. Ëèáî òàíöóþò âñå
þíîøè è âñå äåâóøêè. Òîãäà ìíîæåñòâà A è B ðàâíû ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ.
Ëèáî òàíöóþò âñå þíîøè, íî åñòü íåçàíÿòûå äåâóøêè.

Òîãäà â ìíîæåñòâå B ýëåìåíòîâ áîëüøå,÷åì â A . Ëèáî òàíöóþò âñå
äåâóøêè è åñòü íåçàíÿòûå þíîøè.Òîãäà ýëåìåíòîâ áîëüøå â ìíîæåñòâå A .

Ïåðåõîäÿ ê ñðàâíåíèþ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ñëåäóåò âñå-òàêè ñîáëþ-
äàòü èçâåñòíóþ îñòîðîæíîñòü. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî â îòëè÷èå îò êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íîå ìîæåò áûòü ðàâíî ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ñâîåé ñîá-
ñòâåííîé ÷àñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàíöóåò ñ ÷èñëîì
2n . Òîãäà, ïî ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå ïðàâèëó, âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
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ñóùåñòâóåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòíûõ ÷èñåë. Â äàëüíåéøåì
âìåñòî "÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå A"áóäåì ãîâîðèòü "ìîùíîñòü ìíî-
æåñòâà A"è îáîçíà÷àòü " |A|".

Òåïåðü ñòàíîâÿòñÿ åñòåñòâåííûìè ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A ðàâíà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B ,

åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A íà ìíî-
æåñòâî B .

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî A è B èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, A è B ðàâíî-
ìîùíû èëè A è B ýêâèâàëåíòíû è îáîçíà÷àþò |A| = |B| .

Îïðåäåëåíèå. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
B , åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A íà
÷àñòü ìíîæåñòâà B è íå ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
ìíîæåñòâà A íà âñå ìíîæåñòâî B .

Îáîçíà÷àþò |A| < |B|.
Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå ñëåäóþùóþ êàðòèíó: ëåãêî ïîñòðîèòü âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èíòåðâàëà (0, 1) íà ÷àñòü îòðåçêà [0, 1] , è íàîáî-
ðîò.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå èíòåðâàëà (0, 1) íà âåñü îòðåçîê [0, 1] , òðåáóåòñÿ óæå íåêîòîðîå èñêóñ-
ñòâî. Íå îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî îäíîâðåìåííî |(0, 1)| < |[0, 1]|, |(0, 1)| > |[0, 1]|
è |(0, 1)| 6= |[0, 1]|? Äðóãèìè ñëîâàìè, íàñêîëüêî êîððåêòíî íàøå ñðàâíåíèå?
Îò ïîäîáíûõ íåïðèÿòíîñòåé ãàðàíòèðóåò òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà.

Òåîðåìà 1.1 Åñëè ìíîæåñòâî A ðàâíîìîùíî ÷àñòè ìíîæåñòâà B è
ìíîæåñòâî B ðàâíîìîùíî ÷àñòè ìíîæåñòâà A , òî ìíîæåñòâî A ðàâ-
íîìîùíî ìíîæåñòâó B .

Ïðèìåð (Ïåðåâåðòûøè). Ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå èíòåðâàëà íà îòðåçîê.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëü-
íûì ÷èñëîì èëè êàðäèíàëîì.

Ïóñòü δ è σ � êàðäèíàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé
A è B ýòèõ êëàññîâ âìåñòî A ∈ δ è B ∈ σ ïèøóò îáû÷íî |A| = δ è |B| = σ.

Ââåäåì îïåðàöèè ñ êàðäèíàëüíûìè ÷èñëàìè:
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δ + σ = |A ∪B|,
δ × σ = |A×B| è
δσ = |AB |.
Â ÷àñòíîñòè, 2σ = |2B | , ãäå 2 = {0, 1} - äâîåòî÷èå.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïðèïèñàâ, åñëè

íåîáõîäèìî, ê êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà A èíäåêñ 0 , à ê êàæäîé òî÷êå
ìíîæåñòâà B � èíäåêñ 1 . Â ðåçóëüòàòå íàøèõ îïåðàöèé ïîëó÷àþòñÿ êëàññû,
ñîäåðæàùèå ìíîæåñòâà A ∪B , A×B è AB ñîîòâåòñòâåííî.

Âûäåëÿþòñÿ äâà êëàññà, ñîäåðæàùèå óíèêàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé: êëàññ
ω (îìåãà), ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N , è êëàññ C (êîí-
òèíóóì), ñîäåðæàùèé ïðÿìóþ R .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî è ïèøåì |A| = ω , åñëè A ðàâ-
íîìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N . Ìíîæåñòâî A èìååò ìîùíîñòü
êîíòèíóóì: |A| = C , åñëè A ðàâíîìîùíî ïðÿìîé R .

Íà ÿçûêå êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë òåîðåìó Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.2 Åñëè δ ≤ σ è δ ≥ σ , òî δ = σ .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.
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Òåîðåìà 1.3 Ïðè îòîáðàæåíèè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íå âîçðàñòàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y = f(X) . Äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ Y çàôèê-
ñèðóåì åäèíñòâåííóþ òî÷êó xy ∈ f−1(y) â ïðîñòðàíñòâå X è ïîëîæèì
Ỹ = {xy : y ∈ Y } . Íî òîãäà |Y | = |Ỹ | ≤ |X| .

Òåîðåìà 1.4 Ìîùíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì
ìîùíîñòü åãî ýêñïîíåíòû: |X| < | expX|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìîùíîñòü X íå áîëüøå, ÷åì
ìîùíîñòü ýêñïîíåíòû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî X ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íî îòîáðàçèòü íà ÷àñòü ìíîæåñòâà expX . Íî ýòî ëåãêî: ïóñòü îáðàç ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè x ∈ X ðàâåí îäíîòî÷å÷íîìó ìíîæåñòâó {x} ∈ expX.

Ïîêàæåì, ÷òî ìîùíîñòü X íå ðàâíà ìîùíîñòè ýêñïîíåíòû. Òî åñòü X

íåëüçÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàçèòü íà âñå ìíîæåñòâî expX . Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü ïðè íåêîòîðîì îòîáðàæåíèè îáðàç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X
ðàâåí Ax ∈ expX. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî A ∈ expX ïî ñëåäóþùåìó ïðàâè-
ëó: x ∈ A⇔ x /∈ Ax .

Òàê êàê A 6= Ax äëÿ ëþáîé x ∈ X , òî A íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òî÷êè x .
Ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íûé íàáîð êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë:

|X| < | expX| < |exp2X| < |exp3X| < ...

Òåîðåìà 1.5 |2X | = | expX| , ãäå 2 = {0, 1} .
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîñòðîèì áèåêöèþ σ èç 2X íà expX ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó: σ(f) = f−1(0) äëÿ êàæäîãî f ∈ 2X .

Ïóñòü |X| = σ. Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëîæèòü 2σ = |2X | = | expX|.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Õîðîøî ëè ìû ïîíèìàåì îïðåäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà?

Ìå÷òà áèçíåñìåíà. Êàê èç íè÷åãî ñäåëàòü ìèëëèîí?

Äëÿ êàêîãî ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà n ìíîæåñòâî expn∅ ñîäåðæèò áîëåå
÷åì ìèëëèîí ýëåìåíòîâ?

2. Õîðîøî ëè ìû ïîíèìàåì, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?
Áàøìà÷îê Çîëóøêè. Çîëóøêè, êîòîðûì áóäåò âïîðó ýòîò áàøìà÷îê,
âïîëíå ìîãóò ñòàòü òîïîëîãè÷åñêèìè ïðèíöåññàìè.

Ïóñòü èìååòñÿ äâå êîðçèíû ñ âèøíÿìè: Êîðç1, â êîòîðîé áåñêîíå÷íî
ìíîãî âèøåí, è Êîðç2 - ïóñòàÿ â íà÷àëå ïîñòðîåíèÿ, è åùå - ïóñòîå ìåñòî
Ïóñò0, â êîòîðîå ýòè âèøíè ìîæíî âûáðàñûâàòü. Ìåæäó ñîáîé ýòè åìêîñòè
íå ñîîáùàþòñÿ. Ïðåäñòàâèì ñåáå ñëåäóþùèé ïðîöåññ:

Øàã 1: Âîçüìåì îäíó âèøíþ èç Êîðç1 è ïîëîæèì â Êîðç2.
Øàã 2: Âûáðîñèì ñîäåðæèìîå Êîðç2 â Ïóñò0, âîçüìåì äâå âèøíè â

Êîðç1 è ïîëîæèì â Êîðç2.
...

16



Øàã n: Âûáðîñèì ñîäåðæèìîå Êîðç2 â Ïóñò0, âîçüìåì n øòóê âèøåí â
Êîðç1 è ïîëîæèì â Êîðç2.

...
Ñêîëüêî âèøåí áóäåò ëåæàòü â Êîðç2 ïîñëå òîãî, êàê ýòîò øàã áóäåò

ïðîäåëàí äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n?
3. Õîðîøî ëè ìû ïîíèìàåì, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå?

Ìíîãî øóìó èç íè÷åãî. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèé íà ïóñòîì ìå-
ñòå? Ïóñòü X = ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî è Y � äâîåòî÷èå 2 = {0, 1} . Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèé f : X → Y ?

2 Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Â òå÷åíèå ìíîãèõ âåêîâ ìàòåìàòèêè èìåëè òðàäèöèîííûé íàáîð îáúåê-
òîâ äëÿ ñâîèõ èññëåäîâàíèé. Îíè ïîëó÷àëèñü, êàê ïðàâèëî, åñëè íà ïðî-
èçâîëüíîì ìíîæåñòâå X îïðåäåëèòü íîðìó, ìåòðèêó, ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå, àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè è ò.ä. Â ïåðâîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âåêà
òàêîå ïîëîæåíèå ïåðåñòàëî áûòü óäîâëåòâîðèòåëüíûì. Âîçíèêëà íåîáõîäè-
ìîñòü â êàêîì-òî íîâîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîâ è íîâîé íàóêå îá èõ
ñâîéñòâàõ. Ïîñòåïåííî âûðàáîòàëñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä: ïóñòü τ - íåêîòî-
ðîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X , âîçìîæíî íå âñåõ. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, τ - ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà expX . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé
òåîðèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû τ îáëàäàëî êàêèìè-òî õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Â
äàëüíåéøåì ýòè ñâîéñòâà îôîðìèëèñü â âèäå òðåõ àêñèîì, ñåìåéñòâî τ ïî-
ëó÷èëî íàçâàíèå òîïîëîãèè, à ïàðà (X, τ) - òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Íàóêà î ñâîéñòâàõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñòàëà íàçûâàòüñÿ îáùåé èëè
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òîïîëîãèåé. Îíà âñåãäà áûëà òåñíî ñâÿçàíà ñ òåî-
ðèåé ìíîæåñòâ è áóëåâûìè àëãåáðàìè. Ïîñòåïåííî â íåå ñòàëè ïðîíèêàòü
âñå áîëåå èçîùðåííûå ëîãè÷åñêèå ìåòîäû, ñîñòàâëÿþùèå ñåãîäíÿ âåñüìà
ñóùåñòâåííóþ è äèíàìè÷åñêè ðàçâèâàþùóþñÿ åå ÷àñòü. Â Ñîâåòñêîì Ñîþ-
çå íà÷àëüíûé ïåðèîä ðàçâèòèÿ òîïîëîãèè ñâÿçàí, ïðåæäå âñåãî, ñ èìåíàìè
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Ïàâëà Ñåðãååâè÷à Àëåêñàíäðîâà, Ïàâëà Ñàìóèëîâè÷à Óðûñîíà è èõ ïåðâîé
ñîâìåñòíîé êíèãîé �Ìåìóàð î êîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ�.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ñåìåéñòâî τ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X, åñëè âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) τ ñîäåðæèò ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñå ìíîæåñòâî X :
∅ ∈ τ è X ∈ τ ;

2) τ ñîäåðæèò êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ:
åñëè U1, ..., Uk ∈ τ , òî

⋂k
i=1 Ui ∈ τ ;

3) τ ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíûå îáúåäèíåíèÿ:
åñëè Uα ∈ τ äëÿ âñåõ α ∈ A , òî

⋃
α∈A Uα ∈ τ .

Ïàðà (X, τ) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
(!) Êàæäàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ, íî íå âñÿêîå ñå-

ìåéñòâî ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé.
×àñòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) îáîçíà÷àþò äëÿ êðàòêîñòè

îäíîé áóêâîé X . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî U ⊆ X ñóùåñòâóåò òåïåðü òîëüêî äâå
âîçìîæíîñòè: ëèáî U ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó τ , ëèáî íåò.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî U ⊆ X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â òîïîëîãè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), åñëè U ∈ τ .

(!) Íå áûâàåò îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, à áûâàþò ìíîæåñòâà, îòêðûòûå â
êîíêðåòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè U îòêðûòî â X , òî U ëå-
æèò â X . Âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå X .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî V ⊆ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì â òîïîëîãè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), åñëè X − V ∈ τ .

(!) Äîïîëíåíèÿ äî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòû (è íàîáîðîò).
Îïðåäåëåíèå. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó x .
(!) U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ⇔

x ∈ U è U ∈ τ . Â äàëüíåéøåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x áóäåì
îáîçíà÷àòü Ox .

(!) Íå áûâàåò îêðåñòíîñòåé òî÷åê, à áûâàþò îêðåñòíîñòè òî÷åê â êîí-
êðåòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü (X, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂ X

- ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî X . Òîãäà ñåìåéñòâî τY = {V ∩ Y : V ∈ τ}
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà Y .
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(!) U ∈ τY ⇔ U = V ∩ Y äëÿ íåêîòîðîãî V ∈ τ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ∅ ∈ τY , òàê êàê ∅ = ∅ ∩ Y è ∅ ∈ τ .
Y ∈ τY , òàê êàê Y = X ∩ Y è X ∈ τ .
2) åñëè U1, ..., Uk ∈ τY è U =

⋂k
i=1 Ui , òî U ∈ τY .

Äåéñòâèòåëüíî, Ui = Vi∩Y äëÿ íåêîòîðûõ Vi ∈ τ . Íî òîãäà V =
⋂k
i=1 Vi

ïðèíàäëåæèò τ è U = V ∩ Y .
3) åñëè Uα ∈ τY äëÿ êàæäîãî α ∈ A è U =

⋃
α∈A Uα , òî U ∈ τY .

Äåéñòâèòåëüíî, Uα = Vα ∩ Y äëÿ íåêîòîðûõ Vα ∈ τ . Íî òîãäà V =⋃
α∈A Vα ïðèíàäëåæèò τ è U = V ∩ Y .
Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãèÿ τY íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé èç X òîïî-

ëîãèåé èëè òîïîëîãèåé ïîäïðîñòðàíñòâà íà Y .
Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ òîïîëîãèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé:

íóæíî äàòü îïèñàíèå íåêîòîðîé "äîñòàòî÷íî áîëüøîé"÷àñòè ñåìåéñòâà τ ,
÷òî ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé çàäà÷åé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñåìåé-
ñòâî B ⊆ τ íàçûâàåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè τ (áàçîé â X ), åñëè ïðîèçâîëüíîå
U ∈ τ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ V ∈ B :

U ∈ τ ⇔ U =
⋃{V ∈ B : V ⊆ U} .

Ïðåäñòàâèì ñåáå ýêñïîíåíòó â âèäå êîðçèíêè ñ ÿáëîêàìè. Òîãäà â òîïî-
ëîãèþ âîéäåò òîëüêî ÷àñòü ÿáëîê â ýòîé êîðçèíêå (ñåðûå ÿáëîêè). À â áàçó
� ÷àñòü ÿáëîê, âîøåäøèõ â òîïîëîãèþ (òåìíî-ñåðûå).

Èçó÷àÿ ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà X , óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùåå ýêâèâàëåíòíîå (êàê áóäåò ïîêàçàíî íåñêîëüêî ïîçæå) îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî B ⊆ τ íàçûâàåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè τ (áàçîé
â X ), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è ïðîèçâîëüíîé åå îêðåñòíîñòè Ox

íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî U ∈ B òàêîå, ÷òî x ∈ U ⊆ Ox .
(!) Êàê ïðàâèëî, äëÿ îäíîé è òîé æå òîïîëîãèè ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå

áàçû, êîòîðûå ìîãóò íå ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó ñîáîé.
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Ñîçäàäèì íåêîòîðûé çàïàñ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ñâîéñòâà êîòî-
ðûõ áóäåì èçó÷àòü â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì çàäàâàòü
áàçó òîïîëîãèè. Ñàìà òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì ïðîèçâîëüíûõ îáú-
åäèíåíèé ìíîæåñòâ èç áàçû.

Ñêëååííîå äâîåòî÷èå (2, τ) ,
ãäå τ = {∅, 2, {0}} .

Äèñêðåòíîå äâîåòî÷èå (2, τd) ,
ãäå 2 = {0, 1} è τd = {∅, 2, {0}, {1}} .

Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî (X, τd) .
Ïóñòü X -ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è Bd = {{d} : d ∈ X} � ñåìåéñòâî

âñåõ îäíîòî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ X . Òîïîëîãèÿ τd íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé
è ñîâïàäàåò ñ expX .

Àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî (X, τa)
Àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ τa = {∅, X} ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ìíîæåñòâ:

ïóñòîãî ìíîæåñòâà è âñåãî X.
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Ïðÿìàÿ ñ åñòåñòâåííîé (èíòåðâàëüíîé) òîïîëîãèåé R1 = (R1, τe) .
Áàçà òîïîëîãèè Be = {(x, y) : x, y ∈ R} � ñåìåéñòâî èíòåðâàëîâ íà ïðÿ-

ìîé.

Ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ (R1, τs)
Áàçà òîïîëîãèè Bs = {[x, y) : x, y ∈ R} � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ âïðàâî

ïîëóèíòåðâàëîâ. Òîïîëîãèÿ τs íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé ñòðåëêè.

Ïðîñòðàíñòâî Çàðèññêîãî (R1, τz)
Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî τz = {U ⊂ R : U = ∅∨U = R

∨
R \ U êîíå÷íî } .

Ïðîñòðàíñòâî (R1, τω) ,
ãäå τω = {U ⊂ R : U = ∅∨U = R

∨
R \ U êîíå÷íî

∨
R \ U ñ÷åòíî } .

Ïëîñêîñòü ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé (R2, τE) .
Áàçà BE = {O(P, ε) : P ∈ R2

∧
ε > 0} - ñåìåéñòâî âñåõ îòêðûòûõ êðóãîâ

íà ïëîñêîñòè O(P, r) = {Q ∈ R2 : r(Q,P ) < ε} .

Ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî (R2
+, τN )

Íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè R2
+ = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0} áàçà òîïîëîãèè

Íåìûöêîãî BN ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
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1) îòêðûòûõ êðóãîâ O(P, r) , ïîëíîñòüþ ëåæàùèõ â R2
+ ;

2) ìíîæåñòâ âèäà OL(Q, r) = O(P, r)∪{Q} , ãäå êðóã O(P, r) ⊂ R2
+ êàñà-

åòñÿ ïðÿìîé L = {(x, y) ∈ R2 : y = 0} â åäèíñòâåííîé òî÷êå Q ∈ L . Äðóãèìè
ñëîâàìè, Q � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïðÿìîé L , äëÿ êîòîðîé ρ(Q,P ) ≤ r . Ýòî
ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò òàêæå ïðîñòðàíñòâîì ïóçûðåé.

Äâîéíàÿ îêðóæíîñòü Àëåêñàíäðîâà

Ïóñòü X = S1∪S2 � îáúåäèíåíèå äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé è
π : S1 → S2 � ïðîåêòèðîâàíèå èç îáùåãî öåíòðà O âíóòðåííåé îêðóæíîñòè
S1 íà âíåøíþþ S2 .

1) òî÷êè âíåøíåé îêðóæíîñòè èçîëèðîâàíû: åñëè x ∈ S2 , òî {x} îòêðû-
òî;

2) áàçó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ S1 îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

Ox = (a, b)S1 ∪ (π(a), π(b))S2 \ {π(x)},

ãäå (a, b)S1 � êðèâîëèíåéíûé èíòåðâàë íà îêðóæíîñòè S1 , ñîäåðæàùèé òî÷-
êó x .

Åæ êîëþ÷åñòè σ

Ïóñòü σ ýêçåìïëÿðîâ îòðåçêà [0,1], ãäå σ � ïðîèçâîëüíîå êàðäèíàëüíîå
÷èñëî, ñêëååíû ïî îäíîìó êîíöó � òî÷êå 0. Òîãäà ñêëååííûå òî÷êè 0 íà-
çûâàþòñÿ öåíòðîì åæà, à îòðåçêè [0,1] � åãî èãîëêàìè. Áàçó B òîïîëîãèè
îáðàçóþò ìíîæåñòâà ñëåäóþùåãî âèäà:
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1) ëåæàùèå íà îòäåëüíûõ èãîëêàõ èíòåðâàëû (a, b) è ïîëóèíòåðâàëû
(a, 1] ;

2) ïîëóèíòåðâàëû [0, a) , âûáðàííûå íåçàâèñèìî íà êàæäîé èãîëêå è
ñêëååííûå â òî÷êå 0. Òî åñòü U ⊂ X ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ öåíòðà O

⇔ äëÿ êàæäîé èãîëêè [0,1], ïåðåñå÷åíèå U ∩ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè 0 â îòðåçêå [0,1].

Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ñ òîïîëîãèåé
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (C[0, 1], τ) .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ C[0, 1] îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå

ρ(f, g) = max
x∈[0,1]

| f(x)− g(x) | .

Måòðèêà ρ ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè τ .

Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè (C(X,Y ), τp)

Ïóñòü X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, C(X,Y ) � ìíîæåñòâî
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y. Áàçó Bp îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

O(x1, ..., xk, U1, ..., Uk) = {f ∈ C(X,Y ) : f(x1) ∈ U1, ..., f(xk) ∈ Uk},
ãäå x1, ..., xk ∈ X � êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê è U1, ..., Uk � ïðîèçâîëüíûå îò-
êðûòûå â Y ìíîæåñòâà.
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Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òî-
ïîëîãèåé (C(X,Y ), τc)

Áàçó Bc îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

O(F1, ..., Fk, U1, ..., Uk) = {f ∈ C(X,Y ) : f(F1) ⊂ U1, ..., f(Fk) ⊂ Uk},

ãäå F1, ..., Fk ⊂ X êîìïàêòíû è è U1, ..., Uk ⊂ Y îòêðûòû.

Ïðîñòðàíñòâî äèñêîâ (X, τ)

Ïóñòü X = {D(P, ε) : P ∈ R2 ∨ ε > 0} - ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ äèñêîâ
ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà D(P, ε) = {Q ∈ R2 : r(P,Q) ≤ ε} íà ïëîñêîñòè
R2 . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ D1, D2 ∈ X ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè îïðåäåëèì êàê
ïëîùàäü ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè:

ρ(D1, D2) = mes((D1 \D2) ∪ (D2 \D1)).

Áàçà òîïîëîãèè B = {Oρ(D, ε) : ε > 0} - ñåìåéñòâî ε - îêðåñòíîñòåé â ýòîé
ìåòðèêå.

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãèÿ τ ñëàáåå, ÷åì òîïîëîãèÿ σ (σ ñèëüíåå, ÷åì
τ ), åñëè ñåìåéñòâî τ ÿâëÿåòñÿ ïîäñåìåéñòâîì ñåìåéñòâà σ : τ ≺ σ ⇔ τ ⊆ σ .

Ââåäåííîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå òî-
ïîëîãèé, êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü íà äàííîì ìíîæåñòâå X . Åñëè íè îäíà
èç äâóõ òîïîëîãèé íå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáîé, ÷åì äðóãàÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè
íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé.

Ïðåäëîæåíèå 2 τe ≺ τs è τe 6= τs .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U ∈ τe . Òîãäà U ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè τe . Êàæäûé èíòåð-
âàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (a, b) =

⋃∞
i=1[a + 1

i , b). Íî òîãäà è ñàìî U

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ âïðàâî ïîëóèíòåðâàëîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, U ∈ τs . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî [0, 1) ∈ τs è [0, 1) /∈ τe.

Ïðåäëîæåíèå 3 τz ≺ τe è τz 6= τe .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U ∈ τz . Òîãäà U = ∅ , U = R1 èëè U =
R1 − {x1, ..., xk} äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {x1, ..., xk} ⊆ R1 â ñèëó îïðåäå-
ëåíèÿ òîïîëîãèè Çàðèññêîãî. Èìååì ∅ ∈ τe è R1 ∈ τe ïî îïðåäåëåíèþ òî-
ïîëîãèè. Ïóñòü x1 < ... < xk. Íî òîãäà U = (−∞, x1)∪ (x1, x2)∪ ...∪ (xk,∞)
ïðèíàäëåæèò τe â ñèëó îïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèè. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, (0, 1) ∈ τe è (0, 1) /∈ τz.

Ïðåäëîæåíèå 4 Òîïîëîãèè τe è τω íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû (0, 1) ∈ τe è (0, 1) /∈ τω , à ñ äðóãîé
R1 −Q ∈ τω è R1 −Q /∈ τe .

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Ñðàâíèòü êàæäóþ ïàðó ââåäåííûõ íà ïðÿìîé è íà ïëîñêîñòè òîïîëîãèé.
2. Ñóùåñòâóþò ëè ñðåäè ââåäåííûõ íàìè ïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà, èìåþ-
ùèå êîíå÷íóþ áàçó? Íå èìåþùèå êîíå÷íîé áàçû?
3. Ñóùåñòâóþò ëè ñðåäè ââåäåííûõ íàìè ïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà, èìåþ-
ùèå ñ÷åòíóþ áàçó? Íå èìåþùèå ñ÷åòíîé áàçû?
4. Ïîñòðîèòü íà ïðÿìîé R íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñ÷åòíûå áàçû. Ñêîëüêî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ áàç ìîæåò ñóùåñòâîâàòü?
5. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñåìåéñòâà B è D íå ÿâëÿþòñÿ áàçàìè â R , òî èõ
îáúåäèíåíèå B ∪ D òîæå íå áóäåò áàçîé?
6. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñåìåéñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ áàçîé â R , à ñåìåéñòâî D
êîíå÷íî, òî îáúåäèíåíèå B ∪ D òîæå íå áóäåò áàçîé?
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7. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñåìåéñòâî B ÿâëÿåòñÿ áàçîé â R , à ñåìåéñòâî D êî-
íå÷íî, òî ðàçíîñòü B \ D áóäåò áàçîé?
8. Ïîâòîðèòü âñå âîïðîñû äëÿ ëîêàëüíîé áàçû íà ïðÿìîé.
9. Ïîâòîðèòü âñå âîïðîñû äëÿ äðóãèõ îïðåäåëåííûõ âûøå ïðîñòðàíñòâ.

3 Ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè â òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ

Òåîðåìà 3.1 Ìàøà åëà êàøó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàøà áûëà. Ñåé÷àñ å¼ íåò. Çíà÷èò, å¼ ñúåëè. Íî êòî æå
áóäåò åñòü ýòó ãàäîñòü, êðîìå Áåäíîé Ìàøè, ó êîòîðîé îïÿòü îòîáðàëè
ñòèïåíäèþ?

Äðóãèìè ñëîâàìè, âíóòðè êàæäîãî ìèðà äîëæíà áûòü ñâîÿ äèíàìèêà.
Äëÿ å¼ ïîÿâëåíèÿ â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìû ââåä¼ì äâå îñíîâ-
íûå îïåðàöèè: âû÷èñëåíèå âíóòðåííîñòè è çàìûêàíèÿ. Åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì îíè ïîðîæäàþò òðåòüþ � âû÷èñëåíèå ãðàíèöû, à ïîòîì, ðàçìíîæàÿñü
â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, � âñ¼ áîãàòñòâî è ìíîãîîáðàçèå òîïîëîãè÷å-
ñêîé òåðìèíîëîãèè, øîêèðóþùåå íåñïåöèàëèñòà è íå ñâîéñòâåííîå íèêàêîé
äðóãîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè, êðîìå îáùåé òîïîëîãèè.

Ïóñòü â äàëüíåéøåì Ox � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x â òîïî-
ëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) , òî åñòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ñåìåé-
ñòâà τ , ñîäåðæàùåå x . Íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé Ox ìîæíî âûäåëèòü ñëåäó-
þùèå òðè òèïà òî÷åê äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà U ⊆ X .

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà
U , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ox òàêàÿ, ÷òî Ox ⊆ U . Ìíîæåñòâî âíóò-
ðåííèõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà U â ïðîñòðàíñòâå X :

< U >X= {x ∈ U : ∃Ox(Ox ⊆ U)} .
(!) Ox � îêðåñòíîñòü â X .
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà U ,

åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ox òàêàÿ, ÷òî Ox ∩ U = ∅ .
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà

U , åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü Ox ïåðåñåêàåòñÿ ñ U è ñ X \ U . Ìíîæåñòâî
ãðàíè÷íûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà U â ïðîñòðàíñòâå X :

BdXU = {x ∈ X : ∀Ox(Ox ∩ U 6= ∅ ∧Ox ∩ (X \ U) 6= ∅)}.
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(!) x � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ⇔ x íå âíóòðåííÿÿ è íå âíåøíÿÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæå-
ñòâà U , åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü Ox ïåðåñåêàåòñÿ ñ U . Ìíîæåñòâî òî÷åê
ïðèêîñíîâåíèÿ íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà U â ïðîñòðàíñòâå X :

[U ]X = {x ∈ X : ∀Ox(Ox ∩ U 6= ∅)}.
(!) x � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ⇔ x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà èëè ãðàíè÷íàÿ

òî÷êà.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî U ⊆ X íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â X ,

åñëè [U ]X = X .
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî U ⊆ X íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì â X ,

åñëè < [U ]X >X= ∅ .
Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â X

ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé íàáîð ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé: êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî {1, 2, 3} , ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N , ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ,
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë R \ Q , îòðåçîê [0, 1] , èíòåðâàë (0, 1) , ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè { 1

n}∞n=1 , {−1
n }∞n=1 ∪{0} è {−1

n }∞n=1 è èõ ïðîèçâîëüíûå îáúåäèíå-
íèÿ. Îïðåäåëèòü ìîùíîñòü êàæäîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ, íàéòè âíóòðåííîñòü,
çàìûêàíèå è ãðàíèöó â êàæäîé èç ââåäåííûõ íà ïðÿìîé òîïîëîãèé. Îïðå-
äåëèòü, áóäóò ëè îíè âñþäó ïëîòíûìè è íèãäå íå ïëîòíûìè. Ïðîèçâîëüíûå
ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ ðàññìîòðåòü íà ïëîñêîñòè è â ïðî-
ñòðàíñòâå Íåìûöêîãî.
2. Ñóùåñòâóþò ëè ñðåäè ââåäåííûõ íàìè ïðîñòðàíñòâ ñåïàðàáåëüíûå?
3. Ìîæåò ëè ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ f : R→ R áûòü âñþäó ïëîòíûì ïîäìíî-
æåñòâîì ïëîñêîñòè?
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4 Ìåòðèçóåìîñòü
Òåîðåìà 4.1 Ìàìà ìûëà ðàìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàìà áûëà ãðÿçíàÿ. Ñåé÷àñ îíà ÷èñòàÿ. Çíà÷èò, å¼ âû-
ìûëè. Ïàïà ïèë ïèâî. Ìàøà ó÷èëà óðîêè. Âîâî÷êà áåãàë ïî äâîðó. Íî êòî
æå òîãäà ìîã âûìûòü ðàìó, êðîìå áåäíîé ìàìû, íà êîòîðóþ îïÿòü ñâàëèëè
âñþ äîìàøíþþ ðàáîòó?

Âûÿñíèì òåïåðü, èç ÷åãî ñîñòîèò áëèæàéøåå îêðóæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Îêàçûâàåòñÿ, áëèæàéøèìè èõ ðîäñòâåííèêàìè ÿâëÿþòñÿ ìåò-
ðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò è â æèâîé ïðèðîäå, çà øè-
ðîêîé ñïèíîé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ìàòåìàòèêè äîëãîå âðåìÿ íå æå-
ëàëè çàìå÷àòü òîïîëîãè÷åñêèå. Â êîíöå êîíöîâ, ïîñëåäíèå çàñòàâèëè ñåáÿ
ïðèçíàòü. Îíè îòñòîÿëè ñâîé ñóâåðåíèòåò è ñâî¼ æèçíåííîå ïðîñòðàíñòâî �
îáùóþ òîïîëîãèþ. Ïðè ýòîì îíè ïîãëîòèëè ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, îáú-
ÿâèëè èõ ñâîåé ñîáñòâåííîé ÷àñòüþ. Âîèñòèíó, ïîãëîùåíèå ñåáå ïîäîáíûõ
âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî â æèâîé ïðèðîäå!

Ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê òîïîëîãè÷åñêîå. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà, â êîòîðûõ íåëüçÿ îïðåäåëèòü ñîãëàñîâàííóþ ñ òîïîëîãèåé ìåò-
ðèêó. Â ýòîì ñìûñëå êëàññ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ øèðå, ÷åì êëàññ
ìåòðè÷åñêèõ.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X2 → [0,∞) íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé íà
ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y, z ∈ X âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) f(x, y) = 0⇔ x = y;
2) ñèììåòðè÷íîñòü: f(x, y) = f(y, x);
3) àêñèîìà òðåóãîëüíèêà: f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z) .
Êàê ïðàâèëî, ìåòðèêà îáîçíà÷àåòñÿ áóêâàìè r èëè ρ .
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Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (X, ρ) ,
ãäå X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à ρ � ìåòðèêà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
îäíîé áóêâîé: X = (X, ρ). Áóäåì âíèìàòåëüíû ñî ñëåäóþùèì òðèâèàëüíûì
íà ïåðâûé âçãëÿä îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X è
ε > 0. Òîãäà ε � îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

OX(x, ε) = {y ∈ X : ρ(x, y) < ε} .
(!) Òî÷êè y âûáèðàþòñÿ òîëüêî èç X , è áîëüøå � íèîòêóäà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìåòðèêà ρ

ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ τρ íà ìíîæåñòâå X , åñëè ñåìåéñòâî âñåõ ε -îêðåñòíîñòåé
Bρ = {OρX(x, ε) : x ∈ X ∧ ε > 0} ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè τρ .

Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî U îòêðûòî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X, ρ), åñëè U ∈ τρ. Î÷åâèäíî,

U ∈ τρ ⇔ ∀x ∈ U∃ε > 0(OρX(x, ε) ⊂ U).
(!) ε -îêðåñòíîñòè òî÷åê â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿþòñÿ îòêðû-

òûìè ìíîæåñòâàìè.
Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ ìåòðè-

çóåìûì, åñëè íà ìíîæåñòâå X ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòðèêó ρ , ïîðîæäàþ-
ùóþ òîïîëîãèþ τ .

(!) Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ìåòðèçóåìîãî ïðîñòðàíñòâà x ∈ X ñóùåñòâóåò
ñ÷åòíàÿ áàçà B(x) = {OρX(x, 1

n ) : n ∈ N} .
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(!) Âñÿêèå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x è y â ìåòðèçóåìîì ïðîñòðàíñòâå X
èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè OρX(x, ε2 ) è OρX(y, ε2 ) , ãäå ε = ρ(x, y) .

Âûÿñíèì, êàêèå èç îïðåäåëåííûõ âûøå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâ-
ëÿþòñÿ ìåòðèçóåìûìè.

Ïðÿìàÿ R ìåòðèçóåìà. Ñòàíäàðòíàÿ ìåòðèêà ρe(x, y) =| x− y | ïîðîæ-
äàåò åñòåñòâåííóþ òîïîëîãèþ τe .

Ïëîñêîñòü R2 ìåòðèçóåìà. Ìåòðèêà ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

ïîðîæäàåò åñòåñòâåííóþ òîïîëîãèþ τE .
Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî X ìåòðèçóåìî. Äèñêðåòíàÿ ìåòðèêà ρd(x, y) =

1(x 6= y) ∨ 0(x = y) ïîðîæäàåò äèñêðåòíóþ òîïîëîãèþ τd .
Ïðîñòðàíñòâî Çàðèññêîãî, àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî â ñëó÷àå |X| >

1 , (R, τω) è ñêëååííîå äâîåòî÷èå íå ìåòðèçóåìû, òàê êàê â íèõ íå ñóùåñòâó-
åò äèçúþíêòíûõ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Åæ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èãîëîê íå ìåòðèçóåì. Ïîêàæåì, ÷òî íèêàêîå
ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî îêðåñòíîñòåé öåíòðà {Ui}i∈N íå ÿâëÿåòñÿ áàçîé â òî÷êå
O . Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ïîïàðíî ðàçëè÷íûå èãîëêè [0, 1]i è â êàæäîé
èç íèõ çàôèêñèðóåì åäèíñòâåííóþ òî÷êó xi ∈ (0, 1]i∩Ui . Òîãäà îêðåñòíîñòü
öåíòðà X \ {xi}i∈N íå ñîäåðæèò ìíîæåñòâ Ui .

Òåîðåìà 4.2 Â ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ñóùå-
ñòâóåò ñ÷åòíàÿ áàçà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî è âñþäó ïëîòíî â X. Òî-
ãäà ñåìåéñòâî ε � îêðåñòíîñòåé B = {OX(a, ε) : a ∈ A∧ ε ∈ Q+} ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíîé áàçîé.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê îòîáðàæåíèå f : B → A × Q+ , îïðåäåëåííîå
ïî ïðàâèëó f(OX(a, ε)) = (a, ε) , âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òî |B|= |A × Q+| =
|A| × |Q+| = ω × ω = ω .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X è åå îêðåñòíîñòè Ox èìååì OX(x, δ) ⊆
Ox äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 . Âûáåðåì ε ∈ Q+ , ε < δ è a ∈ A ∩ OX(x, ε2 ). Íî
òîãäà x ∈ OX(a, ε2 ) ⊆ OX(x, ε) ⊆ Ox .
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Ïðåäëîæåíèå 5 Ïðîñòðàíñòâî "ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ"íå ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî Q ñ÷åòíî è âñþäó ïëîòíî â X . Ïóñòü B
� ïðîèçâîëüíàÿ áàçà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ R íàéäåòñÿ òàêîå Ux ∈ B ,
÷òî x ∈ Ux ⊆ [x, x+ 1) . Ïðè ýòîì x 6= y âëå÷åò Ux 6= Uy . Òàê êàê {Ux : x ∈
R} ⊆ B , òî |B | ≥ |R| = C .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ïðåäëîæåíèå 6 Ïðîñòðàíñòâî "ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî"íå ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìíîæåñòâî Q×Q+ ñ÷åòíî è âñþäó ïëîòíî â X . Ïóñòü
B � ïðîèçâîëüíàÿ áàçà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ L íàéäåòñÿ Ux ∈ B òàêîå,
÷òî x ∈ Ux ⊆ OL(x, 1) . Íî òîãäà x 6= y âëå÷åò Ux 6= Uy . Òàê êàê {Ux : x ∈
L} ⊆ B , òî |B| ≥ C .

Çàäà÷è äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêàìè îòîáðàæåíèÿ f : R2 → [0,∞), îïðåäåë¼ííûå äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê x = (x1, x2) è y = (y1, y2) ïëîñêîñòè R2 ïî ñëåäóþùèì
ïðàâèëàì:

1) f1(x, y) = 0, åñëè x = y è f1(x, y) = 1, åñëè x 6= y

(äèñêðåòíàÿ ìåòðèêà).
2) f2(x, y) = max{| x1 − y1 |, | x2 − y2 |} (ìåòðèêà ìàêñèìóìà).
3) f3(x, y) =| x1 − y1 | + | x2 − y2 | (ìåòðèêà òàêñèñòà).
4) f4(x, y) = (| x1 − y1 |2 + | x2 − y2 |2)

1
2 (åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà).

5) f∗i (x, y) = min{fi(x, y), 1} äëÿ i = 1, 2, 3, 4. (îãðàíè÷åííàÿ ìåòðèêà).
6) Èçîáðàçèòü ε− îêðåñòíîñòè òî÷åê â êàæäîé èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå

ìåòðèê.
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5 Àêñèîìû îòäåëèìîñòè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü åñòåñòâåííîñòü ñîçäàâàåìîãî íà-
ìè èäåàëüíîãî ìèðà, ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî åãî ñâîéñòâà â òî÷íîñòè ñîîò-
âåòñòâóþò ñâîéñòâàì ðåàëüíîãî ìèðà. Ïîñëå îñîçíàíèÿ ñâîåãî ñîáñòâåííîãî
"ÿ", ñåáå ïîäîáíûõ è ïîïûòêè ïîãëîùåíèÿ èõ, âåñüìà óñïåøíîé â íàøåì
ñëó÷àå, ñëåäóþùåé åñòåñòâåííîé ïîòðåáíîñòüþ æèâûõ îðãàíèçìîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ñòðåìëåíèå ê íåçàâèñèìîñòè. Â òîïîëîãèè îíî ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ
àêñèîì îòäåëèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè
T0 , åñëè äëÿ âñÿêèõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ X õîòÿ áû ó îäíîé èç íèõ
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãóþ òî÷êó.

X ∈ T0 ⇔ ∀x ∈ X∀y ∈ X(x 6= y ⇒ (∃Ox(y /∈ Ox))
∨

(∃Oy(x /∈ Oy))) .
Àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè T0

⇔ ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè

T1 , åñëè äëÿ âñÿêèõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ X ó êàæäîé èç íèõ ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãóþ òî÷êó.

X ∈ T1 ⇔ ∀x ∈ X∀y ∈ X(x 6= y ⇒ (∃Ox(y /∈ Ox))
∧

(∃Oy(x /∈ Oy))) .
Ñêëååííîå äâîåòî÷èå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè T0 , íî íå óäî-

âëåòâîðÿåò T1 . Êàæäîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî ⇔ ïðîñòðàíñòâî
X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè T1 .

Îïðåäåëåíèå.Ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè T2

(õàóñäîðôîâî), åñëè äëÿ âñÿêèõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóþò
íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê.

X ∈ T2 ⇔ ∀x ∈ X∀y ∈ X(x 6= y ⇒ ∃Ox∃Oy(Ox ∩Oy = ∅)) .
Ïðîñòðàíñòâî Çàðèññêîãî è ïðîñòðàíñòâî (R, τω) óäîâëåòâîðÿþò àêñèî-

ìå îòäåëèìîñòè T1 , íî íå óäîâëåòâîðÿþò T2 .
Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè

T3 , åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X è íå ñîäåðæàùåãî åå çàìêíóòîãî ìíîæå-
ñòâà F ⊆ X ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

(!) Ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâî íå âñåãäà çàìêíóòî.
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Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè
T4 , åñëè äëÿ âñÿêèõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F,G ⊆ X
ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî óäî-
âëåòâîðÿåò îäíîâðåìåííî àêñèîìàì îòäåëèìîñòè T1 è T3 .

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè îíî óäî-
âëåòâîðÿåò îäíîâðåìåííî àêñèîìàì îòäåëèìîñòè T1 è T4 .

Â îòëè÷èå îò âñåõ îñòàëüíûõ âíåøíèé õàðàêòåð (çà ïðåäåëàìè X ) íîñèò
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì, åñëè
äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X è íå ñîäåðæàùåãî åå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ⊆
X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → [0, 1] òàêîå, ÷òî f(x) = 0
è f(F ) = 1 .

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ïðèíàäëåæèò êëàññy îòäåëèìîñòè
Ti è ïèøóò X ∈ Ti äëÿ i = 0, 1, 2, 3, 4 . Ïðè ýòîì, åñëè X ∈ T1 , òî

X íîðìàëüíî ⇒ X âïîëíå ðåãóëÿðíî⇒ X ðåãóëÿðíî ⇒ X ∈ T3 ⇒ X ∈
T2 ⇒ X ∈ T1 ⇒ X ∈ T0.

Ox è Oy = X \ [Ox] � íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 7 Âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî X ðåãóëÿðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü òî÷êà x ∈ X íå ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîìó ìíî-
æåñòâó F ⊆ X . Åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → [0, 1]
òàêîå, ÷òî f(x) = 0 è f(F ) = 1 , òî îêðåñòíîñòè Ox = f−1[0, 1

3 ) è OF =
f−1( 2

3 , 1] íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Òåîðåìà 5.1 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìû óæå ïðîâåðèëè õàóñäîðôîâîñòü X . Ïóñòü F,G ⊆
X � íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ F

íàéäåòñÿ εx > 0 òàêîå, ÷òî O(x, εx) ∩ G = ∅ è äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈
G íàéäåòñÿ εy > 0 òàêîå, ÷òî O(y, εy) ∩ F = ∅ . Íî òîãäà îêðåñòíîñòè
OF =

⋃
x∈F O(x, εx2 ) è OG =

⋃
y∈GO(y, εy2 ) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïóñòü O(x, εx2 ) ∩ O(y, εy2 ) 6= ∅ äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê x ∈ F è y ∈ G . Íî
òîãäà εx ≤ εy , î÷åâèäíî, âëå÷åò x ∈ O(y, εy) è íàîáîðîò.

Íàì îñòàåòñÿ èññëåäîâàòü òîëüêî íåìåòðèçóåìûå ïðîñòðàíñòâà, íå ðàñ-
ñìîòðåííûå ðàíåå.

Ïðåäëîæåíèå 8 Ïðîñòðàíñòâî "ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ"íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, X ∈ T1 . Ïóñòü F,G ⊆ X � íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ F íàéäåòñÿ εx > x òà-
êîå, ÷òî [x, εx)∩G = ∅ è äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ G íàéäåòñÿ εy > y òàêîå, ÷òî
[y, εy)∩F = ∅ . Íî òîãäà îêðåñòíîñòè OF =

⋃
x∈F [x, εx) è OG =

⋃
y∈G[y, εy)

íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü [x, εx) ∩ [y, εy) 6= ∅ äëÿ íåêîòîðûõ
òî÷åê x ∈ F è y ∈ G . Íî òîãäà x < y , î÷åâèäíî, âëå÷åò y ∈ [x, εx) è
íàîáîðîò.

Áîëåå òîíêèé âîïðîñ îá îòäåëèìîñòè ïëîñêîñòè Íåìûöêîãî ìû ðàçðå-
øèì íåñêîëüêî ïîçæå.

Ïðåäëîæåíèå 9 Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) X ∈ T2 ⇔ äëÿ âñÿêèõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ X íàéäåòñÿ

îêðåñòíîñòü Ox ⊆ X òàêàÿ, ÷òî y /∈ [Ox]X ;
2) X ∈ T3 ⇔ äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X è ëþáîé åå îêðåñòíîñòè Ox ⊆ X

íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Ǒx ⊆ X òàêàÿ, ÷òî [Ǒx]X ⊆ Ox ;
3) X âïîëíå ðåãóëÿðíî ⇔ äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X è ëþáîé åå îêðåñò-

íîñòè Ox ⊆ X íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → [0, 1] òàêîå,
÷òî f(x) = 0 è f(y) = 1 äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ X \Ox .
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4) X ∈ T4 ⇔ äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ⊆ X è ïðîèçâîëü-
íîé åãî îêðåñòíîñòè OF ⊆ X íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü ǑF ⊆ X òàêàÿ,
÷òî [ǑF ]X ⊆ OF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì (1). Âñå îñòàëüíûå ïóíêòû äîêàçûâàþò-
ñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü x, y ∈ X � ðàçëè÷íûå òî÷êè. Åñëè ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îêðåñòíîñòè Ox è Oy , òî y /∈ [Ox] . Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå â ïðàâîé
÷àñòè, òî åñòü íàéäåòñÿ Ox , òàêàÿ ÷òî y /∈ [Ox] , à çíà÷èò, íàéäåòñÿ Oy ,
íåïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ Ox .

Ïðåäëîæåíèå 10 Ïóñòü ïðè îòîáðàæåíèè f : X → [0, 1] ìíîæåñòâà
f−1[0, a) è f−1(a, 1] îòêðûòû äëÿ ëþáîãî a ∈ (0, 1) . Òîãäà f íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà (a, b) ⊆ [0, 1] ïðîîáðàç f−1(a, b) =
f−1[0, b)∩ f−1(a, 1] îòêðûò. Íî èíòåðâàëû è ñîäåðæàùèå êîíöû îòðåçêà ïî-
ëóèíòåðâàëû îáðàçóþò áàçó íà îòðåçêå.

Òåîðåìà 5.2 (Ëåììà Óðûñîíà). Íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî X âïîëíå ðå-
ãóëÿðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Q ∩ [0, 1] = {qn}∞n=1 ,ãäå q0 = 0 è q1 =
1 . Ïóñòü òî÷êà x ∈ X íå ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó F ⊆ X .
Ïîñòðîèì îêðåñòíîñòè Oqn òî÷êè x ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.
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Ïîëîæèì [Oq0 ] ∩ F = ∅ è Oq1 = X \ F .
Ïóñòü Oqi ïîñòðîåíî äëÿ âñåõ i < n. Âûáåðåì ñðåäè ÷èñåë

{qi : i < n} ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî qi0 è ñàìîå ìàëåíüêîå qi1 òàêèå, ÷òî
qi0 < qn < qi1 . Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ [Oqi0 ] ⊆ Oqi1 . Â ñèëó
íîðìàëüíîñòè ñóùåñòâóåò Oqn òàêàÿ, ÷òî [Oqi0 ] ⊆ Oqn ⊆ [Oqn ] ⊆ Oqi1 .

Ïóñòü âñå Oq ïîñòðîåíû òàê, ÷òî q < p âëå÷åò [Oq] ⊆ Op . Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå f : X → [0, 1] ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: f(t) = 1 , åñëè t /∈ O1

è f(t) = inf{q : t ∈ Oq} â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Åñëè t ∈ f−1[0, a) , òî f(t) < p < a äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ Q . Òàê êàê

f(t) < p , òî t ∈ Op â ñèëó îïðåäåëåíèÿ f . Äëÿ ëþáîãî s ∈ Op èìååì
f(s) ≤ p . Ñëåäîâàòåëüíî, t ∈ Op ⊆ f−1[0, a) .

Åñëè t ∈ f−1(a, 1] , òî f(t) > p > q > a äëÿ íåêîòîðûõ p, q ∈ Q . Òàê
êàê f(t) > p , òî t /∈ Op è t /∈ [Oq] . Åñëè s /∈ Oq , òî f(s) ≥ q . Íî òîãäà
t ∈ X \ [Oq] ⊆ f−1(a, 1] .

Òàê êàê f(x) = 0 , f(F ) = 1 è f íåïðåðûâíî â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïðåä-
ëîæåíèÿ, òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåíèâ â ýòîì ïîñòðîåíèè òî÷êó x íà ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî G è ïîâòîðèâ åãî äîñëîâíî, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.3 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X íîðìàëüíî. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ G è F èç X íàéäåòñÿ íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → [0, 1] òàêîå, ÷òî f(G) = 0 è f(F ) = 1 .

Ïðåäëîæåíèå 11 Ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî âïîëíå ðåãóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íîðìàëüíîñòè ïëîñêîñòè R2 è ïðåäëîæåíèÿ
7 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ L è åå îêðåñòíîñòü
âèäà OL(x, r) â ïëîñêîñòè Íåìûöêîãî. Ïóñòü 0 < r′ < r . Òîãäà çàìêíó-
òûå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè R2

+ = {(t, s) ∈ R2 : s > 0} ìíîæåñòâà G =
[OL(x, r′) ∩ R2

+]R2
+

è F = R2
+ \ OL(x, r) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â ñèëó ïðåäûäó-

ùåé òåîðåìû ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : R2
+ → [0, 1] òàêîå,

÷òî f(G) = 0 è f(F ) = 1 . Äîîïðåäåëèì f äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
f̃ : X → [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì: f̃(x) = 0 è f̃(y) = 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè
y ∈ L \ {x} .
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Ìû ðàññìîòðèì äâà äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî íå
íîðìàëüíà. Ïåðâîå èç íèõ áîëåå ãåîìåòðè÷åñêîå.

Ïðåäëîæåíèå 12 Ïðÿìóþ R íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî îáú-
åäèíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ.

(!) Òî åñòü R ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî Fn íèãäå íå ïëîòíî â R äëÿ êàæ-
äîãî n ∈ N . Ïîñòðîèì âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ ïî ñëåäó-
þùåìó ïðàâèëó: [a1, b1] íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ F1 . Åñëè ïîñòðîåí [an, bn] , òî
íàéäåòñÿ [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn] , íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ Fn+1 . Ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà x ∈ ⋂n∈N [an, bn] íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç ìíîæåñòâ Fn .

Ïðåäëîæåíèå 13 Ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë I ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè I ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäè-
íåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ: I =

⋃
n∈N Fn , òî è ïðÿìóþ R ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ:
R =

⋃
n∈N Fn ∪

⋃
n∈N{qn} , ãäå Q = {qn : n ∈ N} .

Ïðåäëîæåíèå 14 Ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî íå íîðìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Q è I ïðÿ-
ìîé L íåëüçÿ ðàçäåëèòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè â ïëîñêîñòè
Íåìûöêîãî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü OI .
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Ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ I íàéäåòñÿ òàêîå
rx ∈ Q+ , ÷òî OL(x, rx) ⊆ OI . Äëÿ êàæäîãî r ∈ Q îáîçíà÷èì Fr = {x ∈ I :
rx = r} . Â ñèëó ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ íàéäóòñÿ èíòåðâàë (a, b) ⊆ L

è ìíîæåñòâî Fr0 , âñþäó ïëîòíîå â ýòîì èíòåðâàëå â åñòåñòâåííîé òîïî-
ëîãèè ïðÿìîé R . Íî òîãäà ãåîìåòðè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ y ∈ (a, b) ∩ Q è r > 0 îêðåñòíîñòü OL(y, r) ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî⋃
x∈Fr0 OL(x, r0) à, ñëåäîâàòåëüíî, è OI .

Ïðèâåäåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî íåíîðìàëüíîñòè ïëîñ-
êîñòè Íåìûöêîãî.

Òåîðåìà 5.4 (Òèòöå � Óðûñîíà). Ïóñòü F - çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ f : F → [0, 1] ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f̃ : X →
[0, 1] .

Ïðåäëîæåíèå 15 Ïóñòü ìíîæåñòâî A âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå
X , à ïðîñòðàíñòâî Y xaycäîðôîâî. Òîãäà, åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y

íåïðåðûâíû è ðàçëè÷íû, òî f(a) 6= g(a) äëÿ íåêîòîðîé a ∈ A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðàçëè÷íûå îáðàçû òî÷êè x ∈ X èìåþò íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè O = Of(x) è O′ = Og(x) â Y . Òîãäà íàéäåòñÿ
a ∈ f−1O ∩ g−1O′ ∩A . Òàê êàê f(a) ∈ O è g(a) ∈ O′ , òî f(a) 6= g(a) .
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Ïðåäëîæåíèå 16 Ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî íå íîðìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |L| = C , òî ñóùåñòâóåò CC = 2C ðàçëè÷íûõ
îòîáðàæåíèé èç L â I = [0, 1] . Òàê êàê L äèñêðåòíî â èíäóöèðîâàííîé
òîïîëîãèè, òî êàæäîå èç íèõ íåïðåðûâíî. Åñëè X íîðìàëüío, òî âñå îíè
èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîäîëæåíèÿ íà X . Åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : X → I

íåïðåðûâíû è ðàçëè÷íû, òî f/A 6= g/A äëÿ A = Q × Q+ . Ñëåäîâàòåëüíî,
|C(A, I)| ≥ |C(X, I)| ≥ 2C . Íî òàê êàê A ñ÷åòíî, òî âñåõ îòîáðàæåíèé èç A
â I ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì Cω = C < 2C .

Çàäà÷è äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò ïðîñòðàíñòâà ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ âïîëíå ðåãóëÿ-
ðåí, íî íå íîðìàëåí.

6 Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

Äî ïîÿâëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âñå ñòàíäàðòíûå îïðåäåëå-
íèÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿëèñü, ôàêòè÷åñêè, íåçíà÷èòåëüíûìè
âàðèàöèÿìè íà òåìó òàê íàçûâàåìîãî îïðåäåëåíèÿ íà ÿçûêå ε − δ . Îáùåé
òîïîëîãèè óäàëîñü âçãëÿíóòü íà ýòî îäíî èç öåíòðàëüíûõ â ìàòåìàòèêå
ïîíÿòèé ñ íîâîé ñòîðîíû. Ïîÿâèëñÿ öåëûé ðÿä ýêâèâàëåíòíûõ, íî ñóùå-
ñòâåííî ðàçëè÷àþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ïî ôîðìå õàðàêòåðèñòèê. Ïîäîáíàÿ
ñèòóàöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé â åñòåñòâîçíàíèè, êîãäà ñóùåñòâåííîå
ðàñøèðåíèå êëàññà èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ (ïîÿâèëèñü òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà) îäíîâðåìåííî ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü èçîáðàçèòåëü-
íûå ñðåäñòâà, êîòîðûìè îïèñûâàþòñÿ ýòè îáúåêòû. Ýòî åùå ðàç ãîâîðèò î
íåîáõîäèìîñòè êîíöåïöèè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ñòàíäàðòíûì â òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå.Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè
ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà Y îòêðûò â X:

f : X → Y íåïðåðûâíî ⇔ ∀U ⊂ Y (U îòêðûòî â Y ⇒ f−1U îòêðûòî â X) .

Îöåíèì ëàêîíè÷íîñòü è, îäíîâðåìåííî, áîëåå øèðîêóþ ïðèìåíèìîñòü
ýòîãî îïðåäåëåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ îïðåäåëåíèåì íà ÿçûêå ε− δ!

Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è f � îòîáðà-
æåíèå X íà Y. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) f íåïðåðûâíî;
2) ïðîîáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà Y çàìêíóò â X;
3) (óñëîâèå Êîøè). Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è ïðîèçâîëüíîé îêðåñò-

íîñòè åå îáðàçà Of(x) ⊆ Y íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ox ⊆ X , ÷òî
f(Ox) ⊆ Of(x) ;

4) â Y ñóùåñòâóåò òàêàÿ áàçà B , ÷òî ïðîîáðàç ëþáîãî ìíîæåñòâà
U ∈ B îòêðûò â X;

5) äëÿ ëþáîãî U ⊆ X ñïðàâåäëèâî f [U ]X ⊆ [fU ]Y ;
6) äëÿ ëþáîãî U ⊆ Y ñïðàâåäëèâî [f−1U ]X ⊆ f−1[U ]Y ;
7) äëÿ ëþáîãî U ⊆ Y ñïðàâåäëèâî < f−1U >X⊇ f−1 < U >Y .

Äîêàçàòåëüñòâî.
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(1⇔ 2). Ïóñòü F ⊂ Y çàìêíóòî. Òîãäà U = Y \ F îòêðûòî è f−1U îò-
êðûòî â ñèëó óñëîâèÿ 1. Íî f−1F = X \f−1U . Äåéñòâèòåëüíî, x ∈ f−1F ⇔
f(x) ∈ F ⇔ f(x) /∈ U ⇔ x /∈ f−1U . Îáðàòíîå ðàññóæäåíèå àáñîëþòíî
àíàëîãè÷íî.

(1⇒ 3). Ïóñòü x ∈ X è Of(x) ⊂ Y - ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü. Òîãäà
äëÿ Ox = f−1Of(x) èìååì f(Ox) = Of(x) .

(3⇒ 1). Ïóñòü U ⊂ Y îòêðûòî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà x ∈
f−1U ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Äëÿ Of(x) = U â ñèëó óñëîâèÿ Êîøè íàéäåòñÿ
òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ox ⊂ X , ÷òî f(Ox) ⊂ Of(x) . Íî òîãäà Ox \ f−1U .
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ Ox \ f−1U , òî f(y) ∈ f(Ox) \ U .

(1⇒ 4). Ïóñòü B ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà Y .
(4 ⇒ 1). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãî U ⊂ Y ðàññìîòðèì BU = {V ∈

B : V ⊂ U} . Ïî îïðåäåëåíèþ áàçû èìååì U =
⋃BU . Íî òîãäà f−1U =⋃{f−1V : V ∈ BU îòêðûòî êàê îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

(1 ⇒ 5). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ [U ]X ïîêàæåì, ÷òî f(x) ∈
[f(U)]Y . Åñëè Of(x) ∩ fU = ∅ äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Of(x) ⊂ Y , òî
Ox ∩ f−1fU = ∅ äëÿ Ox = f−1Of(x) . Òàê êàê U ⊂ f−1fU , òî Ox ∩ U = ∅ .

(5 ⇒ 1). Ïóñòü U ⊂ Y îòêðûòî è F = Y \ U . Äëÿ G = f−1F èìååì
f−1U ∩ G = ∅ è f−1U ∪ G = X . Áîëåå òîãî, f [G]X ⊂ [fG]Y = [F ]Y = F .
Åñëè G íå çàìêíóòî, òî x ∈ [G]X äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ f−1U . Íî òîãäà
f(x) ∈ ff−1U = U è f(x) ∈ F .

(1⇒ 6). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ [f−1U ]X óñëîâèå x ∈ f−1[U ]Y ýê-
âèâàëåíòíî f(x) ∈ [U ]Y . Íî åñëè Of(x)∩U = ∅ äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
Of(x) ⊂ Y , òî Ox ∩ f−1U = ∅ äëÿ Ox = f−1Of(x) .

(6 ⇒ 1). Ïóñòü U ⊂ Y îòêðûòî è F = Y \ U . Èìååì [f−1F ]X ⊂
f−1[F ]Y = f−1F . Íî òîãäà f−1F çàìêíóòî â X è f−1U îòêðûòî.

(1 ⇒ 7). Åñëè x ∈ f−1 < U >Y , òî f(x) ∈< U >Y è Of(x) ⊂ U

äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Of(x) ⊂ Y . Íî òîãäà Ox ⊂ f−1U äëÿ Ox =
f−1Of(x) è x ∈< f−1U >X .

(7 ⇒ 1). Ïóñòü U ⊂ Y îòêðûòî. Òàê êàê < f−1U >X⊃ f−1 < U >Y =
f−1U , òî f−1U îòêðûòî â X .

Ïîñìîòðèì êàê äåéñòâóþò ýòè êðèòåðèè íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.
Ïðåäëîæåíèå 17 Îòîáðàæåíèå f : [0, 1] → [0, 1) ïî ïðàâèëó f(x) = x ,
åñëè x 6= 1 è f(1) = 0 íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

¬ 1) ïîëóèíòåðâàë U = [0; 1
2 ) îòêðûò â Y = [0; 1) , íî åãî ïðîîáðàç

f−1U = [0; 1
2 ) ∪ {1} íå îòêðûò â X = [0; 1] , òàê êàê òî÷êà {1} íå ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííåé.

41



¬ 2) ïîëóèíòåðâàë U = [ 1
2 ; 1) çàìêíóò â Y = [0; 1) , íî åãî ïðîîáðàç

f−1U = [ 1
2 ; 1) íå çàìêíóò â X = [0; 1] , òàê êàê ñîäåðæèò â çàìûêàíèè

òî÷êó {1} .
¬ 3) äëÿ òî÷êè x = 1 , îêðåñòíîñòè îáðàçà Of(x) = [0; 1) è ïðîèçâîëüíîé

Ox ⊂ X íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0 , ÷òî (1−ε; 1] ⊂ Ox ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Íî òîãäà fOx ⊃ f(1− ε; 1] = {0} ∪ (1− ε; 1) íå
ëåæèò â Of(x) .
¬ 4) ïóñòü B - ïðîèçâîëüíàÿ áàçà â Y . Òîãäà 0 ∈ U ∈ [0; 1

2 ) äëÿ íåêî-
òîðîãî U ∈ B è f−1U = U ∪ {1} íå îòêðûòî â X .
¬ 5) ïóñòü U = [ 1

2 ; 1) . Òîãäà f [U ]X = {0} ∪ [ 1
2 ; 1) íå ëåæèò â [fU ]Y =

[ 1
2 ; 1) .
¬ 6) ïóñòü U = [ 1

2 ; 1) . Òîãäà [f−1U ]X = [ 1
2 ; 1] íå ëåæèò â f−1[U ]Y =

[ 1
2 ; 1) .
¬ 7) ïóñòü U = [0; 1

2 ) . Òîãäà < f−1U >X= [0; 1
2 ) íå ñîäåðæèò f−1 <

U >Y = [0; 1
2 ) ∪ {1} .

Ïðåäëîæåíèå 18 Îòîáðàæåíèå f : R → R ïî ïðàâèëó f(x) = 1
x , åñëè

x 6= 0 è f(0) = 0 íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

¬ 1) èíòåðâàë U = (−1; 1) îòêðûò â Y , íî åãî ïðîîáðàç f−1U =
(−∞;−1) ∪ {0} ∪ (1;∞) íå îòêðûò â X .
¬ 2) ïîëóèíòåðâàë U = [1;∞) çàìêíóò â Y , íî åãî ïðîîáðàç f−1U =

(0; 1] íå çàìêíóò â X .
¬ 3) äëÿ òî÷êè x = 0 ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü îáðàçà Of(x) = (−1; 1) .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé Ox ⊂ X íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0 , ÷òî (−ε; ε) ⊂ Ox ïî
îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Íî òîãäà fOx ñîäåð-
æèò f(−ε; ε) = (−∞; −1

ε ) ∪ {0} ∪ ( 1
ε ;∞) è íå ëåæèò â Of(x) .

¬ 4) åñëè B - ïðîèçâîëüíàÿ áàçà â Y , òî 0 ∈ U ∈ (−1; 1) äëÿ íåêîòîðîãî
U ∈ B . Íî òîãäà 0 ∈ f−1U\ < f−1U >X , òàê êàê f−1U ⊂ f−1(−1; 1) =
(−∞;−1) ∪ {0} ∪ (1;∞) .
¬ 5) ïóñòü U = (0; 1] . Òîãäà f [U ]X = {0} ∪ [1;∞) íå ëåæèò â [fU ]Y =

[1;∞) .
¬ 6) ïóñòü U = [1;∞) . Òîãäà [f−1U ]X = [0; 1] íå ëåæèò â f−1[U ]Y =

(0; 1] .
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¬ 7) ïóñòü U = (−1; 1) . Òîãäà < f−1U >X= (−∞;−1)∪ (1;∞) íå ñîäåð-
æèò f−1 < U >Y = (−∞;−1) ∪ {0} ∪ (1;∞) .

Ïðåäëîæåíèå 19 Îòîáðàæåíèå f : R → R ïî ïðàâèëó f(x) = tan(x) ,
åñëè x 6= π

2 + πk : k ∈ Z è è f(x) = 0 åñëè x = π
2 + πk : k ∈ Z íå ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

¬ 1) èíòåðâàë U = (−1; 1) îòêðûò â Y , íî åãî ïðîîáðàç

f−1U =
⋃

k∈N
(−π

4
+ πk;

π

4
+ πk) ∪ {π

2
+ πk}k∈N

íå îòêðûò â X , òàê êàê òî÷êè âèäà π
2 + πk íå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.

¬ 2) ïîëóèíòåðâàë U = [1;∞) çàìêíóò â Y , íî åãî ïðîîáðàç f−1U =⋃
k∈N [π4 +πk; π2 +πk) íå çàìêíóò â X , òàê êàê èìååò â äîïîëíåíèè ïðåäåëü-

íûå òî÷êè âèäà π
2 + πk .

¬ 3) ïóñòü x = π
2 è Of(x) = (−1; 1) . Ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü Ox ⊂ X

ñîäåðæèò èíòåðâàë (−ε; ε) äëÿ íåêîòîðîãî ε < 1 . Íî òîãäà fOx ñîäåðæèò
f(−ε; ε) = (−∞; tan(π2 + ε)) ∪ (tan(π2 − ε);∞) è íå ëåæèò â Of(x) .
¬ 4) åñëè B - áàçà â Y , òî 0 ∈ U ⊂ (−1; 1) äëÿ íåêîòîðîãî U ∈ B . Íî

òîãäà òî÷êè âèäà π
2 +πk ïðèíàäëåæàò f−1U è íå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè â

f−1U , òàê êàê f−1U ⊂ f−1(−1; 1) =
⋃
k∈N (−π4 +πk; π4 +πk)∪{π2 +πk}k∈N .

¬ 5) ïóñòü U = [π4 ; π2 ) . Òîãäà f [U ]X = {0} ∪ [1;∞) íå ëåæèò â [fU ]Y =
[1;∞) .
¬ 6) ïóñòü U = [1;∞) . Òîãäà [f−1U ]X = [π4 ; π2 ] íå ëåæèò â f−1[U ]Y =

[π4 ; π2 ) .
¬ 7) ïóñòü U = (−1; 1) . Òîãäà òî÷êè âèäà π

2 + πk ïðèíàäëåæàò f−1 <

U >Y è íå ïðèíàäëåæàò < f−1U >X .

Ïðåäëîæåíèå 20 Îòîáðàæåíèå f : R → [0, 1] ïî ïðàâèëó f(x) = sin 1
x ,

åñëè x 6= 0 è f(0) = 0 íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P = {x ∈ R : f(x) = 1} - ñõîäÿùà-
ÿñÿ ê 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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¬ 1) ïîëóèíòåðâàë U = [−1; 1) îòêðûò â Y , à åãî ïðîîáðàç f−1U = R\P
íå îòêðûò â X , òàê êàê òî÷êà 0 íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé.
¬ 2) ìíîæåñòâî U = {1} çàìêíóòî â Y , à åãî ïðîîáðàç f−1U = P íå

çàìêíóò â X , òàê êàê èìååò â äîïîëíåíèè ïðåäåëüíóþ òî÷êó 0 .
¬ 3) äëÿ òî÷êè x = 0 ðàññìîòðèì Of(x) = [−1; 1) . Ïðîèçâîëüíàÿ Ox ⊂

X ñîäåðæèò íåêîòîðûé èíòåðâàë (−ε; ε) . Íî òîãäà fOx 6⊆ Of(x) , òàê êàê
fOx ⊇ f(−ε; ε) 3 1 .
¬ 4) ïóñòü B - ïðîèçâîëüíàÿ áàçà â Y . Òîãäà 0 ∈ U ∈ [−1; 1) äëÿ

íåêîòîðîãî U ∈ B è 0 ∈ f−1U . Òàê êàê f−1U ⊂ f−1[−1; 1) = R \ P , òî
0 /∈< f−1U >X .
¬ 5) äëÿ ìíîæåñòâà P ⊂ X ïîëó÷àåì f [P ]X = {0, 1} è [fP ]Y = {1} .
¬ 6) ïóñòü U = {1} . Òîãäà [f−1U ]X = P ∪{0} íå ëåæèò â f−1[U ]Y = P .
¬ 7) ïóñòü U = [−1; 1) . Òîãäà 0 /∈< f−1U >X è 0 ∈ f−1 < U >Y .

Ïðåäëîæåíèå 21 Îòîáðàæåíèå f : R→ Z ïî ïðàâèëó f(x) = [x] - öåëàÿ
÷àñòü ÷èñëà x , íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

¬ 1) ìíîæåñòâî {0} îòêðûòî â Z , à åãî ïðîîáðàç [0; 1) íå îòêðûò â X .
¬ 2) ìíîæåñòâî {0} çàìêíóòî â Z , à åãî ïðîîáðàç [0; 1) íå çàìêíóò â

X .
¬ 3) äëÿ òî÷êè x = 0 ðàññìîòðèì Of(x) = {0} . Ïðîèçâîëüíàÿ Ox ⊂ X

ñîäåðæèò íåêîòîðûé èíòåðâàë (−ε; ε) , íî òîãäà fOx ñîäåðæèò {−1, 0} è
íå ëåæèò â Of(x) .
¬ 4) ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ áàçà â Y . Òîãäà 0 ∈ U ⊂ {0} äëÿ íåêîòî-

ðîãî U ∈ B , òî åñòü U = {0} . Ïðîîáðàç f−1U = [0; 1) íå îòêðûò â X .
¬ 5) äëÿ ìíîæåñòâà U = [0, 1) èìååì f [U ]X = {0, 1} è [fU ]Y = {0} .
¬ 6) äëÿ U = {0} ïîëó÷àåì [f−1U ]X = [0, 1] è f−1[U ]Y = [0, 1) .
¬ 7) ïóñòü U = {0} . Òîãäà < f−1U >X= (0, 1) è f−1 < U >Y = [0, 1) .

Ïðåäëîæåíèå 22 Îòîáðàæåíèå f : R → [0, 1) ïî ïðàâèëó f(x) =< x >

� äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x , íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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¬ 1) ïîëóèíòåðâàë [0; 1
2 ) îòêðûò â Y , à åãî ïðîîáðàç

⋃
z∈Z [z, z + 1

2 ) íå
îòêðûò â X , òàê êàê òî÷êè z íå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.
¬ 2) ïîëóèíòåðâàë [ 1

2 ; 1) çàìêíóò â Y , à åãî ïðîîáðàç
⋃
z∈Z [z+ 1

2 ; z+ 1)
íå çàìêíóò â X , òàê êàê òî÷êè z ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè.
¬ 3) äëÿ òî÷êè x = 0 ðàññìîòðèì Of(x) = [0; 1

2 ) . Ïðîèçâîëüíàÿ Ox ⊂ X
ñîäåðæèò íåêîòîðûé èíòåðâàë (−ε; ε) . Íî òîãäà fOx 6⊆ Of(x) , òàê êàê
fOx ⊇ f(−ε; ε) = [0; ε) ∪ (1− ε; 1) .
¬ 4) åñëè B � ïðîèçâîëüíàÿ áàçà â Y , òî 0 ∈ U ∈ [0; 1

2 ) äëÿ íåêîòîðîãî
U ∈ B . Íî òîãäà 0 ∈ f−1U\ < f−1U >X , òàê êàê f−1U ⊂ f−1[0; 1

2 ) =⋃
z∈Z [z, z + 1

2 ) .
¬ 5) äëÿ ìíîæåñòâà U = [ 1

2 ; 1) èìååì f [U ]X = {0} ∪ [ 1
2 ; 1) è [fU ]Y =

[ 1
2 ; 1) .
¬ 6) ïóñòü U = [ 1

2 ; 1) . Òîãäà [f−1U ]X =
⋃
z∈Z [z + 1

2 ; z + 1] íå ëåæèò â
f−1[U ]Y =

⋃
z∈Z [z + 1

2 ; z + 1) .
¬ 7) ïóñòü U = [0; 1

2 ) . Òîãäà 0 /∈< f−1U >X è 0 ∈ f−1 < U >Y .
Ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 23 Îòîáðàæåíèå f : R→ {0, 1} ïî ïðàâèëó f(x) = 0 , åñëè
x ∈ Q , è f(x) = 1 åñëè x ∈ R \Q , íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Ïðåäëîæåíèå 24 Îòîáðàæåíèå f : R → Q ïî ïðàâèëó f(x) = x , åñëè
x ∈ Q , è f(x) = 0 åñëè x ∈ R \Q , ðàçðûâíî âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå òî÷êè
0 .

Ïðåäëîæåíèå 25 Îòîáðàæåíèå f : R → { 1
q : q ∈ N} ∪ {0} ïî ïðàâèëó

f(x) = 1
q , åñëè x ∈ Q è x = p

q � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, è f(x) = 0 , åñëè x ∈
R \Q , ðàçðûâíî â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è íåïðåðûâíî â èððàöèîíàëüíûõ.

Ïîäóìàéòå, ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâíîå âî âñåõ
ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîå âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ?

Ïðåäëîæåíèå 26 Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå f ïðîñòðàíñòâà (R, τω)
íà ïðÿìóþ Çîðãåíôðåÿ (R, τs) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ¬ 1) èìååì [0, 1) ∈ τs , íî f−1[0, 1) = [0, 1) íå ïðè-
íàäëåæèò τω , òàê êàê äîïîëíåíèå R \ [0, 1) íåñ÷åòíî.
¬ 2) ìíîæåñòâî U = R \ [0, 1) çàìêíóòî â Y , à åãî ïðîîáðàç f−1U = U

íå çàìêíóò â X . Áîëåå òîãî, îí äàæå âñþäó ïëîòåí. Äåéñòâèòåëüíî, |U | = C

è |R\O| ≤ ω < C äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãî O ⊆ X . Íî òîãäà U 6⊆ R\O
è U ∩O 6= ∅ .
¬ 3) ïóñòü x = 0 è Of(x) = [0, 1) . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè Ox ⊆

X èìååì f(Ox) 6⊆ [0, 1) , òàê êàê |R \ f(Ox)| ≤ ω .
¬ 4) äëÿ ïðîèçâîëüíîé áàçû B â Y èìååì 0 ∈ U ⊆ [0, 1) äëÿ íåêîòîðîãî

U ∈ B . Íî òîãäà |R \ U | = C è f−1U = U íå îòêðûòî â X .
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¬ 5) ïóñòü U = [0, 1) . Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì [U ]X = R è f [U ]X =
R. , à â ïðàâîé � fU = [0, 1) è [fU ]Y = [0, 1).
¬ 6) ïóñòü U = [0, 1) . Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì f−1U = [0, 1) è

[f−1U ]X = R. , à â ïðàâîé � [U ]Y = [0, 1) è f−1[U ]Y = [0, 1).
¬ 7) ïóñòü U = [0, 1) . Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì f−1U = [0, 1) è

< f−1U >X= ∅. , à â ïðàâîé � < U >Y = [0, 1) è f−1 < U >Y = [0, 1).

Ïðåäëîæåíèå 27 Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå f ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ (R, τs)
íà ïðîñòðàíñòâî (R, τω) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
¬ 1) ìíîæåñòâî U = R \Q ïðèíàäëåæèò τω , íî åãî ïðîîáðàç f−1U = U

íå ïðèíàäëåæèò τs , òàê êàê íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ïîëóèíòåðâàëà.
¬ 2) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ÷åòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, çà-

ìêíóòî â Y , à åãî ïðîîáðàç f−1Q = Q âñþäó ïëîòåí â X , òàê êàê ëþáîé
ïîëóèíòåðâàë ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
¬ 3) ïóñòü x = 0 è Of(x) = R \Q . Ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü Ox ⊆ X

ñîäåðæèò íåêîòîðûé ïîëóèíòåðâàë [0, ε) . Òàê êàê [0, ε) 6⊆ R\Q , òî f(Ox) 6⊆
Of(x) .
¬ 4) äëÿ ïðîèçâîëüíîé áàçû B â Y èìååì 0 ∈ U ⊆ R \ Q äëÿ íåêîòî-

ðîãî U ∈ B , íî òîãäà f−1U = U íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ
ïîëóèíòåðâàëîâ.
¬ 5) èìååì [Q]X = X è f [Q]X = Y. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, fQ = Q è

[fQ]Y = Q.

¬ 6) èìååì f−1Q = Q è [f−1Q]X = X. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, [Q]Y = Q è
f−1[Q]Y = Q.

¬ 7) äëÿ ìíîæåñòâà U = R \Q èìååì f−1U = U è < U >X= ∅. , íî ïðè
ýòîì < U >Y = U è f−1 < U >Y = U.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû îïðåäåëåííûõ íà ïðÿìîé R òîïîëîãèé τ1 è
τ2 ïðîâåðèòü êðèòåðèè íåïðåðûâíîñòè äëÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ
f : (R, τ1)→ (R, τ2) .
2. Ïðîâåðèòü êðèòåðèè íåïðåðûâíîñòè äëÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ
f : (R2, τE)→ (R2, τN ) è îáðàòíîãî ê íåìó îòîáðàæåíèÿ f−1 , ãäå τE � åñòå-
ñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ íà ïëîñêîñòè R2 è τN � òîïîëîãèÿ Íåìûöêîãî.

7 Êîìïàêòíîñòü

Ïóñòü ÿ íà ïðàâûé ãëàç êîøó
È íà íîñó î÷êè íîøó.
Çàòî ÿ çíàþ - ýòî ôàêò,
×òî ñóùåñòâóåò çìååâèäíûé
Ëîêàëüíî ñèãìà òðàíñôèíèòíûé
Íåïðèâîäèìûé áèêîìïàêò.

Òðóäíî â íàøå âðåìÿ íàéòè íàó÷íûé òåðìèí, áîëåå óïîòðåáèòåëüíûé â
îáûäåííîé ðå÷è. Êàê ïðàâèëî, ïðè ýòîì åãî çíà÷åíèå áëèçêî ê çíà÷åíèÿì
ñëîâ "ìàëåíüêèé", "íåáîëüøîé", "ìèíèàòþðíûé"è ò.ä. Â òî æå âðåìÿ, â
äåéñòâèòåëüíîñòè îí, ñêîðåå, îáîçíà÷àåò íå ðàçìåðû îáúåêòà, à íåêîòîðóþ
åãî ëîãè÷åñêóþ çàâåðøåííîñòü, ñîâåðøåíñòâî, íåâîçìîæíîñòü åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ê íåìó ÷òî-ëèáî äîáàâèòü. Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðàõ ñëåäó-
þùèõ ìíîæåñòâ.

1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåç ïðåäåëüíîé òî÷êè � { 1
n}∞n=1 (åå

ïðåäåë�òî÷êà 0).
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2. Îòêðûòûé èíòåðâàë � (0, 1) (åãî êîíöû � òî÷êè 0 è 1 , êîòîðûå ìîæíî
ñêëåèòü â îäíó òî÷êó è ïîëó÷èòü èç îòðåçêà îêðóæíîñòü).

3. Ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà îòðåçêå [0, 1] (èððàöèîíàëüíûå òî÷êè íà îò-
ðåçêå [0, 1]).

4. Îòêðûòûé êðóã � {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} (ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü
{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}).

Ïðèâåäåííûå ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè â èíäóöèðîâàííîé
èç ïëîñêîñòè òîïîëîãèè. Íî ñòàíîâÿòñÿ êîìïàêòíûìè, åñëè äîáàâèòü ê íèì
ìíîæåñòâà â êðóãëûõ ñêîáêàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî P = {Uα}α∈A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïîêðû-
òèåì ïðîñòðàíñòâà X, åñëè

1) êàæäîå Uα ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â X ìíîæåñòâîì;
2) êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó Uα ∈ P :
∀x ∈ X∃Uα ∈ P (x ∈ Uα) .

Ïóñòü, íàïðèìåð, âóçîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõ-
ñÿ â ýòîì âóçå (íàøà ôîðìóëèðîâêà, ðàçóìååòñÿ, íå âûäåðæèâàåò íèêàêîé
êðèòèêè). Òîãäà ñåìåéñòâî âóçîâ ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà ñòóäåíòîâ,
òàê êàê êàæäûé ñòóäåíò ïðèíàäëåæèò ê íåêîòîðîìó âóçó. Äëÿ ðåøåíèÿ âî-
ïðîñà î òîì, áóäåò ëè ýòî ïîêðûòèå îòêðûòûì, íóæíî ñíà÷àëà íà ìíîæåñòâå
ñòóäåíòîâ ââåñòè òîïîëîãèþ, òî åñòü ïðåâðàòèòü åãî â òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî èëè, êàê ãîâîðÿò, òîïîëîãèçèðîâàòü.

(!) Êàæäîå ïîêðûòèå P ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîêðûòèå P íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ (ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ):
P = {U1, ..., Uk} äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N .
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P � ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X . Ñåìåéñòâî P ′

íàçûâàåòñÿ ïîäïîêðûòèåì P , åñëè
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1) P ′ ÿâëÿåòñÿ ïîäñåìåéñòâîì ñåìåéñòâà P (∀U(U ∈ P ′ ⇒ U ∈ P )) ;
2) P ′ ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X .
(!) Â ïóíêòå (2) ìû äîëæíû çàáûòü î ñóùåñòâîâàíèè P è ïîìíèòü òîëü-

êî î P ′ .

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþ-
áîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ P ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå P ′ .

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî F = {Uα}α∈A íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííûì,
åñëè ëþáîå êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî F ′ ñåìåéñòâà F èìååò íåïóñòîå ïåðåñå-
÷åíèå:

⋂F ′ 6= ∅ .

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà U1, ..., Uk ∈ F ñïðàâåä-
ëèâî

⋂k
i=1 Ui 6= ∅.

Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ãîâîðèì î âîçìîæíîñòè ïåðåéòè îò
ïðîèçâîëüíîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ñåìåéñòâà ê åãî êîíå÷íûì ïîäñåìåé-
ñòâàì. Ýòî íàïîìèíàåò ëîãè÷åñêóþ òåîðåìó êîìïàêòíîñòè. Ìû íå âäàåìñÿ
çäåñü â áîëåå ãëóáîêîå èçó÷åíèå ñâîéñòâ öåíòðèðîâàííûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ñåìåéñòâî F = {U} öåíòðèðîâàíî. Òî÷êà x ∈ X
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ñåìåéñòâà F , åñëè x ∈ [U ]X äëÿ êàæäîãî
U ∈ F .

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ
ìíîæåñòâà U ⊆ X, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Ox ⊂ X ìíîæåñòâî Ox∩U
ðàâíîìîùíî âñåìó U :
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∀O ∈ τ(x ∈ O ⇒ (|O ∩ U | = |U |)) .
Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé

òî÷êîé. Îáðàòíîå íåâåðíî.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ε > 0. Ìíîæåñòâî A ⊆ X íàçûâàåòñÿ ε -ñåòüþ â

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X = (X, ρ) åñëè

1) A êîíå÷íî;
2) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà a ∈ A, ÷òî ρ(x, a) < ε .
Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðà-

íè÷åííûì, åñëè â X äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε -ñåòü.
Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè

â X ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ (òî åñòü â X

íàéäåòñÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X ⊆ Rn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Òîãäà X íàçû-

âàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè X ⊆ [−a; a]n äëÿ íåêîòîðîãî a > 04
Òåîðåìà 7.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) X êîìïàêòíî;
2) â ïðîñòðàíñòâå X êàæäîå öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ

ìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå;
2') â ïðîñòðàíñòâå X êàæäîå öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî ïðîèçâîëü-

íûõ ìíîæåñòâ èìååò òî÷êó ïðèêîñíîâåíèÿ;
3) â ïðîñòðàíñòâå X êàæäîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èìååò òî÷êó

ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ;
4) (äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.) Ïðîñòðàíñòâî X âïîëíå îãðàíè-

÷åíî è ïîëíî;
5) (äëÿ X ⊆ Rn .) X çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî â Rn.

50



Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó íåñêîëüêî ïîçæå è òîëüêî íà ñ÷åòíîì óðîâíå,
ïîçâîëÿþùåì óâèäåòü âñþ ãåîìåòðè÷åñêóþ êàðòèíó è èçáåæàòü íåêîòîðûõ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îñëîæíåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 28 Ïðîñòðàíñòâî "ïðÿìàÿ R"íå êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ¬ 1) ñåìåéñòâî îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëîâ P = {(a, b) :
a, b ∈ R} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì R , èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ R èìååì x ∈ (x−1;x+1) è
(x− 1;x+ 1) ∈ P . Ïóñòü ≤P = {(a1, b1), ..., (ak, bk)} � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå
ïîäñåìåéñòâî. Òîãäà äëÿ òî÷êè x = |b1|+ ...+ |bk| èìååì x /∈ ⋃ P̌ .
¬2) öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F = {R \ (a, b) :

a, b ∈ R} èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê P � ïîêðûòèå, òî â ñèëó äâîéñòâåííîñòè îïðå-

äåëåíèé F èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Òàê êàê P íå ñîäåðæèò êîíå÷íûõ
ïîäïîêðûòèé, òî F öåíòðèðîâàíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî-
ãî ïîäñåìåéñòâà ≤F = {R \ (a1, b1), ..., R \ (ak, bk)} è òî÷êè x = |b1|+ ...+ |bk|
èìååì x ∈ ⋂ ≤F .
¬3) ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N áåñêîíå÷íî è íå èìååò â R ïðå-

äåëüíûõ òî÷åê.
¬4) Ïðîñòðàíñòâî R � ìåòðè÷åñêîå, ïîëíîå, íî íå âïîëíå îãðàíè÷åííîå.

Áîëåå òîãî, íè äëÿ êàêîãî ε > 0 â R íå ñóùåñòâóåò ε -ñåòè. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A = {a1, ..., ak}. Òîãäà òî÷êà
x = maxi=1,...,k |ai|+ ε îïðîâåðãàåò ïóíêò (2) îïðåäåëåíèÿ ε -ñåòè.
¬5) Ïðîñòðàíñòâî ëåæèò â R1 , çàìêíóòî â R1 , íî íå âïîëíå îãðàíè÷åíî.
Ïî òåîðåìå Ëåáåãà îòðåçîê [0, 1] ñ èíäóöèðîâàííîé èç ïðÿìîé òîïîëîãè-

åé êîìïàêòåí. Ðàññìîòðèì òåïåðü îòðåçîê [0, 1] ñ òîïîëîãèåé ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ τ

′
s = {U ∩ [0, 1] : U ∈ τs}.

Ïðåäëîæåíèå 29 Ïðîñòðàíñòâî X = ([0, 1], τ
′
s) íå êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {1} = [1; 2)∩
[0, 1] îòêðûòî â X .
¬ 1) èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ P = {{1}, [0; 1

2 ), ..., [ n
n+1 ; n+1

n+2 ), ...}n∈N íåëü-
çÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
¬ 2) öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ â X ìíîæåñòâ F = {[ n

n+1 ; 1)}n∈N
èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
¬3) ìíîæåñòâî { n

n+1}n∈N áåñêîíå÷íî è íå èìååò â X ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
Ïðîñòðàíñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèçóåìûì, ñëåäîâàòåëüíî, â íåì íåëüçÿ

ïðîâåðèòü óñëîâèÿ 4), 5).

Ïðåäëîæåíèå 30 Ïðîñòðàíñòâî Çàðèññêîãî X = (R1, τz) êîìïàêòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ìû íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèì óñëîâèÿ (1�5), èçáåãàÿ
ññûëêè íà îáùóþ òåîðåìó.

1) ïóñòü P = {U}� ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå. Äëÿ ëþáîãî U0 ∈
P ìíîæåñòâî R1 \ U0 = {x1, ..., xk} êîíå÷íî ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè Çà-
ðèññêîãî. Òàê êàê P � ïîêðûòèå, òî x1 ∈ U1 ,..., xk ∈ Uk äëÿ íåêîòîðûõ
U1, ..., Uk ∈ P. Íî òîãäà ≤P = {U0, U1, ..., Uk} � èñêîìîå êîíå÷íîå ïîäïîêðû-
òèå.

2) ïóñòü F = {U} � ïðîèçâîëüíîå öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ. Çàìåòèì, ÷òî â X çàìêíóòû ëèøü ïóñòîå ìíîæåñòâî, êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà è âñå X . Òàê êàê F öåíòðèðîâàíî, òî ∅ /∈ F .

Ïóñòü â F íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U0 = {x1, ..., xk}. Åñëè
⋂F =

∅ , òî x1 /∈ U1 ,..., xk /∈ Uk äëÿ íåêîòîðûõ U1, ..., Uk ∈ F . Íî òîãäà U0 ∩U1 ∩
... ∩ Uk = ∅.

3) åñëè ìíîæåñòâî U ⊆ X áåñêîíå÷íî, òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X ÿâëÿåòñÿ
äëÿ U òî÷êîé ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ.

Ïðîñòðàíñòâî X òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèçóåìûì.

Òåîðåìà 7.2 (Ëåáåãà). Îòðåçîê [0, 1] êîìïàêòåí.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåò ñïåöèàëüíûõ óïîìèíàíèé î òîïîëîãèè, òî èìååòñÿ
â âèäó åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ íà ïðÿìîé τe , èíäóöèðîâàííàÿ íà îòðåçîê
[0, 1] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì õîðîøî èçâåñòíûì ôàê-
òîì: êàæäîå ìíîæåñòâî A íà îòðåçêå [0, 1] èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü
supA .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ P = {U} ïîëîæèì

a = sup{x : [0, x] ⊆
⋃
P ′ äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî P ′ ⊆ P}.

Î÷åâèäíî, a > 0 è a ∈ Ua äëÿ íåêîòîðîãî Ua ∈ P . Íàéäóòñÿ x ∈ Ua è
êîíå÷íîå P ′ ⊆ P òàêèå, ÷òî [0, x] ⊆ ⋃P ′ .

Åñëè a < 1 , òî a + ε ∈ Ua äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 . Íî òîãäà [0, a + ε] ⊆⋃P ′ ∪ Ua , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó a .
Åñëè a = 1 , òî P ′ ∪{Ua} - èñêîìîå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ïîêðûòèÿ P .

Òåîðåìà 7.3 Îòðåçîê [0, 1] ñâÿçåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [0, 1] = U ∪ V � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì 1 ∈ V . Äëÿ a = supU î÷åâèäíî a < 1 è a ∈ [U ] .
Òàê êàê U çàìêíóòî, òî a ∈ U . Òàê êàê U îòêðûòî, òî a + ε ∈ U äëÿ
íåêîòîðîãî ε > 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó a .

Ïîñëåäóþùèå òåîðåìû ñòîëü ïðîñòû è íàãëÿäíû, ÷òî àâòîð íå ìîæåò
îòêàçàòü ñåáå â óäîâîëüñòâèè îòäåëüíî ïðîâåðèòü êàæäûé êðèòåðèé êîì-
ïàêòíîñòè. Ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì ðàññóæäåíèÿ ñòîëü òèïè÷íû äëÿ îáùåé
òîïîëîãèè, ÷òî ìîãóò ìíîãîå ðàññêàçàòü âíèìàòåëüíîìó ÷èòàòåëþ.

Òåîðåìà 7.4 Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà êîì-
ïàêòíî.

Áîëåå òî÷íî: ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X = (X, τ) êîìïàêòíî è ìíîæåñòâî
F ⊂ X çàìêíóòî. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî F = (F, τF ) êîìïàêòíî, ãäå U ∈
τF ⇐⇒ U = V ∩ F äëÿ íåêîòîðîãî V ∈ τ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ïóñòü P = {U} � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðû-
òèå ïðîñòðàíñòâà F . Ïî îïðåäåëåíèþ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè τF äëÿ
êàæäîãî ìíîæåñòâà U ∈ P íàéäåòñÿ òàêîå îòêðûòîå â X ìíîæåñòâî U

′ ,
÷òî U = U

′ ∩ F . Ïîêðûòèå {U ′ : U ∈ P} ∪ {X \ F} ïðîñòðàíñòâà X ñîäåð-
æèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {U ′1, ..., U

′
k} ∪ {X \ F} . Íî òîãäà {U1, ..., Uk} �

èñêîìîå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà F .
2) F = {U} � ïðîèçâîëüíîå öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîä-

ìíîæåñòâ F . Òàê êàê F çàìêíóòî â X , òî êàæäîå U çàìêíóòî â X . Íî
òîãäà F � öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòíîãî
ïðîñòðàíñòâà X . Íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî x ∈ ⋂F . Íî òàê êàê
U ⊂ F äëÿ êàæäîãî U ∈ F , òî x ∈ F .

3) ïóñòü ìíîæåñòâî U ⊆ F áåñêîíå÷íî. Òîãäà U � áåñêîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X . Íàéäåòñÿ òî÷êà ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ
x ∈ X . Åñëè x ∈ X \ F , òî îêðåñòíîñòü O

′
x = X \ F íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ U .

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ F . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü Ox ⊂ F .
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Èìååì Ox = O
′
x ∩ F äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O

′
x ⊂ X . Íî òîãäà

|U | = |O′x ∩ U | = |O′x ∩ U ∩ F | = |(O′x ∩ F ) ∩ U | = |Ox ∩ U |,
òî åñòü x ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ ìíîæåñòâà U â ïðîñòðàíñòâå
F .

Òåîðåìà 7.5 Êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà çà-
ìêíóòî.

Òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ X ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå: åñëè (F, τF ) êîìïàêòíî, òî F çàìêíóòî â X .

Ïðèìåð Xàóñäîðôîâîñòü ñóùåñòâåííà. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Çà-
ðèññêîãî (R1, τz) . Äëÿ F = [0, 1] ïîëó÷àåì (F, τF ) êîìïàêòíî è F âñþäó
ïëîòíî â X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Óñëîâèå x ∈ [F ]X \ F äëÿ íåêîòîðîé
òî÷êè x ∈ X âëå÷åò îòðèöàíèå êàæäîãî êðèòåðèÿ.
¬1) äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ F íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Oy ⊆ X , ÷òî

x /∈ [Oy]X . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {Oy ∩ F : y ∈ F}
ïðîñòðàíñòâà F ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Oy1∩F, ..., Oyk ∩
F} . Íî òîãäà x ∈ [F ]X ⊆ [

⋃
i≤k Oyi]X . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, [

⋃
i≤k Oyi]X =⋃

i≤k[Oyi]X 63 x.
¬2) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî F = {U} çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ U ⊆ F

òàêèõ, ÷òî [Ox]X ∩ F ⊆ U äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ox ⊆ X. Òîãäà F
öåíòðèðîâàíî:

U1 ∩ ... ∩ Uk ⊇ ([O1x]X ∩ F ) ∩ ... ∩ ([Okx]X ∩ F )

= ([O1x]X ∩ ... ∩ [Okx]X) ∩ F ⊇ [Ox]X ∩ F,
ãäå Ox = O1x ∩ ... ∩ Okx . Íî

⋂F = ∅. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè y ∈ F íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Ox ⊆ X òàêàÿ, ÷òî y /∈ [Ox]X . Íî òîãäà
y /∈ U äëÿ U = [Ox]X ∩ F.
¬3) òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ñ÷åòíîé áàçû {Oi}∞i=1 â

òî÷êå x . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ yi ∈ O1 ∩ ... ∩ Oi ∩ F ìíîæåñòâî U = {yi}∞i=1

íå èìååò â F ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ F
íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ox , ÷òî p /∈ [Ox]X , íàéäåòñÿ òàêîå i ∈ ω , ÷òî
Oi ⊂ Ox . Òîãäà Op = X \ [Ox]X ìîæåò ñîäåðæàòü ëèøü òî÷êè y1, ..., yi−1

ìíîæåñòâà U .

Òåîðåìà 7.6 Íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòåí.

Òî åñòü åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî è ñþðúåêòèâíî, à
ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, òî Y êîìïàêòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ïóñòü P = {U} � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðû-
òèå ïðîñòðàíñòâà Y . Ïðîîáðàçû V = f−1U îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå
{V } ïðîñòðàíñòâà X . Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {V1, ..., Vn} . Íî
òîãäà {U1 = fV1, ..., Un = fVn} � èñêîìîå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ïîêðûòèÿ
P .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîé
òî÷êè x ∈ X ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîìó Vk . Íî òîãäà y = f(x) ∈ fVk =
Uk .

2) ïóñòü F = {U} � ïðîèçâîëüíîå öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâ Y . Òîãäà {f−1U} � öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâ X , òàê êàê âñåãäà f−1U1 ∩ ... ∩ f−1Un = f−1(U1 ∩ ... ∩ Un) 6=
∅ . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ ⋂{f−1U : U ∈ F} èìååì f(x) ∈ ⋂F .
Äåéñòâèòåëüíî, x ∈ f−1U âëå÷åò f(x) ∈ ff−1U = U äëÿ êàæäîãî U ∈ F .

3) ïóñòü ìíîæåñòâî U ⊂ Y áåñêîíå÷íî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ U ôèêñè-
ðóåì åäèíñòâåííóþ tx ∈ f−1(x) . Ìíîæåñòâî V = {tx : x ∈ U} èìååò òî÷êó
ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ t ∈ X . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè O ⊂ Y òî÷êè
f(t) èìååì |O ∩ U | = |f−1O ∩ V | = |V | = |U | .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1 ¬1) ⇒ ¬2). Ïóñòü {Ui}i∈N - îòêðûòîå
ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X , íå ñîäåðæàùåå êîíå÷íûõ ïîäïîêðûòèé. Òîãäà
öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ {X \ Ui}i∈N èìååò ïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå. Äåéñòâèòåëüíî, (X \U1)∩ ...∩ (X \Un) = X \⋃i≤n Ui 6= ∅ äëÿ
ëþáîãî n ∈ N . Íî ïðè ýòîì

⋂
i∈N (X \ Ui) = X \⋃i∈N Ui = ∅ .
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¬2)⇒ ¬3). Ïóñòü öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F =
{Ui}i∈N èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ F êîíå÷-
íî: U1∩ ...∩Un = {x1, ..., xk}. Òàê êàê

⋂F = ∅ , òî x1 /∈ Ui1 , ..., xk /∈ Uik äëÿ
íåêîòîðûõ Ui1 , ..., Uik ∈ F . Íî òîãäà U1 ∩ ... ∩ Un ∩ Ui1 ∩ ... ∩ Uik = ∅ , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò öåíòðèðîâàííîñòè ñåìåéñòâà F .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê x1 ∈ U1 è xi ∈ U1∩ ...∩Ui \{x1, ..., xi−1} áåñêî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî {xi}i∈N íå èìååò â X ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî,
ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X íå ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó Un . Íî òîãäà îêðåñòíîñòü
Ox = X \ Un ìîæåò ñîäåðæàòü ëèøü òî÷êè x1, ..., xn−1 .

¬3) ⇒ ¬1). Ïóñòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî {xi}i∈N íå èìååò â X ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê. Òîãäà Un = X\{xi : i ≥ n} îòêðûòî â X äëÿ ëþáîãî n ∈ N .
Òàê êàê U1 ∪ ... ∪ Un = Un 63 xn+1 , òî ïîêðûòèå {Un}n∈N íå ñîäåðæèò êî-
íå÷íûõ ïîäïîêðûòèé.

¬3) ⇒ ¬4). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ìåòðè÷åñêîå è áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî D ⊂ X íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Åñëè X âïîëíå îãðàíè÷åíî, òî äëÿ
ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò 1

n -ñåòü An . Òîãäà ñåìåéñòâî Pn = {OX(a, 1
n ) : a ∈ An}

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì. Ïðîäåëàåì ïî èíäóêöèè ñëåäóþùåå ïîñòðî-
åíèå:

òàê êàê P1 = {OX(a, 1) : a ∈ A1} êîíå÷íî, òî D1 = OX(a, 1) ∩D áåñêî-
íå÷íî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A1 . Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó d1 ∈ D1 .

òàê êàê P2 = {OX(a, 1
2 ) : a ∈ A2} êîíå÷íî, òî D2 = OX(a, 1

2 ) ∩ D1

áåñêîíå÷íî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A2 . Ôèêñèðóåì d2 ∈ D2 \ {d1} .
òàê êàê P3 = {OX(a, 1

3 ) : a ∈ A3} êîíå÷íî, òî D3 = OX(a, 1
3 ) ∩ D2

áåñêîíå÷íî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A3 . Ôèêñèðóåì d3 ∈ D3 \ {d1, d2} è òàê
äàëåå.

Â èòîãå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {di}i∈N íå èìååò ïðåäå-
ëà, òî åñòü X íå ïîëíî.

¬4) ⇒ ¬3). Åñëè X íå âïîëíå îãðàíè÷åíî, òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 íå
ñóùåñòâóåò ε -ñåòè.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó d1 ∈ X . Òàê êàê {d1} íå ÿâëÿåòñÿ
ε -ñåòüþ, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà d2 ∈ X , ÷òî ρ(d1, d2) ≥ ε . Òàê êàê
{d1, d2} íå ÿâëÿåòñÿ ε -ñåòüþ, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ d3 ∈ X , ÷òî ρ(d1, d3) ≥ ε

è ρ(d2, d3) ≥ ε è òàê äàëåå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé x ∈ X îêðåñòíîñòü OX(x, ε2 )
ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà {di}i∈N .

Åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî
îíà òàêæå íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Ñóùåñòâóåò ëè â R \Q êîìïàêò ìîùíîñòè êîíòèíóóì?
2. Ïðîâåðèòü êîìïàêòíîñòü ïðîñòðàíñòâ, äëÿ êîòîðûõ îíà íå áûëà äîêàçà-
íà.

8 Óñëîâèÿ òèïà êîìïàêòíîñòè

Êîìïàêòíîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé íå òîëüêî â îá-
ùåé òîïîëîãèè, íî è âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè
è åñòåñòâîçíàíèÿ â öåëîì. Ïðè ýòîì îíà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íå â ïîëíîì
îáú¼ìå è íå âî âñåé ñâîåé ñèëå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì, â êîòîðûõ óïîìèíàåòñÿ êîìïàêòíîñòü, â äåéñòâè-
òåëüíîñòè áûâàåò äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà îáëàäàëà êîìïàêò-
íîé îêðåñòíîñòüþ, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæàëà ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàæäàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèëàñü è òàê äàëåå. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ ýêâèâàëåíòíû êîìïàêòíî-
ñòè â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, íî îòëè÷àþòñÿ îò íå¼ â òîïîëîãè÷åñêèõ.
Àíàëèç ýòîãî ïîëîæåíèÿ ïðèâåë ê îôîðìëåíèþ â âèäå ñòðîãèõ îïðåäåëåíèé
ìíîãèõ ñâîéñòâ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ðîäñòâåííûõ êîìïàêòíîñòè ïî
ñâîåé ñóòè è ÿâëÿþùèõñÿ å¼ îáîáùåíèåì â òîì èëè èíîì íàïðàâëåíèè, áî-
ëåå ñëàáûõ, ÷åì ñàìà êîìïàêòíîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ σ -êîìïàêòíûì, åñëè åãî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå X =

⋃∞
i=1Xi , ãäå êàæäîå Xi êîìïàêòíî â èíäó-

öèðîâàííîé èç X òîïîëîãèè.

Ïðåäëîæåíèå 31 Ïðÿìàÿ R = (R, τe) σ -êîìïàêòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì R =
⋃∞
k=1[−k, k] è êàæäûé îòðåçîê [−k, k]

êîìïàêòåí.

Ïðåäëîæåíèå 32 Ìíîæåñòâî A ⊂ R íèãäå íå ïëîòíî íà ïðÿìîé ñ åñòå-
ñòâåííîé òîïîëîãèåé (R, τe) ⇔ A íèãäå íå ïëîòíî â ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ
(R, τs) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â êàæäîì èí-
òåðâàëå (a, b) íàéäåòñÿ èíòåðâàë (c, d) ⊂ (a, b) , íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ A ,
âòîðîå � òîìó, ÷òî â êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå [a, b) íàéäåòñÿ ïîëóèíòåðâàë
[c, d) ⊂ [a, b) , íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ A . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ñîâïàäà-
þò.

Ïðåäëîæåíèå 33 Åñëè A ⊂ R êîìïàêòíî â òîïîëîãèè ïîäïðîñòðàíñòâà
ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ (R, τs) , òî A íèãäå íå ïëîòíî â (R, τs) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A∩(a, b) âñþäó ïëîòíî â íåêîòîðîì èíòåðâàëå
(a, b) ⊂ R . Òîãäà èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ

{(−∞, a) ∩A, [b,∞) ∩A}
⋃
{[b− 1

n
(b− a), b− 1

n+ 1
(b− a)) ∩A}∞n=1

ìíîæåñòâà A íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Ïðåäëîæåíèå 34 Ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ R = (R, τs) íå σ - êîìïàêòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðÿìàÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäè-
íåíèÿ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ: R =

⋃∞
i=1Xi . Òàê êàê R � ìíîæåñòâî 2-é êà-

òåãîðèè, òî íåêîòîðîå Xi íå ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì. Íî òîãäà îíî íå
êîìïàêòíî.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ôèíàëüíî êîìïàêòíûì, åñ-
ëè èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî âûäåëèòü ñ÷åò-
íîå ïîäïîêðûòèå.

Ïðåäëîæåíèå 35 Åñëè X σ -êîìïàêòíî, òî X ôèíàëüíî êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = {U} � îòêðûòîå ïîêðûòèå X . Äëÿ êàæ-
äîãî êîìïàêòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Xi íàéäåòñÿ òàêîå êîíå÷íîå Pi ⊂ P ,
÷òî Xi ⊂

⋃Pi . Íî òîãäà P̃ =
⋃∞
i=1 Pi � èñêîìîå ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå

ïîêðûòèÿ P .

Ïðåäëîæåíèå 36 Â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ R =
(R, τs) ìîæíî âïèñàòü äèçúþíêòíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå èç îòêðûòûõ
âïðàâî ïîëóèíòåðâàëîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = {U} - ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå.
Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè ñåìåéñòâî P̃ äèçúþíêòíûõ âïèñàííûõ â P ïîëóèí-
òåðâàëîâ [a, b) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëóèíòåðâàëà [a, b) , ëåæàùåãî â íåêîòîðîì U ∈ P ,
ïîëîæèì P̃ = {[a, b)} .

Ïóñòü íà ïðîèçâîëüíîì øàãå èíäóêöèè ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ R \⋃ P̃ .
Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå äâå âîçìîæíîñòè.

Ïîëóèíòåðâàë [x, x + ε) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ
⋃ P̃ äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 .

Òîãäà óìåíüøèâ, åñëè íåîáõîäèìî, ε > 0 , ìîæíî îáåñïå÷èòü óñëîâèå [x, x+
ε) ⊂ U äëÿ íåêîòîðîãî U ∈ P è âêëþ÷èòü [x, x+ ε) â P̃ .

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî äèçúþíêòíûå ïîëó-
èíòåðâàëû [a, b) ∈ P̃ îáðàçóþò ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå x ñïðàâà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ìîæíî âûáðàòü òàêîå ε > 0 , ÷òî [x, x + ε) ⊂ U äëÿ íåêîòîðîãî
U ∈ P è x + ε = b äëÿ íåêîòîðîãî [a, b) ∈ P̃ . Òîãäà ëþáîé ïîëóèíòåðâàë
[a, b) ∈ P̃ ëèáî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ [x, x+ ε) , ëèáî ëåæèò â íåì. Âûáðîñèì èç
P̃ âñå ëåæàùèå â [x, x+ ε) ïîëóèíòåðâàëû è âêëþ÷èì âìåñòî íèõ [x, x+ ε)
â P̃ .

Ïîñëå ýòîãî øàãà åùå îäíà òî÷êà x ïðèíàäëåæèò
⋃ P̃ . Ïîñòðîåíèå çà-

âåðøèòñÿ òîãäà, êîãäà ñåìåéñòâî P̃ ñòàíåò ïîêðûòèåì.

Ïðåäëîæåíèå 37 Ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ R = (R, τs) ôèíàëüíî êîìïàêòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå P = {U} ìîæíî
âïèñàòü äèçúþíêòíîå ïîêðûòèå P̃ = {[a, b)} . Î÷åâèäíî, P̃ ñ÷åòíî. Äëÿ
êàæäîãî [a, b) ∈ P̃ çàôèêñèðóåì åäèíñòâåííîå U[a,b) ∈ P , ñîäåðæàùåå [a, b) .
Òîãäà {U[a,b) : [a, b) ∈ P̃} � èñêîìîå ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå.

Ïðåäëîæåíèå 38 Ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî íå ôèíàëüíî êîìïàêòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïîêðûòèÿ

{OL(P, 1) : x ∈ L} ∪ {O((x, y),
y

2
) : y > 0}

íåëüçÿ âûäåëèòü ïîäïîêðûòèå ìîùíîñòè ìåíüøå C , òàê êàê êàæäîå ìíî-
æåñòâî èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè ïðÿìîé L .
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò ïðÿìîé Çîðãåí-
ôðåÿ (R, τs)2 íå ôèíàëüíî êîìïàêòåí. Òåì ñàìûì ôèíàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü
íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè, â îòëè÷èå îò σ -êîìïàêòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî êîìïàêòíûì, åñëè
èç ëþáîãî ñ÷åòíîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî X êîìïàêòíî ⇔ X ôèíàëüíî êîìïàêòíî è ñ÷åòíî êîì-
ïàêòíî.

Òåîðåìà 8.1 Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) X ñ÷åòíî êîìïàêòíî;
2) êàæäîå ñ÷åòíîå öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

â X èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
3) êàæäîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ⊂ X èìååò â X ïðåäåëüíóþ òî÷-

êó.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áûëî ïðèâåäåíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïî-
ñâÿùåííîé êîìïàêòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïñåâäîêîìïàêòíûì, åñëè
ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → R îãðàíè÷åíî.

Ïðåäëîæåíèå 39 Åñëè X ñ÷åòíî êîìïàêòíî, òî X ïñåâäîêîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → R íåïðåðûâíî è íå îãðàíè÷åíî. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ òàêîå xn ∈ X , ÷òî f(xn) > n . Äëÿ áåñêîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà {xn}n∈N íàéäåòñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x ∈ X . Íî òîãäà f íå
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî â òî÷êå x .

Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ïñåâäîêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ñ÷åòíî êîìïàêòíûìè. Åñëè íå òðåáîâàòü õîðîøåé îòäåëè-
ìîñòè, òî òàêîé ïðèìåð ïðèâåñòè íåñëîæíî.

Ïðåäëîæåíèå 40 Ïðîñòðàíñòâî X = (R, τω) ïñåâäîêîìïàêòíî, íî íå
ñ÷åòíî êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðè ëþáîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè f : X → R îá-
ðàç f(X) ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x, y ∈
f(X) ðàçëè÷íû, òî ìíîæåñòâà f−1((−∞; x+y

2 ) ∩ f(X)) è f−1((x+y
2 ;∞) ∩

f(X)) îòêðûòû è äèçúþíêòíû â X . Íî â X âñÿêèå äâà îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P={U} � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ â
ïðîñòðàíñòâå X , òîãäà

60



à) P ëîêàëüíî êîíå÷íî â X , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü Ox ⊆ X , ïåðåñåêàþùàÿ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ
èç ñåìåéñòâà P .

á) P ëîêàëüíî êîíå÷íî â ñåáå, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ ⋃P íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü Ox ⊆ X , ïåðåñåêàþùàÿ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ
èç ñåìåéñòâà P .

â) P äèñêðåòíî â X , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
Ox ⊆ X , ïåðåñåêàþùàÿ íå áîëåå ÷åì îäíî ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà P .

ä) P äèñêðåòíî â ñåáå, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ ⋃P íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü Ox ⊆ X , ïåðåñåêàþùàÿ íå áîëåå ÷åì îäíî ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà
P .

(!) Êàæäîå äèñêðåòíîå ñåìåéñòâî ëîêàëüíî êîíå÷íî.
å) P êîíñåðâàòèâíî, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäñåìåéñòâà P̃ ⊆ P ñïðàâåäëèâî

[
⋃ P̃] =

⋃{[U ] : U ∈ P̃} .

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî P={U} âïèñàíî â ñåìåéñòâî D={V } , åñëè
äëÿ ëþáîãî U ∈ P íàéäåòñÿ òàêîå V ∈ D , ÷òî U ⊆ V :
P � D ⇔ ∀U ∈ P ∃V ∈ D (U ⊆ V ) .
Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì, åñëè â

ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êî-
íå÷íîå ïîêðûòèå.

Ïðèìåð. Ïóñòü X = R � ïðÿìàÿ. Òîãäà
P = {(1; 2), (1; 3)} ëîêàëüíî êîíå÷íî â X , íî íå äèñêðåòíî â ñåáå;
P = {(n;n + 1)}n∈N äèñêðåòíî â ñåáå è ëîêàëüíî êîíå÷íî â X , íî íå

äèñêðåòíî â X ;
P = {( 1

n+1 ; 1
n )}n∈N äèñêðåòíî â ñåáå è êîíñåðâàòèâíî, íî íå ëîêàëüíî

êîíå÷íî â X .

Ïðåäëîæåíèå 41 Ëîêàëüíî êîíå÷íîå â X ñåìåéñòâî P={U} êîíñåðâà-
òèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäñåìåéñòâà P̃
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âêëþ÷åíèå [

⋃ P̃] ⊆ ⋃{[U ] : U ∈ P̃} .
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Ïóñòü x /∈ ⋃{[U ] : U ∈ P̃} . Íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü O òî÷êè x , ïåðåñåêàþ-
ùàÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ U1, ..., Un ∈ P̃ . Íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè
O1, ..., On òî÷êè x òàêèå, ÷òî O1 ∩ U1 = ∅ ,..., On ∩ Un = ∅ . Òîãäà äëÿ
O′ = O ∩O1 ∩ ... ∩On ïîëó÷àåì O′ ∩⋃ P̃ = ∅ .

Òåîðåìà 8.2 Ðåãóëÿðíîå ôèíàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâà F è G çàìêíóòû è íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ F íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ux , ÷òî [Ux] ∩
G = ∅ , è äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ G íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Vy , ÷òî
[Vy]∩F = ∅ . Ïîêðûòèå P = {Ux}x∈F ∪{Vy}y∈G∪{X \(F ∪G)} ïðîñòðàíñòâà
X ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå P̃ = {Ui}i∈N ∪ {Vj}j∈N ∪ {X \ (F ∪G)} .
Ïðè ýòîì F ⊆ ⋃i∈N Ui è G ⊆ ⋃j∈N Vj .

Ïîëîæèì òåïåðü U ′1 = U1 , V ′1 = V1 \ [U1] . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N

ïóñòü U ′n = Un \ [
⋃
j<n Vj ] è V ′n = Vn \ [

⋃
i≤n Ui] . Òîãäà OF =

⋃
i∈N U

′
i è

OG =
⋃
j∈N V

′
j � íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Òåîðåìà 8.3 Õàóñäîðôîâî ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò èç äâóõ ïðåäëîæåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 42 Õàóñäîðôîâî ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X ðåãó-
ëÿðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà x íå ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîìó ìíîæå-
ñòâó F . Äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ F íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Oy ⊂ X , äëÿ
êîòîðîé x /∈ [Oy] . Â îòêðûòîå ïîêðûòèå {Oy : y ∈ F} ∪ {X \ F} ïðîñòðàí-
ñòâà X âïèøåì ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå P = {U} . Ïóñòü
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PF = {U ∈ P : U ∩ F 6= ∅} . Åñëè U ∈ PF , òî U ⊂ Oy äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ F
è, ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ [U ] . Â ñèëó êîíñåðâàòèâíîñòè x /∈ [

⋃PF ] . Íî òîãäà
OF =

⋃PF è Ox = X \ [
⋃PF ] � èñêîìûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 43 Ðåãóëÿðíîå ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X íîðìàëü-
íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàìêíóòûå ìíîæåñòâà F è G íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ F íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Ox ⊂ X , äëÿ êîòîðîé
[Ox] ∩ G = ∅ . Â îòêðûòîå ïîêðûòèå {Ox : x ∈ F} ∪ {X \ F} ïðîñòðàíñòâà
X âïèøåì ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå P = {U} . Ïóñòü PF =
{U ∈ P : U ∩ F 6= ∅} . Åñëè U ∈ PF , òî U ⊂ Ox äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ F

è, ñëåäîâàòåëüíî, [U ] ∩ G = ∅ . Â ñèëó êîíñåðâàòèâíîñòè [
⋃PF ] ∩ G = ∅ .

Íî òîãäà OF =
⋃PF è OG = X \ [

⋃PF ] � èñêîìûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îêðåñòíîñòè.

Òåîðåìà 8.4 Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-
íîñèëüíû:

1) X ïàðàêîìïàêòíî;
2) â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå X ìîæíî âïèñàòü σ -ëîêàëüíî êîíå÷-

íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå;
3) â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå X ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå

ïîêðûòèå ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè;
4) â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå X ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå

çàìêíóòîå ïîêðûòèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò èç òðåõ ïðåäëîæåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 44 Åñëè â êàæäîå îòêðûòîå ïîêðûòèå P ïðîñòðàíñòâà
X ìîæíî âïèñàòü σ -ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå, òî ìîæíî
âïèñàòü è ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå (ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Pi ëîêàëüíî
êîíå÷íû, âïèñàíû â P è èõ îáúåäèíåíèå

⋃
i∈N Pi ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì.

Äëÿ êàæäîãî U ∈ Pi ïîëîæèì Ũ = U \ ⋃⋃j<i Pj è P̃i = {Ũ : U ∈ Pi} .
Òîãäà

⋃
i∈N P̃i � èñêîìîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X ðàññìîòðèì ix = min{i ∈ N : x ∈ ⋃Pi} .
Åñëè x ∈ Ux äëÿ íåêîòîðîãî Ux ∈ Pix , òî ïî ïîñòðîåíèþ x ∈ Ũx . Äëÿ
êàæäîãî j < ix çàôèêñèðóåì îêðåñòíîñòü Ojx , ïåðåñåêàþùóþ êîíå÷íîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ Pj . Òîãäà Ox =

⋂
j<ix

Ojx∩Ux ïåðåñåêàåò êîíå÷íîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ

⋃
i∈N P̃i , òàê êàê Ux ∩ U = ∅ äëÿ êàæäîãî j > i è U ∈ Pj .

Ïðåäëîæåíèå 45 Åñëè â êàæäîå îòêðûòîå ïîêðûòèå P = {Uα}α∈A ðå-
ãóëÿðíîãî ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå
(ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè), òî ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå
çàìêíóòîå ïîêðûòèå P̃ = {Wα}α∈A òàê, ÷òî Wα ⊂ Uα .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Ox

òàêàÿ, ÷òî [Ox] ⊂ Uα äëÿ íåêîòîðîãî Uα ∈ P . Â ïîêðûòèå {Ox : x ∈ X}
âïèøåì ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè P̀ =
{Vβ}β∈B . Äëÿ êàæäîãî β ∈ B âûáåðåì åäèíñòâåííîå α(β) ∈ A òàê, ÷òî
[Vβ ] ⊂ Uα(β) . Ïîëîæèì Wα =

⋃{[Vβ ] : α(β) = α è ðàññìîòðèì ïîêðûòèå
P̃ = {Wα}α∈A . Òàê êàê P̀ ëîêàëüíî êîíå÷íî, òî P̃ ëîêàëüíî êîíå÷íî è
êàæäîå Wα çàìêíóòî.

Ïðåäëîæåíèå 46 Åñëè â êàæäîå îòêðûòîå ïîêðûòèå P = {U} ïðî-
ñòðàíñòâà X ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå,
òî ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå P1 = {V } âïè-
ñàíî â P . Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X çàôèêñèðóåì îêðåñòíîñòü Ox , ïå-
ðåñåêàþùóþ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ P1 . Â ïîêðûòèå {Ox : x ∈ X}
âïèøåì ëîêàëüíî êîíå÷íîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå P2 = {F} . Äëÿ êàæäî-
ãî V ∈ P1 ïîëîæèì V̀ = X \⋃{F : F ∩ V = ∅} . Òîãäà "ðàçäóòîå"ïîêðûòèå
P̀1 = {V̀ } ëîêàëüíî êîíå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ X íàé-
äåòñÿ îêðåñòíîñòü Oy , ïåðåñåêàþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ F ∈ P2 ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ V ∈ P1 . Íî
åñëè F ∩ V = ∅ , òî F ∩ V̀ = ∅ . Äëÿ êàæäîãî V ∈ P1 è òàêîãî U ∈ P , ÷òî
V ⊂ U ïîëîæèì Ṽ = V̀ ∩ U . Òîãäà Ṽ : V ∈ P1 � èñêîìîå.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Ïàðàêîìïàêòíà ëè ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî? Ïîñòðîèòü îòêðûòîå ïîêðû-
òèå, â êîòîðîå íåëüçÿ âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå.
2. Áóäóò ëè ôèíàëüíî êîìïàêòíû èëè ïàðàêîìïàêòíû äðóãèå îïðåäåëåííûå
íàìè ïðîñòðàíñòâà?

9 Êàðäèíàëüíûå èíâàðèàíòû
Ñâåò ìîé, çåðêàëüöå, ñêàæè
Äà âñþ ïðàâäó äîëîæè:
ß ëü íà ñâåòå âñåõ ìèëåå,
Âñåõ ðóìÿíåé è áåëåå?
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Ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè òåî-
ðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîíàäîáèëèñü íîâûå èçîáðàçèòåëüíûå ñðåä-
ñòâà äëÿ îïèñàíèÿ èõ ñâîéñòâ. Îäíîé èõ íàèáîëåå ÿðêèõ è ãåîìåòðè÷íûõ
õàðàêòåðèñòèê òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñòàëè êàðäèíàëüíûå èíâàðèàí-
òû. Èññëåäóÿ ñàìûå ðàçíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé îáùåé òîïîëîãèè, ìà-
òåìàòèêè âûðàæàþò ñâîè èäåè íà ÿçûêå êàðäèíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ � óíè-
âåðñàëüíîì ÿçûêå îáùåé òîïîëîãèè. Êàðäèíàëüíûå èíâàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ
îäíîé èç íàèáîëåå íàãëÿäíûõ õàðàêòåðèñòèê òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà À.Â.Àðõàíãåëüñêèì òåîðåìû î òîì, ÷òî ìîùíîñòü
êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ÷åòíîãî õàðàêòåðà íå ïðåâîñõîäèò êîíòèíóóì,
òåîðèÿ êàðäèíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïîëó÷èëà áóðíîå ðàçâèòèå è ÿâëÿåòñÿ
ñåé÷àñ îäíèì èç ñàìûõ èíòðèãóþùèõ ðàçäåëîâ îáùåé òîïîëîãèè.

Îïðåäåëåíèå.Êàðäèíàëüíûì èíâàðèàíòîì íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëüíîçíà÷-
íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êëàññå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ïðè-
íèìàþùàÿ íà ãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàâíûå çíà÷åíèÿ.

Îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò êàðäèíàëüíûé èíâàðèàíò |X| � ìîùíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà X .

Îïðåäåëåíèå. Âåñîì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì ìîùíîñòåé
áàç â ïðîñòðàíñòâå X :

w(X) = min{|B| : B − áàçà â X} .
Ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, åñëè â X

åñòü ñ÷åòíàÿ áàçà.
Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî B ⊆ τ íàçûâàåòñÿ áàçîé â òî÷êå x ∈ X ,

åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè Ox íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî U ∈ B òàêîå, ÷òî
x ∈ U ⊆ Ox .

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðîì ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå x ∈ X íàçûâàåòñÿ
ìèíèìóì ìîùíîñòåé áàç ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå x :

χ(x) = min{|B| : B − áàçà X â òî÷êå x} .
Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðîì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ñóïðåìóì õà-

ðàêòåðîâ â òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà X .
χ(X) = sup{χ(x) : x ∈ X} .
Ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, åñëè õàðàê-

òåð χ(X) ñ÷åòåí.
Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ B = {U} íàçûâàåòñÿ π �

áàçîé â ïðîñòðàíñòâå X , åñëè êàæäîå îòêðûòîå O ⊆ X ñîäåðæèò íåêîòîðîå

66



U ∈ B .
Îïðåäåëåíèå. π -âåñîì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì ìîùíî-

ñòåé π � áàç â ïðîñòðàíñòâå X :
πw(X) = min{|B| : B −π áàçà â X} .
Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ B = {U} íàçûâàåòñÿ

ïñåâäîáàçîé â ïðîñòðàíñòâå X , åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X íàé-
äåòñÿ òàêîå U ∈ B , ÷òî x ∈ U è y /∈ U .

Îïðåäåëåíèå.Ïñåâäîâåñîì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì ìîù-
íîñòåé ïñåâäîáàç â ïðîñòðàíñòâå X :

ψw(X) = min{|B| : B − ïñåâäîáàçà â X} .
(!) Ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ B = {U} ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîáàçîé ⇔

{x} =
⋂{U ∈ B : x ∈ U} äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X .

(!) Âñÿêàÿ áàçà ÿâëÿåòñÿ π � áàçîé è ïñåâäîáàçîé.
Ïðèìåð. Ñåìåéñòâî èíòåðâàëîâ, íå ñîäåðæàùèõ òî÷êè 0 , ÿâëÿåòñÿ π �

áàçîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîáàçîé íà ïðÿìîé. Ñåìåéñòâî èíòåðâàëîâ äëèíû
íå ìåíüøå 1 ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîáàçîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ π � áàçîé íà ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîì Ñóñëèíà íàçûâàåòñÿ ñóïðåìóì ìîùíîñòåé äèçú-
þíêòíûõ ñåìåéñòâ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ:

c(X) = sup{|D| : D ⊆ τ äèçúþíêòíî } .
Îïðåäåëåíèå. Íàñëåäñòâåííûì ÷èñëîì Ñóñëèíà, èëè ñïðýäîì, íàçûâà-

åòñÿ ñóïðåìóì ÷èñåë Ñóñëèíà ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà X :
hc(X) = s(X) = sup{c(Y ) : Y ⊆ X} .
Îïðåäåëåíèå. Ïëîòíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì ìîù-

íîñòåé âñþäó ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ X :
d(X) = min{|A| : A âñþäó ïëîòíî â X} .
Îïðåäåëåíèå. ×èñëîì Ëèíäåëåôà l(X) íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì êàðäè-

íàëüíûõ ÷èñåë σ òàêèõ, ÷òî èç êàæäîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà
X ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëüøå σ .

Ñïèñîê êàðäèíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ìîæíî ïðîäîëæàòü î÷åíü äîëãî, íî
ñåé÷àñ ìû ýòèì îãðàíè÷èìñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè èç êàæäîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü
ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå, òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ôèíàëüíî êîìïàêò-
íûì, èëè ëèíäåëåôîâûì.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèíäåëåôà, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ïîäñåìåé-
ñòâî ñ òåì æå îáúåäèíåíèåì.

Ïðîñòðàíñòâî X íàñëåäñòâåííî ôèíàëüíî êîìïàêòíî ⇔ X óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Ëèíäåëåôà.

Òåîðåìà 9.1 Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
1). c(X) ≤ d(X) ≤ πw(X) ≤ w(X) ;
2). ψw(X) ≤ w(X) ;
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3). c(X) ≤ hc(X) ≤ w(X) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñÿêàÿ áàçà ÿâëÿåòñÿ π -áàçîé, òî îöåíêà
πw(X) ≤ w(X) î÷åâèäíà.

Ïóñòü B = {U} ïðîèçâîëüíàÿ π -áàçà â ïðîñòðàíñòâå X . Òîãäà äëÿ ëþ-
áûõ òî÷åê xU ∈ U ìíîæåñòâî {xU : U ∈ B} âñþäó ïëîòíî â X . Äåéñòâè-
òåëüíî, âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O ⊆ X ñîäåðæèò íåêîòîðîå U ∈ B è,
ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êó xU . Ïîëó÷àåì d(X) ≤ |B| .

Ïóñòü ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ D = {U} äèçúþíêòíî è ìíîæåñòâî
A ⊆ X âñþäó ïëîòíî. Â êàæäîì U çàôèêñèðóåì åäèíñòâåííóþ òî÷êó aU ∈
A. Òîãäà U 6= U ′ âëå÷åò aU 6= aU ′ è, ñëåäîâàòåëüíî, |D| ≤ |A| .

Ïðîâåðèòü îñòàâøèåñÿ îöåíêè ñîâñåì íåñëîæíî.
Ïîñ÷èòàåì êàðäèíàëüíûå èíâàðèàíòû êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Äèñêðåòíàÿ ïðÿìàÿ

Ñåìåéñòâî îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ B = {{x} : x ∈ R} ÿâëÿåòñÿ áàçîé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, B � äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ìàê-
ñèìàëüíîé ìîùíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, c(X) = d(X) = hc(X) = πw(X) =
w(X) = . Êðîìå òîãî, B � îòêðûòîå ïîêðûòèå, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü
ïîäïîêðûòèå ìåíüøåé ìîùíîñòè. Òî åñòü l(X) = C . Òàê êàê ñåìåéñòâî èí-
òåðâàëîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîáàçîé, òî ψw(X) = ω .
Òàê êàê â êàæäîé òî÷êå x ∈ R ñåìåéñòâî èç îäíîãî ìíîæåñòâà B = {{x}}
ÿâëÿåòñÿ áàçîé, òî χ(x) = 1 . Â òàêèõ ñëó÷àÿõ òîïîëîãè îáû÷íî ïèøóò
χ(x) = ω è äîáàâëÿþò ñ óëûáêîé, ÷òî êîíå÷íûõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë íå
áûâàåò.

Ïëîñêîñòü Íåìûöêîãî

Ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî w(X) ≥ C . Ñåìåéñòâî âñåõ îòêðûòûõ êðóãîâ
èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è âñåõ ìíîæåñòâ âèäà OL(Q, r) ÿâëÿåòñÿ áàçîé
ìîùíîñòè C . Ñëåäîâàòåëüíî, w(X) = C . Ýòî æå ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòûì ïîêðûòèåì, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü ïîäïîêðûòèå ìåíüøåé
ìîùíîñòè. Òî åñòü l(X) = C . Òîïîëîãèÿ τN ñèëüíåå, ÷åì åñòåñòâåííàÿ, òî
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åñòü èíäóöèðîâàííàÿ èç ïëîñêîñòè, òîïîëîãèÿ ïîëóïëîñêîñòè R2
+ . Ñëåäî-

âàòåëüíî, ñåìåéñòâî ïåðåñå÷åíèé îòêðûòûõ íà ïëîñêîñòè êðóãîâ, èìåþùèõ
ðàöèîíàëüíûé ðàäèóñ è öåíòð â òî÷êå ñ äâóìÿ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíà-
òàìè, ñ R2

+ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé π - áàçîé è ñ÷åòíîé ïñåâäîáàçîé. Íî òîãäà
c(X) = d(X) = πw(X) = ψw(X) = ω . Òàê êàê â êàæäîé òî÷êå êðóãè ðàöè-
îíàëüíûõ ðàäèóñîâ îáðàçóþò ñ÷åòíóþ áàçó, òî χ(X) = ω . Òàê êàê ïðÿìàÿ
L äèñêðåòíà â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, òî hc(X) = C(L) = C .

Òåîðåìà 9.2 Åñëè ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åò-
íîñòè, òî X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèíäåëåôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = {U} � ñ÷åòíàÿ áàçà è D = {O} � ïðîèç-
âîëüíîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ êàæäîãî U ∈ B îòìåòèì òàêîå
OU ∈ D , ÷òî U ⊆ OU , åñëè ýòî âîçìîæíî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòìå÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ. Åñëè x ∈ O äëÿ íåêîòîðîãî O ∈ D , òî x ∈ U ⊆ O äëÿ
íåêîòîðîãî U ∈ B è x ∈ OU .

Òåîðåìà 9.3 Åñëè ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åò-
íîñòè, òî èç ëþáîé áàçû ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî âûäåëèòü ñ÷åòíîå ïîä-
ñåìåéñòâî, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàçîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = {U} � ñ÷åòíàÿ áàçà è D = {V } � ïðîèç-
âîëüíàÿ áàçà. Äëÿ êàæäîé ïàðû U,U ′ ∈ B îòìåòèì òàêîå V (U,U ′) ∈ D , ÷òî
U ⊆ V (U,U ′) ⊆ U ′ , åñëè ýòî âîçìîæíî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòìå÷åííûõ
ìíîæåñòâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x è åå îêðåñòíîñòè O ïîñëåäîâàòåëüíî
ìîæíî âûáðàòü U ′ ∈ B , V ∈ D è U ∈ B òàê, ÷òî x ∈ U ⊆ V ⊆ U ′ ⊆ O .
Òîãäà äëÿ îòìå÷åííîãî V (U,U ′) ïîëó÷àåì x ∈ V (U,U ′) ⊆ O .
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Ïîñ÷èòàòü êàðäèíàëüíûå èíâàðèàíòû ïðîñòðàíñòâ, äëÿ êîòîðûõ îíè åù¼
íå áûëè âû÷èñëåíû.
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10 Ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
Óìíîæåíèå - ýòî î÷åíü âàæíàÿ îïåðàöèÿ! Óìíîæàòü ëþäÿì íðàâèòñÿ

ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì äåëèòü. Â òîì ÷èñëå è ìàòåìàòèêàì òîæå. Ïîýòîìó â
ìàòåìàòèêå ýòà îïåðàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ ãîðàçäî ÷àùå, ÷åì äåëåíèå. Åùå áû!
Ïðè óìíîæåíèè ÷òî-òî óâåëè÷èâàåòñÿ, à ïðè äåëåíèè - óìåíüøàåòñÿ.

� Ó âàñ áûëî ïÿòü ÿáëîê. Íåêòî âçÿë ó âàñ òðè ÿáëîêà. Ñêîëüêî ÿáëîê
îñòàëîñü?

� Ïÿòü!
� Îòâåò íåïðàâèëüíûé!
� Íî âåäü ÿ æå íå îòäàì Íåêòî ñâîå ÿáëîêî!
Âîò òîëüêî êàê áûòü ñ îïðåäåëåíèåì òîïîëîãèè?

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ôîðìàëüíûõ ïàð, â êîòîðûõ íà ïåðâîì ìåñòå íàõîäèòñÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
A , à íà âòîðîì � òî÷êà ìíîæåñòâà B :

A×B = {(a, b) : a ∈ A∧ b ∈ B} .
Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ

{Aα : α ∈ σ} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ íàáîðîâ èç σ ýëåìåí-
òîâ, â êîòîðûõ íà ìåñòå ñ èíäåêñîì α íàõîäèòñÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Aα :∏

α∈σ Aα = {(xα)α∈σ : ∀α ∈ σ(xα ∈ Aα)} .
Ñóùåñòâóþò äâå îñíîâíûå òîïîëîãèè íà ïðîèçâåäåíèè òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ: ÿùè÷íàÿ òîïîëîãèÿ è òîïîëîãèÿ Òèõîíîâà. Îíè ñîâïàäàþò
äëÿ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X1, ..., Xk � êîíå÷íûé íàáîð òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà U1 ⊆ X1 ,...,Uk ⊆
Xk . Òîãäà ìíîæåñòâà âèäà U1 × ... × Uk íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ïðÿìî-
óãîëüíûìè ìíîæåñòâàìè â ïðîèçâåäåíèè X1 × ... × Xk . Òîïîëîãèÿ τprod ,
áàçó êîòîðîé îíè îáðàçóþò, íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {Xα : α ∈ σ} � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà
Uα ⊆ Xα . Òîãäà ìíîæåñòâà âèäà

∏
α∈σ Uα îáðàçóþò áàçó ÿùè÷íîé òîïî-

ëîãèè τbox íà ïðîèçâåäåíèè
∏
α∈σXα .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {Xα : α ∈ σ} � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà èíäåêñîâ α1, ..., αk ∈ σ

âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà Uα1 ⊆ Xα1 ,..., Uαk ⊆ Xαk .
Òîãäà ìíîæåñòâà âèäà Uα1 × ... × Uαk ×

∏
α∈σ\{α1,...,αk}Xα îáðàçóþò áàçó

òîïîëîãèè Òèõîíîâà τprod íà ïðîèçâåäåíèè
∏
α∈σXα .

Ïðåäëîæåíèå 47 Ïóñòü τ è σ � òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå X , δ �
òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå Y è f : X → Y - ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå.
Òîãäà åñëè f : (X, τ) → (Y, δ) íåïðåðûâíî è τ ñëàáåå σ , òî f : (X,σ) →
(Y, δ) íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U ∈ δ . Òàê êàê f íåïðåðûâíî, òî f−1U ∈ τ .
Òàê êàê τ ñëàáåå σ , òî f−1U ∈ σ .
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Ïðåäëîæåíèå 48 Ïóñòü f : X → Y � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå ìíî-
æåñòâà X íà ìíîæåñòâî Y . Òîãäà äëÿ êàæäîé òîïîëîãèè δ íà Y ñóùå-
ñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ òîïîëîãèÿ τ íà X òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå
f : (X, τ)→ (Y, δ) íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîïîëîãèÿ τ - ýòî ìèíèìàëüíîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ,
ñîäåðæàùåå ñåìåéñòâî {f−1U : U ∈ δ} è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïóíêòîâ
(1-3) îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè.

Ïðåäëîæåíèå 49 Äëÿ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
X = X1 × ... ×Xk òîïîëîãèÿ τprod ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíîé òîïîëîãèåé
τmin íà X , äëÿ êîòîðîé êàæäàÿ ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðà-
æåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒). Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ïðîåêöèÿ πi : X → Xi ,
îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå (X, τprod) , ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæå-
íèåì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè U ⊂ Xi îòêðûòî, òî

π−1
i U = X1 × ...×Xi−1 × U ×Xi+1 × ...×Xk

ïðèíàäëåæèò τprod .
(⇐). Åñëè U1 × ... × Uk ∈ τmin äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ïðÿìîóãîëü-

íîãî ìíîæåñòâà, òî τprod ⊆ τmin . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî U1 × ... × Uk =
π−1

1 U1 ∩ ... ∩ π−1
k Uk îòêðûòî, åñëè êàæäàÿ ïðîåêöèÿ πi íåïðåðûâíà.

Ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 50 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðîèçâåäåíèé òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ X =

∏
α∈σXα òîïîëîãèÿ Òèõîíîâà τprod ñîâïàäàåò ñ ìèíè-

ìàëüíîé òîïîëîãèåé τmin íà X , äëÿ êîòîðîé êàæäàÿ ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 51 Ïðîñòðàíñòâî ([0, 1]ω, τbox) íå êîìïàêòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ¬1) ïîêðûòèå P = {∏j∈ω Uj : ∀j ∈ ω(Uj = [0, 2
3 ) ∨

( 1
3 , 1])} íå ñîäåðæèò êîíå÷íûõ è, áîëåå òîãî, ñ÷åòíûõ, ïîäïîêðûòèé. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü P̃ = {U i}i∈N - ïðîèçâîëüíîå ñ÷åòíîå ïîäñåìåéñòâî ìíî-
æåñòâ âèäà U i =

∏
j∈ω U

i
j . Ïîñòðîèì òî÷êó x = (xi)i∈N ïðè ïîìîùè äèà-

ãîíàëüíîãî ïðîöåññà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: Åñëè U ii = [0, 2
3 ) , òî xi = 1 ,

åñëè U ii = ( 1
3 , 1] , òî xi = 0 . Òîãäà x /∈ U i äëÿ ëþáîãî U i ∈ P̃ , òàê êàê

xi /∈ U ii , òî åñòü P̃ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïîêðûòèåì.
¬2) äîïîëíåíèÿ äî ìíîæåñòâ

∏
j∈ω Uj îáðàçóþò çàìêíóòûé ñ÷åòíî öåí-

òðèðîâàííûé ôèëüòð, èìåþùèé ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
¬3) ìíîæåñòâî A = {xi}i∈N òî÷åê xi = (xij)j∈N , îïðåäåëåííûõ ïî

ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: xij = 0 , åñëè i 6= j è xij = 1 , åñëè i = j , íå èìååò
ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x = (xj)j∈N - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.
Åñëè xj = 0 äëÿ âñåõ j ∈ N , òî îêðåñòíîñòü Ox = [0, 1

2 )ω íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñ A . Åñëè xj 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ N , òî îêðåñòíîñòü

Ox = [0, 1]1 × ...× [0, 1]j−1 × (
xj
2
, 1]× [0, 1]j+1 × ...

ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó èç A .

Òåîðåìà 10.1 (Òåîðåìà Òèõîíîâà). Ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ
ñ òîïîëîãèåé Òèõîíîâà êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = {F} � ïðîèçâîëüíûé íå îáÿçàòåëüíî çà-
ìêíóòûé óëüòðàôèëüòð â ïðîèçâåäåíèè êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ
X =

∏
α∈σXα . Òàê êàê äëÿ êàæäîãî α ∈ σ ñåìåéñòâî ïðîåêöèé {παF}

öåíòðèðîâàíî è Xα êîìïàêòíî, òî íàéäåòñÿ òî÷êà

xα ∈
⋂
{[παF ]Xα : F ∈ F}.

Äëÿ x = (xα)α∈σ ïîëó÷àåì x ∈ ⋂{[F ]X : F ∈ F} .

74



Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî F ∈ F è ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè Oxα ⊂
Xα óñëîâèå Oxα∩παF 6= ∅ âëå÷åò π−1

α Oxα∩F 6= ∅ . Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè
F èìååì π−1

α Oxα ∈ F . Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà îêðåñòíîñòåé
Oxα1 ⊂ Xα1 , ..., Oxαk ⊂ Xαk è Ox = π−1

α1
Oxα1 ∩ ... ∩ π−1

αk
Oxαk ïîëó÷àåì

Ox ∈ F . Íî òîãäà Ox ∩ F 6= ∅ è x ∈ [F ] ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè Òèõî-
íîâà.

Ñîâåðøåííî î÷àðîâàòåëüíóþ òåîðåìó Õüþèòòà, Ìàð÷åâñêîãî, Ïîíäèøå-
ðè ìû äîêàæåì äëÿ ïðÿìîé â ñòåïåíè êîíòèíóóì.

Òåîðåìà 10.2 Ïðîñòðàíñòâî (RC , τprod) ñåïàðàáåëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì íàøå ïðîñòðàíñòâî â ñëåäóþùåì âèäå:
RC =

∏
α∈RRα , ãäå |R| = C è êàæäîå Rα - ýêçåìïëÿð ïðÿìîé R .

Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê r1, ..., rk ∈ Q è äèçúþíêòíûõ èí-
òåðâàëîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè â ìíîæåñòâå èíäåêñîâ
(a1, b1), ..., (ak, bk) ⊆ R îïðåäåëèì òî÷êó

P (r1, ..., rk; (a1, b1), ..., (ak, bk)) = P (xα)α∈R ∈
∏

α∈R
Rα

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè α ∈ (ai, bi) , òî xα = ri äëÿ i = 1, ..., k ; åñëè
α ∈ R \ ⋃ki=1(ai, bi) , òî xα = 0 . Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî òî÷åê P èìååò
ìîùíîñòü |Q|k × |Q2|k = ωk × ωk = ω . Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îíî âñþäó
ïëîòíî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç áàçû òîïîëîãèè Òèõîíîâà:

U = Uα1 × ...× Uαk ×
∏

α∈R\{α1,...,αk}
Rα,

ãäå αi ∈ R è Uαi ⊂ Rαi îòêðûòû äëÿ âñåõ i = 1, ..., k . Íàéäóòñÿ ðàöèîíàëü-
íûå òî÷êè ri ∈ Uαi è äèçúþíêòíûå èíòåðâàëû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè
(ai, bi) òàêèå, ÷òî αi ∈ (ai, bi) . Íî òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ
P (r1, ..., rk; (a1, b1), ..., (ak, bk)) ∈ U .
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Óìíîæàòü ìîæíî íå òîëüêî ïðîñòðàíñòâà, íî è îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f1 : X → Y1 è f2 : X → Y2 � ïðîèçâîëüíûå
îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæåíèå f : X → Y1 × Y2 , îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó
f(x) = (f1(x), f2(x)) , íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæå-
íèé f1 è f2 è îáîçíà÷àåòñÿ f = f14f2 .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü fα : X → Yα � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå äëÿ
êàæäîãî α ∈ σ . Îòîáðàæåíèå f : X → ∏

α∈σ Yα , îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó
f(x) = (fα(x))α∈σ , íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé
fα è îáîçíà÷àåòñÿ f = 4α∈σfα .

Ïðåäëîæåíèå 52 Ïóñòü f : X → (
∏
α∈σ Yα, τprod) - äèàãîíàëüíîå ïðîèç-

âåäåíèå îòîáðàæåíèé fα : X → Yα . Òîãäà f íåïðåðûâíî ⇔ êàæäîå fα
íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî fα = πα ◦ f . Åñëè f

íåïðåðûâíî, òî fα íåïðåðûâíî êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
πα è f .

(⇐) Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè Òèõîíîâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
óñëîâèå Êîøè äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X è îêðåñòíîñòè îáðàçà âè-
äà

Of(x) = Ofα1(x)× ...×Ofαk(x)×
∏

α∈σ\{α1,...,αk}
Yα,

ãäå Ofα1(x) ⊆ Yα1 ,..., Ofαk(x) ⊆ Yαk - îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè îòîáðàæåíèé fα1 , ..., fαk íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè O1x, ..., Okx ⊂ X ,
äëÿ êîòîðûõ fα1O1x ⊆ Ofα1(x) ,..., fαkOkx ⊆ Ofαk(x) . Òîãäà äëÿ Ox =
O1x∩ ...∩Okx ïîëó÷àåì fOx ⊆ Of(x) . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
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y ∈ Ox èìååì f(y) = (fα(y))α∈σ ∈ fα1O1x×...×fαkOkx×
∏
α∈σ\{α1,...,αk} fαX ⊆

Of(x) .
Ïóñòü â äàëüíåéøåì I = [0, 1] , ïðîñòðàíñòâî X âïîëíå ðåãóëÿðíî,

F = {f} � ñåìåéñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : X → I è fF �
äèàãîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîãî ñåìåéñòâà: fF = 4F = 4f∈Ff . Òîãäà
fF : X →∏

f∈F If , ãäå êàæäîå If - ýêçåìïëÿð îòðåçêà I .

Ïðåäëîæåíèå 53 Îòîáðàæåíèå fF ðàçäåëÿåò òî÷êè è çàìêíóòûå ìíî-
æåñòâà.

(!) Åñëè F ⊂ X çàìêíóòî è x /∈ F , òî fF (x) /∈ fF (F ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ òàêîå f ∈ F , ÷òî f(x) = 0 è f(F ) = 1. Íî

òîãäà fF (x) ∈ π−1
f (0) è fF (F ) ∈ π−1

f (1), ãäå πf - îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
íà If .

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå fF âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 54 Îòîáðàæåíèå fF îòêðûòî.

(!) Åñëè U ⊂ X îòêðûòî, òî fFU îòêðûòî â fFX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ fFU íàéäåòñÿ
òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ox ⊂ fFX, ÷òî Ox ⊂ fFU.

Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå f ∈ F , ÷òî f(x) = 0 è f(X \ U) = 1.
Òîãäà Ox = π−1

f ([0, 1)) ∩ fFX � èñêîìàÿ îêðåñòíîñòü.

(!) Òàê êàê fF âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæå-
íèå f−1

F : fFX → X. Òàê êàê fF îòêðûòî, òî f−1
F íåïðåðûâíî. Òî åñòü fF

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Íî òîãäà ïðîñòðàíñòâà X è fFX òîïîëîãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïîñòðîèëè ïîãðóæåíèå fF âïîëíå
ðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàíñòâà X â ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ

∏
f∈F If .

Ïðåäëîæåíèå 55 Ïóñòü τ � ïðîèçâîëüíûé êàðäèíàë. Ëþáîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî X ⊂ Iτ âïîëíå ðåãóëÿðíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F ⊂ X çàìêíóòî è x /∈ F . Òîãäà x /∈ [F ]Iτ .
Òàê êàê Iτ íîðìàëüíî, íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : Iτ → I, äëÿ
êîòîðîãî g(x) = 0 è g([F ]Iτ ) = 1. Íî òîãäà h = g/X íåïðåðûâíî, h(x) = 0
è h(F ) = 1.

Ñëåäñòâèå. Ïðîñòðàíñòâî X âïîëíå ðåãóëÿðíî ⇔ X ⊂ Iτ äëÿ íåêîòî-
ðîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà τ.

(!) Òàê êàê Iτ êîìïàêòíî, òî [X]Iτ êîìïàêòíî.

Ïðåäëîæåíèå 56 Äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → I

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f̃ : [X]Iτ → I .

(!) Òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f̃ : [X]Iτ → I , ÷òî f̃(x) = f(x) äëÿ
êàæäîãî x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ f = πf/fFX ◦ fF . Åñëè îòîæäåñòâèòü
X ñ fFX, òî f = πf/X . Íî äëÿ πf/X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæå-
íèå πf/[X]Iτ .

Îïðåäåëåíèå. Êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî B íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì
ðàñøèðåíèåì ïðîñòðàíñòâà X , åñëè X ⊂ B è X âñþäó ïëîòíî â B .

Îïðåäåëåíèå. Êîìïàêòíîå ðàñøèðåíèå B ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàþò
ðàñøèðåíèåì ×åõà-Ñòîóíà, åñëè äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
f : X → I ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f̃ : B → I .

Îáû÷íî îáîçíà÷àþò bX - ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ðàñøèðåíèå è βX

- ðàñøèðåíèå ×åõà-Ñòîóíà. Â ãëàâå "Êîìïàêòíîñòü"ïîñòðîåíû íåêîòîðûå
ïðèìåðû êîìïàêòíûõ ðàñøèðåíèé.

Ïðèìåð. Îòðåçîê [0, 1] ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ðàñøèðåíèåì èíòåðâàëà
(0, 1) , íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ×åõà-Ñòîóíà.

Äåéñòâèòåëüíî, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : (0, 1) → [0, 1] ïî ïðàâèëó
f(x) = | sin 1

x | íåëüçÿ ïðîäîëæèòü íà âåñü [0, 1].

Ïðåäëîæåíèå 57 Ïóñòü βX - ðàñøèðåíèå ×åõà-Ñòîóíà ïðîñòðàíñòâà
X è B êîìïàêòíî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f :
X → B ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f̃ : βX → B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ⊂ ∏α<σ Iα. Äëÿ êàæäîãî α < σ ðàññìîò-
ðèì êîìïîçèöèþ ïðîåêöèè πα è èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ: fα = πα/f(X) ◦ f.
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Èìååì fα : X → Iα íåïðåðûâíî. Ïóñòü f̃ = 4α<σ f̃α - äèàãîíàëüíîå ïðîèç-
âåäåíèå íåïðåðûâíûõ ïðîäîëæåíèé f̃α : βX → Iα . Òîãäà f̃ : βX → f̃(βX)
- èñêîìîå ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ f .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X èìååì f̃(x) = (f̃α(x))α<σ =
(fα(x))α<σ = f(x) . Ñëåäîâàòåëüíî, f(X) = f̃(X) âñþäó ïëîòíî â êîìïàêò-
íîì f̃(βX) . Åñëè f̃(βX)\B 6= ∅ , òî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà x ýòîãî ìíîæåñòâà
íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ êîìïàêòíîãî B è, òåì áîëåå, äëÿ f(X) ⊆ B .
Íî òîãäà f̃(βX) ⊆ B è òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Uε = βX \ [X \ U ]βX .

Ïðåäëîæåíèå 58 Uε - ìàêñèìàëüíîå îòêðûòîå â βX ìíîæåñòâî, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Uε ∩X = U .

(!) Åñëè V ⊂ βX îòêðûòî è V ∩X = U , òî V ⊆ Uε .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè V îòêðûòî â βX è V ∩ (X \ U) = ∅ , òî
V ∩ [X \ U ]βX = ∅ .

Ïðåäëîæåíèå 59 Ìíîæåñòâà âèäà Uε , ãäå U ⊆ X îòêðûòî, îáðàçóþò
áàçó â βX .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ox ⊂ βX - ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
x . Òàê êàê βX íîðìàëüíî, òî [Ôx]βX ⊆ Ox äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
Ôx ⊂ βX . Äëÿ U = Ôx ∩X èìååì Ôx ⊆ Uε ⊆ [Ôx]βX . Íî òîãäà x ∈ Uε ⊆
Ox .

Ïðåäëîæåíèå 60 Ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî ⇔ X îòêðûòî
â βX .

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐). Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü Ox ⊆ X , ÷òî [Ox]βX ⊆ X . Íî òîãäà [Ox]X = [Ox]βX êîìïàêòíî.

(⇒). Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ox ⊆ X ,
÷òî [Ox]X êîìïàêòíî. Òîãäà [Ox]X = [Ox]βX . Òàê êàê Ox îòêðûòî â X ,
òî Ox ∩ [X \ Ox]βX = ∅ . Òàê êàê [Ox]βX ∪ [X \ Ox]βX = βX , òî Ox =
βX \ [X \Ox]βX îòêðûòî â βX .

Ïðåäëîæåíèå 61 Ïðîñòðàíñòâî X íèãäå íå ëîêàëüíî êîìïàêòíî ⇔ X

íèãäå íå ïëîòíî â βX .

Ïðåäëîæåíèå 62 Ïóñòü ìíîæåñòâà F è G çàìêíóòû â íîðìàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå X . Åñëè F ∩G = ∅ , òî [F ]βX ∩ [G]βX = ∅ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû Óðûñîíà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå f : X → [0, 1] , äëÿ êîòîðîãî f(F ) = 0 è f(G) = 1 . Íàéäåòñÿ
íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f̃ : βX → [0, 1] . Íî òîãäà [F ]βX ⊆ f−1(0) è
[G]βX ⊆ f−1(1) .

Ïðåäëîæåíèå 63 Ïóñòü ìíîæåñòâî F çàìêíóòî â íîðìàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X . Òîãäà [F ]βX = βF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : F → [0, 1] íåïðåðûâíî. Â
ñèëó òåîðåìû Òèòöå-Óðûñîíà äëÿ f ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå
f1 : X → [0, 1] . Äëÿ f1 íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f̃1 : βX → [0, 1] .
Íî òîãäà f̃ = f̃1/[F ]βX - íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f íà [F ]βX .

Ïðåäëîæåíèå 64 Åñëè X ⊂ Y ⊂ βX , òî βX = βY .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Y → [0, 1] íåïðåðûâíî. Äëÿ
f1 = f/X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f̃1 : βX → [0, 1] . Íî òîãäà
f̃1/Y = f , òàê êàê f̃1/X = f/X è X âñþäó ïëîòíî â Y . Òî åñòü f̃1 - èñêîìîå
ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ f .

Ïðåäëîæåíèå 65 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî è σ -êîìïàêòíî.
Åñëè F ⊂ X∗ σ -êîìïàêòíî, òî [F ]βX = βF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : F → [0, 1] íåïðåðûâíî. Òàê
êàê X îòêðûòî â βX , òî X îòêðûòî â Y = X ∪ F . Òàê êàê Y ðåãóëÿðíî
è σ -êîìïàêòíî, òî Y íîðìàëüíî. Â ñèëó òåîðåìû Òèòöå-Óðûñîíà äëÿ f

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f1 : Y → [0, 1] . Òàê êàê X ⊆ Y ⊆
βX , òî äëÿ f1 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f̃1 : βX → [0, 1] . Òîãäà
f̃ = f̃1/[F ]βX - èñêîìîå íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f .

Ïðåäëîæåíèå 66 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî è σ -êîìïàêòíî.
Åñëè ìíîæåñòâà F,G ⊂ X∗ σ -êîìïàêòíû, [F ]βX∩G = ∅ è F ∩ [G]βX = ∅ ,
òî [F ]βX ∩ [G]βX = ∅ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâà F è G çàìêíóòû â Y = X ∪ F ∪G . Òàê
êàê Y ðåãóëÿðíî è σ -êîìïàêòíî, òî Y íîðìàëüíî. Òàê êàê X ⊂ Y ⊂ βX ,
òî βY = βX . Íî [F ]βY ∩ [G]βY = ∅ .
Ïðåäëîæåíèå 67 Åñëè X ëîêàëüíî êîìïàêòíî è σ -êîìïàêòíî, òî â X∗
íåò ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X∗ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ñõîäèò-
ñÿ ê x . Òîãäà äëÿ F = {xn : n ÷åòíî } è G = {xn : n íå÷åòíî } ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî ïðåäëîæåíèå ñïðàâåäëèâî â áîëåå ñèëüíîé ôîð-
ìå:
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Ïðåäëîæåíèå 68 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî è σ -êîìïàêòíî.
Åñëè ìíîæåñòâî D ⊂ X∗ ñ÷åòíî è äèñêðåòíî â ñåáå, òî [D]X∗ = βD .

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî Ïðåäëîæåíèå 68.

11 Ôèëüòðû è óëüòðàôèëüòðû
Êàê ýòî íè ïàðàäîêñàëüíî, îäíèì èç íàèáîëåå çàãàäî÷íûõ, ìèñòè÷åñêèõ
è ñ áîëüøèì òðóäîì ïîääàþùèõñÿ èçó÷åíèþ â îáùåé òîïîëîãèè ÿâëÿåò-
ñÿ ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáû÷íî åãî îòîæäåñòâëÿþò ñ ìíîæå-
ñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N èëè êîíå÷íûõ îðäèíàëîâ ω . Íàïîìíèì, ÷òî
ω = N ∪ {0} . Î÷åâèäíî, òîïîëîãè÷åñêè ω è N ýêâèâàëåíòíû. Íèãäå áîëü-
øå òîïîëîãèÿ íå ñîïðèêàñàåòñÿ òàê áëèçêî ñ ëîãèêîé, òåîðèåé ìíîæåñòâ
è áóëåâûìè àëãåáðàìè, êàê â òåîðèè ðàñøèðåíèÿ ×åõà-Ñòîóíà ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà βN . Ñàìûå óìîïîìðà÷èòåëüíûå êîíñòðóêöèè, ïðîñòûå ñ âèäó è
íåðàçðåøèìûå â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò â ðåàëüíîñòè çàäà÷è è áåñïëîäíûå óñè-
ëèÿ, íàïðàâëåííûå íà èõ ðåøåíèå, ñâÿçàíû ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâîì. Îäíèì
èç ôóíäàìåíòàëüíûõ â ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óëüòðàôèëüòðà, êî-
òîðîå íàãëÿäíåå âñåãî ìîæíî èçó÷àòü èìåííî íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâà N .

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî F íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííûì, åñëè ëþáîå
êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà F èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå: ∀F1, ..., Fk ∈
F(F1 ∩ ... ∩ Fk 6= ∅) .

Îïðåäåëåíèå. Öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî F íàçûâàåòñÿ ôèëüòðîì.
Îïðåäåëåíèå. Ôèëüòð F íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ôèëüòðîì èëè

óëüòðàôèëüòðîì, åñëè F ñîâïàäàåò ñ ëþáûì ôèëüòðîì G , ñîäåðæàùèì
F :
F - óëüòðàôèëüòð ⇔ ∀G(G ôèëüòð è F ⊆ G ⇒ F = G) .
Îïðåäåëåíèå. Åñëè ∩F 6= ∅ , òî óëüòðàôèëüòð F íàçûâàåòñÿ ôèêñè-

ðîâàííûì. Åñëè ∩F = ∅ , òî óëüòðàôèëüòð F íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì .

Ïðèìåð. Ñåìåéñòâî F = {{n, n+1, ...} : n ∈ N} ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì, íî
íå ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G = F ∪ {2n : n ∈ N} ,
òî G - ôèëüòð è F ⊆ G , íî F 6= G .

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíîãî óëüòðàôèëüòðà F .

Ïðåäëîæåíèå 69 Óëüòðàôèëüòð F íå ñîäåðæèò ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Ïðåäëîæåíèå 70 Óëüòðàôèëüòð F çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ
ïåðåñå÷åíèé: åñëè F1, ..., Fk ∈ F , òî F1 ∩ ... ∩ Fk ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî G = F ∪G ÿâëÿåòñÿ ôèëü-
òðîì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ G1, ..., Gm ∈ G èìååì G1 ∩ ... ∩
Gm∩G = G1∩ ...∩Gm∩F1∩ ...∩Fk 6= ∅ , òàê êàê âñå ìíîæåñòâà â ïîñëåäíåì
ïåðåñå÷åíèè ïðèíàäëåæàò F .

Ïðåäëîæåíèå 71 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ F,G ⊂ N ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óñëîâèå: åñëè F ∈ F è F ⊂ G , òî G ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî G = F ∪G ÿâëÿåòñÿ ôèëü-
òðîì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ G1, ..., Gm ∈ G èìååì G1∩...∩Gm∩
G ⊇ G1 ∩ ... ∩Gm ∩ F 6= ∅ , òàê êàê âñå ìíîæåñòâà â ïîñëåäíåì ïåðåñå÷åíèè
ïðèíàäëåæàò F .

Ïðåäëîæåíèå 72 Åñëè G ⊂ N è G∩F 6= ∅ äëÿ ëþáîãî F ∈ F , òî G ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî G = F ∪G ÿâëÿåòñÿ ôèëü-
òðîì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ F1, ..., Fm ∈ G èìååì F1∩ ...∩Fm∩
G ⊇ F ∩G 6= ∅ , òàê êàê F = F1 ∩ ... ∩ Fm ïðèíàäëåæàò F .

Ïðåäëîæåíèå 73 Ëþáîé ôèëüòð ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì óëüòðàôèëü-
òðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì îñíîâíóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà, íå âäàâà-
ÿñü â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå òîíêîñòè.

Ïóñòü F - ôèëüòð. Åñëè íàéäåòñÿ G ∈ expN \F , äëÿ êîòîðîãî F ∪ {G}
ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì, òî ïåðåéäåì îò F ê F ∪ {G} . Áóäåì ïîâòîðÿòü ýòîò
øàã äî òåõ ïîð, ïîêà ôèëüòð F íå ñòàíåò ìàêñèìàëüíûì.

Ïðåäëîæåíèå 74 Ñîäåðæàùèé êîíå÷íîå ìíîæåñòâî óëüòðàôèëüòð ôèê-
ñèðîâàí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F = {n1, ..., nk} ïðèíàä-
ëåæèò óëüòðàôèëüòðó F . Åñëè ∩F = ∅ , òî n1 /∈ F1 , ... , nk /∈ Fk äëÿ
íåêîòîðûõ F1, ..., Fk ∈ F . Íî òîãäà F ∩ F1 ∩ ... ∩ Fk = ∅ .

Ïðåäëîæåíèå 75 Ïåðåñå÷åíèå ôèêñèðîâàííîãî óëüòðàôèëüòðà ñîñòîèò
ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x è y ïðèíàäëåæàò ïåðå-
ñå÷åíèþ óëüòðàôèëüòðà F . Òàê êàê x ∈ ∩F , òî ôèëüòð F ∪ {x} ñîâïàäàåò
ñ F . Òàê êàê y ∈ ∩F , òî ôèëüòð F ∪{y} ñîâïàäàåò ñ F . Íî òîãäà {x} ∈ F ,
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{y} ∈ F è {x} ∩ {y} = ∅ .

Áóäåì îáîçíà÷àòü Fx òàêîé ôèêñèðîâàííûé óëüòðàôèëüòð, äëÿ êîòîðî-
ãî {x} = ∩F . Òîãäà Fx - âñå ïîäìíîæåñòâà N , ñîäåðæàùèå x . Î÷åâèäíî,
|Fx| = C . Ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî ôèêñèðîâàííûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 76 Ëþáîé óëüòðàôèëüòð íåñ÷åòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñ÷åòíûé ñâîáîäíûé óëüòðàôèëüòð
F = {Fk}k∈N . Çàôèêñèðóåì ðàçëè÷íûå òî÷êè x1, y1 ∈ F1 . Äëÿ êàæäîãî
k ∈ N çàôèêñèðóåì ðàçëè÷íûå òî÷êè

xk, yk ∈ F1 ∩ ... ∩ Fk \ ({x1, ..., xk−1} ∪ {y1, ..., yk−1}).

Ïóñòü F = {xk}k∈N . Íî òîãäà F ∪ {F} - ôèëüòð è F /∈ F . Äåéñòâèòåëüíî,
yk ∈ Fk äëÿ ëþáîãî k ∈ N è yk /∈ F .

Ïðåäëîæåíèå 77 Åñëè F � óëüòðàôèëüòð è A ⊂ N - ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî, òî ëèáî A ∈ F , ëèáî (N \A) ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A /∈ F , òî A ∩ F = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî F ∈ F .
Åñëè (N \A) /∈ F , òî (N \A)∩G = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî G ∈ F . Íî òîãäà äëÿ
K = F ∩G ïîëó÷àåì K ∈ F è K ∩N = ∅ .

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðîñòðàíñòâà βN èãðàþò ñåìåéñòâà ïîäìíî-
æåñòâ N ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî {Aα}α∈σ íàçûâàåòñÿ ïî÷òè äèçúþíêòíûì,
åñëè

1) êàæäîå Aα áåñêîíå÷íî;
2) ïåðåñå÷åíèå Aα ∩Aβ êîíå÷íî èëè ïóñòî ïðè α 6= β .

Ïðåäëîæåíèå 78 Â N ñóùåñòâóåò ïî÷òè äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî ìîù-
íîñòè êîíòèíóóì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ÷åòíî,
òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : N → Q . Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ R çàôèêñèðóåì
ñõîäÿùóþñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Px ⊂ Q è ïîëî-
æèì Ax = f−1Px . Òîãäà ñåìåéñòâî {Ax : x ∈ R} ïî÷òè äèçúþíêòíî.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî M = {Aαβ}α,β∈C íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé
ìàòðèöåé, åñëè äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ïîäñåìåéñòâà {Aαiβi : i ≤ k} ⊂ M
ýêâèâàëåíòíî:
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1)
⋂k
i=1Aαiβi áåñêîíå÷íî;

2) {βi : i ≤ k} ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Ñóùåñòâåííî áîëåå òîíêîå ïîñòðîåíèå íåçàâèñèìîé ìàòðèöû âûõîäèò çà

ðàìêè íàøåãî êóðñà. Â ÷àñòíîñòè, íåçàâèñèìûå ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè â ïðîñòðàíñòâå βN òî÷åê ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå. Ñèìâîëîì NN áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ îòîá-
ðàæåíèé èç N â N :

NN = {f/f : N → N - îòîáðàæåíèå } .

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ NN ïîëîæèì f <∗ g ⇔ {n ∈
N : f(n) ≥ g(n) êîíå÷íî } .

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîëüíûé óëüòðàôèëüòð F ðàçáèâàåò NN íà êëàñ-
ñû ýêâèâàëåíòíîñòè:

f =F g ⇔ {n ∈ N : f(n) = g(n)} ∈ F

è çàäàåò íà íèõ ñëåäóþùèé ïîðÿäîê:

f <F g ⇔ {n ∈ N : f(n) < g(n)} ∈ F .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F - óëüòðàôèëüòð. Ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {fα :
α < λ} ⊂ NN íàçûâàåòñÿ F -äîìèíèðóþùèì, åñëè

1). fα <F fβ äëÿ ëþáûõ α < β < λ ;
2). Äëÿ êàæäîãî g ∈ NN ñóùåñòâóåò òàêîå α < λ , ÷òî g <F fα .

Ïðåäëîæåíèå 79 Ïðîèçâîëüíûå f, g ∈ NN ñðàâíèìû â ñìûñëå ïîðÿäêà
ïî óëüòðàôèëüòðó F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: A =
{n ∈ N : f(n) < g(n)} , B = {n ∈ N : f(n) = g(n)} è C = {n ∈ N : f(n) >
g(n)} ïðèíàäëåæèò óëüòðàôèëüòðó F . Åñëè A ∈ F , òî f <F g è òàê äàëåå.

Ïðåäëîæåíèå 80 Äëÿ êàæäîãî óëüòðàôèëüòðà F ñóùåñòâóåò F -äîìèíèðóþùåå
ñåìåéñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì èñêîìîå ñåìåéñòâî ïî òðàíñôèíèòíîé èí-
äóêöèè:

Âûáåðåì f0 ∈ NN ïðîèçâîëüíî.
Ïóñòü λ � îðäèíàë è fα ïîñòðîåíû äëÿ âñåõ α < λ . Åñëè ñóùåñòâóåò

g ∈ NN òàêîå, ÷òî fα <F g äëÿ âñåõ α < λ , òî ïîëîæèì fλ = g .
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñåìåéñòâî {fα : α < λ} � èñêîìîå. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî g ∈ NN îïðåäåëèì g̃ ∈ NN ïî ïðàâèëó g̃(n) = g(n) + 1 .
Èìååì ¬(fα <F g) äëÿ íåêîòîðîãî α < λ . Òîãäà ëèáî A = {n ∈ N : fα(n) =
g̃(n)} , ëèáî A = {n ∈ N : fα(n) > g̃(n)} ïðèíàäëåæèò óëüòðàôèëüòðó F . Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ A ⊂ {n ∈ N : fα(n) > g(n)} , òî åñòü g <F fα .
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Îòâåòû
Áàøìà÷îê Çîëóøêè
Íèñêîëüêî. Ïîñìîòðèì ïîâíèìàòåëüíåå íà êàêóþ-íèáóäü âèøíþ, ëåæà-

ùóþ â Êîðç2. Ðàç îíà òàì ëåæèò, òî åå òóäà ïîëîæèëè íà êàêîì-òî øàãå
n . Íî òîãäà íà øàãå n + 1 åå îòòóäà âûáðîñèëè â Ïóñò0. Òî åñòü åå íåò â
Êîðç2.

Ìå÷òà áèçíåñìåíà.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà exp ∅ = {∅} , exp2 ∅ = {{∅}, ∅} è

exp3 ∅ = {{{∅}, ∅}, {{∅}}, {∅}, ∅} ñîñòîÿò èç 20 = 1 , 21 = 2 è 22 = 4 ýëåìåí-
òîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî åñëè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò n

ýëåìåíòîâ, òî expA ñîäåðæèò 2n ýëåìåíòîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, äîáàâèì ê A åùå îäíó òî÷êó: B = A ∪ {b} . Òîãäà êàæ-

äîìó ìíîæåñòâó M èç expA áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü äâà ìíîæåñòâà M è
M ∪{b} èç expB . Òàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ìíîæåñòâî èç expB . Òî åñòü
÷èñëî ìíîæåñòâ óäâàèâàåòñÿ: | expB| = 2× | expA| = 2× 2n = 2n+1 .

Îñòàåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå n , äëÿ êîòîðîãî 2n > 1 000 000 . Îñòàâèì
ýòó çàäà÷ó àëãåáðàèñòàì.

Ìíîãî øóìó èç íè÷åãî
Ðîâíî îäíî. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå ïî ñëå-

äóþùåìó ïðàâèëó: ∀x ∈ X(f(x) = 0). Ïîñëå ýòîãî f îïðåäåëåíî. Çíà÷èò,
îíî ñóùåñòâóåò. È òî, ÷òî ìíîæåñòâî X � ïóñòîå, íè÷åãî íå ìåíÿåò. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ g : X → Y ïîëó÷àåì f = g.

Äåéñòâèòåëüíî, äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî îò ïðîòèâíîãî:

f 6= g ⇔ ∃x ∈ X(f(x) 6= g(x)).

Íî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ çàâåäîìî ëîæíà, ïîñêîëüêó â íåé
ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî â ïóñòîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò òî÷êà, äà åùå îáëàäà-
þùàÿ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïåðåâåðòûøè
Ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.
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