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СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

В работе используются следующие обозначения:
Rn — стандартное евклидово пространство размерности n;
(x, y) — скалярное произведение векторов x, y ∈ Rk;
‖x‖ — норма вектора x;
Dr(z) = {x : ‖x − z‖ 6 r}; — замкнутый шар радиуса r с

центром в точке z;
D0

r(z) = {x : ‖x − z‖ < r}; — открытый шар радиуса r с
центром в точке z;

Sr(z) = {x : ‖x − z‖ = r}; — сфера радиуса r с центром в
точке z;

Aε = A + D0
ε(0) — эпсилон окрестность множества A;

IntA — внутренность множества A;
A — замыкание множества A;
∂A — граница множества A;
dimA — размерность множества A;
affA — аффинная оболочка множества A;
coA — выпуклая оболочка множества A;
riA — относительная внутренность множества A;
lex minA — лексикографический минимум множества A;
extA — совокупность всех крайних точек множества A;
conA — коническая оболочка множества A;
H−, H+ — замкнутые полупространства, определяемые ги-

перплоскостью H;
|M | — число элементов множества M ;
diamA — диаметр множества A, diamA = sup

x,y∈A
‖x− y‖;

h(A,B) — расстояние по Хаусдорфу между множествами A
и B;

c(A, ϕ) — опорная функция множества A;
rangG — ранг матрицы G;
gradf — градиент функции f ;
trX — след матрицы X;
suppf — носитель функции f ;
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Ω(Rn) — совокупность всех ограниченных подмножеств про-
странства Rn;

K(Rn) — совокупность всех компактных подмножеств про-
странства Rn;

coK(Rn) — совокупность всех выпуклых компактных подмно-
жеств пространства Rn;
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Выпуклым анализом называют раздел математики, в котором
изучаются выпуклые множества и функции. Понятие выпукло-
сти играет важную роль в различных областях фундаменталь-
ной и прикладной математики. Выпуклый анализ находит мно-
гочисленные приложения в вариационном исчислении и матема-
тической теории управления, в дифференциальных играх, теории
приближений и экономике.

В настоящее время имеется достаточное количество замеча-
тельной монографической литературы по выпуклому анализу и
его приложениям. К сожалению, в указанных изданиях содержит-
ся большой объем материала, ориентироваться в котором студен-
ту достаточно сложно, кроме того, данная литература для сту-
дента является труднодоступной.

Настоящая работа посвящена, с одной стороны, базовым поня-
тиям выпуклого анализа, а с другой стороны, понятиям, которые
используются в теории управления и теории дифференциальных
игр. В пособие включено достаточное количество задач по выпук-
лому анализу для закрепления соответствующей теории. В по-
следнем разделе приводится набор однотипных индивидуальных
заданий для студентов. Ограниченный объем пособия не позволил
привести подробные решения или ответы ко всем задачам.

Список литературы, которую автор использовал для написа-
ния данного пособия, приведен в конце. Кроме того, данный спи-
сок можно рекомендовать для знакомства с выпуклым анализом
и его серьезного изучения.

Автор будет благодарен и признателен всем читателям за за-
мечания и пожелания, которые просим направлять по e-mail:

npetrov@udmnet.ru

или обычной почтой по адресу: 426034, г. Ижевск, ул. Универси-
тетская, д. 1, Удмуртский университет, кафедра дифференциаль-
ных уравнений.
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§ 1. Выпуклые множества
О п р е д е л е н и е 1.1. Множество A называется выпу-

клым, если из условия x, y ∈ A,α ∈ [0, 1] следует, что

αx + (1− α)y ∈ A.

Пустое множество будем считать выпуклым по определению.
Геометрически данное определение означает, что множество A

является выпуклым, если вместе с любыми двумя своими точками
оно содержит и весь отрезок, соединяющий эти точки.

Рассмотрим примеры выпуклых множеств.
1. Rn — выпуклое множество.
2. Отрезок [a, b] = {x = αa+(1−α)b, α ∈ [0, 1]}, соединяющий

точки a и b.
3. Шар Dr(a) = {x

∣∣∣ ‖x− a‖ 6 r}. Действительно, пусть
x, y ∈ Dr(a), α ∈ [0, 1]. Тогда

‖αx + (1− α)y − a‖ = ‖αx + (1− α)y − (αa + (1− α)a)‖ =
= ‖α(x− a) + (1− α)(y − a)‖ 6 α‖x− a‖+ (1− α)‖y − a‖ 6

6 αr + (1− α)r = r.

Следовательно, αx + (1− α)y ∈ Dr(a).
4. Полупространство H+ = {x ∣∣ (c, x) 6 α}, где c ∈ Rn, c 6= 0.

Т е о р е м а 1.1. Пусть A,B ⊂ Rn — выпуклые множества.
Тогда выпуклыми множествами являются:
1) A ∩B,
2) A + B,
3) A,
4) αA, α > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость утверждений
1) и 4) следует из определения 1.1.
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2). Пусть x, y ∈ A + B, α ∈ [0, 1]. Тогда x = a1 + b1, y = a2 + b2,
причем a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B.

αx + (1− α)y = α(a1 + b1) + (1− α)(a2 + b2) =
= (αa1 + (1− α)a2) + (αb1 + (1− α)b2) = a + b.

Так как A — выпуклое множество, то a = αa1 + (1 − α)a2 ∈ A.
Аналогично b = αb1 + (1− α)b2 ∈ B. Поэтому a + b ∈ A + B.

3). Пусть x, y ∈ A, α ∈ [0, 1]. Из определения A следует, что

x = lim
k→∞

ak, y = lim
k→∞

bk,

причем ak, bk ∈ A для всех k. Поэтому

αak + (1− α)bk ∈ A, αx + (1− α)y = lim
k→∞

(αak + (1− α)bk).

Следовательно, αx + (1− α)y ∈ A.

Т е о р е м а 1.2. Пусть A — выпуклое множество. Тогда
для любого натурального числа k, для любых точек a1, . . . , ak ∈
A, для любых неотрицательных вещественных чисел α1, . . . , αk,
α1 + · · ·+ αk = 1 справедливо

α1a1 + · · ·+ αkak ∈ A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказывать теорему будем ме-
тодом математической индукции. При k = 1 утверждение оче-
видно, а при k = 2 утверждение следует из выпуклости множе-
ства A. Предположим, что теорема доказана для всех k 6 m.
Докажем теорему для случая k = m + 1.

Пусть a1, . . . , am+1 ∈ A, αj > 0,
m+1∑
j=1

αj = 1,

y = α1a1 + · · ·+ αmam + αm+1am+1.
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Если αm+1 = 1, то y = am+1 ∈ A. Пусть αm+1 6= 1. Тогда y
представим в виде

y = (1− αm+1)
[ α1

1− αm+1
a1 + · · ·+ αm

1− αm+1
am

]
+αm+1am+1.

Так как α1 + · · ·+ αm = 1− αm+1, αj > 0, то

αj

1− αm+1
> 0,

m∑

j=1

αj

1− αm+1
= 1.

Поэтому, в силу индукционного предположения, точка

z =
[ α1

1− αm+1
a1 + · · ·+ αm

1− αm+1
am

]
∈ A.

Следовательно, y = (1 − αm+1)z + αm+1am+1 ∈ A в силу выпук-
лости множества A. Теорема доказана.

Т е о р е м а 1.3. Пусть a — внутренняя точка выпуклого
множества A, b ∈ A. Тогда для всех α ∈ (0, 1) точка
αa + (1− α)b ∈ IntA.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α ∈ (0, 1). Так как
a — внутренняя точка, то существует ε > 0 такое, что открытый
шар D0

ε(a) ⊂ A. Из условия b ∈ A следует, что существует точка
y ∈ A такая, что

‖y − b‖ <
α

1− α
ε.

Рассмотрим точку z = αa + (1 − α)y и шар D0
αε(z). Из соотно-

шения

D0
αε(z) = αD0

ε(a) + (1− α)y

и выпуклости множества A следует, что D0
αε(z) ⊂ A. Так как

‖x− z‖ = ‖αa + (1− α)b− αa− (1− α)y‖ =
= (1− α)‖y − b‖ < αε,

то x ∈ D0
αε(z) и поэтому x ∈ IntA.
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С л е д с т в и е 1.1. Если множество A выпукло, то IntA
также выпуклое множество.

Т е о р е м а 1.4. Пусть A — непустое выпуклое неограни-
ченное подмножество Rn. Тогда
1) для любой точки a ∈ A существует ненулевой вектор h ∈ Rn

такой, что луч

l = {x ∈ Rn
∣∣ x = a + th, t > 0} ⊂ A.

2) если для некоторых a0 ∈ A, h ∈ Rn, h 6= 0 луч

l0 = {x ∈ Rn
∣∣ x = a0 + th, t > 0} ⊂ A.

то для любой точки a ∈ A луч

l = {x ∈ Rn
∣∣ x = a + th, t > 0} ⊂ A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a ∈ A, t > 0. Так как
множество A неограничено, то существует последовательность
точек {ak}∞k=1 такая, что ak ∈ A и ‖ak‖ → ∞ при k → ∞.
Обозначим

hk =
ak − a

‖ak − a‖ , tk =
t

‖ak − a‖ , yk = tkak + (1− tk)a.

Тогда ‖hk‖ = 1, и поэтому можно считать, что hk → h при
k →∞. Отметим, что ‖h‖ = 1. Из свойства последовательности
{ak} следует, что существует натуральное число k0 такое, что
для всех k > k0 выполнено tk ∈ [0; 1]. Поэтому для всех k > k0

yk ∈ A и

yk = a + tk(ak − a) = a + thk → a + th

при k → ∞. В силу замкнутости A получаем, что a + th ∈ A.
Отсюда, в силу произвольности t > 0, следует что l ⊂ A.
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Докажем второе утверждение. Пусть l0 ⊂ A и a ∈ A. Для
любого t > 0 обозначим

xk = a0 + (tk)h, yk =
1
k
xk +

(
1− 1

k

)
a.

Тогда xk ∈ l0 ⊂ A. В силу выпуклости A получаем, что yk ∈ A
для всех k. Так как

yk =
1
k
(a0 + tkh) +

(
1− 1

k

)
a = a + th +

1
k
(a0 − a),

то yk → a + th при k → ∞. В силу замкнутости A получаем
a + th ∈ A, и поэтому l ⊂ A. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е 1.2. Вектор h ∈ Rn называется ре-
цессивным направлением для множества A, если для любой точ-
ки a ∈ A, для любого неотрицательного числа t справедливо
a + th ∈ A. Совокупность всех рецессивных направлений для A
обозначим 0+A.

Отметим, что множество 0+A всегда непусто, так как
0 ∈ 0+A.

С л е д с т в и е 1.2. Пусть A — непустое неограниченное
выпуклое множество в Rn. Тогда существует h 6= 0 такой, что
h ∈ 0+A.

Т е о р е м а 1.5. Пусть A — замкнутое выпуклое подмно-
жество Rn, B — выпуклый компакт Rn. Тогда A+B выпуклое,
замкнутое множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выпуклость A + B следует из
выпуклости A и B и определения суммы двух множеств. До-
кажем замкнутость множества A + B. Пусть {yk}∞k=1 — после-
довательность точек A + B, сходящаяся к точке y. Тогда для
всех k yk = ak + bk, ak ∈ A, bk ∈ B. Так как B компакт, то
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из последовательности {bk} можно выделить сходящуюся подпо-
следовательность. Можно считать, что bk → b ∈ B. Из равенства
ak = yk − bk следует, что последовательность {ak} сходится и ее
предел (точка a ) принадлежит A, так как A замкнуто. Имеем
y = a+b ∈ A+B, что и требовалось доказать. Теорема доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

1.1. Пусть M — множество всех квадратных трехчленов вида
x2+bx+c, имеющих хотя бы один вещественный корень. Является
ли множество M выпуклым?

1.2. Может ли сумма двух замкнутых множеств, лежащих на
одной прямой, быть незамкнутым множеством?

1.3. Доказать, что множество A выпукло тогда и только то-
гда, когда для любых λ1 > 0, λ2 > 0 справедливо равенство

(λ1 + λ2)A = λ1A + λ2A.

1.4. Пусть множество A обладает следующим свойством: для
любых x, y ∈ A точка 0, 5x + 0, 5y ∈ A. Верно ли, что A —
выпуклое множество?

1.5. Пусть замнутое множество A обладает следующим свой-
ством: для любых x, y ∈ A точка 0, 5x + 0, 5y ∈ A. Верно ли, что
A — выпуклое множество?

1.6. Пусть
M = {x ∈ Rn

∣∣ (Ax, x) 6 1},
где A — неотрицательно определенная симметричная квадратная
матрица порядка n. Является ли множество M выпуклым?

1.7. Найти минимальное k, при котором множество

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 > 1, x + y > k}

является выпуклым.
1.8. Пусть A ⊂ Rn, B ⊂ Rm, A, B — выпуклые множества.

Доказать, что множество A×B выпукло.
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1.9. Пусть L : Rn → Rm — линейное отображение.
A ⊂ Rn, B ⊂ Rm — выпуклые множества. Доказать, что множе-
ства

L(A) = {y ∈ Rm
∣∣ y = Lx, x ∈ A},

L−1(B) = {x ∈ Rn
∣∣ Lx ∈ B}

являются выпуклыми.
1.10. Будет ли выпуклым множество квадратных матриц вто-

рого порядка с положительным определителем?
1.11. Верно ли, что если выпуклое множество A ⊂ Rn таково,

что A + A = A, то 0 ∈ A?
1.12. Доказать, что если выпуклое множество A ⊂ Rn таково,

что A + A = A, то 0 ∈ A.
1.13. Верно ли, что если множество A ⊂ Rn таково, что

A + A = A, то 0 ∈ A?
1.14. Доказать, что если множество A является выпуклым, то

любой луч, проведенный из любой внутренней точки множества
A, пересекает его границу не более чем в одной точке.

1.15. Доказать, что если множество A является выпуклым и
ограниченным, то любой луч, проведенный из любой внутренней
точки множества A, пересекает его границу ровно в двух точках.

1.16. Пусть Z — выпуклое множество в Rn ×Rm.

X = {x ∈ Rn
∣∣ (x, y) ∈ Z, y ∈ Rm}−

проекция Z на Rn. Доказать, что множество X является выпук-
лым. Верно ли, что если Z — выпуклое замкнутое множество, то
и X — выпуклое замкнутое множество.

1.17. Верно ли, что множество точек пространства Rn, сум-
ма расстояний от которых до k заданных точек не превышает
единицы, выпукло.

1.18. Может ли сумма двух невыпуклых множеств быть мно-
жеством выпуклым?

1.19. Может ли сумма выпуклого и невыпуклого множеств
быть множеством выпуклым?
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1.20. Будет ли выпуклым множество

A = {x ∈ Rn
∣∣ ‖x‖+ (p, x) 6 1}?

1.21. Пусть A — подмножество Rn такое, что для любых
x, y ∈ A точки

min{x, y} =
(
min{x1, y1}, . . . , min{xn, yn}

)
,

max{x, y} =
(
max{x1, y1}, . . . ,max{xn, yn}

)

принадлежат A. Можно ли утверждать, что A — выпуклое мно-
жество?

1.22. Доказать, что любое выпуклое множество связно.
1.22.Доказать, что любые два выпуклых компакта Rn с непу-

стой внутренностью гомеоморфны.
1.23. Доказать, что множество A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y > x2}
является выпуклым.

1.24. Пусть A — выпуклое подмножество Rn,
f : [0, 1] → A — интегрируема по Риману функция, g — скаляр-
ная неотрицательная интегрируемая по Риману функция такая,

что
1∫
0

g(t)dt = 1. Доказать, что

1∫

0

f(t)g(t)dt ∈ A.

1.25. Привести пример множеств A,B, каждое из которых не
является выпуклым, а множество а) A ∩B, b) A ∪B выпукло.

1.26. Пусть a1, . . . ak ∈ Rn,

Ai = {x ∈ Rn | ‖x− ai‖ 6 ‖x− aj‖для всехj 6= i}.

1. Доказать, что Ai — выпуклые множества.
2. Пусть k = 2. Доказать, что IntA1 ∩ IntA2 = ∅.
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3. Пусть n = 2, k = 3. Привести примеры точек a1, a2, a3 таких,
что а) A1 ∩A2 ∩A3 = ∅; b) A1 ∩A2 ∩A3 6= ∅.

1.27. Пусть A — множество неотрицательно определенных
квадратных матриц порядка n. Является ли множество A вы-
пуклым?

1.28. Доказать, что сумма двух не параллельных отрезков в
R2 содержит внутренние точки.

1.29. На плоскости дано конечное множество точек, причем
любая прямая, проходящая через две точки данного множества,
содержит, по крайней мере, еще одну точку. Доказать, что все
точки лежат на одной прямой.

1.30. Пусть множества A и B на прямой являются объеди-
нениями m и n отрезков соответственно. Доказать, что A ∩ B
— объединение не более n + m− 1 отрезка.

1.31. Точка a замкнутого выпуклого множества A ⊂ Rn на-
зывается допустимой, если не существует точки b ∈ A такой, что
bi 6 ai для всех i.

Верно ли, что множество допустимых точек замкнуто.
1.32. Пусть A — непустое подмножество R3, причем для всех

c ∈ R1 множество Ac = {(x1, x2, c)
∣∣∣ (x1, x2, c) ∈ A} является

выпуклым. Следует ли отсюда, что множество A выпукло?
1.33. Множество A ⊂ Rn называется безгранично делимым,

если для каждого натурального числа k найдется множество
Bk ⊂ Rn, такое, что

A = Bk + Bk + · · ·+ Bk(k слагаемых).

Верно ли, что непустое компактное множество A безгранично
делимо тогда и только тогда, когда оно выпукло.

1.34. Доказать, что если множество A выпукло, то IntA =
IntA. Отметим, что если множество A не является выпуклым, то
данное равенство, вообще говоря, неверно. Достаточно рассмот-
реть круг с выколотым центром.
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§ 2. Выпуклая оболочка множества

О п р е д е л е н и е 2.1. Точка a =
k∑

i=1
αiai называется

выпуклой комбинацией точек a1, . . . , ak, если все αi > 0 и
k∑

i=1
αi = 1.

О п р е д е л е н и е 2.2. Выпуклой оболочкой множества
A называется пересечение всех выпуклых множеств, содержащих
A.

Выпуклую оболочку множества A будем обозначать coA. От-
метим, что для любого множества A множество coA является
выпуклым.

Отметим, что определение 2.2 корректно, так как A содер-
жится, по крайней мере, в одном выпуклом множестве — самом
пространстве Rn.

Определим множество

B =
{

z
∣∣ z =

m∑

i=1

αiai, ai ∈ A, αi > 0,
m∑

i=1

αi = 1, m ∈ N
}

.

Т е о р е м а 2.1. Для любого множества A множество B
является выпуклым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть b1, b2 ∈ B, β ∈ [0, 1]. Из
определения B следует, что

b1 =
m∑

i=1

αiai, ai ∈ A, αi > 0,
m∑

i=1

αi = 1,

b2 =
k∑

i=1

γjcj , cj ∈ A, γj > 0,

k∑

i=1

γj = 1.

Тогда

βb1 + (1− β)b2 =
m∑

i=1

βαiai +
k∑

j=1

(1− β)γjcj .
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Так как βαi > 0, (1− β)γj > 0 для всех i, j и

m∑

i=1

βαi +
k∑

j=1

(1− β)γj = β
m∑

i=1

αi + (1− β)
k∑

j=1

γj = 1,

то βb1+(1−β)b2 ∈ B по определению B и выпуклость множества
B доказана.

Т е о р е м а 2.2. Для любого множества A справедливо
равенство coA = B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включение B ⊂ coA следует
из теоремы 1.2, а включение coA ⊂ B следует из предыдущей
теоремы.

Т е о р е м а 2.3. (Каратеодори). Пусть A ⊂ Rn, x ∈ coA.
Тогда существуют натуральное число r 6 n+1, точки a1, . . . , ar ∈
A, неотрицательные вещественные числа α1, . . . , αr,

r∑
i=1

αi = 1
такие, что

x = α1a1 + · · ·+ αrar.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как x ∈ coA, то по преды-
дущей теореме

x = α1a1 + · · ·+ αmam, aj ∈ A, αj > 0,
m∑

j=1

αj = 1.

Можно считать, что все αj > 0. Если m 6 n + 1, то теорема
доказана.

Пусть m > n + 1. Рассмотрим систему линейных уравнений
относительно βj .

β1a1 + · · ·+ βmam = 0,

β1 + · · ·+ βm = 0. (2.1)
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Мы имеем систему из n+1 -го уравнения с m > n+1 неизвестны-
ми. Из курса линейной алгебры следует, что данная система имеет
нетривиальное решение β0 = (β0

1 , . . . , β0
m). Отметим, что для лю-

бого вещественного числа t набор tβ0 также является решением
системы. Для вектора x имеем представление

x = α1a1 + · · ·+ αmam + t(β0
1a1 + · · ·+ β0

mbm) =

= a1(α1 + tβ0
1) + · · ·+ am(αm + tβ0

m).

Из соотношения (2.1) следует, что среди чисел β0
j есть отрица-

тельные. Пусть
t∗ = min

j|β0
j <0

−αj

β0
j

= −αs

β0
s

.

Тогда
αs + t∗β0

s = 0, αj + t∗β0
j > 0

для всех j и

x =
m∑

j=1

(αj + t∗β0
j )aj ,

m∑

j=1

(αj + t∗β0
j ) = 1.

Тем самым количество слагаемых в представлении точки x уме-
ньшилось, по крайней мере, на единицу. Если количество остав-
шихся слагаемых не превосходит n + 1, то теорема доказана. В
противном случае повторяем описанную процедуру еще один раз.
Теорема доказана.

Т е о р е м а 2.4. Пусть множество A компакт. Тогда мно-
жество coA — компакт.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В конечномерном пространст-
ве Rn компактность равносильна замнутости и ограниченности.
Ограниченность множества coA очевидна. Докажем, что coA —
замкнутое множество.

Пусть {bk}∞k=1 — последовательность точек такая, что
bk ∈ coA для всех k и lim

k→∞
bk = b. Докажем, что b ∈ coA.
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Из теоремы Каратеодори следует, что для точек bk справедливо
представление

bk = αk1ak1 + · · ·+ αkn+1akn+1, (2.2)

где αkj > 0,
n+1∑
j=1

αkj = 1, akj ∈ A. Возможно, что некоторые сла-

гаемые в (2.2) равны нулю, зато количество слагаемых сделано
одинаковым для всех k.

По теореме Больцано-Вейерштрасса из последовательности
{αk1}∞k=1 можно выделить сходящуюся подпоследовательность.
Можно считать, что αk1 → α1 при k →∞. Отметим, что α1 > 0.

Далее из последовательности {ak1}∞k=1, в силу ограниченно-
сти множества A, можно выделить сходящуюся подпоследова-
тельность. Можно считать, что сама последовательность {ak1}∞k=1

сходится к точке a1. В силу замнутости множества A точка
ai ∈ A. Продолжая данный процесс дальше, получим, что можно
считать

αk2 → α2, ak2 → a2, при k →∞.

Переходя в (2.2) к пределу при k →∞, получаем

b = lim
k→∞

bk =
n+1∑

j=1

αjaj , αj > 0,

n+1∑

j=1

αj = 1, aj ∈ A.

Следовательно, b ∈ coA и теорема доказана.

Т е о р е м а 2.5. Пусть A — открытое подмножество Rn.
Тогда coA — открытое множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как A ⊂ coA и IntA = A,
то сразу получаем, что A = IntA ⊂ Int(coA). Так как множе-
ство Int(coA) является выпуклым, то coA ⊂ Int(coA). Вместе с
соотношением Int(coA) ⊂ coA получаем требуемое.
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О п р е д е л е н и е 2.3. Выпуклая оболочка конечного
числа точек a1, . . . , ak ∈ Rn называется выпуклым многогран-
ником, натянутым на a1, . . . , ak. Точка b ∈ M = co{a1, . . . , ak}
называется вершиной многогранника M, если M 6= co(M \ {b}).

Отметим, что выпуклый многогранник является выпуклым
множеством.

Т е о р е м а 2.6. (Радона). Пусть A = {a1, . . . , ak} ⊂ Rn,
k > n + 2. Тогда существуют множества B, C такие, что

B ∪ C = A, B ∩ C = ∅, coB ∩ coC 6= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим систему линейных
уравнений относительно чисел αi :

α1a1 + · · ·+ αkak = 0,

α1 + · · ·+ ak = 0. (2.3)

Так как число уравнений меньше числа неизвестных, то система
имеет нетривиальное решение α0 = (α0

1, . . . , α
0
k). За счет перену-

мерации можно считать, что

α0
1 > 0, . . . , α0

s > 0, α0
s+1 6 0, . . . , α0

k 6 0.

Тогда в силу системы (2.3) получаем справедливость следующих
равенств:

s∑

j=1

α0
jaj =

k∑

i=s+1

(−α0
i )ai,

α0
1 + · · ·+ α0

s = −(α0
s+1 + · · ·+ α0

k).

Обозначая

α = α0
1 + · · ·+ α0

s, βj =
α0

j

α
, γi =

−α0
i

α
,
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получаем справедливость следующих равенств:

s∑

j=1

βjaj =
k∑

i=s+1

γiai,

s∑

j=1

βj = 1,
k∑

i=s+1

γi = 1, βj > 0, γi > 0.

Пусть
B = {a1, . . . , as}, C = {as+1, . . . , ak}.

Тогда B ∪ C = A, B ∩ C = ∅ и из (2.4) следует, что точка

x =
s∑

j=1
βjaj принадлежит как coB, так и coC. Теорема доказа-

на.

Т е о р е м а 2.7. Для любых двух множеств A,B справед-
ливо равенство

co(A + B) = coA + coB.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как A ⊂ coA, B ⊂ coB,
то A + B ⊂ coA + coB и поэтому

co(A + B) ⊂ co(coA + coB) = coA + coB.

Обратное включение coA+coB ⊂ co(A+B) можно доказать тем
же способом, что и теорему 1.2.

Т е о р е м а 2.8. Пусть точки x0, x1, . . . , xn ∈ Rn таковы,
что векторы x1 − x0, . . . , xn − x0 линейно независимы. Тогда
Intco{x0, . . . , xn} 6= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.2 точка
x ∈ co{x0, x1, . . . , xn} тогда и только тогда, когда существуют

20



неотрицательные вещественные числа α0, . . . , αn такие, что
α0 + · · ·+ αn = 1 и x = α0x0 + · · ·+ αnxn. Возьмем точку

y = α0x0 + · · ·+ αnxn, где αj > 0,

n∑

j=0

αj = 1.

Пусть ε — положительное число такое, что αj > ε для всех j,
βl — вещественные числа, такие, что |βl| 6 ε

n для всех
l = 1, . . . , n, точка

z = y +
n∑

l=1

βl(xl − x0).

Покажем, что z ∈ co{x0, . . . , xn}. Действительно,

z =
n∑

j=0

αjxj +
n∑

l=1

βl(xl − x0) =

= (α0 −
n∑

l=1

βl)x0 +
n∑

j=1

(αj − βj)xj .

В силу выбора βl справедливы неравенства αl + βl > 0,

α0 −
n∑

l=1

βl > 0, и, кроме того,

(α0 −
n∑

l=1

βl) +
n∑

j=1

(αj − βj) = 1.

Следовательно, требуемое включение доказано.
Пусть далее ei, i = 1, . . . , n — стандартный ортонормирован-

ный базис Rn. В силу линейной независимости векторов
x1− x0, . . . , xn− x0 каждый из векторов ei можно представить в
виде линейной комбинации

ei = ai1(x1 − x0) + ai2(x2 − x0) + · · ·+ ain(xi − x0).
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Обозначим через s наибольшее из чисел |aij |, i, j = 1, . . . n и
определим число r = ε

n2s
.

Докажем, что шар Dr(y) ⊂ co{x0, x1, . . . , xn}. Пусть
w ∈ Dr(y). Тогда

w − y = µ1e1 + · · ·+ µmen, где µ2
1 + · · ·+ µ2

n 6 r2

и поэтому |µi| 6 r для всех i. Далее имеем

w − y =
n∑

l=1

µlel −
n∑

l=1

( n∑

k=1

aik(xk − x0)
)
=

=
n∑

k=1

(xk − x0) ·
n∑

l=1

µlalk =
∑

k=1

βk(xk − x0),

где βk =
n∑

l=1

µlalk. Так как

|βk| 6
n∑

l=1

|µl| · |alk| 6 nsr = ns · ε

n2s
=

ε

n
,

то, в силу ранее доказанного, w ∈ co{x0, . . . , xn}. Получили, что
любая точка шара Dr(y) принадлежит co{x0, x1, . . . , xn}. Теоре-
ма доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

2.1. Пусть A совокупность всех квадратных трехчленов вида
x2 + bx + c с нулевым дискриминантом. Найти coA.

2.2. Верно ли, что если множество A замкнуто, то coA также
замнутое множество.

2.3. Верно ли равенство co(A ∪B) = coA ∪ coB?
2.4. Верно ли равенство co(A ∩B) = coA ∩ coB?
2.5. Доказать, что coA = coA, где coA — пересечение всех

выпуклых замкнутых множеств, содержащих A.
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2.6. Найти выпуклую оболочку следующих множеств:
a) A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ xy = 1};
b) A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y = e−x};
c) A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ x, y ∈ [0, 1]} ∪ {(x, y) ∈ R2
∣∣ y = x > 1}.

2.7. Пусть A,B подмножества R2, являющиеся треугольни-
ками (выпуклой оболочкой трех точек). Найти A + B.

2.8. Пусть A — компакт Rn, f : [a, b] → A — интегрируемая
по Риману функция. Доказать, что

f0 =
1

b− a

b∫

a

f(t)dt ∈ coA.

2.9. Верно ли, что если coA открыто, то A открыто.
2.10. Верно ли, что если coA замкнуто, то A замкнуто.
2.11. На плоскости даны n точек, причем любые четыре яв-

ляются вершинами выпуклого четырехугольника. Доказать, что
все точки являются вершинами выпуклого n -угольника.

2.12. На плоскости даны точки a1, . . . , ak, b1, . . . , bm, любые
три из которых не лежат на одной прямой. Может ли многоуголь-
ник co{a1, . . . , ak, b1, . . . , bm} иметь число вершин строго меньше
числа вершин каждого из многоугольников co{a1, . . . , ak},
co{b1, . . . , bm}?

2.13. На плоскости даны 5 точек, любые три из которых не ле-
жат на одной прямой. Доказать, что можно найти четыре точки,
расположенные в вершинах выпуклого четырехугольника.

2.14. На плоскости даны 2000 точек общего положения, т. е.
любые три точки не лежат на одной прямой. Доказать, что суще-
ствует не менее 400 попарно непересекающихся выпуклых четы-
рехугольников с вершинами в этих точках.

2.15. Пусть M — выпуклый многоугольник на плоскости с
вершинами A = {a1, . . . , ak}, h : A → A – взаимно однозначное
отображение, λ ∈ (0, 1),

Aλ = co{λai + (1− λ)h(ai), i = 1, . . . k}.
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Доказать, что

1
n

k∑

i=1

ai ∈ Aλ.

2.16. Пусть M — выпуклый многоугольник на плоскости с
вершинами A = {a1, . . . , ak}, H′ — совокупность всех взаимно
однозначных отображений h : A → A, λ ∈ (0, 1),

Ah = co{λai + (1− λ)h(ai), i = 1, . . . k}.
Доказать, что

⋂

h∈H′
Ah 6= ∅.

2.17. На плоскости даны n(n > 3) точек, причем любые три
не лежат на одной прямой. Доказать, что существует окружность,
проходящая, по крайней мере, через три данные точки и не содер-
жащая внутри себя ни одной из остальных точек.

§ 3. Теоремы отделимости
О п р е д е л е н и е 3.1. Множества A и B (A,B ⊂ Rn )

отделимы, если существуют p ∈ Rn, p 6= 0, α ∈ R1 такие, что

(p, a) 6 α для всех a ∈ A,

(p, b) > α для всех b ∈ B.

Геометрически отделимость множеств A и B означает, что A и
B расположены по разные стороны от гиперплоскости
H = {x ∣∣ (p, x) = α}.

П р и м е р 3.1. Пусть

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y = x, x > 0},

B = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y = x, x 6 1}.

Тогда множества A и B отделимы.
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П р и м е р 3.2. Пусть

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 6 1}, B = {(0; 0)}.

Тогда множества A и B неотделимы.

О п р е д е л е н и е 3.2. Множества A и B (A,B ⊂ Rn )
строго отделимы, если существуют p ∈ Rn, p 6= 0, α ∈ R1 такие,
что

(p, a) < α для всех a ∈ A,

(p, b) > α для всех b ∈ B.

Геометрически строгая отделимость множеств A и B означа-
ет, что A и B расположены по разные стороны от гиперплоско-
сти H = {x∣∣ (p, x) = α} и каждое из множеств не имеет общих
точек с гиперплоскостью H.

П р и м е р 3.3. Пусть

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y =

1
x

, x > 0},
B = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y = 0, x > 0}.

Тогда множества A и B отделимы. Отделяющей гиперплоско-
стью будет ось OX. Однако множества A и B нельзя отделить
строго.

Т е о р е м а 3.1. Множества A и B отделимы тогда и
только тогда, когда множество A−B и точка {0} отделимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A и B отделимы. То-
гда

(p, a) 6 α для всех a ∈ A,

(p, b) > α для всех b ∈ B.
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Поэтому (p,−b) 6 −α и, следовательно,

(p, a− b) 6 0 для всех a ∈ A, b ∈ B.

Это означает, что гиперплоскость H = {x ∣∣ (p, x) = 0} отделяет
A−B от нуля.

Пусть A−B и {0} отделимы. Поэтому

(p, c) 6 α для всех c ∈ A−B,

(p, 0) > α.

Значит α 6 0. Следовательно, для всех c ∈ A − B справедливо
неравенство (p, c) 6 0 или

(p, a− b) 6 0 для всех a ∈ A, b ∈ B.

Поэтому
(p, a) 6 (p, b) для всех a ∈ A, b ∈ B.

Отсюда получаем, что справедливо неравенство

sup
a∈A

(p, a) 6 inf
b∈B

(p, b).

Пусть α — вещественное число такое, что

sup
a∈A

(p, a) 6 α 6 inf
b∈B

(p, b). (3.1)

Рассмотрим гиперплоскость H = {x∣∣ (p, x) = α}. Из (3.1) сле-
дует, что sup

a∈A
(p, a) 6 α и поэтому (p, a) 6 α для всех a ∈ A.

Аналогично получаем, что (p, b) > α для всех b ∈ B. Это и озна-
чает, что A и B отделимы. Теорема доказана.

Аналогично доказывается следующая

Т е о р е м а 3.2. Если множество A − B строго отделимо
от нуля, то множества A и B строго отделимы.
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Отметим, что из строгой отделимости множеств A и B не следу-
ет строгая отделимость A − B и нуля. Рассмотрим соответству-
ющий

П р и м е р 3.4. Пусть

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y > 1

x
, x > 0},

B = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y 6 −1

x
, x > 0}.

Тогда множества A и B строго отделимы гиперплоскостью
{(x, y)

∣∣ y = 0}, но

A−B = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y > 0},

и поэтому множество A−B нельзя строго отделить от нуля.

О п р е д е л е н и е 3.3. Проекцией точки b ∈ Rn на мно-
жество A ⊂ Rn называется точка πA(b) ∈ A такая, что

‖πA(b)− a‖ 6 ‖a− b‖ для всех a ∈ A,

т.е. точка множества A, являющаяся ближайшей к точке b.

Отметим, что если b ∈ A, то πA(b) = b. Если же точка b /∈ A
и множество A открыто, то πA(b) не существует.

Т е о р е м а 3.3. Пусть A — непустое замнутое выпуклое
множество, b /∈ A. Тогда проекция πA(b) существует и обладает
следующими свойствами:

(πA(b)− b, a− πA(b)) > 0 для всех a ∈ A; (3.2)

(πA(b)− b, a− b) > ‖πA(b)− b‖2 > 0 для всех a ∈ A. (3.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Точка πA(b) является точкой
глобального минимума функции f(a) = ‖a− b‖ на множестве A.
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По обобщенной теореме Вейерштрасса решение задачи существу-
ет. Отметим, что πA(b) 6= b.

Пусть a ∈ A,α ∈ [0, 1]. Тогда αa+(1−α)πA(b) ∈ A и поэтому

‖πA(b)− b‖2 6 ‖αa + (1− α)πA(b)− b‖2 =

= ‖α(a− πA(b)) + πA(b)− b)‖2 =

= α2‖a− πA(b)‖2 + 2α(a− πA(b), πA(b)− b) + ‖πA(b)− b‖2.

Отсюда

2(a− πA(b), πA(b)− b) + α‖a− πA(b)‖2 > 0.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при α → 0, получа-
ем неравенство (3.2). Далее имеем

0 6 (πA(b)− b, a− πA(b)) = (πA(b)− b, a− b + b− πA(b)) =

= (πA(b)− b, a− b)− ‖πA(b)− b‖2,

откуда следует (3.3). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 3.1. Можно доказать, что если множество
A является выпуклым и замкнутым, то проекция точки b на A
определяется единственным образом.

Т е о р е м а 3.4. Пусть A — непустое выпуклое замкнутое
множество, 0 /∈ A. Тогда A и {0} строго отделимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По предыдущей теореме суще-
ствует точка πA(0), удовлетворяющая неравенству

(πA(0), a) > ‖πA(0)‖2 для всех a ∈ A.

Рассмотрим гиперплоскость

H = {x ∣∣ (πA(0), x) =
1
2
‖πA(0)‖2},

которая, очевидно, является строго разделяющей гиперплоско-
стью.
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С л е д с т в и е 3.1. Пусть A — непустое выпуклое замк-
нутое множество, b /∈ A. Тогда A и {b} строго отделимы.

С л е д с т в и е 3.2. Пусть A — непустое выпуклое мно-
жество, b /∈ A. Тогда A и {b} строго отделимы.

С л е д с т в и е 3.3. Пусть A,B — непустые непересекаю-
щиеся выпуклые замнутые множества, причем хотя бы одно из
них ограничено. Тогда множества A и B строго отделимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A ограничено. Рассмот-
рим множество C = A−B. C — выпуклое множество. Докажем,
что C является замкнутым множеством. Пусть {ck} — последо-
вательность точек множества C, сходящаяся к точке c. Так как
ck ∈ C, то ck = ak − bk, где ak ∈ A, bk ∈ B. В силу ограниченно-
сти A из последовательности {ak} можно выбрать сходящуюся
подпоследовательность. Можно считать, что сама последователь-
ность {ak} сходится к точке a. В силу замкнутости A точка
a ∈ A. Тогда bk = ck + ak является сходящейся последовательно-
стью, bk → b, причем b ∈ B. Получили, что c = a − b, откуда
следует замкнутость C.

Так как A ∩ B = ∅, то 0 /∈ C. По теореме 3.4 C и {0}
строго отделимы. Следовательно, по теореме 3.2 множества A и
B строго отделимы. Следствие доказано.

Т е о р е м а 3.5. Пусть A — непустое выпуклое множество,
b — граничная для A точка. Тогда A и {b} отделимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как {b} — граничная точ-
ка, то существует последовательность точек {bk}∞k=1 такая, что
bk /∈ A и bk → b при k →∞.

По теореме 3.4 A и bk строго отделимы. Следовательно, су-
ществуют ненулевые векторы qk и вещественные числа βk такие,
что для всех k справедливы неравенства

(qk, a) < βk для всех a ∈ A,

(qk, bk) > βk.
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Полагая

pk =
qk

‖qk‖ , αk =
βk

‖qk‖ ,

получаем, что для всех k справедливы неравенства

(pk, a) < αk для всех a ∈ A, (3.4)
(pk, bk) > αk, (3.5)

причем ‖pk‖ = 1. Поэтому из последовательности {pk} можно
выделить сходящуюся подпоследовательнось. Будем считать, что
pk → p. Из непрерывности нормы следует, что ‖p‖ = 1.

Последовательнось {bk} ограничена, так как является схо-
дящейся. Поэтому, используя неравенство Коши, из неравенства
(3.5) следует справедливость неравенства

αk < (pk, bk) 6 ‖pk‖ · ‖bk‖ 6 D

для всех k. Аналогично из неравенства (3.4) следует, что

αk > (pk, a) > −‖pk‖ · ‖a‖ > d.

Получили, что последовательность {αk} ограничена. Следова-
тельно, из нее можно выделить сходящуюся подпоследователь-
ность. Считаем αk → α. Переходя в неравенствах (3.4), (3.5) к
пределу при k →∞, получаем справедливость неравенств

(p, a) 6 α для всех a ∈ A, (3.6)
(p, b) > α, (3.7)

откуда следует отделимость A и {b}. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 3.4. Пусть A — непустое выпуклое мно-
жество, b — граничная точка. Тогда A и {b} отделимы.

Справедливость следствия сразу следует из неравенств (3.6),
(3.7).
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С л е д с т в и е 3.5. Пусть A,B — непустые выпуклые не-
пересекающиеся множества. Тогда A и B отделимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество вида
C = A − B. Тогда C — непустое выпуклое множество, причем
0 /∈ C. Следовательно, C и {0} отделимы. По теореме 3.1 мно-
жества A и B отделимы.

Переформулируем следствие 3.5 в несколько ином виде.
Пусть H = {x | (p, x) = α} — гиперплоскость, разделяющая непе-
ресекающиеся множества A и B.

(p, a) 6 α для всех a ∈ A,

(p, b) > α для всех b ∈ B.

Введем обозначения

p1 = p, p2 = −p, α1 = α, α2 = −α.

Тогда следствие 3.5 можно сформулировать в следующем виде.

Т е о р е м а 3.6. Если выпуклые множества A и B не пе-
ресекаются, то существуют ненулевые векторы p1, p2, веществен-
ные числа α1, α2 такие, что

(p1, a) 6 α1 для всех a ∈ A,

(p2, b) 6 α2 для всех b ∈ B,

p1 + p2 = 0, α1 + α2 = 0.

Приведем обобщение предыдущей теоремы.

Т е о р е м а 3.7. (Дубовицкого - Милютина). Пусть выпук-

лые множества A1, . . . , Ak таковы, что
k⋂

i=1
Ak = ∅. Тогда су-

ществуют векторы p1, . . . , pk, одновременно не обращающиеся в
нуль, вещественные числа α1, . . . , αk такие, что

(pi, ai) 6 αi для всех ai ∈ Ai,

p1 + · · ·+ pk = 0,

α1 + · · ·+ αk = 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим пространство
Rkn = Rn×Rn×· · ·×Rn, множество A = A1×A2×· · ·×Ak и мно-
жество B = {z ∈ Rkn

∣∣ z = (x, . . . , x), x ∈ Rn}. Тогда A,B — непе-
ресекающиеся выпуклые множества. Поэтому данные множества
отделимы. Следовательно, существуют p ∈ Rnk, p 6= 0, α ∈ R1

такие, что

(p, a) 6 α для всех a ∈ A,

(p, b) > α, для всех b ∈ B.

Поэтому справедливо неравенство

(p, a) 6 (p, b) для всех a ∈ A, b ∈ B,

или

k∑

j=1

(pj , aj) 6
( k∑

j=1

pj , b
)
для всех aj ∈ Aj , b ∈ Rn. (3.8)

Докажем, что
k∑

j=1
pj = 0. Предположим, что z =

k∑
j=1

pj 6= 0.

Полагая в (3.8) b = −λa, неравенство будет иметь вид

k∑

j=1

(pj , aj) 6 −λ(a, a).

Последнее неравенство должно выполняться для всех λ > 0, что
невозможно, так как при λ → +∞ правая часть стремится к −∞.

Следовательно,
k∑

j=1
pj = 0 и неравенство (3.8) будет иметь вид

k∑

j=1

(pj , aj) 6 0 для всех aj ∈ Aj , (3.9)
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которое можно переписать в виде

(pi, ai) 6 −
k∑

j=1,j 6=i

(pj , aj) 6
( k∑

j=1

pj , b
)
для всех aj ∈ Aj . (3.10)

Пусть i ∈ {2, . . . , k}. Зафиксируем в правой части (3.10) некото-
рые элементы aj ∈ Aj , j 6= i. Получим, что (pi, ai) есть величина,
ограниченная на Ai, и поэтому существует вещественное число
αi = sup

ai∈Ai

(pi, ai). Кроме того, из неравенства (3.8) следует нера-

венство

(p1, a1) 6 −(p2, a2)− · · · − (pk, ak) 6
6 −α2 − · · · − αk.

Полагая α1 = −α2 − · · · − αk, получаем утверждение теоремы.
Теорема доказана.

Приведем некоторые применения теорем отделимости. Для
произвольной матрицы H будем через H·j обозначать ее j -й
столбец, а через Hi· ее i -ю строку.

Т е о р е м а 3.8. Пусть H — произвольная матрица поряд-
ка n×m. Тогда верно, по крайней мере, одно из следующих двух
утверждений:

a) существует вектор X = (x1, . . . , xn) такой, что xi > 0,
n∑

i=1
xi = 1

и XH·j > 0 для всех j = 1, . . . ,m;
b) существует вектор Y = (y1, . . . , ym) такой, что yj > 0,
m∑

j=1
yj = 1 и Hi·Y T 6 0 для всех i = 1, . . . n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

C = co{H·1, . . . , H·m, e1, . . . , en},

где e1, . . . , en — стандартный ортонормированный базис Rn. Воз-
можны два случая:
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a) 0 /∈ C. Тогда {0} и C строго отделимы. Это означает, что су-
ществуют ненулевой вектор p ∈ Rn, вещественное число γ такие,
что

(p, 0) < γ, (p, c) > γ для всех c ∈ C.

Следовательно, (p, c) > 0 для всех c ∈ C. Так как ei ∈ C, то

(p, ei) = pi > 0. Отсюда s =
n∑

i=1
pi > 0. Рассмотрим вектор

X = (x1, . . . , xn), где xi = pi

s . Тогда xi > 0,
n∑

i=1
xi = 1 и

XH·j =
1
s
(p,H·j) > 0,

так как H·j ∈ C. Следовательно, справедливо утверждение a);
b) 0 ∈ C. Тогда по теореме 2.2 точка 0 является выпуклой

комбинацией точек H·1, . . . , H·m, e1, ·, en. Это означает, что суще-
ствуют неотрицательные числа α1, . . . , αm, β1, . . . , βn, сумма ко-
торых равна единице и

0 = α1H·1 + · · ·+ αmH·m + β1e1 + · · ·+ βnen.

Переписав последнее равенство в координатной форме, получим,
что для всех i = 1, . . . , n справедливо равенство

m∑

j=1

αjhij + βi = 0. (3.11)

Так как βi 6 0, то
m∑

j=1
αjhij > 0. Если бы все αj равнялись нулю,

то из (3.11) следовало бы, что и все βj равнялись бы нулю, что
невозможно, так как сумма αj , βi равняется единице. Поэтому

s =
m∑

j=1
αj > 0. Определим вектор Y = (y1, . . . , ym), полагая

yi =
αi

s
. Тогда вектор Y искомый. Теорема доказана.
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Т е о р е м а 3.9. Пусть A — выпуклое множество Rn,
a1, . . . , am ∈ Rn таковы, что система

(ai, x) < 0, i = 1, . . . , k, (3.12)
(ai, x) = 0, i = k + 1, . . . ,m (3.13)

не имеет решений на A. Тогда существуют вещественные числа
λ1 > 0, . . . , λk > 0, λk+1, . . . , λm, одновременно не обращающиеся
в нуль и такие, что для всех x ∈ A справедливо неравенство

λ1(a1, x) + · · ·+ λm(am, x) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим множества

U1 = {u ∈ Rm | существует x ∈ A, (ai, x) 6 ui, i = 1, . . . , k,

(ai, x) = ui, i = k + 1, . . . , m},
U2 = {u ∈ Rm | ui < 0, i = 1, . . . , k, uk+1 = . . . , = um = 0}.

Множества U1, U2 выпуклы и не пересекаются, так как система
(3.12), (3.13) не имеет решений. Следовательно, U1, U2 отделимы.
Это означает, что существуют ненулевой вектор
λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Rm, вещественное число γ, что

(λ, u) > γ для всех u ∈ U1,

(λ, v) 6 γ, для всех v ∈ U2.

Отсюда

(λ, u) > (λ, v) =
k∑

i=1

λivi, для всех u ∈ U1, v ∈ U2. (3.14)

Докажем, что λ1 > 0, . . . , λk > 0. Предположим, что λs < 0
при некотором s ∈ {1, . . . , k}. Рассмотрим последовательность
векторов

vl = (vl
1, . . . , v

l
k, 0, . . . , 0), где vl

j =

{
−1, j 6= s,

−l, j = s.
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Тогда, в силу (3.14), (λ, u) > (λ, vl) для всех l. Переходя в
последнем неравенстве к пределу при l → ∞, получаем, что
lim
l→∞

(λ, vl) = +∞, а слева стоит конкретное вещественное чис-
ло. Поэтому полученое противоречие доказывает, что все λj > 0,
j = 1, . . . , k.

Пусть x ∈ A. Рассмотрим векторы

u =
(
(a1, x), . . . , (am, x)

)
, v = (ε, . . . , ε, 0, . . . , 0), (ε < 0).

Тогда u ∈ U1, v ∈ U2 и поэтому, в силу (3.14) , получаем

m∑

i=1

λi(ai, x) > λ1ε + · · ·+ λkε для всех ε < 0.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при ε → 0−, полу-
чим

m∑

i=1

λi(ai, x) > 0,

что и требовалось доказать. Теорема доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

3.1. Написать уравнение гиперплоскости, отделяющей точку
(−1; 2; 1;−3) от множества A ⊂ R4, определяемого системой





5x1 + x2 − 5x3 − 3x4 6 1,

−3x1 − 2x2 + 5x3 + x4 6 2,

3x2 + x3 + 2x4 6 0,

x1 + x2 + 3x3 − x4 6 9.

3.2. Пусть A,B — непустые выпуклые множества, причем
IntA ∩ IntB = ∅. Верно ли, что A и B отделимы?

3.3. Пусть
ρ(A,B) = inf

a∈A
inf
b∈B

‖a− b‖.
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Доказать, что непустые выпуклые множества A,B строго отде-
лимы тогда и только тогда, когда ρ(A,B) > 0.

3.4. Отделимы (строго отделимы) точка a0 = (1;−1; 0) и мно-
жество

co{(−1; 1; 2), (2;−1;−3), (−2; 3;−1), (−5;−1; 3)}?

3.5. Пусть A1, A2 — выпуклые компакты Rn такие, что мно-
жество A1 ∪A2 выпукло. Доказать, что A1 ∩A2 6= ∅.

3.6. Существуют ли множества A,B, которые строго отде-
лимы, а coA, coB нельзя отделить.

3.7. Существуют ли множества A,B, которые отделимы, а
множества coA, coB нельзя отделить.

3.8. В Rn
+ лежит выпуклый многогранник A. Доказать, что

для любой точки z ∈ A найдется вершина u многогранника A,
такая, что ui 6 nzi для всех i = 1, . . . , n.

3.9. При каком a > 0 множества

A = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | xi ∈ [0, a]},
B = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = a}

a) отделимы? b) сторого отделимы?
3.10. Доказать, что три выпуклых многоугольника в R2 нель-

зя пересечь одной прямой тогда и только тогда, когда каждый
многоугольник можно отделить от двух других.

3.11. Будем говорить, что множества A и B разделяются
множеством C, если для любых a ∈ A, b ∈ B существует число
α ∈ [0, 1], что αa + (1− α)b ∈ C.

Доказать, что если множества A и B отделимы и H — от-
деляющая гиперплоскость, то H разделяет A и B.

Привести пример множеств A,B, C таких, что A и B разде-
ляются множеством C, но A и B нельзя отделить.

3.12. Доказать, что замкнутое множество A ⊂ Rn выпукло
тогда и только тогда, когда любая точка b /∈ A и множество A
строго отделимы.
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§ 4. Относительная внутренность множества
О п р е д е л е н и е 4.1. Множество M вида M = a + L,

где a ∈ Rn, L — линейное подпространство Rn, называется аф-
финным.

Размерностью M называют размерность L.

В R2 аффинными множествами являются точки, всевозмож-
ные прямые и само пространство R2.

Т е о р е м а 4.1. Множество M является аффинным тогда
и только тогда, когда для любых x, y ∈ M, α ∈ R1 справедливо
αx + (1− α)y ∈ M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M — аффинное множе-
ство, x, y ∈ M, α ∈ R1. Так как M = a+L, то x = a+u, y = a+v,
где u, v ∈ L. Отсюда

z = αx + (1− α)y = α(a + u) + (1− α)(a + v) =
= a + αu + (1− α)v.

Точка w = αu + (1 − α)v ∈ L, так как L является линейным
подпространством. Поэтому z = a + w ∈ M.

Пусть M таково, что для любых x, y ∈ M, α ∈ R1 справед-
ливо αx+(1−α)y ∈ M. Докажем, что M аффинное множество.
Возьмем произвольную точку a ∈ M и рассмотрим множество
L = M − a. Докажем, что L линейное подпространство.
a) пусть y ∈ L,α ∈ R1. Тогда y = z − a, z ∈ M,

αy = αz − αa = αz + (1− α)a− a.

Точка u = αz+(1−α)a ∈ M по условию. Поэтому αz = u−a ∈ L.
b) пусть y1, y2 ∈ L. Тогда y1 = z1 − a, y2 = z2 − a,

y1 + y2 = z1 + z2 − 2a = 2
(
(0, 5z1 + 0, 5z2)− a

)
.

Точка z = 0, 5z1 + 0, 5z2 ∈ M по условию, поэтому z − a ∈ L.
Следовательно, по ранее доказанному y1 + y2 = 2z ∈ L. Тем
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самым доказано, что L — линейное подпространство. Теорема
доказана.

З а м е ч а н и е 4.1. Из доказанной теоремы следует, что
аффинное множество можно определить как множество, которое
вместе с любыми двумя своими точками содержит и проходящую
через них прямую.

С л е д с т в и е 4.1. Пусть M — аффинное множество.
Тогда для любого натурального k, для любых x1, . . . , xk ∈ M,

любых вещественных чисел λ1, . . . , λk,
k∑

i=1
λi = 1 точка z ∈ M,

где

z = λ1x1 + · · ·+ λkxk.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство будем прово-
дить методом математической индукции. При k = 1 утвержде-
ние очевидно. При k = 2 утверждение следует из теоремы 4.1.
Предположим, что утверждение доказано для всех натуральных
k 6 m− 1. Докажем утверждение для k = m.

Пусть x1, . . . , xm ∈ M, α1, . . . , αm ∈ R1, α1 + · · · + αm = 1.
Тогда (αm 6= 1)

z =
m∑

j=1

αjxj = (1− αm)
m−1∑

j=1

αj

1− αm
xj + αmxm.

Так как
m−1∑
j=1

αj

1−αm
= 1, то в силу индукционного предположения

y =
m−1∑
j=1

αj

1−αm
xj ∈ M. Поэтому z = (1− αm)y + αmxm ∈ M.

Если же αm = 1, то z = xm ∈ M. Следствие доказано.

С л е д с т в и е 4.2. Аффинное множество выпукло.

39



З а м е ч а н и е 4.2. Пусть M — аффинное множество,
a ∈ M, L = M − a. Тогда линейное подпространство L не за-
висит от выбора точки a.

Действительно, пусть L = M − a, L1 = M − a1, a, a1 ∈ M.
Возьмем произвольную точку x ∈ L. Так как a1 − a ∈ L, то
x + a1 − a ∈ L и поэтому

x ∈ L + a− a1 = M − a1 = L1.

Тем самым доказано, что x ∈ L1, значит L ⊂ L1. Аналогично
доказывается, что L1 ⊂ L. Поэтому L = L1.

Тем самым определение размерности аффинного множества
корректно.

Т е о р е м а 4.2. Пусть M — аффинное множество Rn.
Тогда существуют матрица H и вектор b такие, что

M = {x ∈ Rn
∣∣ Hx = b}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. M = a + L. Известно, что ли-
нейное подпространство L в Rn можно представить как множе-
ство решений системы линейных однородных уравнений. Пусть L
имеет вид

L = {x ∈ Rn
∣∣ Hx = 0}.

Тогда

M = {x ∈ Rn
∣∣ Hx = b},

где b = Ha. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 4.3. Пусть M — аффинное множество.
Тогда M — замкнутое множество.

О п р е д е л е н и е 4.2. Аффинной оболочкой множества
A ⊂ Rn называется пересечение всех аффинных множеств (про-
странства Rn ), содержащих A и обозначается affA.
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Т е о р е м а 4.3. Для произвольного множества A спра-
ведливо равенство affA = affA.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу следствия 4.3 affA яв-
ляется замкнутым множеством. Поэтому из включения A ⊂ affA
следует, что A ⊂ affA, и значит affA ⊂ affA. Обратное включе-
ние affA ⊂ affA очевидно. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е 4.3. Точка a ∈ A ⊂ Rn называется
относительно внутренной, если существует ε > 0 такое, что

{x ∈ Rn
∣∣ ‖x− a‖ < ε} ∩ affA ⊂ A.

Совокупность всех относительно внутренних точек множества A
называется относительной внутренностью множества A и обозна-
чается riA.

З а м е ч а н и е 4.3. Данное определение можно перефор-
мулировать следующим образом: точка a является относительно
внутренней точкой множества A, если для любой последователь-
ности точек {ak}∞k=1 такой, что lim

k→∞
ak = a, ak ∈ affA для всех

k существует натуральное число l, что ak ∈ A для всех k > l.

О п р е д е л е н и е 4.4. Множество A называется отно-
сительно открытым, если A = riA.

Если A — аффинное множество, то A является относитель-
но открытым. Поэтому точка является относительно открытым
множеством.

Если A = {αx + (1 − α)y | α ∈ [0; 1]} — отрезок в Rn, то
riA = {αx + (1− α)y | α ∈ (0; 1)}.

Л е м м а 4.1. Если IntA 6= ∅, то IntA = riA.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как IntA 6= ∅, то
IntaffA 6= ∅. Поэтому affA = Rn и в данном случае определе-
ния IntA и riA совпадают.
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Т е о р е м а 4.4. Пусть A — непустое выпуклое подмноже-
ство Rn, a ∈ riA, b ∈ A.

Тогда для всех α ∈ [0, 1) точка (1− α)a + αb ∈ riA.

Для доказательства данной теоремы достаточно повторить до-
казательство теоремы 1.3, проводя рассуждения в affA.

С л е д с т в и е 4.4. Если A выпуклое множество, то riA
также выпуклое множество.

Т е о р е м а 4.5. Если A — непустое выпуклое подмноже-
ство Rn, то riA 6= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a0 ∈ A. Рассмотрим все
векторы вида a− a0, a ∈ A. Из курса линейной алгебры получа-
ем , что среди рассматриваемых векторов имеется k 6 n линейно
независимых: a1 − a0, . . . , ak − a0 ( k наибольшее из возможных
значений). Возможно два случая:
1. k = n. Рассмотрим множество S = co{a0, a1, . . . , an}, S ⊂ A.
По теореме 2.7 множество S содержит внутренние точки. Поэто-
му и множество A содержит внутренние точки. Следовательно,
riA 6= ∅.
2. k < n. Рассмотрим линейное подпространство L, натянутое
на a1 − a0, . . . , ak − a0. По построению A− a0 ⊂ L.

Рассмотрим отображение F : Rk → L вида

F (λ) =
k∑

i=1

λi(ai − a0), λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Rk

и множество

Λ = {λ ∈ Rk
∣∣ λ = (λ1, . . . , λk) > 0,

k∑

l=1

λi < 1}.

Так как
∑

l=1

λl(al − a0) =
∑

l=1

λl(al − a0) + (1−
∑

l=1

λl) · 0,
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то при любом λ ∈ Λ точка F (λ) представляет собой выпуклую
комбинацию точек a1 − a0, . . . , ak − a0, 0 из A − a0 и, значит,
F (λ) ∈ A− a0. Поэтому F (Λ) ⊂ L.

Докажем далее, что F — гомеоморфизм.
a). Докажем, что F взаимно однозначное отображение. Пусть
F (λ) = F (µ). Тогда

k∑

l=1

λl(al − a0) =
k∑

l=1

µl(al − a0), или
k∑

l=1

(λl − µl)(al − a0) = 0.

Так как векторы a1− a0, . . . , ak − a0 линейно независимы, то для
всех l справедливы равенства λl = µl. Поэтому λ = µ.

b). Докажем, что F непрерывное отображение.

|F (λ)− F (λ0)| = |
k∑

l=1

(λl − λ0
l )(al − a0)| 6

6 max
l
‖al − a0‖

k∑

l=1

|λl − λ0
l | 6 k ·max

l
‖al − a0‖‖λ− λ0‖.

Из полученного неравенства следует непрерывность F.
c). Из пункта a) следует, что существует F−1, которое являет-

ся линейным и, следовательно, непрерывным отображением (см.
пункт b).

Так как Λ является открытым множеством, то множество
F (Λ) открыто (в L ). Поэтому ri(A− a0) 6= ∅. Отсюда riA 6= ∅.
Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е 4.5. Размерностью выпуклого множе-
ства A называют размерность affA.

Из определения размерности выпуклого множества получа-
ем, что размерность отрезка равна единице, размерность круга
{(x, y) | x2 + y2 < 1} равна двум.
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Т е о р е м а 4.6. Пусть A — выпуклое множество. Тогда
A = riA.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как riA ⊂ A, то riA ⊂ A.
Пусть a ∈ A. По теореме 4.5 riA не пусто. Пусть b ∈ riA. Рас-
смотрим семейство точек xα = αb + (1 − α)a, α ∈ (0; 1]. Тогда
xα ∈ riA по теореме 4.4 и lim

α→0
xα = a. Поэтому a ∈ riA. Следо-

вательно, A ⊂ riA. Значит riA = A. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е 4.6. Множества A и B собственно
отделимы, если существуют ненулевой вектор p и вещественное
число β такие, что

(p, a) 6 β 6 (p, b) для всех a ∈ A, b ∈ B,

(p, a0) < (p, b0) для некоторых a0 ∈ A, b0 ∈ B.

Из определения следует, что при собственной отделимости ис-
ключается вырожденный случай, когда оба множества лежат в
разделяющей их гиперплоскости.

П р и м е р 4.1. Пусть

A = {(−1; 0), (1; 0)}, B = {(x, y) |y = 0}.

Тогда A и B отделимы, но A и B не являются собственно от-
делимыми.

П р и м е р 4.2. Пусть

A = {(x, y)
∣∣ y = 0, x > 0}, B =

{
(x, y)

∣∣ x > 0, y > 1
x

}
.

Тогда A и B собственно отделимы, но как было отмечено ранее
их нельзя строго отделить.

Т е о р е м а 4.7. Пусть множества A и B собственно от-
делимы. Тогда riA ∩ riB = ∅.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A и B собственно отде-
лимы. Это означает, что существуют ненулевой вектор p и число
γ такие, что

(p, a) > γ для всех a ∈ A, (p, b) 6 γ для всех b ∈ B, (4.1)
(p, a0) > (p, b0) для некоторых a0 ∈ A, b0 ∈ B.

Докажем, что riA ∩ riB = ∅. Пусть x ∈ riA ∩ riB. Тогда суще-
ствует ε < 0 такое, что

a = x + ε(a0 − x) ∈ A, b = x + ε(b0 − x) ∈ B.

Тогда (p, a) < (p, b), что противоречит (4.1). Теорема доказана.

Т е о р е м а 4.8. Пусть A и B — непустые выпуклые под-
множества Rn такие, что riA∩riB = ∅. Тогда A и B собственно
отделимы.

Доказательство данной теоремы можно найти в [13].

УПРАЖНЕНИЯ

4.1. Верно ли, что если A ⊂ B, то riA ⊂ riB?
4.2. Доказать, что если A ⊂ B и A ∩ riB 6= ∅, то riA ⊂ riB.
4.3. Доказать, что если riB ⊂ A ⊂ B, то riA = riB.
4.4. Пусть A,B — выпуклые множества, riA∩riB 6= ∅. Дока-

зать, что ri(A∩B) = riA∩riB. Привести пример, показывающий,
что условие riA ∩ riB 6= ∅ является существенным.

4.5. Пусть A,B — выпуклые множества. Доказать, что
ri(A + B) = riA + riB.

4.6. Найти размерность множества A ⊂ R3, определяемого
системой 




2x1 − 8x2 + 3x3 6 −1,

2x1 + 8x2 − 3x3 6 1,

6x1 + 8x2 − 3x3 > 1,

x2
1 + x2

2 − x3 6 1.
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4.7. Пусть A — выпуклое множество такое, что множество
Rn \A также выпукло. Верно ли, что affA = Rn?

4.8. Пусть A — выпуклое подмножество Rn, B — выпуклое
подмножество Rm. Доказать, что ri(A×B) = riA× riB.

4.9. Пусть A — выпуклое подмножество Rn. Доказать, что
для любого b ∈ Rn верно равенство dim(A + b) = dimA.

4.10. Пусть A,B — выпуклые подмножества Rn, причем
riA ∩ riB 6= ∅. Доказать, что

dim(A ∩B) = dimA + dimB − dim(A + B).

4.11. Пусть A — выпуклое подмножество Rn, причем
A ∩B 6= ∅. Верно ли, что

dim(A ∩B) = dimA + dimB − dim(A + B)?

4.12. Пусть G — матрица порядка n×m, b ∈ Rm такие, что
A = {x ∈ Rn

∣∣ Gx = b} 6= ∅. Доказать, что

dimA = n− rangG.

4.13. Пусть множества A1, A2 отделимы и IntA1 6= ∅. Дока-
зать, что A1, A2 собственно отделимы.

§ 5. Опорная гиперплоскость
О п р е д е л е н и е 5.1. Гиперплоскость

H = {x ∣∣ (p, x) = γ}
называется опорной к множеству A, если (p, a) 6 γ для всех
a ∈ A и (p, a0) = γ для некоторой точки a0 ∈ A.

При этом уточняют, что гиперплоскость H является опорной
к множеству A в точке a0, а полупространство {x | (p, x) 6 γ}
называется опорным к A.

Геометрически гиперплоскость H является опорной к A, если
множество A лежит по одну сторону от H и H проходит через
одну из граничных точек множества A.
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О п р е д е л е н и е 5.2. Гиперплоскость

H = {x ∣∣ (p, x) = γ}

называется собственно опорной к множеству A, если она является
опорной и существует точка a ∈ A для которой (p, a) 6= γ.

П р и м е р 5.1. Пусть

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 0, y > 0}.

Тогда гиперплоскость H = {(x, y) | y−kx = 0} является опорной
к A при любом k < 0.

П р и м е р 5.2. Пусть A = {(0; 0)}. Тогда любая гиперплос-
кость H = {x | (p, x) = 0}, p 6= 0 является опорной.

Т е о р е м а 5.1. Пусть A — непустое выпуклое подмноже-
ство Rn . Тогда для любой точки a0 ∈ ∂A существует гиперплос-
кость, опорная к A в точке a0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По следствию 3.4 существуют
ненулевой вектор p и вещественное число γ такие, что

(p, a0) > γ, (p, a) 6 γ для всех a ∈ A.

Следовательно, (p, a0) 6 γ (a0 ∈ A). Отсюда (p, a0) = γ. Значит,
гиперплоскость H = {x | (p, x) = γ} является опорной к A в
точке a0. Теорема доказана.

Т е о р е м а 5.2. Всякое непустое замкнутое множество
A 6= Rn представимо в виде пересечения открытых полупро-
странств.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно следствию 3.1 для
любой точки b /∈ A существует гиперплоскость
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Hb = {x | (pb, x) = γb} такая, что (pb, a) < γb для всех a ∈ A и
(pb, b) > γb. Следовательно,

A ⊂
⋂

b/∈A

{x | (pb, x) < γb}.

Покажем, что на самом деле

A =
⋂

b/∈A

{x | (pb, x) < γb}.

Пусть

y ∈
⋂

b/∈A

{x | (pb, x) < γb}

и y /∈ A. Тогда (py, y) > γy, и поэтому точка y не может принад-
лежать пересечению. Следовательно, всякая точка y, принадле-
жащая пересечению, принадлежит и A. Теорема доказана.

Т е о р е м а 5.3. Всякое непустое замкнутое множество
A 6= Rn представимо в виде пересечения замкнутых полупро-
странств.

Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказа-
тельству теоремы 5.2 .

Т е о р е м а 5.4. Всякое непустое выпуклое замкнутое мно-
жество A 6= Rn представимо в виде пересечения всех своих опор-
ных полупространств.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы
достаточно доказать, что для любой точки y /∈ A существует
опорная гиперплоскость H = {x | (p, x) = α} такая, что

(p, y) > α, (p, a) 6 α для всех a ∈ A.
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1. Пусть IntA 6= ∅ и a0 ∈ IntA, z — граничная точка множества,
принадлежащая отрезку {βy + (1− β)a0 | β ∈ [0; 1]}. Рассмотрим
гиперплоскость H0 = {x | (q, x) = γ}, опорную к A в точке z.
Отметим, что γ = (q, z). Покажем, что H0 искомая гиперплос-
кость. Действительно, мы имеем:

(q, a) 6 (q, z) для всех a ∈ A,

(q, z) = β(q, y) + (1− β)(q, a0), β ∈ (0; 1).

Так как a0 ∈ IntA, то (q, a0) < (q, z). Поэтому

(q, z) = β(q, y) + (1− β)(q, a0) < β(q, y) + (1− β)(q, z) =
= β

(
(q, y)− (q, z)

)
+(q, z).

Следовательно, (q, y) − (q, z) > 0, или (q, y) > (q, z) > (q, a) для
всех a ∈ A.
2. Пусть IntA = ∅. Тогда affA 6= Rn. Пусть H — гиперплос-
кость, содержащая affA и не содержащая y. Гиперплоскость H
является опорной к A гиперплоскостью, и она искомая. Если
(p, y) < α, то рассматриваем гиперплоскость
H = {x | (−p, x) = −α}. Теорема доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

5.1. Составить уравнение гиперплоскости, опорной к множе-
ству

A = {x ∈ R3
∣∣ x3 > x2

1 + x2
2}

в точке (2; 1; 1).
5.2. Гиперплоскость H называется касательной к множеству

A ⊂ Rn в точке a ∈ A, если H является единственной опорной
гиперплоскостью к множеству A в точке a. Описать все каса-
тельные гиперплоскости к отрезку, квадрату, кругу на плоскости.

5.3. Пусть A — ограниченное выпуклое подмножество Rn.
Доказать, что для любого p ∈ Rn, p 6= 0 существует число γ, что
гиперплоскость H = {x | (p, x) = γ} будет опорной к A.
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5.4. Пусть A — выпуклое подмножество Rn такое, что
A ⊂ H+ = {x ∈ Rn

∣∣ (p, x) > β}, p 6= 0. Верно ли, что суще-
ствует α такое, что гиперплоскость H = {x ∈ Rn

∣∣ (p, x) = α}
будет опорной к A.

5.5. Будет ли верна теорема 5.2, если выпуклое множество A
не является ни замкнутым, ни открытым?

5.6. Пусть A ⊂ Rn — выпуклое замкнутое множество такое,
что проекция на любую гиперплоскость есть выпуклый много-
гранник. Верно ли, что A многогранник, если a) n = 2,
b) n > 3 .

5.7. Пусть A ⊂ R3 — выпуклый компакт с непустой внутрен-
ностью. Доказать, что можно отметить четыре точки на границе
множества A так, чтобы опорная плоскость в каждой отмеченной
точке была параллельна плоскости, проходящей через три осталь-
ные отмеченные точки.

5.8. Выпуклое множество A ⊂ R2 называется множеством
постоянной ширины, если расстояние между любыми двумя его
параллельными опорными прямыми одно и то же.
1. Привести пример в R2 выпуклого множества постоянной ши-
рины, отличного от круга.
2. Доказать, что любое выпуклое множество плоскости диамет-
ра единица покрывается множеством постоянной ширины, равной
единице.
3. Доказать, что выпуклое множество постоянной ширины, рав-
ной единице нельзя разбить на две части меньшего диаметра.

5.9. Точка a ∈ ∂A, где A — выпуклое подмножество Rn,
называется регулярной, если в точке a существует единственная
опорная гиперплоскость.
1. Верно ли, что если A —выпукло и замнуто, то множество ре-
гулярных точек множества A также замкнуто?
2. Существуют ли замкнутые выпуклые множества A 6= Rn та-
кие, что A не имеет регулярных точек?
3. Существуют ли замкнутые выпуклые множества A 6= Rn с
непустой внутренностью и такие, что A не имеет регулярных то-
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чек?
5.10. Доказать, что если в некоторой точке выпуклого множе-

ства существуют две опорные гиперплоскости, то в данной точке
существует бесконечно много опорных гиперплоскостей.

5.11. Верно ли, что строго выпуклый компакт в любой гра-
ничной точке имеет ровно одну опорную гиперплоскость?

5.12. Пусть Hk = {x | (ak, x) = γk}, ‖ak‖ = 1 — последова-
тельность гиперплоскостей. Будем говорить, что последователь-
ность Hk сходится к гиперплоскости H = {x | (a, x) = γ}, если
lim

k→+∞
ak = a, lim

k→∞
γk = γ.

Пусть A – выпуклый компакт Rn, {ak}∞k=1 — последователь-
ность точек такая что ak ∈ ∂A, ak → a при k → ∞, причем
a ∈ ∂A, Hk — гиперплоскость, опорная к A в точке ak. Вер-
но ли, что последовательность Hk сходится к гиперплоскости H,
опорной к A в точке a ?

5.13. Доказать, что любая гиперплоскость, опорная к аффин-
ному множеству, его содержит.

5.14. Доказать, что около каждого выпуклого компакта R2 с
непустой внутренностью можно описать квадрат.

§ 6. Выпуклые конусы
О п р е д е л е н и е 6.1. Множество K называется выпу-

клым конусом с вершиной в нуле, если оно удовлетворяет следу-
ющим свойствам:
1) K — выпуклое множество;
2) если x ∈ K, то для всех t > 0, tx ∈ K.

Множество K называется выпуклым конусом с вершиной в
точке x0, если K = x0 + K0, где K0 — выпуклый конус с вер-
шиной в нуле.

Множество K называется конусом с вершиной в нуле, если K
удовлетворяет свойству 2).

Рассмотрим примеры выпуклых конусов с вершиной в нуле. 1.
K = Rn, K = {0}.

51



2. K = {z | z = tx0, t > 0}, где x0 — фиксированная точка Rn.
3. K = {(x, y) ∈ R2

∣∣ x 6 y 6 2x, x > 0}.
4. K = {x ∈ Rn

∣∣ (p, x) 6 0}.

Т е о р е м а 6.1. Множество K является выпуклым кону-
сом с вершиной в нуле тогда и только тогда, когда для любых
x1, x2 ∈ K, для любых t1 > 0, t2 > 0 точка t1x1 + t2x2 ∈ K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K — выпуклый конус,
x1, x2 ∈ K, t1 > 0, t2 > 0. Тогда ((t1 + t2) 6= 0)

t1x1 + t2x2 = (t1 + t2)
( t1
t1 + t2

x1 +
t2

t1 + t2
x2

)
.

Так как K выпуклое множество, то точка

z =
( t1
t1 + t2

x1 +
t2

t1 + t2

)∈ K.

Поэтому t1x1 + t2x2 = (t1 + t2)z ∈ K. Если t1 + t2 = 0, то
t1x1 + t2x2 = 0 ∈ K.

Пусть теперь K обладает соответствующим свойством.
x1, x2 ∈ K,α ∈ [0, 1]. Взяв в качестве t1 = α, t2 = 1 − α, име-
ем t1 > 0, t2 > 0 и

t1x1 + t2x2 = αx1 + (1− α)x2 ∈ K.

Поэтому множество K является выпуклым. Если x ∈ K, t > 0,
то tx = tx + 1 · 0 ∈ K. Следовательно, K — выпуклый конус.

С л е д с т в и е 6.1. K ⊂ Rn — выпуклый конус с верши-
ной в нуле тогда и только тогда, когда для любого натурального
числа k, для любых x1, . . . , xk ∈ K, для любых неотрицательных
чисел t1, . . . , tk справедливо

t1x1 + · · ·+ tkxk ∈ K.

52



О п р е д е л е н и е 6.2. Пусть A — непустое множество
Rn. Множеством, двойственным к A, называется множество A∗

вида

A∗ = {y ∈ Rn
∣∣ (x, y) 6 1 для всех x ∈ A}.

Т е о р е м а 6.2. Пусть K1,K2 — выпуклые конусы с вер-
шиной в нуле. Тогда выпуклыми конусами с вершиной в нуле бу-
дут следующие множества:
1) K1 + K2;
2) K1 ∩K2;
3) K1;
4) IntK1;
5) K∗

1 , причем K∗
1 = {y ∣∣ (x, y) 6 0 для всех x ∈ K1}. Конус K∗,

называется конусом, сопряженным к конусу K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения пунктов 1) - 4)
очевидны, докажем утверждение пункта 5). Пусть y ∈ Rn такой,
что (x, y) 6 0 для всех x ∈ K1. Тогда y ∈ K∗

1 .
Пусть y ∈ K∗

1 . Это означает, что (x, y) 6 1 для всех x ∈ K1.
Возьмем x0 ∈ K1, t > 0. Тогда для всех t > 0 справедливо нера-

венство t(x0, y) 6 1. Поэтому (x0, y) 6 1
t

для всех t > 0. Пере-
ходя в последнем неравенстве к пределу при t → +∞, получаем
(x0, y) 6 0. Следовательно, (x, y) 6 0 для всех x ∈ K1. Теорема
доказана.

О п р е д е л е н и е 6.3. Конической оболочкой множест-
ва A называется пересечение всех выпуклых конусов с вершиной
в нуле и содержащих A. Коническую оболочку будем обозначать
conA.

З а м е ч а н и е 6.1. Из следствия 6.1 следует, что

conA = {z ∣∣ z = t1x1 + · · ·+ tkxk, k ∈ N, xi ∈ A, ti > 0}.
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Т е о р е м а 6.3. Пусть C — выпуклое подмножество Rn.
Тогда

conC = B, где
B = {λx

∣∣ x ∈ C, λ > 0}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что B — выпуклый
конус с вершиной в нуле. Пусть x1, x2 ∈ B, t1, t2 > 0. Тогда
x1 = λ1y1, x2 = λ2y2 и (λ1t1 + λ2t2 6= 0)

t1x1 + t2x2 = t1λ1y1 + t2λ2y2 =

= (λ1t1 + λ2t2)
( λ1t1

λ1t1 + λ2t2
x1 +

λ2t2
λ1t1 + λ2t2

x2

)
= (λ1t1 + λ2t2)z,

где z =
( λ1t1

λ1t1 + λ2t2
x1 +

λ2t2
λ1t1 + λ2t2

x2

)
∈ B в силу выпуклости

множества C. Поэтому t1x1 + t2x2 ∈ B. На основании теоремы
6.1 B является выпуклым конусом с вершиной в нуле. Из опре-
деления B сразу следует, что C ⊂ B, поэтому conC ⊂ B. Из
определения конической оболочки следует, что B ⊂ conC. Теоре-
ма доказана.

Т е о р е м а 6.4. Если C1, . . . , Ck — выпуклые множества,
0 ∈ Ci для всех i. Тогда

k⋂

i=1

conCi = con
( k⋂

i=1

Ci

)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ con
( ⋂
i=1

Ci

)
. Это оз-

начает, что x = tx1, x1 ∈
k⋂

i=1
Ci. Поэтому x1 ∈ Ci и по теореме

6.3 x ∈ conCi для всех i. Следовательно, x ∈
k⋂

i=1
conCi.

54



Пусть x ∈
k⋂

i=1
conCi. Значит, x = tixi, xi ∈ Ci, ti > 0. Тогда

x

ti
∈ Ci для всех i и

t(t−1
i x) = (1− t) · 0 + t(t−1

i x) ∈ Ci при t ∈ (0; 1)

для всех i = 1, . . . , k. Выбирая число µ из условия
0 < µ 6 min

i

1
ti

, получим µx = (µti)(t−1
i x) ∈ Ci для всех i. Таким

образом, получили

µx ∈
k⋂

i=1

Ci, x =
1
µ

(µx) ∈ con
( k⋂

i=1

Ci

)
,

что и требовалось доказать.

Т е о р е м а 6.5. Всякая опорная гиперплоскость к выпук-
лому конусу с вершиной в нуле проходит через нуль (Предпола-
гается, что конус не совпадает со всем пространством.)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть H = {x | (p, c) = (p, a0)
— опорная гиперплоскость к конусу K в точке a0 ∈ K. Имеем

(p, x) 6 (p, a0) для всех x ∈ K. (6.1)

Докажем, что (p, a0) = 0. Доказывать будем методом от против-
ного.

Пусть (p, a0) < 0. Возьмем точку z ∈ K и последовательность
αj > 0, αj → 0 при j →∞. Так как точки αjz ∈ K, то для всех j
справедливы неравенства (p, αjz) 6 (p, a0). Переходя в последнем
неравенстве к пределу при j → ∞, получаем (p, a0) > 0, что
противоречит предположению (p, a0) < 0.

Пусть (p, a0) > 0. Если бы для всех x ∈ K выполнялось
неравенство (p, x) < 0, имело бы место и неравенство (p, a0) 6
0. Значит, существует точка a ∈ K такая, что (p, a) > 0.
Рассмотрим последовательность αj → ∞ при j → ∞. Тогда
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αja ∈ K и поэтому для всех j (p, αja) 6 (p, a0). Так как
lim

j→∞
(p, αja) = ∞, то при достаточно больших j выполняется

неравенство (p, αja) > (p, a0), что противоречит (6.1). Теорема
доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

6.1. Доказать, что если K ⊂ Rn — выпуклый конус с верши-
ной в нуле, то K + K∗ = Rn.

6.2. Доказать, что выпуклое замкнутое множество, имеющее
ровно одну крайнюю точку, является выпуклым конусом с вер-
шиной в данной точке.

6.3. Пусть K — выпуклый конус с вершиной в x0 . Доказать,
что любая опорная гиперплоскость проходит через x0 .

6.4. Пусть

K = con{(−3; 1), (2; 3), (4; 5)}.

Найти и изобразить на плоскости конус K∗.
6.5. Пусть K — конус в Rn

+, причем для любых x, y ∈ K
точки max(x, y), min(x, y) ∈ K, где

max(x, y) =
(
max(x1, y1), . . . , max(xn, yn)

)
,

min(x, y) =
(
min(x1, y1), . . . , min(xn, yn)

)
.

Доказать, что K — выпуклый конус.
6.6. Верно ли, что если C — замкнутое множество, то множе-

ство conC также является замкнутым.
6.7. Доказать, что множество

K = {(x, y) ∈ R2
∣∣ 5y2 − 2xy − 3y2 6 0, y > 0}

является выпуклым конусом с вершиной в нуле. Найти конус K∗.
6.8. Пусть A — выпуклый компакт Rn. Верно ли, что

conA — замкнутое множество?
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6.9. Пусть A — выпуклый компакт Rn, 0 /∈ A. Доказать, что
conA замкнутое множество.

6.10. Пусть K — конус в Rn такой, что для любых
x, y ∈ K точки min{x, y},max{x, y} ∈ K. Можно ли утверждать,
что K — выпуклый конус?

6.11. Пусть A подмножество Rn, B подмножество Rm.
0 ∈ A, 0 ∈ B. Доказать, что

con(A×B) = conA× conB.

6.12. Пусть A подмножество Rn, B подмножество Rm. Вер-
но ли, что

con(A×B) = conA× conB.

6.13. Пусть A подмножество Rn, B подмножество Rm,
0 ∈ A, 0 ∈ B. Доказать, что

con(A + B) = conA + conB.

6.14. Пусть A подмножество Rn, B подмножество Rm. Вер-
но ли, что

con(A + B) = conA + conB.

6.15. Пусть A подмножество Rn. Верно ли, что 0+A — вы-
пуклый конус с вершиной в нуле.

6.16. Пусть A подмножество Rn вида

A = {x ∈ Rn
∣∣ (ai, x) 6 bi, i = 1, . . . , k,

(ai, x) = bi, i = k + 1, . . . , m} 6= ∅.

Доказать, что

0+A = {h ∈ Rn
∣∣ (ai, h) 6 0, i = 1, . . . , k,

(ai, h) = 0, i = k + 1, . . . , m}.
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6.17. Конус K называется заостренным, если он не содержит
одновременно точки x и −x, где x 6= 0. Доказать, что если
выпуклый конус K заострен, то он является выпуклым конусом
с вершиной в нуле.

6.18. Задать con{(1; 0;−1), (−2; 1; 0), (0;−1; 2)} системой ли-
нейных неравенств.

6.19. Найти con{(x, y) | x > 0, |y| 6 x2}.
6.20. Может ли вершина конуса быть его внутренней точкой?

§ 7. Крайние точки
О п р е д е л е н и е 7.1. Точка a выпуклого множества A

называется крайней, если не существует точек a1, a2 ∈ A, a1 6= a2

таких, что a = 0, 5a1 + 0, 5a2.

Геометрически это означает, что крайняя точка — это точка,
которая не является серединой отрезка, концы которого лежат в
этом множестве.

П р и м е р 7.1. Пусть A = {αa + (1− α)b
∣∣ α ∈ [0; 1]} — от-

резок с концами a, b в Rn. Тогда крайними точками A являются
точки a, b и только они.

П р и м е р 7.2. Пусть A = {x ∣∣ ‖x− a0‖ 6 r} — шар ради-
уса r с центром в точке a0. Докажем, что все точки границы A
являются крайними. Пусть a ∈ A, ‖a − a0‖ = r и предположим,
что

a =
1
2
a1 +

1
2
a2, где a1, a2 ∈ A, a1 6= a2.

Тогда

r = ‖a− a0‖ = ‖1
2
a1 − 1

2
a0 +

1
2
a2 − 1

2
a0‖ 6

6 1
2
‖a1 − a0‖+

1
2
‖a2 − a0‖ 6 r.
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Следовательно, ‖a1 − a0‖ = r, ‖a2 − a0‖ = r. Обозначим

e =
a− a0

r
, e1 =

a1 − a0

r
, e2 =

a2 − a0

r
.

Имеем

‖e‖ = ‖e1‖ = ‖e2‖ = 1 и e =
1
2
e1 +

1
2
e2.

Тогда

1 = ‖e‖2 =
1
4
‖e1‖2 +

1
2
(e1, e2) +

1
4
‖e2‖2 =

=
1
2

+
1
2
(e1, e2).

Так как (e1, e2) 6 1, то получаем, что (e1, e2) = 1. Значит,
e1 = e2, что невозможно, так как a1 6= a2.

Тем самым доказано, что любая граничная точка множества
A является крайней точкой.

Совокупность всех крайних точек множества A обозначим
extA.

З а м е ч а н и е 7.1. Можно дать другое определение
крайней точки. Точка a ∈ A называется крайней точкой выпук-
лого множества A, если множество A \ {a} выпукло.

П р и м е р 7.3. Пусть K — выпуклый конус с вершиной в
нуле. Тогда extK ⊂ {0}.

Т е о р е м а 7.1. Пусть H — гиперплоскость, опорная к
выпуклому множеству A и A∩H состоит из единственной точки
a0. Тогда a0 ∈ extA.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

H = {x | (p, x) = α} и (p, a) 6 α для всех a ∈ A.
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Предположим, что a0 /∈ extA. Тогда a0 = 0, 5a1+0, 5a2, a1, a2 ∈ A,
a1 6= a2. Поэтому

α = (p, a0) = 0, 5(p, a1) + 0, 5(p, a2) 6 α.

Следовательно, (p, a1) = (p, a2) = α. Значит, a1, a2 ∈ H, что
противоречит условию теоремы. Теорема доказана.

Т е о р е м а 7.2. Если пересечение любой прямой с выпук-
лым замкнутым множеством неограничено или пусто, то A —
замкнутое полупространство или все пространство и, следова-
тельно, extA = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если A не имеет граничных
точек, то A = Rn. Пусть A имеет граничную точку a0. Тогда в
этой точке существует гиперплоскость H = {x | (p, x) = (p, a0)}
опорная к A. Будем считать, что

A ⊂ {x | (p, x) 6 (p, a0)} = H−.

Покажем, что A = H−. Предположим противное. Тогда суще-
ствует точка a1 /∈ A и такая, что (p, a1) < (p, a0). Действительно,
если бы

{x | (p, x) < (p, a0)} ⊂ A,

то по замкнутости A получили бы H− ⊂ A. Откуда H− = A.
Рассмотрим прямую l, проходящую через точки a0, a1.

l = {x = a0 + (a1 − a0)t | t ∈ R1}.

Отметим, что A ∩ l 6= ∅, так как a0 ∈ A ∩ l. Докажем, что
множество A ∩ l ограничено. Так как (p, a1) < (p, a0), то при
t < 0 справедливо неравенство (p, a0 + t(a1 − a0)) > (p, a0) и
поэтому точки вида a0 + t(a1 − a0), t < 0 не принадлежат H−.
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Пусть t > 1. Если предположить, что a0 + t(a1 − a0) ∈ A, то
получаем

a1 =
t− 1

t
a0 +

1
t

(
a0 + t(a1 − a0)

)∈ A

в силу выпуклости A, что противоречит выбору точки a1. Зна-
чит a0 + t(a1−a0)t /∈ A для всех t > 1. Получили, что множество
A ∩ l непусто и ограничено, что противоречит условию теоремы.
Значит A = H−. Теорема доказана.

Т е о р е м а 7.3. Для того чтобы точка x0 была крайней
точкой множества

A = {x ∈ Rn
∣∣ (pi, x) 6 αi, i ∈ I = {1, . . . , m}}, (7.1)

необходимо и достаточно, чтобы множество

I(x0) = {i ∣∣ (pi, x0) = αi, i ∈ I}
содержало подмножество I0 мощности n и чтобы векторы
{pi, i ∈ I0} были линейно независимыми.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 — крайняя точка.
Предположим, что множество {pi, i ∈ I(x0)} содержит меньше,
чем n линейно независимых векторов. Тогда система линейных
уравнений

(pi, x) = 0, i ∈ I(x0)

имеет нетривиальное решение y. Из определения I(x0) следует,
что существует t > 0 такое, что

(pi, x0 ± ty) = αi, i ∈ I(x0),
(pi, x0 ± ty) < αi, i ∈ I \ I(x0).

Из последних двух соотношений следует, что

x0 + ty ∈ A, x0 − ty ∈ A,

x0 = 0, 5(x0 + ty) + 0, 5(x0 − ty),
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что противоречит тому, что x0 ∈ extA.
Значит, множество {pi, i ∈ I(x0)} содержит n линейно неза-

висимых векторов.
Пусть теперь |I0| = n и {pi, i ∈ I} линейно независимы.

Докажем, что x0 ∈ extA. Предположим, что x0 /∈ extA. Тогда
x0 = 0, 5x1 + 0, 5x2, x1, x2 ∈ A, x1 6= x2. Следовательно,

αi = (pi, x0) = 0, 5(pi, x1) + 0, 5(pi, x2) 6 αi, для всех i ∈ I0.

Отсюда αi = (pi, x1) = (pi, x2) для всех i ∈ I0. С другой стороны,
так как векторы {pi, i ∈ I0} линейно независимы и |I0| = n, то
система (pi, x) = αi, i ∈ I0 имеет единственное решение. Поэтому
x1 = x2, что противоречит условию x1 6= x2. Значит, x0 ∈ extA.
Теорема доказана.

С л е д с т в и е 7.1. Пусть A множество вида (7.1). Тогда
A имеет не более конечного числа крайних точек.

Т е о р е м а 7.4. Пусть A — замкнутое выпуклое подмно-
жество Rn, a0 ∈ A \ riA, H = {x | (p, x) = α} — собственная
опорная гиперплоскость к A в точке a0, A0 = A ∩H. Тогда
1) extA0 ⊂ extA;
2) dimA0 < dimA.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть z ∈ extA0, и предполо-
жим, что z /∈ extA. Следовательно, точка z представима в виде

z = 0, 5z1 + 0, 5z2, z1, z2 ∈ A, z1 6= z2. (7.2)

Тогда

α = (p, z) = 0, 5(p, z1) + 0, 5(p, z2) > α.

(Считаем, что (p, a) > α, a ∈ A .) Поэтому z1, z2 ∈ H. Так как
H — выпуклое множество, то z ∈ H. Отсюда z, z1, z2 ∈ A0

и справедливо представление (7.2), что противоречит условию
z ∈ extA0. Следовательно, z ∈ extA.
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Докажем второе утверждение. Отметим, что affA0 ⊂ A,
affA0 ⊂ H, так как A0 ⊂ A,A0 ⊂ H. Предположим, что
affA0 = affA. Тогда A ⊂ affA = affA0 ⊂ H, что противоречит
тому, что H — собственная опорная гиперплоскость. Следова-
тельно,

affA0 6= affA, affA = L + a, affA0 = L0 + a0,

где L, L0 — линейные подпространства. Отсюда L0 ⊂ L, L0 6= L.
Значит, dimL0 < dimL. Теорема доказана.

Т е о р е м а 7.5. Пусть A — непустое замкнутое выпуклое
подмножество Rn. Множество extA 6= ∅ тогда и только тогда,
когда A не содержит прямых.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть z ∈ extA, и предполо-
жим, что существует прямая

l = {x ∈ Rn
∣∣ x = x0 + th, t ∈ R1, h 6= 0}

такая, что l ⊂ A. По теореме 1.4 получаем, что

l+ = {x ∈ Rn
∣∣ x = z + th, t > 0} ⊂ A

l− = {x ∈ Rn
∣∣ x = z − th, t > 0} ⊂ A.

Следовательно, z − h, z + h ∈ A и

z = 0, 5(z + h) + 0, 5(z − h) ∈ A,

что противоречит условию z ∈ extA. Итак, доказано, что если
extA 6= ∅, то A не содержит прямых.

Пусть A не содержит прямых. Докажем, что extA 6= ∅. До-
казательство проведем методом математической индукции по раз-
мерности множества A. Если dimA = 0, то A = {a}, и поэто-
му extA = {a}. Предположим, что теорема доказана для всех
множеств A таких, что dimA 6 m − 1. Докажем теорему для
множества A размерности m. Рассмотрим множество A \ riA,
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которое не пусто, так как A не содержит прямых. Возьмем точку
a0 ∈ A \ riA и рассмотрим собственную опорную гиперплоскость
H к множеству A в точке a0. Пусть A0 = A ∩ H. По теоре-
ме 7.4 dim A0 < dimA и по условию A0 не содержит прямых.
Поэтому, в силу индукционного предположения, extA0 6= ∅. По
теореме 7.4 extA0 ⊂ extA и, следовательно, extA 6= ∅. Теорема
доказана.

С л е д с т в и е 7.2. Пусть A — выпуклый компакт Rn.
Тогда extA 6= ∅.

Т е о р е м а 7.6. (Крейна-Мильмана). Пусть A — непустой
выпуклый компакт Rn. Тогда A = co

(
extA

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как extA ⊂ A, то спра-
ведливо включение co

(
extA

)⊂ A. Докажем, что A ⊂ co
(
extA

)
.

Доказательство проведем методом математической индукции по
размерности множества A.

Если dimA = 0, то утверждение, очевидно, верно. Предпо-
ложим, что теорема доказана для всех множеств A таких, что
dimA 6 m−1. Докажем теорему для множества A, размерность
которого равна m. Рассмотрим точку a0 ∈ A \ riA и опреде-
лим A0 как в теореме 7.5. Тогда A0 — выпуклый компакт и по
теореме 7.4 dim A0 < dimA. В силу индукционного предположе-
ния имеем A0 = co

(
extA0

)
, и поэтому a0 ∈ co

(
extA0

)
. Так как

extA0 ⊂ extA, то a0co
(
extA

)
. Поэтому A \ riA ⊂ co

(
extA0

)
.

Пусть теперь a0 ∈ riA. Рассмотрим affA = L + b, и пусть
h ∈ L, h 6= 0. Рассмотрим прямую

l = {x ∈ Rn
∣∣ x = a0 + αh, α ∈ R1}.

Тогда l ⊂ affA. Так как A ограничено, то l ∩A = co{a1, a2}, где
a1, a2 ∈ A \ riA. Поэтому

a0 ∈ co{a1, a2} ⊂ co
(
A \ riA

)⊂ co
(
co

(
extA

))
= co

(
extA)

)
.

Тем самым доказано, что riA ⊂ co
(
extA)

)
.

Значит, A ⊂ co
(
extA)

)
. Теорема доказана.
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УПРАЖНЕНИЯ

7.1. Пусть A — выпуклый компакт. Доказать, что точка
a0 ∈ A, наиболее удаленная от начала координат, является край-
ней точкой множества A. Предполагается, что используется стан-
дартная метрика.

7.2. Верно ли, что если выпуклое множество K имеет един-
ственную крайнюю точку x0, то K — выпуклый конус с верши-
ной в x0.

7.3. Существует ли выпуклое множество A , у которого мно-
жество extA не является замкнутым?

7.4. Пусть A — выпуклое множество Rn, L : Rn → Rm —
линейное отображение. Верно ли, что ext(LA) = L(extA) ?

7.5. Найти все крайние точки множества A, заданного систе-
мой 




4x1 + 3x2 + x3 = 4,

−x1 + 6x2 − x3 > 2,

7x1 − x2 + 2x3 6 5,

x1 > 0, x2 > 0.

7.6. Пусть A — выпуклый компакт Rn, dimA = k. Доказать,
что множество A имеет не менее k + 1 крайней точки.

7.7. Доказать, что точка z является крайней точкой множе-
ства A = co{b1, . . . , bk, z} тогда и только тогда, когда точку z
можно сторого отделить от множества co{b1, . . . , bk}.

7.8. При каких a точка x(a) является крайней точкой мно-
жества A = co{x1, x2, x3, x4, x(a)}, если

x1 = (1; 2; 3), x2 = (1;−1; 0), x3 = (0;−1; 4),
x4 = (0; 0; 0), x(a) = (a; 1;−1).

7.9. При каких k выпуклое множество A в R4, определяемое
системой {

(x1 − 2x2)2 + (x1 + x2)2 + (x3 + 2x4)2 6 8,

kx1 − 2x2 + 5kx3 + 10x4 = 0,
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имеет крайние точки.
7.10. Пусть G — матрица порядка n×m, b ∈ Rm,

A = {x ∈ Rn
∣∣ Gx 6 b, x > 0},

A1 = {(x, z) ∈ Rn ×Rm
∣∣ Gx + z = b, x > 0, z > 0}.

Верно ли, что если (x0, z0) ∈ extA1, то x0 ∈ extA ?
7.11. Является ли точка a0 = (0; 1; 0; 1; 0; 0) крайней точкой

множества A, задаваемого системой




4x1 + 7x2 + 2x3 − 3x4 + x5 + 4x6 = 4,

−x1 − 2x2 + x3 + x4 − x6 = −1,

x2 − 3x3 − x4 − x5 + 2x6 = 0,

xj > 0, j = 1, . . . , 6.

7.12. Пусть множество A определяется системой




5x1 − 3x2 − x3 + 2x4 + x6 = 4,

2x1 + x3 + x4 + x5 + x6 = 4,

−7x1 + 4x2 + 2x3 − 3x4 − x6 = −5,

xj > 0, j = 1, . . . , 6.

Сколько крайних точек имеет множество A ?
7.13. Точка x ∈ A называется выступающей точкой множе-

ства A, если существует гиперплоскость H, опорная к A в точке
x и такая, что H ∩A = {x}. Привести пример выпуклого множе-
ства, у которого множество крайних точек и множество выступа-
ющих точек не совпадают.

7.14. Найти все крайние точки следующих множеств:

1. A = {x ∈ Rn
∣∣ x > 0,

n∑
i=1

xi = b, b > 0};

2. A = {x ∈ Rn
∣∣ n∑

i=1
xi = 1, 0 6 x1 6 x2 6 . . . 6 xn}.

7.15. Пусть G — матрица размером n×m.
K = {x ∈ Rn | Gx 6 0}. Доказать, что
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1. K — выпуклый замкнутый конус с вершиной в нуле;
2. 0 является крайней точкой K тогда и только тогда, когда
rangG = n.

7.16. Пусть

K = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | xi > 0, x2
3 6 x1x2}.

Доказать, что прямая l = {(x1, x2, x3) | x1 = 0, x3 = 1} не пере-
секает конус K, но не существует плоскости, содержащей l и не
пересекающей K.

7.17. Существуют ли выпуклые множества в Rn, имеющие
ровно k, k = 2, 3, . . . , n крайних точек?

7.18. Привести пример выпуклого множества A, для кото-
рого существуют гиперплоскость H и точка a0 ∈ A такие, что
A∩H = {a0}, но точка {a0} не является крайней точкой множе-
ства A.

7.19. Пусть A — выпуклое множество, b /∈ A. Верно ли, что
точка b является крайней точкой множества co(A ∪ b)?

7.20. Пусть M — многогранник, натянутый на a1, . . . , ak. До-
казать, что
1. extM ⊂ {a1, . . . , ak};
2. Диаметр многогранника M равен длине одного из отрезков,
соединяющих его вершины.

7.21. Описать все выпуклые множества, у которых любая точ-
ка является крайней

7.22. Пусть A — выпуклый компакт, H — опорная гипер-
плоскость. Доказать, что множество A ∩ H содержит хотя бы
одну крайнюю точку множества A.

7.23. Определить число крайних точек многогранника

A = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x2 + x3 + x4 = 2, xi ∈ [0, 1]}.
7.24. Найти крайние точки множества

A = {x ∈ Rn | (Gx, x) 6 α},
где G — неотрицательно определенная матрица порядка n.
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§ 8. Теорема Хелли
Т е о р е м а 8.1. Пусть F =

{
Ai

}m

i=1
— семейство выпук-

лых подмножеств Rn,m > n + 1, причем любые n + 1 из этих
множеств имеют непустое пересечение. Тогда существуют выпук-
лые компакты Bi ⊂ Ai такие, что у семейства

{
Bi

}m

i=1
любые

n + 1 из этих множеств имеют непустое пересечение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть i0 ∈ I = {1, . . . , m} и
1 6 i1 < i2 < · · · < in 6 m, причем is 6= i0. Обозначим через
ai0

i1...in
точку из пересечения Ai0 ∩ Ai1 ∩ · · · ∩ Ain , которая суще-

ствует по условию, и полагаем

Bi0 = co
( ⋃

{i1...in}∈I\{i0}
ai0

i1...in

}
.

Множество Bi0 является выпуклым компактом. Рассмотрим но-
вое семейство множеств Fi0 , заменив в семействе F множество
Ai0 множеством Bi0 . Докажем, что в семействе Fi0 любые n+1
множества имеют непустое пересечение. Если среди выбранных
множеств нет Bi0 , то указанное пересечение не пусто по условию
теоремы. Если среди выбранных n + 1 множеств есть Bi0 , то
выбранные множества есть множества вида Bi0 , Ai1 , . . . , Ain при
некоторых i1, . . . , in, и поэтому каждое из множеств содержит
точку ai0

i1...in
.

Повторяя построение Bi0 для всех i0 = 1, . . . , m, получим
требуемое семейство. Теорема доказана.

Т е о р е м а 8.2. Пусть
{
Aα

}
α∈Λ

— семейство компактных
подмножеств Rn, у которого любое конечное подсемейство имеет
непустое пересечение. Тогда

⋂

α∈Λ

Aα 6= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α0 ∈ Λ, Λ0 = Λ \ {α0}.
Рассмотрим множества Bα = Rn \Aα, α ∈ Λ0. Предположим, что
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⋂
α∈Λ

Aα = ∅. Докажем, что

Aα0 ⊂
⋃

α∈Λ0

Bα. (8.1)

Действительно, пусть y ∈ Aα0 . Так как
⋂

α∈Λ

Aα = ∅, то существу-

ет β ∈ Λ такое, что y /∈ Aβ. Следовательно, y ∈ Rn \Aβ = Bβ, и
поэтому выполнено (8.1). Это означает, что семейство множеств{
Bα

}
α∈Λ0

образует открытое покрытие множества Aα0 . Так как
Aα0 компакт, то из данного покрытия можно выбрать конечное
подпокрытие. Пусть

{
Bαs , s = 1, . . . , m

}
данное подпокрытие.

Тогда Aα0 ⊂
m⋃

s=1

(
Rn \ Aαs

)
, и поэтому Aα0 ∩

( m⋂
s=1

Aαs

)
= ∅, что

противоречит условию теоремы. Значит,
⋂

α∈Λ

Aα 6= ∅. Теорема

доказана.

Т е о р е м а 8.3. (Хелли) Пусть
{
Aα

}
α∈Λ

, |Λ| > n+1 — се-
мейство выпуклых подмножеств Rn таких, что каждые n + 1
множества данного семейства имеют непустое пересечение и вы-
полнено хотя бы одно из следующих условий:
a) для всех α ∈ Λ множество Aα компакт;
b) Λ конечное множество.
Тогда

⋂
α∈Λ

Aα 6= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что выполнено
условие a) теоремы. В силу теоремы 8.2 достаточно доказать,
что общая точка есть у каждого конечного набора из не менее
чем n + 1 множество. Доказательство проведем методом мате-
матической индукции по числу k выбранных множеств. Если
k = n + 1, то утверждение о непустоте пересечения справедли-
во по условию теоремы. Пусть утверждение доказано для всех
k > m − 1. Докажем утверждение для k = m. Рассмотрим мно-
жества Aα1 , . . . , Aαm и выберем из каждого непустого (по индук-
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ционному предположению) пересечения

Bi = Aα1 ∩ · · · ∩Aαi−1 ∩Aαi+1 ∩ · · · ∩Aαm

точку ai, i = 1, . . . , m. По теореме Радона (у нас m > n+2 ) мно-
жество точек {a1, . . . , am} можно разбить на два подмножества
{a1, . . . , al}, {al+1, . . . , am} таких, что

co{a1, . . . , al} ∩ co{al+1, . . . , am} 6= ∅.

Отметим, что для всех i = 1, . . . , l справедливо включение

ai ∈ Bi ⊂ Aαl+1
∩ · · · ∩Aαm ,

а для всех i = l + 1, . . . , m справедливо включение

ai ∈ Bi ⊂ Aα1 ∩ · · · ∩Aαl
.

Поэтому для любой точки a ∈ co{a1, . . . , al} ∩ co{al+1, . . . , am}
справедливо включение

a ∈ co{a1, . . . , al} ⊂ co
(
Aαl+1

∩ · · · ∩Aαm

)
= Aαl+1

∩ · · · ∩Aαm ,

a ∈ co{al+1, . . . , am} ⊂ co
(
Aα1 ∩ · · · ∩Aαl

)
= Aα1 ∩ · · · ∩Aαl

.

Следовательно, a ∈
m⋂

s=1
Aαs 6= ∅. Тем самым теорема доказана.

Пусть выполнено условие b) теоремы. Тогда по теореме 8.1
существуют выпуклые компакты Bi ⊂ Ai такие, что любые n+1
множество из семейства

{
Bi

}
имеют непустое пересечение. По

ранее доказанному получаем, что семейство
{
Bi

}
имеет непустое

пересечение. Значит, и семейство
{
Ai

}
имеет непустое пересече-

ние. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 8.1. Если множество Λ бесконечно, а сре-
ди множеств Aα есть хотя бы одно неограниченное, то теорема в
общем случае не верна. Пусть

Ak = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y > k}.
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Тогда
∞⋂

k=1

Ak = ∅, хотя любые три множества из заданного се-

мейства имеют непустое пересечение.

З а м е ч а н и е 8.2. Если множества Aα не являются за-
мкнутыми, то теорема в общем случае не верна. Пусть

Ak = co
{

(0; 0),
(1

k
;
1
k

)
,
(1

k
;−1

k

)}
\{(0; 0)}.

Тогда любые три множества семейства {Ak} имеют непустое пе-

ресечение, а
∞⋂

k=1

Ak = ∅.

З а м е ч а н и е 8.3. Число n+1 не может быть уменьше-
но до n. Пусть

A1 = co{(0;−1), (1; 1)}, A2 = co{(1; 1), (−1; 1)},
A3 = co{(−1; 1), (0;−1)}.

Тогда множества A1, A2, A3 — выпуклые компакты R2, любые
два из которых пересекаются, а A1 ∩A2 ∩A3 = ∅.

Приведем некоторые приложения теоремы Хелли.

Т е о р е м а 8.4. Пусть
{
Tα

}
α∈Λ

(|Λ| > 3) — конечное се-
мейство отрезков вида

Tα = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x = aα, y ∈ [cα; dα]},

причем для любых трех отрезков есть прямая, их пересекающая.
Тогда существует прямая, пересекающая все отрезки семейства.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если все отрезки лежат на од-
ной прямой x = a, то теорема верна. Если имеется два отрезка,
не лежащих на одной прямой, параллельной оси OY, то на лю-
бой прямой, параллельной оси OY, расположено не более одного
отрезка. Обозначим

Aα = {(k, b) ∈ R2
∣∣ прямая y = kx + b пересекает Tα}.
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Докажем, что множество Aα выпукло. Пусть (k1, b1), (k2, b2) ∈
Aα, γ ∈ [0; 1]. Из определения Aα следует, что существуют точки
(aα, y1), (aα, y2), y1, y2 ∈ [cα, dα] такие, что

y1 = k1aα + b1, y2 = k2aα + b2.

Тогда

γy1 + (1− γ)y2 =
(
γk1 + (1− γ)k2

)
aα + γb1 + (1− γ)b2,

γy1 + (1− γ)y2 ∈ [cα, dα].

Следовательно, точка (aα, γy1 +(1−γ)y2) является общей точкой
множества Tα и прямой y = (γk1 + (1− γ)k2)x + γb1 + (1− γ)b2.
Поэтому множество Aα является выпуклым.

Кроме того, легко показать, что множество Aα замкнуто. Из
условия теоремы следует, что любые три множества из семейства
{Aα} пересекаются. Следовательно, по теореме Хелли все множе-
ства Aα имеют непустое пересечение. Теорема доказана.

Т е о р е м а 8.5. Пусть дана система линейных неравенств

(pi, x) 6 γi, i ∈ Λ,

где pi ∈ Rn, γi ∈ Λ, |Λ| > n + 1, Λ конечное множество такое,
что любая подсистема, составленная из n + 1 неравенств, имеет
решение.

Тогда и исходная система имеет решение.

Справедливость теоремы сразу следует из теоремы Хелли для
множеств Ai = {x | (pi, x) 6 γi}.

Т е о р е м а 8.6. Пусть K — выпуклое подмножество Rn,
p1, . . . , pm ∈ Rn (m > n + 1 ), α1, . . . , αm ∈ R1 таковы, что

max
i

(
(pi, x) + αi

)
> 0 для всех x ∈ K. (8.2)
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Тогда существуют множество I ⊂ {1, . . . , m}, |I| = n + 1, неотри-
цательные числа λi, i ∈ I,

∑
i∈I

λi = 1 и такие, что

inf
x∈K

∑

i∈I

λi

(
(pi, x) + αi

)
> 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим множество

A = {y ∈ Rm
∣∣ существует x ∈ K такой, что

(pi, x) + αi < yi для всех i ∈ I}.

Множество A выпукло и в силу (8.2) 0 /∈ A. Поэтому A и {0}
отделимы. Это означает, что существуют q ∈ Rm, µ ∈ R1 такие,
что

(q, y) > µ для всех y ∈ A,

(q, 0) 6 µ.

Следовательно, (q, y) > 0 для всех y ∈ A. Пусть t > 0 и y ∈ A.
Тогда

yt = (y1, . . . , yj−1, yj + t, yj+1, . . . , ym) ∈ A,

и поэтому (q, yt) > 0. Отсюда (q, y) + tqj > 0, или

1
t
(q, y) + qj > 0.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при t → +∞, полу-
чаем qj > 0. Значит, q > 0. Так как q 6= 0, то можно считать,

что
m∑

j=1
qj = 1.

Пусть x ∈ K, ε > 0. Тогда

yε =
(
(p1, x) + α1 + ε, . . . , (pm, x) + αm + ε

)∈ A,
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и поэтому (q, yε) > 0. Это означает, что
m∑

j=1

qj

(
(pj , x) + αj

)
+ε

m∑

j=1

qj > 0.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при ε → 0, получа-
ем

m∑

j=1

qj

(
(pj , x) + αj

)
> 0 для всех x ∈ K.

Определим множества

Kj = {x | (pj , x) + αj < 0}, j = 1, . . . , m.

Множества Kj выпуклы, и из условия (8.2) следует, что
m⋂

j=1

Kj = ∅.

Следовательно, по теореме Хелли существует множество
I ⊂ {1, . . . , m}, |I| = n + 1 и такое, что

⋂

j∈I

Kj = ∅.

Значит, справедливо неравенство

max
j∈I

(
(pj , x) + αj

)
> 0 для всех x ∈ K.

Тем самым неравенство (8.2) справедливо для множества I. По-
вторяя ранее проведенные рассуждения, получаем, что существу-
ют λj > 0,

∑
j∈I

λj = 1 и

∑

j∈I

λj

(
(pj , x) + αj

)
> 0 для всех x ∈ K.

Теорема доказана.
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З а м е ч а н и е 8.4. Теорема 8.6 является частным случа-
ем теоремы Фаркаша, Минковского.

УПРАЖНЕНИЯ

8.1. На плоскости даны n точек, причем любые три из них
можно поместить в круг радиуса единица. Доказать, что все точки
можно поместить в круг радиуса единица.

8.2. Доказать, что если выпуклое множество в Rn покрыто
конечным числом открытых или замкнутых полупространств, то
оно покрыто какими-нибудь n + 1 или менее из этих полупро-
странств.

8.3. На плоскости дан выпуклый семиугольник. Доказать, что
все выпуклые пятиугольники с вершинами в вершинах семиуголь-
ника имеют общую точку.

8.4. Доказать, что любое компактное множество A ⊂ R2 диа-
метра d можно поместить в круг радиуса

√
3

3 d.
8.5. Пусть F : R1 → R1 — произвольная функция. {xi}n

i=1 —
заданный набор вещественных чисел, ε > 0 – заданное число.
Функция f : R1 → R1 называется приближением функции F,
если для всех k = 1, . . . , n справедливы неравенства

|f(xk)− F (xk)| < ε.

Доказать, что функция вида f(x) = ax2+bx+c является при-
ближением функции F тогда и только тогда, когда такая функ-
ция f существует для любых четырех точек из этого набора.

8.6. Сформулировать и доказать аналог утверждения задачи
8.5 для многочлена любой степени.

8.7. На плоскости дано конечное число прямых. Доказать, что
если любые три прямые из данного набора можно пересечь кру-
гом радиуса r, то и все прямые этого семейства можно пересечь
кругом радиуса r.

8.8.На координатной плоскости дано несколько вертикальных
отрезков. Доказать, что если для любых трех отрезков существует
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парабола y = x2+px+q, которая их пересекает, то найдется такая
парабола, пересекающая сразу все отрезки.

§ 9. Опорные функции
О п р е д е л е н и е 9.1. Пусть A — ограниченное множе-

ство Rn. Опорной функцией множества A называется функция
c : Rn → R1 вида

c(A,ϕ) = sup
a∈A

(a, ϕ).

В дальнейшем совокупность всех ограниченных множеств про-
странства Rn будем обозначать Ω(Rn), совокупность всех ком-
пактных подмножеств Rn — K(Rn), совокупность всех выпук-
лых компактных подмножеств Rn — coK(Rn).

П р и м е р 9.1. Пусть A = {a}. Тогда c(A,ϕ) = (a, ϕ).

П р и м е р 9.2. Пусть A = Dr(0) = {x | ‖x‖ 6 r}. Тогда

c(A,ϕ) = sup
a∈A

(a, ϕ) 6 sup
a∈A

‖a‖ · ‖ϕ‖ 6 r‖ϕ‖.

С другой стороны, для a = r
ϕ

‖ϕ‖ имеем (a, ϕ) = r‖ϕ‖. Следова-

тельно, c(A,ϕ) = r‖ϕ‖.

П р и м е р 9.3. Пусть A = D0
r(0) = {x | ‖x‖ < r}. Тогда

c(A,ϕ) = r‖ϕ‖.

О п р е д е л е н и е 9.2. Если c(A,ϕ0) = (a0, ϕ0), где
a0 ∈ A, то ϕ0 называется опорным вектором к множеству A
в точке a0. Множество

U(A,ϕ0) = {a0

∣∣ a0 ∈ A, c(A,ϕ0) = (a0, ϕ0)}
называется опорным множеством к множеству A в направлении
ϕ0.
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З а м е ч а н и е 9.1. Если a0 ∈ U(A,ϕ0), то гиперплос-
кость

H = {x ∈ Rn
∣∣ (x, ϕ0) = (a0, ϕ0)}

будет опорной к множеству A в точке a0.

Опорная функция обладает многими полезными свойствами.
Некоторые из них сформулируем в виде теорем.

Т е о р е м а 9.1. Пусть A,B ∈ Ω(Rn). Тогда опорная фун-
кция обладает следущими свойствми:
1. c(A, λϕ) = λc(A,ϕ) для всех λ > 0;
2. c(A, ϕ1 + ϕ2) 6 c(A,ϕ1) + c(A,ϕ2) для любых ϕ1, ϕ2 ∈ Rn;
3. c(A + B, ϕ) = c(A,ϕ) + c(B,ϕ);
4. c(LA,ϕ) = c(A, L∗ϕ), где L : Rn → Rn — линейное отобража-
ние;
5. c(λA, ϕ) = c(A, λϕ) для любого λ ∈ R1;
6. c(λA, ϕ) = λc(A,ϕ) для любого λ > 0;
7. Если A ⊂ B, то c(A,ϕ) 6 c(B,ϕ).

Справедливость сформулированных утверждений следует из оп-
ределения опорной функции и свойств супремума.

Т е о р е м а 9.2. Пусть A ∈ Ω(Rn). Тогда

c(A,ϕ) = c(coA, ϕ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как A ⊂ coA, то в силу
пункта 7 теоремы 9.1 имеем c(A,ϕ) 6 c(coA,ϕ).

Докажем, что c(coA,ϕ) 6 c(A,ϕ).

c(coA,ϕ) = sup
a∈coA

(a, ϕ) =

= sup
ai∈A,λi>0

(λ1a1 + · · ·+ λn+1an+1, ϕ) 6

6 λ1 sup
a1∈A

(a1, ϕ) + · · ·+ λn+1 sup
an+1∈A

(an+1, ϕ) 6 c(A,ϕ).

Теорема доказана.
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Т е о р е м а 9.3. Пусть A ∈ K(Rn). Тогда

coA =
⋂

‖ϕ‖=1

{
x ∈ Rn

∣∣ (x, ϕ) 6 c(A,ϕ)
}

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если a0 ∈ coA, то

(a0, ϕ) 6 c(coA,ϕ) = c(A, ϕ).

Пусть a0 /∈ A. Так как coA — выпуклый компакт, то coA и {a0}
строго отделимы. Поэтому существуют ϕ0, ‖ϕ0‖ = 1 и число γ
такие, что

(a, ϕ0) < γ для всех a ∈ coA,

(a0, ϕ0) > γ.

Отсюда (a, ϕ0) < (a0, ϕ0) для всех a ∈ coA. Функция f(a) =
(a, ϕ0) непрерывна и поэтому на coA достигает наибольшего зна-
чения. Следовательно,

c(coA,ϕ) = sup
a∈coA

(a, ϕ) = (â, ϕ0) < (a0, ϕ0).

Значит, a0 /∈ {x ∣∣ (x, ϕ0) 6 c(A,ϕ0)}. Поэтому a0 не принадле-
жит и пересечению соответствующих полупространств. Теорема
доказана.

С л е д с т в и е 9.1. Пусть A ∈ K(Rn), a ∈ Rn. Если для
любого ϕ справедливо неравенство (a, ϕ) 6 c(A,ϕ), то a ∈ coA.

Т е о р е м а 9.4. Пусть A ∈ Ω(Rn). Тогда для любых
ϕ1, ϕ2 ∈ Rn справедливо неравенство

|c(A,ϕ1)− c(A,ϕ2) 6 ‖A‖‖ϕ1 − ϕ2‖,

где ‖A‖ = sup
a∈A

‖a‖.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из свойства 2 теоремы 9.1
имеем

c(A,ϕ1) = c(A,ϕ1 − ϕ2 + ϕ2) 6 c(A,ϕ1 − ϕ2) + c(A,ϕ2).

Отсюда

c(A,ϕ1)− c(A,ϕ2) 6 c(A,ϕ1 − ϕ2) 6 sup
a∈A

‖a‖ · ‖ϕ1 − ϕ2‖ 6 (9.1)

6 ‖A‖ · ‖ϕ1 − ϕ2‖.

Аналогично

c(A,ϕ2)− c(A,ϕ1) 6 ‖A‖ · ‖ϕ1 − ϕ2‖,

или

−(c(A,ϕ1)− c(A, ϕ2)) 6 ‖A‖ · ‖ϕ1 − ϕ2‖, (9.2)

Из неравенств (9.1), (9.2) следует требуемое неравенство. Теорема
доказана.

Т е о р е м а 9.5. Пусть A, B ⊂ K(Rn) и для любого ϕ
справедливо неравенство c(A,ϕ) 6 c(B,ϕ). Тогда A ⊂ coB.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что утвержде-
ние не верно. Тогда существует a0 ∈ A такой, что a0 /∈ coB. Сле-
довательно, coB и {a0} строго отделимы. Поэтому существует
ϕ0 ∈ Rn, ϕ0 6= 0 такой, что

c(A, ϕ0) 6 (a0, ϕ0) > c(coB, ϕ0) = c(B, ϕ0).

Получили c(A,ϕ0) > c(B, ϕ0), что противоречит условию теоре-
мы. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 9.2. Пусть A,B ∈ K(Rn) и для всех ϕ
справедливо равенство c(A,ϕ) = c(B, ϕ). Тогда coA = coB.
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С л е д с т в и е 9.3. Пусть A,B ∈ coK(Rn). То A = B
тогда и только тогда, когда для всех ϕ справедливо равенство
c(A,ϕ) = c(B, ϕ).

Т е о р е м а 9.6. Пусть A,B ∈ Ω(Rn). Если A∩B 6= ∅, то
для всех ϕ справедливо неравенство

c(A,ϕ) + c(B,−ϕ) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что A ∩ B 6= ∅ то-
гда и только тогда, когда 0 ∈ A + (−1)B. Следовательно, если
A ∩B 6= ∅, то для всех ϕ верно следующее соотношение

0 = (0, ϕ) 6 c(A + (−1)B,ϕ) =
= c(A,ϕ) + c(−B, ϕ) = c(A,ϕ) + c(B,−ϕ).

Теорема доказана.

С л е д с т в и е 9.4. Пусть A,B ∈ K(Rn) и для всех
ϕ ∈ Rn справедливо неравенство

c(A,ϕ) + c(B,−ϕ) > 0.

Тогда coA ∩ coB 6= ∅.

Т е о р е м а 9.7. Пусть A,B ∈ Ω(Rn). Тогда

c(A ∪B, ϕ) = max
{
c(A,ϕ), c(B, ϕ)

}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

c(A ∪B, ϕ) = sup
x∈A∪B

(x, ϕ) =

= max
{
sup
a∈A

(a, ϕ), sup
b∈B

(b, ϕ)
}
= max

{
c(A,ϕ), c(B,ϕ)

}
.

Теорема доказана.
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П р и м е р 9.4. Пусть

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]}.

Тогда

A = co{(1; 1), (−1; 1), (−1;−1), (1;−1)},
и поэтому

c(A,ϕ) =
= max{c({(±1;±1)}, ϕ)} = |ϕ1|+ |ϕ2|.

Т е о р е м а 9.8. Пусть A — выпуклый компакт Rn,
c(A,ϕ) опорная функция, ϕ0 ∈ Rn, ϕ0 6= 0 такой, что суще-

ствуют частные производные
∂c

∂ϕi
(A,ϕ0). Тогда множество

Aϕ0 = {a ∈ A | c(A,ϕ0) = (a, ϕ0)}
состоит из одной точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что Aϕ0 6= ∅, так
как множество A компакт, а скалярное произведение является
непрерывной функцией. Пусть a0 ∈ Aϕ0 . Рассмотрим функцию
f(ϕ) = c(A,ϕ) − (a, ϕ). Функция f обладает следующими свой-
ствами:

f(ϕ0) = 0 в силу выбора a0,

f(ϕ) > 0 для всех ϕ ∈ Rn.

Следовательно, ϕ0 является точкой глобального минимума функ-
ции f на Rn. Их условия теоремы следует, что существуют част-

ные производные
∂f

∂ϕi
=

∂c

∂ϕi
(A,ϕ0) − (a0)i. Из теоремы Ферма

получаем, что
∂f

∂ϕi
= 0. Отсюда a0 = gradc(A,ϕ0), что и требо-

валось доказать. Теорема доказана.
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Т е о р е м а 9.9. Пусть A — выпуклый компакт Rn,
ϕ0 ∈ Rn, ϕ0 6= 0 такой, что множество Aϕ0 состоит из одной
точки a0 . Тогда существует gradc(A,ϕ0) = a0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕ ∈ Rn — произволь-
ный вектор. Так как ϕ0 6= 0, то существует ε > 0 такое, что
ϕ0 + λϕ 6= 0 для всех λ ∈ (−ε, ε). Для каждого λ ∈ (−ε, ε) рас-
смотрим точку

aλ = {a | c(A,ϕ0 + λϕ) = (a0, ϕ0 + λϕ)}.

Из определения опорной функции имеем

(aλ, ϕ0) 6 c(A,ϕ0) = (a0, ϕ0), (9.3)
(a0, ϕ0 + λϕ) 6 c(A,ϕ0 + λϕ) = (aλ, ϕ0 + λϕ). (9.4)

Умножим неравенство (9.3) на (−1) и сложим с неравенством
(9.4). Получим неравенство

λ(a0, ϕ0) 6 c(A, ϕ0 + λϕ)− c(A, ϕ0) 6 λ(aλ, ϕ).

Разделив неравенство на λ(λ > 0), получаем неравенство

(a0, ϕ) 6 c(A,ϕ0 + λϕ)− c(A,ϕ0)
λ

6 (aλ, ϕ), или

0 6 c(A,ϕ0 + λϕ)− c(A,ϕ0)
λ

− (a0, ϕ) 6 (aλ, ϕ)− (a0, ϕ). (9.5)

Докажем, что

lim
λ→0+

aλ = a0. (9.6)

Предположим, что равенство 9.6 не выполняется. Тогда суще-
ствуют δ > 0 и последовательность {λk}, lim

k→∞
λk = 0+ такие,

что

‖ak − a0‖ > δ > 0, где ak = aλk
. (9.7)
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Последовательность {ak} ограничена, так как A компакт. Поэто-
му из нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность.
Считаем, что сама последовательность {ak} сходится к a∗. Из
определения ak имеем

c(A,ϕ0 + λkϕ) = (ak, ϕ0 + λkϕ0).

Переходя в данном равенстве к пределу при k → ∞, получаем
c(A,ϕ0) = (a∗, ϕ0). Следовательно, a∗ = a0. Из (9.7) следует, что
‖a∗ − a0‖ > δ. Полученное противоречие доказывает равенство
(9.6). Перейдем теперь к пределу при λ → 0+ в неравенстве
(9.5). Получаем, что существует производная по направлению
∂c

∂ϕ
(A,ϕ0) и для любого ϕ выполнено равенство

∂c

∂ϕ
(A,ϕ0) = (a0, ϕ).

Следовательно, существует gradc(A,ϕ0) = a0. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 9.5. Выпуклый компакт A является стро-
го выпуклым в направлении ϕ0 6= 0 тогда и только тогда, когда
существует gradc(A,ϕ0).

С л е д с т в и е 9.6. Выпуклый компакт A является стро-
го выпуклым компактом тогда и только тогда, когда для любого
ϕ 6= 0 существует gradc(A,ϕ).

С л е д с т в и е 9.7. Пусть A — строго выпуклый компакт
Rn. Тогда для всех ϕ ∈ Rn \ {0} справедливо равенство

(gradc(A,ϕ), ϕ) = c(A, ϕ).

УПРАЖНЕНИЯ

9.1. Является ли функция
a) g(ϕ) = 1 +

√
ϕ2

1 + ϕ2
2,
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b) g(ϕ) =





arcsin
ϕ1

‖ϕ‖ , ϕ 6= 0,

0, ϕ = 0
опорной функцией некоторого

множества A ∈ Ω(R2).
9.2. Найти опорные функции следующих множеств:

1) A =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x2

4 + y2

9 6 1
}

;
2) A = D2(0; 2) ∪D2(0;−2);
3) A = {x ∈ Rn | 1 6 ‖x‖ 6 2};
4) A = {x ∈ Rn | x = αa + (1− α)b, α ∈ [0, 1]};
5) A = {(x1, x2) ∈ R2 | |x1 + x2| 6 1, |x1 − x2| 6 1};
6) A = {(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 6 R2, x2 > 0}.

9.3. Восстановить множество A ∈ coK(R2) по его опорной
функции
1) c(A,ϕ) = |ϕ1 − ϕ2|;
2) c(A,ϕ) = |ϕ1 + ϕ2|;
3) c(A,ϕ) = 2|ϕ1|+ 3|ϕ2|;
4) c(A,ϕ) = ‖ϕ‖+ |ϕ1| − |ϕ2|;
5) c(A,ϕ) =

√
ϕ2

1 + 0, 5ϕ2|ϕ2|+ 0, 5ϕ2
2.

9.4. Найти шар максимального радиуса, вписанного в выпук-
лый компакт A с непустой внутренностью.

9.5. Получить условие непустоты пересечения Dr1(a1) и
и Dr2(a2).

9.6. Пусть для множеств A,B ∈ Ω(Rn) существует ненулевой
вектор p ∈ Rn такой, что c(A, p) + c(B,−p) 6 0. Верно ли, что
множества A и B отделимы?

9.7. Пусть A — замкнутое подмножество Rn и a ∈ IntcoA.
Доказать неравенство

(a, ϕ) < c(A,ϕ) для всех ϕ ∈ Rn \ {0}.

9.8. Найти опорную функцию множества

A =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x2

4
+

y2

9
+

z2

16
6 1

}
.
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9.9. Пусть A — строго выпуклый компакт Rn. Доказать, что
для всех ϕ 6= 0, λ > 0 справедливо равенство

gradc(A, λϕ) = gradc(A,ϕ).

9.10. Пусть A — выпуклый компакт Rn такой, что для всех
ϕ0 6= 0 опорная функция c(A,ϕ) имеет в точке ϕ0 все непре-
рывные частные производные до второго порядка включительно.
Доказать, что для всех ϕ0 6= 0 выполнено:
a) ϕ0c

′′(A,ϕ0) = 0;
b) rangc′′(A,ϕ0) 6 n− 1;
c) все собственные числа матрицы c′′(A,ϕ0) неотрицательны;
d) матрица c′′(A, ϕ0) имеет нулевое собственное число, являюще-
еся простым;
e) для всех ϕ0 6= 0, λ > 0 справедливо равенство c′′(A, λϕ0) =
λ−1c(A,ϕ0).

9.11. Существуют ли частные производные у опорных функ-
ций следующих множеств:
a) A = {(x1, x2) | x4

1 + x4
2 6 1};

b) A = {(x1, x2) | |x1|3/2 + |x2|3/2 6 1;

c) A = {(x1, x2) | x2
1

a2
+

x2
2

b2
6 1}.

9.12. Пусть {Ak}∞k=1, Ak ⊂ Rn — последовательность непу-
стых компактных множеств такая, что для всех k Ak ⊂ DR(0)
при некотором R. {ϕk}∞k=1, ϕk ∈ Rn — последовательность такая,
что lim

k→∞
ϕk = ϕ0. Доказать равенство

inf
k

c(Ak, ϕ0) = lim
k→∞

inf
j

c(Aj , ϕk).

9.13. Пусть A — выпуклый компакт R2, симметричный от-
носительно оси x2.

1. Доказать, что опорная функция множества A обладает сле-
дующим свойством c(A,ϕ1, ϕ2) = c(A,−ϕ1, ϕ2) для всех ϕ1.

2. Пусть B — тело, получающееся вращением A относительно
оси x2. Доказать, что равенство c(B, p) = c(A,

√
p2
1 + p2

2, p3) для
всех p ∈ R3.
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§ 10. Расстояние по Хаусдорфу
О п р е д е л е н и е 10.1. Пусть A,B ∈ Ω(Rn). Расстоя-

нием, по Хаусдорфу, между множествами A и B называется
неотрицательное число h(A,B), определяемое соотношением

h(A,B) = inf
r>0
{r | A ⊂ A + Dr(0), B ⊂ A + Dr(0)}. (10.1)

З а м е ч а н и е 10.1. Если A,B ∈ K(Rn), то в определе-
нии h(A,B) инфинум можно заменить на минимум.

З а м е ч а н и е 10.2. Формально формулой (10.1) можно
определить расстояние между любыми двумя непустыми множе-
ствами A,B. Если хотя бы одно из множеств неограничено, то
h(A, B) может равняться +∞. Например, если A = Rn, то для
любого B h(A, B) = +∞.

П р и м е р 10.1. Пусть A = Dr(0), B = D2r(0). Тогда
A ⊂ B,B ⊂ Dr(0) + Dε(0) для всех ε > r. Поэтому h(A,B) = r.

П р и м е р 10.2. Пусть

A = D1(0) ⊂ R2, B = {(x, y) | x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]}.
Тогда A ⊂ B,B ⊂ A + Dr(0) для всех r >

√
2 − 1. Поэтому

h(A, B) =
√

2− 1.

П р и м е р 10.3. Пусть A = Dr(0), B = {x | ‖x‖ < r}.
Тогда B ⊂ A,A ⊂ B + Dε(0) при любом ε > 0. Поэтому
h(A, B) = 0.

П р и м е р 10.4. Пусть A ∈ Ω(Rn), B = {0}. Тогда
h(A, B) = ‖A‖.

Т е о р е м а 10.1. Пусть A,B, C ∈ K(Rn). Тогда h удовле-
творяет следующим свойствам:
a) h(A,B) > 0, h(A,B) = 0 тогда и только тогда, когда A = B;
b) h(A,B) = h(B,A);
c) h(A,B) 6 h(A, C) + h(C,B).
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Из теоремы 10.1 следует, что множества K(Rn), coK(Rn) яв-
ляются метрическими пространствами с метрикой Хаусдорфа.

Т е о р е м а 10.2. Пусть A,B ∈ Ω(Rn). Тогда справедливо
неравенство

|c(A,ϕ)− c(B,ϕ)| 6 h(A,B)‖ϕ‖.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения функции h
следует, что для любого ε > 0 справедливо включение

A ⊂ B + Dh(A,B)+ε(0).

Поэтому

c(A,ϕ) 6 c(B + Dh(A,B)+ε(0), ϕ) = c(B, ϕ) + c(Dh(A,B)+ε(0), ϕ) =

= c(B,ϕ) + h(A,B)‖ϕ‖+ ε‖ϕ‖.
Следовательно,

c(A,ϕ)− c(B, ϕ) 6 h(A,B)‖ϕ‖+ ε‖ϕ‖.
Аналогично

c(B,ϕ)− c(A,ϕ) 6 h(A,B)‖ϕ‖+ ε‖ϕ‖.
Из последних двух неравенств получаем, что выполняется нера-
венство

|c(A,ϕ)− c(B, ϕ)| 6 h(A,B)‖ϕ‖+ ε‖ϕ‖.
Так как последнее неравенство справедливо для всех ε > 0, то
переходя к пределу при ε → 0, получаем требуемое неравенство.

С л е д с т в и е 10.1. c ∈ C(Ω(Rn)×Rn).

Т е о р е м а 10.3. Пусть A,B ∈ coK(Rn). Тогда

h(A, B) = max
‖ϕ‖=1

|c(A,ϕ)− c(B, ϕ)|.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что справедливо не-
равенство

h(A, B) > max
‖ϕ‖=1

|c(A,ϕ)− c(B, ϕ)|. (10.2)

Из теоремы 10.2 следует, что для каждого ϕ, ‖ϕ‖ = 1 справед-
ливо неравенство

h(A,B) > |c(A,ϕ)− c(B, ϕ)|,
откуда следует требуемое неравенство (10.2). Докажем теперь,
что для всех ϕ, ‖ϕ‖ = 1

h(A, B) 6 max
‖ϕ‖=1

|c(A,ϕ)− c(B, ϕ)|. (10.3)

Обозначим через

M = max
‖ϕ‖=1

|c(A,ϕ)− c(B, ϕ)|.

Тогда |c(A,ϕ)− c(B, ϕ)| 6 M для всех ϕ, ‖ϕ‖ = 1, или
∣∣∣c(A,

ϕ

‖ϕ‖)− c(B,
ϕ

‖ϕ‖)
∣∣∣6 M

для всех ϕ 6= 0. Отсюда справедливо неравенство

−M‖ϕ‖ 6 c(A,ϕ)− c(B,ϕ) 6 M‖ϕ‖. (10.4)

Используя правую часть неравенства (10.4), получаем неравен-
ство

c(A,ϕ) 6 c(B, ϕ) + c(DM (0), ϕ) = c(B + DM (0), ϕ).

Так как B +DM (0) — выпуклый компакт, то из последнего нера-
венства следует, что A ⊂ B + DM (0). Используя левую часть
неравенства (10.4), получаем

c(B,ϕ) 6 c(A, ϕ) + M‖ϕ‖,
откуда следует, что B ⊂ A+DM (0). Следовательно, h(A,B) 6 M
и тем самым неравенство (10.3) доказано. Теорема доказана.
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П р и м е р 10.5. Пусть

A = {(−1; 0), (1; 0)}, B = {(0;−1), (0, 1)}.

Ясно, что h(A,B) =
√

2. С другой стороны,

M = max
‖ϕ‖=1

|c(A, ϕ)− c(B, ϕ)| = max
ϕ2

1+ϕ2
2=1

∣∣∣|ϕ1| − |ϕ2|
∣∣∣= 1.

Получили, что теорема 10.3 для указанных множеств A,B
неверна. Данный пример показывает, что условие выпуклости яв-
ляется существенным.

О п р е д е л е н и е 10.2. Будем говорить, что последова-
тельность множеств {Ak}∞k=1, Ak ∈ coK(Rn) сходится к множе-
ству A ∈ coK(Rn), если lim

k→∞
h(Ak, A) = 0.

Отметим, что соответствующее определение можно дать и в про-
странстве K(Rn).

Т е о р е м а 10.4. Пусть A ∈ coK(Rn). Тогда для любо-
го ε > 0 существует выпуклый многогранник P такой, что
h(A, P ) < ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим D0
ε(x) открытые

шары радиуса ε с центром в точках x ∈ Rn. Семейство{
D0

ε(x)
}

x∈A
образует открытое покрытие множества A. Поэто-

му, в силу компактности A , из данного покрытия можно вы-
брать конечное подпокрытие

{
D0

ε(xj)
}

j∈J
. Определим множество

P = co{xj , j ∈ J}. Тогда получаем

P ⊂ A ⊂
⋃

x∈P

D0
ε(x) = P + Dε(0).

С другой стороны, в силу выпуклости A имеем

P ⊂ A ⊂ A + Dε(0).

Поэтому h(A,P ) < ε. Теорема доказана.
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Т е о р е м а 10.5. Для любого выпуклого компакта A су-
ществует последовательность выпуклых многогранников
{Ak}∞k=1 такая, что lim

k→∞
h(A,Ak) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждого натурального
числа k по теореме 10.4 существует выпуклый многогранник
Ak такой, что h(A,Ak) < 1

k . Следовательно, последовательность
{Ak} искомая.

УПРАЖНЕНИЯ

10.1. Вычислить h(Dr1(a1), Dr2(a2)).
10.2. Определим евклидово расстояние между множествами

A,B ∈ Ω(Rn) соотношением

ρ(A,B) = inf
a∈A,b∈B

‖a− b‖.

Доказать, что для любой точки q ∈ Rn, для любых A,B ∈ Ω(Rn)
справедливо неравенство

ρ(q,A) 6 ρ(q,B) + h(A, B).

10.3. Пусть A1, A2, B1, B2 ∈ Ω(Rn). Доказать справедливость
следующих неравенств:

h(A1 ∪B1, A2 ∪B2) 6 h(A1, A2) + h(B1, B2),
h(A1 + B1, A2 + B2) 6 h(A1, A2) + h(B1, B2).

10.4. Для любых двух множеств A,B ∈ Ω(Rn) определим
число

h1(A,B) = sup
x∈A

ρ(x,B) + sup
x∈B

ρ(x,A).

Верно ли, что h1 метрика на Ω(Rn)?
10.5. Пусть A, B ∈ Ω(Rn), α, β ∈ R1. Доказать неравенства:

1) h(αA, αB) 6 |α|h(A,B);
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2) h(αA, βA) 6 |α− β| · h(A, {0});
3) h(coA, coB) 6 h(A,B).

10.9. Пусть {ak, bk, ck, dk}∞k=1 — последовательности точек Rn

такие, что

lim
k→∞

ak = a, lim
k→∞

bk = b, lim
k→∞

ck = c, lim
k→∞

dk = d.

Пусть

Xk = co{ak, bk}+ co{ck, dk}, X = co{a, b}+ co{c, d}.

Верно ли, что lim
k→∞

h(Xk, X) = 0?

10.10. Пусть {Ak}∞k=1 — последовательность выпуклых ком-
пактов, сходящаяся к выпуклому компакту A. Верно ли, что
для любой точки a ∈ A существует последовательность точек
{ak}∞k=1 такая, что ak ∈ Ak и lim

k→∞
ak = a?

10.11. Пусть {Ak}∞k=1 — последовательность выпуклых ком-
пактов, сходящаяся к выпуклому компакту A. Верно ли, что для
любой последовательности точек {ak}∞k=1 такой, что ak ∈ Ak и
lim

k→∞
ak = a выполнено a ∈ A?

10.12. Пусть {Ak}∞k=1 — последовательность выпуклых ком-
пактов, сходящаяся к компакту A. Верно ли, что A — выпуклый
компакт?

10.13. Для любых двух множеств U, V ∈ co(Rn) определим
число

ρE(U, V ) =
= min{λ > 0 : U ⊂ V + λD1(0)}+ min{λ > 0 : V ⊂ U + λD1(0)}.

1. Доказать, что ρE является метрикой на co(Rn). Данную мет-
рику называют метрикой Эглстона.
2. Доказать неравенство

h(U, V ) 6 ρE(U, V ) 6 2h(U, V ), U, V ∈ co(Rn).
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10.14. Для любых двух множеств U, V ∈ co(Rn) определим
число

ρp(U, V ) =
( ∫

S1(0)

|c(U,ϕ)− c(V, ϕ)|2ds
)0,5

.

Доказать, что ρp(U, V ) является метрикой на co(Rn).

§ 11. Положительный базис
О п р е д е л е н и е 11.1. [24]. Будем говорить, что векто-

ры a1, . . . , as образуют положительный базис Rn, если для лю-
бого x ∈ Rn существуют γ1 > 0, . . . , γs > 0 такие, что

x = γ1a1 + · · ·+ γsas.

П р и м е р 11.1. Пусть a1, . . . , an — базис пространства
Rn. Тогда a1, . . . , an,−a1, . . . ,−an — положительный базис Rn.

Действительно, пусть x ∈ Rn. Тогда

x = α1a1 + · · ·+ αnan.

Пусть

I1 = {j : αj > 0}, I2 = {j : αj < 0}.
Тогда

x =
∑

i∈I1

αiai +
∑

i∈I2

(−αi)(−ai).

Поэтому

x =
k∑

i=1

γiai +
k∑

i=1

βi(−ai),

где

γi =

{
0, i /∈ I1

αi, i ∈ I1

, βi =

{
0, i /∈ I2

−αi, i ∈ I2.
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П р и м е р 11.2. Пусть a1, . . . , an — базис пространства
Rn, an+1 = −(a1 + · · · + an). Тогда a1, . . . , an, an+1 — положи-
тельный базис Rn.

Действительно, пусть x ∈ Rn. Тогда x =
n∑

i=1
αiai. Так как

a1 + · · ·+ an + an+1 = 0,

то справедливо представление

x =
n∑

i=1

αiai + d(a1 + · · ·+ an + an+1) =
n∑

i=1

(αi + d)ai + dan+1.

Взяв d > 0 так, чтобы αi + d > 0, получаем, что все коэффи-
циенты разложения неотрицательны.

З а м е ч а н и е 11.1. Если a1, . . . , as — положительный
базис Rn, то для любого набора векторов b1, . . . , bl векторы

a1, . . . , as, b1, . . . , bl

также образуют положительный базис Rn.

О п р е д е л е н и е 11.2. Положительный базис
a1, . . . , as называется минимальным положительным базисом, ес-
ли никакая его правильная подсистема положительным базисом
не является.

Т е о р е м а 11.1. Векторы a1, . . . , as составляют положи-
тельный базис Rn тогда и только тогда, когда для любого
p ∈ Rn, ‖p‖ = 1 существует aq такой, что (aq, p) < 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть векто-
ры a1, . . . , as образуют положительный базис и при этом суще-
ствует вектор p ∈ Rn, ‖p‖ = 1 такой, что (ai, p) > 0 для всех
i = 1, . . . , s.
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Рассмотрим вектор −p и разложим его по положительному
базису

−p = λ1a1 + · · ·+ λsas, λi > 0.

Умножая последнее равенство скалярно на p, получаем

−1 = λ1(p, a1) + · · ·+ λs(p, as) > 0,

что невозможно. Получили противоречие.
Достаточность. Рассмотрим множество

K = {x ∈ Rn
∣∣ x = λ1a1 + · · ·+ λsas, λi > 0}.

K — выпуклый конус с вершиной в нуле. Тогда либо K все про-
странство, либо K лежит по одну сторону от некоторой гипер-
плоскости, проходящей через начало координат.

Если K = Rn, то a1, . . . , as — положительный базис Rn.
Пусть K 6= Rn. В этом случае существует вектор p ∈ Rn, ‖p‖ = 1
такой, что (p, x) > 0 для всех x ∈ K. Так как ai ∈ K, то
(p, ai) > 0 для всех i, что противоречит условию теоремы. Тео-
рема доказана.

Обозначим через G — матрицу, строками которой являются
координаты векторов a1, . . . , as относительно базиса

(1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1).

Т е о р е м а 11.2. Для того чтобы векторы a1, . . . , as обра-
зовывали положительный базис Rn, необходимо и достаточно,
чтобы
1) rangG = n;
2) система Gβ = 0 имела решение β0 такое, что β0 > 0, то есть
β0

i > 0 для всех i.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть векто-
ры a1, . . . , as образуют положительный базис. Если бы rangG
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был меньше n, то векторы a1, . . . , as лежали бы в некоторой ги-
перплоскости. Пусть p — нормаль данной гиперплоскости. Тогда
(p, ai) = 0 для всех i, что противоречит теореме 12.1. Пусть
далее

a = −a1 − · · · − as.

Так как ai, i = 1, . . . , s — положительный базис, то существуют
λi > 0 такие, что

a = λ1a1 + . . . λsas = −a1 − · · · − as.

Получаем, что справедливо равенство

0 = (1 + λ1)a1 + · · ·+ (1 + λs)as.

Из последнего равенства следует, что система Gx = 0 имеет ре-
шение β0 = 1 + λ > 0.

Достаточность. Так как rangG = n, среди векторов a1, . . . , as

имеется n линейно независимых. Пусть a1, . . . , an — линейно
независимы. Тогда любой вектор y ∈ Rn представим в виде

y = α1a1 + · · ·+ αnan + d(β0
1a1 + · · ·+ β0

sas),

где β0 > 0 — решение системы Gx = 0. Взяв d > 0 так, чтобы
для всех i = 1, . . . , n выполнялись неравенства αi + dβ0

i > 0,
получаем, что вектор y представим в виде

y = γ1a1 + · · ·+ γsas,

причем все γi > 0. Это и означает, что набор ai, i = 1, . . . , s
образует положительный базис Rn. Теорема доказана.

Т е о р е м а 11.3. a1, . . . , as составляют положительный
базис Rn тогда и только тогда, когда

0 ∈ Intco{a1, . . . , as}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть

0 /∈ Intco{a1, . . . , as}.
Тогда {0} и Intco{a1, . . . , as} отделимы. Следовательно, суще-
ствуют p ∈ Rn, p 6= 0, µ ∈ R1 такие, что

(p, 0) 6 µ,

(p, z) > µ для всех z ∈ Intco{a1, . . . , as}.
Получаем, что (p, ai) > 0 для всех i, что противоречит теореме
11.1.

Достаточность. Пусть

0 ∈ Intco{a1, . . . , as}.
Тогда rangG = n и по теореме Каратеодори

0 = α1a1 + · · ·+ αsas, αi > 0,
s∑

i=1

αi = 1.

В силу теоремы 11.2 a1, . . . , as образуют положительный базис
Rn. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 11.1. Пусть a1, . . . , as, p1, . . . , pr ∈ Rn,
M1, . . . , Ms — компактные подмножества Rn. Тогда

0 ∈ Intco{a1 −M1, . . . , as −Ms, p1, . . . , pr}

тогда и только тогда, когда существуют b1, . . . , bm ∈
s⋃

i=1
(ai −Mi)

такие, что b1, . . . , bm, p1, . . . , pr образуют положительный базис
Rk.

Обозначим через B — матрицу, строками которой являются
координаты векторов a1, . . . , as относительно базиса

(1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1).
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Т е о р е м а 11.4. Пусть множество

Ω = {x | Bx > b} 6= ∅.

Тогда Ω многогранник тогда и только тогда, когда a1, . . . , as об-
разуют положительный базис.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ω многогранник и
x0 ∈ Ω. Предположим, что a1, . . . , as не образуют положитель-
ный базис. Поэтому существует p ∈ Rk, ‖p‖ = 1 такой, что
(p, ai) 6 0 для всех i. Тогда

(x0 − tp, ai) = (x0, ai)− t(p, ai) > bi

для всех i и t > 0. Следовательно, x0 − tp ∈ Ω при всех t > 0,
что противоречит ограниченности Ω. Полученное противоречие
доказывает, что a1, . . . , as образуют положительный базис.

Пусть a1, . . . , as образуют положительный базис, но множе-
ство Ω не многогранник. Следовательно, существуют y0, p,
‖p‖ = 1 такие, что y0 + tp ∈ Ω для всех t > 0.

Поэтому (y0 + tp, ai) > bi для всех i и t > 0. Отсюда

(p, ai) > 1
t
(bi − (y0, ai)), i = 1 . . . , s.

Следовательно, (p, ai) > 0 для всех i , что противоречит положи-
тельности базиса a1, . . . , as. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е 11.3. Пусть X — компакт Rn,
p ∈ Rn, p 6= 0. Множество

U(X; p) = {x | x ∈ X, (x, p) = c(X, p)}
называется опорным к множеству X в направлении p.

Множество X называется строго выпуклым в направлении
p, p 6= 0, если множество U(X; p) состоит из единственного эле-
мента.

Множество X называется строго выпуклым, если X строго
выпукло в любом направлении p, p 6= 0.
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О п р е д е л е н и е 11.4. Пусть X — компакт Rn. X
называется множеством с гладкой границей, если для любого
x0 ∈ ∂X множество

N(X; x0) = {p | p ∈ Rn, ‖p‖ = 1, (x0, p) = c(X, p)}

состоит из единственного элемента.

Отметим, что если X — строго выпуклый компакт с гладкой
границей, то IntX 6= ∅.

Пусть a1, . . . , as ненулевые векторы Rn, V — строго выпуклый
компакт с гладкой границей. Определим функции λi : V → R1

λi(v) = sup{λ > 0 | − λai ∈ V − v}, i = 1, . . . , s,

Т е о р е м а 11.5. a1, . . . , as образуют положительный ба-
зис Rn тогда и только тогда, когда

δ = min
v∈V

max
i

λi(v) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что δ = 0. То-
гда существует v0 ∈ V, что λi(v0) = 0 для всех i = 1, . . . , s.
Каждая из функций λi непрерывна и вогнута по v, поэтому
v0 ∈ ∂V.

Так как V имеет гладкую границу, то множество

{p | ‖p‖ = 1, (v0, p) = c(V, p)}

состоит из единственного элемента p0. Кроме того, из равенств
λi(v0) = 0 для всех i = 1, . . . , s следует, что все векторы a1, . . . , as

лежат в одном полупространстве, определяемом вектором p0, то
есть

(ai, p0) > 0 для всех i = 1, . . . , s.

Из последнего неравенства, в силу теоремы 11.1, следует, что
векторы a1, . . . , as не образуют положительный базис.
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Пусть δ > 0, но векторы a1, . . . , as не образуют положитель-
ный базис. Тогда, в силу теоремы 11.1, существует единичный
вектор p такой, что

(p, ai) 6 0 для всех i = 1, . . . , s. (11.1)

Пусть v0 ∈ V и удовлетворяет условию

(v0, p) = c(V, p). (11.2)

Так как δ > 0, то существует i такой, что λi(v0) > 0. Поэтому

v0 − λi(v0)ai ∈ V.

Отсюда
(v0, p)− λi(v0)(ai, p) 6 c(V, p). (11.3)

Из (11.2), (11.3) следует, что

(ai, p) > 0.

Из последнего неравенства и неравенства (11.1) следует, что
(ai, p) = 0 и

v0 − λi(v0)ai ∈ U(V ; p),

что противоречит строгой выпуклости V в направлении p, а сле-
довательно, и строгой выпуклости V.

Таким образом, a1, . . . , as образуют положительный базис.
Теорема доказана.

Т е о р е м а 11.6. Пусть положительный базис Rn содер-
жит n + 1 вектор. Тогда любые k векторов указанного базиса
линейно независимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что существует
набор индексов I ⊂ {1, . . . , n + 1}, |I| = n такой, что векто-
ры al, l ∈ I линейно зависимы. Тогда существует гиперплоскость
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H, 0 ∈ H, содержащая al, i ∈ I. Пусть H+ — полупростран-
ство, определяемое H, не содержащее aq, q /∈ I и p единичная
нормаль H, направленная в H+. Тогда (p, ai) 6 0 для всех i.
Последнее неравенство противоречит условию положительности
базиса. Теорема доказана.

Т е о р е м а 11.7. Если минимальный положительный ба-
зис Rn содержит не менее n + 2 векторов, то существуют ли-
нейно зависимые векторы as1 , . . . , asn , входящие в данный мини-
мальный положительный базис.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что для любо-
го набора индексов I, |I| = n векторы al, l ∈ I линейно
независимы. Считаем, что I = {1, . . . , n}. Рассмотрим векторы
a1, . . . , an, an+1. Существуют вещественные числа βl, одновре-
менно, не обращающиеся в нуль и такие, что

0 = β1a1 + · · ·+ βnan + βn+1an+1.

Если βl > 0 для всех l , то векторы a1, . . . , an+1 образуют поло-
жительный базис, что противоречит условию теоремы.

Если βl = 0 при некотором l, то векторы

a1, . . . , al−1, al+1, . . . , an+1

линейно зависимы, что противоречит предположению теоремы.
Поэтому {1, . . . , n + 1} = I ∪ J, где

I = {l : βl > 0}, J = {l : βl < 0}.

Так как a1, . . . , as(s > n + 2) образуют положительный базис,
то существуют положительные числа α1, . . . , αs такие, что

0 = α1a1 + · · ·+ αsas.
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Отсюда

0 = d

s∑

l=1

αlal +
n+1∑

r=1

βrar =

=
∑

l∈I

(dαl + βl)al +
∑

l∈J

(dαl + βl)al +
s∑

l=n+2

(dαl + βl).

Выберем d > 0 так, чтобы dar + βr = 0 при некотором r ∈ J
и dαl + βl > 0 для всех l ∈ J

Тогда положительный базис образуют векторы a1, . . . , ar−1,
ar+1, . . . , as, что противоречит свойству минимальности исходно-
го базиса. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 11.2. Пусть a1, . . . , as — минимальный по-
ложительный базис Rn такой, что для любых попарно различных
l1, . . . , ln ∈ {1, . . . , s} векторы al1 , . . . , als линейно независимы.

Тогда s = n + 1.

Т е о р е м а 11.8. Пусть a1, . . . , as образуют положитель-
ный базис Rn. Тогда для любого a ∈ Rn существует µ > 0 такое,
что a1, . . . , as−1, a + µas образуют положительный базис Rk.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что существует
a ∈ Rn такой, что для всех µ > 0 векторы a1, . . . , as−1, a + µas

не образуют положительный базис. Следовательно, для каждого
µ существует единичный вектор pµ такой, что

(al, pµ) 6 0, l = 1, . . . , s− 1,

(as, pµ) +
1
µ

(a, pµ) 6 0.

В силу компактности единичной сферы можно считать, что
lim

µ→∞ pµ = p0. Тогда ‖p0‖ = 1 и (al, p0) 6 0 для всех l = 1, . . . , s,

что противоречит свойству положительности базиса. Теорема до-
казана.
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С л е д с т в и е 11.3. Пусть a1, . . . , as образуют положи-
тельный базис Rn. Тогда для любых векторов bl, . . . , bs(1 6 l 6 s)
существует µ0 > 0 такое, что для всех µ > µ0 набор

a1, . . . , al−1, bl + µal, bl+1 + µal+1, . . . , bs + µas

образует положительный базис Rn.

Т е о р е м а 11.9. Пусть a1, . . . , as, b1, . . . , br ∈ Rn, причем
Intco{a1, . . . , as} 6= ∅. Тогда

Intco{a1, . . . , as} ∩ co{b1, . . . , br} 6= ∅ (11.4)

тогда и только тогда, когда система векторов al − bt, l = 1, . . . , s,
t = 1, . . . , r образует положительный базис Rk.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что условие
(11.4) не выполняется. Тогда по теореме отделимости существует
единичный вектор p такой, что

(al − bt, p) 6 0 для всех l, t. (11.5)

Последнее означает, что система {al − bt} не образует положи-
тельный базис.

Если система {al − bt} не образует положительный базис,
то существует единичный вектор p, для которого справедливо
(11.5). Следовательно, множества co{a1, . . . , as} и co{b1, . . . , br}
отделимы. Из условия Intco{a1, . . . , as} 6= ∅ следует, что данные
множества собственно отделимы.

Пусть H — гиперплоскость, собственно отделяющая множе-
ства co{a1, . . . , as} и co{b1, . . . , br}, а H−,H+ — замкнутые по-
лупространства, определяемые H . Считаем, что

co{a1, . . . , as} ⊂ H−, co{b1, . . . , br} ⊂ H+.

Тогда Intco{a1, . . . , as} ⊂ IntH− и поэтому условие (11.4) не вы-
полняется. Теорема доказана.
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Т е о р е м а 11.10. Пусть a1, . . . , an+1, b1, b2 ∈ Rn и выпол-
нены следующие условия:

1) Intco{a1, . . . , an+1} ∩ co{b1, b2} 6= ∅;
2) an+1 ∈ L = {z : z = tb1 + (1− t)b2, t /∈ [0, 1]}.
Тогда существует j ∈ {1, 2} такой, что

bj ∈ Intco{a1, . . . , an+1}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

z ∈ Intco{a1, . . . , an+1} ∩ co{b1, b2}.

Если z = b1 или b2, то теорема доказана. Иначе существует
j ∈ {1, 2} такой, что bj ∈ (an+1, z). Поэтому существует
µ ∈ (0, 1), что bj = µan+1 + (1 − µ)z. Кроме того, существуют

числа αl > 0,
n+1∑
l=1

αl = 1 такие, что z = α1a1 + · · · + αn+1an+1.

Из последних двух соотношений следует, что

bj = β1a1 + · · ·+ βn+1an+1, причем βl > 0,
n+1∑

l=1

βl = 1.

Теорема доказана.

Т е о р е м а 11.11. Пусть xi, yj ∈ Rn, i = 1, . . . , k,
j = 1, . . . m и выполнены следующие условия:

1) k + m > n + 2;
2) в совокупности {xi − yj , yr − yq, r 6= q, xs − xl, s 6= l} суще-

ствуют n линейно независимых векторов. Тогда

rico{xi} ∩ rico{yj} 6= ∅ (11.6)

тогда и только тогда, когда {xi − yj} образуют положительный
базис.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено условие
(11.6) и при этом векторы {xi − yj} не образуют положитель-
ный базис. Тогда существует p ∈ Rn, ‖p‖ = 1, что (xi− yj , p) 6 0
для всех i, j. Отсюда множества co{xi}, co{yj} отделимы. Пока-
жем, что co{xi}, co{yj} собственно отделимы. Если бы это было
не так, то существовала бы гиперплоскость H такая, что

co{xi} ⊂ H, co{yj} ⊂ H.

Отсюда xi − yj ∈ L, yr − yq ∈ L, xs − xl ∈ L, где L — линей-
ное подпространство, соответствующее H . Последнее соотноше-
ние противоречит условию леммы.

Пусть теперь
rico{xi} ∩ rico{yj} = ∅.

Тогда множества co{xi}, co{yj} отделимы. Поэтому существует
единичный вектор p такой, что (xi−yj , p) 6 0. Отсюда {xi−yj}
не образуют положительный базис. Теорема доказана.

Л е м м а 11.1. Пусть C1, C2 выпуклые множества Rn, при-
чем

riC1 ∩ riC2 6= ∅, riC1 ∩ riC2 = C1 ∩ C2.

Тогда riC1 ∩ riC2 состоит из единственной точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 6.5 и условий
леммы

ri(C1 ∩ C2) = riC1 ∩ riC2 = C1 ∩ C2 = C1 ∩ C2.

Отсюда получаем утверждение леммы. Лемма доказана.

Л е м м а 11.2. Пусть C1, C2 выпуклые множества Rn, при-
чем riC1 ∩ riC2 6= ∅.

Тогда affC1 ∩ affC2 = aff(C1 ∩ C2).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из включений

aff(C1 ∩ C2) ⊂ affC1, aff(C1 ∩ C2) ⊂ affC2

следует, что aff(C1 ∩ C2) ⊂ affC1 ∩ affC2.
Пусть x ∈ affC1 ∩ affC2, y ∈ riC1 ∩ riC2. Рассмотрим точку

z(λ) = λx + (1 − λ)y. Так как z(0) = y, то z(λ) ∈ C1, z(λ) ∈ C2

для всех λ > 0 и близких к нулю.
Кроме того,

x =
1
λ

z(λ) + (1− 1
λ

)y.

Так как 1
λ + (1− 1

λ) = 1, то x является аффинной комбинацией
точек z(λ) и y. Следовательно, x ∈ aff(C1 ∩C2). Лемма доказа-
на.

Л е м м а 11.3. Пусть C1, C2 выпуклые множества Rn, при-
чем

riC1 ∩ riC2 6= ∅, riC1 ∩ riC2 = C1 ∩ C2.

Тогда C1∩C2 = affC1∩affC2 и C1∩C2 состоит из единственной
точки.

Доказательство данной леммы непосредственно следует из лемм
11.1 и 11.2.

Т е о р е м а 11.12. Пусть {x1, . . . , xk+1, y1, . . . , ym+1} —
множество точек Rn, причем любые n + 1 точки аффинно неза-
висимы.

M1 = aff{x1, . . . , xk+1}, M2 = aff{y1, . . . , ym+1},

dimM1 = k, dimM2 = m, M1 ∩ M2 состоит из единственной
точки.

Тогда k + m = n.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что k + m 6 n.
Пусть L1, L2 — линейные подпространства, соответствующие
M1, M2 . Тогда dimL1 = k, dimL2 = m, dim(L1 ∩ L2) = 0. Кроме
того,

dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1 ∩ L2).

Так как dim(L1 + L2) 6 n , то k + m 6 n.
Покажем, что k + m > n. Предположим, что m + k < n и

пусть x ∈ M1 ∩M2. Тогда

x =
k+1∑

i=1

λixi =
m+1∑

j=1

βjyj ,
k+1∑

i=1

λi =
m+1∑

j=1

βj = 1.

Отсюда

0 =
k+1∑

i=1

λixi −
m+1∑

j=1

βjyj .

Правая часть последнего равенства содержит не более n+1 точ-
ки, что противоречит аффинной независимости этих точек.

Т е о р е м а 11.13. Пусть {x1, . . . , xk, y1, . . . , ym} — множе-
ство точек Rn , причем k + m > n + 2, любые n + 1 точки
аффинно независимы и

co{x1, . . . , xk} ∩ co{y1, . . . , ym} 6= ∅.

Тогда существуют множества I ⊂ {1, . . . , k}, J ⊂ {1, . . . , m} та-
кие, что |I|+ |J | = n + 2,

rico{xi, i ∈ I} ∩ rico{yj , j ∈ J} 6= ∅
и состоит из единственной точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть I = {1, . . . , k},
J = {1, . . . , m}, M1 = co{xi, i ∈ I}, M2 = co{yj , j ∈ J},
x ∈ M1 ∩M2. Тогда

x =
∑

i∈I

βixi =
∑

j∈J

λjyj ,
∑

i∈I

βi =
∑

j∈J

λj = 1, βi > 0, λj > 0.
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Определим множества I1 = {i ∈ I, βi 6= 0}, J1 = {j ∈ J, λj 6= 0}.
Тогда co{xi, i ∈ I1} ∩ co{yj , j ∈ J1} 6= ∅, например, точка x
принадлежит указанному пересечению. Возьмем теперь в каче-
стве множеств I, J соответственно множества I1, J1 и повторим
этот процесс до тех пор, пока не получим множества I, J такие,
что для всех x ∈ M1 ∩ M2 будет выполнено βi > 0, λj > 0 для
всех i ∈ I, j ∈ J.

Получаем, что M1∩M2 = riM1∩riM2. Из леммы 11.3 следует,
что M1∩M2 = affM1∩ affM2 и M1∩M2 состоит из одной точки.

Из теоремы 11.12 следует, что dimM1 + dimM2 = n. Так как
dimM1 = |I|−1, dimM2 = |J |−1, то |I|+ |J | = n+2 и тем самым
теорема доказана.

Т е о р е м а 11.14. Пусть {x1, . . . , xk, y1, . . . , ym} — множе-
ство точек Rk , причем k + m = n + 2, любые k векторов из
совокупности {xi − yj , yr − ys, r 6= s} линейно независимы и,
кроме того,

rico{xi} ∩ rico{yj} 6= ∅,

xn+1 − yβ0 = µ(yβ0 − y1) = −µ(y1 − yβ0),

при некотором µ > 0, β0 ∈ {2, . . . , m}.
Тогда

rico{xi, i = 1, . . . , k + 1} ∩ rico{yj , j ∈ 2, . . . , m} 6= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 11.11 следует, что
векторы {xi − yj} образуют положительный базис. Поэтому по-
ложительный базис составляют векторы

{xi − yβ0 + yβ0 − y1, xi − yj , i = 1, . . . , k, j = 2, . . . m}

Отсюда положительный базис образует набор

{yβ0 − y1, xi − yj , i = 1, . . . , k, j = 2, . . . m}
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Заменяя yβ0 − y1 вектором xk+1 − yβ0 , получаем, что положи-
тельный базис образуют {xi − yj , i = 1, . . . , k + 1, j = 2, . . . , m}.
Из теоремы 11.12 сразу следует, что

rico{xi, i = 1, . . . , k + 1} ∩ rico{yj , j ∈ 2, . . . , m} 6= ∅.

Теорема доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

11.1. Описать все минимальные положительные базисы R2.
11.2. Описать все минимальные положительные базисы R3.

§ 12. Разность по Минковскому
О п р е д е л е н и е 12.1. Пусть A,B — подмножества

Rn. Геометрической разностью множеств A и B (или разностью
по Минковскому) называется множество

A
∗

B = {c | c + B ⊂ A}.

П р и м е р 12.1. Пусть A = Dr(0), B = D2r(0), r > 0. То-
гда A ∗ B = ∅, B ∗ A = Dr(0).

П р и м е р 12.2. Пусть

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x, y ∈ [−1, 1]}, B = D1(0).

Тогда A ∗ B = {(0; 0)}.

З а м е ч а н и е 12.1. Из определения геометрической раз-
ности следует, что A ∗ B+B ⊂ A. Пример 12.2 показывает, что
в общем случае A ∗ B + B 6= A.

О п р е д е л е н и е 12.2. Множество B полностью выме-
тает A, если A ∗ B + B = A.
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Т е о р е м а 12.1. Пусть A,B — подмножества Rn. Тогда

A
∗

B =
⋂

b∈B

(A− b). (12.1)

Т е о р е м а 12.2. Пусть A,B, C — подмножества Rn,
λ ∈ R1. Тогда справедливы следующие соотношения:
1) (A ∗ C) + B ⊂ (A + B) ∗ C;
2) (A ∗ B) ⊂ (A + C) ∗ (B + C);
3) A ⊂ (A + B) ∗ B;
4) (A ∗ B) ∗ C = A ∗ (B + C);
5) (λA) ∗ (λB) = λ(A ∗ B);
6) A ∗ (B ∪ C) = (A ∗ B) ∩ (A ∗ C);
7) (B ∩ C) ∗ A = (B ∗ A) ∩ (C ∗ A);
8) (A ∗ B) ∪ (A ∗ C) ⊂ A ∗ (B ∩ C);
9) (B ∗ A) ∪ (C ∗ A) ⊂ (B ∪ C) ∗ A;
10) если B ⊂ C, то A ∗ C ⊂ A ∗ B;
11) если B ⊂ C, то B ∗ A ⊂ C ∗ A.

Справедливость соответствующих утверждений следует из оп-
ределения геометрической разности и свойств операций над мно-
жествами.

Т е о р е м а 12.3. Пусть A,B — подмножества Rn, A —
замкнуто. Тогда A ∗ B замнутое множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся соотношением
(12.1). Для любого b ∈ B множество A− b является замнутым.
Пересечение любого числа замкнутых множеств является замкну-
тым множеством. Теорема доказана.

Т е о р е м а 12.4. Пусть A,B — подмножества Rn, A —
выпукло. Тогда A ∗ B выпуклое множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как для любого b ∈ B
множество A− b выпукло и пересечение любого числа выпуклых
множеств выпукло, то из (12.1) следует, что A ∗ B выпуклое
множество. Теорема доказана.
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Т е о р е м а 12.5. Пусть A,B,C — подмножества Rn,
B — компакт, C — выпукло и замкнуто и A = B + C. Тогда
C = A ∗ B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что C ⊂ A ∗ B.
Предположим, что C 6= A ∗ B. Тогда существует точка
x0 ∈ A ∗ B, но x0 /∈ C. Так как C ⊂ A ∗ B , то

A = B + C ⊂ (
A

∗
B

)
+B ⊂ A

и поэтому
(
A ∗ B

)
+B = A. Следовательно, справедливы следу-

ющие равенства

A− x0 = (C − x0) + B, (12.2)

A− x0 =
((

A
∗

B
)−x0

)
+B. (12.3)

Так как 0 /∈ C − x0, то {0} и C − x0 строго отделимы (C − x0

— выпукло и замкнуто). Поэтому существуют ненулевой вектор
p ∈ Rn и µ ∈ R1 такие, что

(p, z) < µ для всех z ∈ C − x0,

(p, 0) > µ.

Отсюда µ < 0. Пусть a ∈ A, тогда b = a− z ∈ B и поэтому

(p, a) = (p, z) + (p, b) 6 (p, z) + max
b∈B

(p, b).

Следовательно,

sup
a∈A−x0

(p, a) 6 (p, z) + max
b∈B

(p, b) < max
b∈B

(p, b). (12.4)

С другой стороны, так как 0 ∈ (A ∗ B
)−x0, то B ⊂ A − x0.

Поэтому

max
b∈B

(p, b) 6 sup
a∈A−x0

(p, a),

что противоречит (12.4). Теорема доказана.
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Т е о р е м а 12.6. Пусть A — выпуклое замкнутое подмно-
жество Rn, B — выпуклый компакт. Тогда

(A + B)
∗

B = A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ A, тогда y + B ⊂
A + B и поэтому

y ∈ (A + B)
∗

B.

Пусть y ∈ (A+B) ∗ B. Отсюда y+B ⊂ A+B. Предположим,
что y /∈ A. Тогда {y} и A строго отделимы. Поэтому существуют
p ∈ Rn, p 6= 0, µ ∈ R1 такие, что

(p, a) < µ для всех a ∈ A,

(p, y) > µ.

Из последних двух неравенств следует, что

sup
a∈A

(p, a) 6 µ < (p, y). (12.5)

Пусть точка b0 ∈ B такая, что (p, b0) = max
b∈B

(p, b). Так как y+B ⊂
A + B, то существуют a1 ∈ A, b1 ∈ B такие, что y + b0 = a1 + b1.
Тогда

(p, y) + max
b∈B

(p, b) = (p, y) + (p, b0) =

= (p, a1) + (p, b1) 6 sup
a∈A

(p, a) + max
b∈B

(p, b).

Из последнего неравенства получаем неравенство

µ < (p, y) 6 sup
a∈A

(p, a),

которое противоречит (12.5). Теорема доказана.
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Т е о р е м а 12.7. Пусть A,B подмножества Rn таковы,
что B полностью выметает A . Тогда для любого множества C
множество B + C полностью выметает A + C.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как

(B + C) +
(
(A + C)

∗
(B + C)

)
⊂ (A + C),

то достаточно доказать, что

(A + C) ⊂ (B + C) +
(
(A + C)

∗
(B + C)

)
.

Пусть x ∈ A+C. Тогда x = a+c. Так как B полностью выметает
A, то A = B +(A ∗ B) и поэтому существует y ∈ A ∗ B такой,
что a = b + y. Отсюда x = b + y + c. Из условия y ∈ A ∗ B
имеем y + B ⊂ A и поэтому y + B + C ⊂ A + C. Отсюда
y ∈ (A + C) ∗ (B + C). Следовательно,

x = (b + c) + y ∈ (B + C) + (A + C)
∗

(B + C),

что и требовалось доказать. Теорема доказана.

Т е о р е м а 12.8. Пусть A,B — выпуклые компакты Rn,
и B полностью выметает A. Тогда для любого выпуклого ком-
пакта C справедливо равенство

(
A + C

) ∗
B =

(
A

∗
B

)
+C.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы следует,
что

C +
((

A
∗

B
)
+B

)
= A + C.

Из определения геометрической разности следует, что
((

A + C
) ∗

B
)
+B ⊂ A + C.

112



Следовательно,
((

A + C
) ∗

B
)
+B ⊂ C +

((
A

∗
B

)
+B

)
. (12.6)

Так как

C + (A
∗

B) ⊂ (A + C)
∗

B,

то справедливо и включение
(
C + (A

∗
B)

)
+B ⊂

(
(A + C)

∗
B

)
+B.

Из последнего включения и (12.6) следует равенство
(
C + (A

∗
B)

)
+B =

(
(A + C)

∗
B

)
+B.

Отсюда

c
((

C + (A
∗

B)
)
+B, ϕ

)
= c

((
(A + C)

∗
B

)
+B, ϕ

)
.

Из свойства опорной функции имеем

c
((

C + (A
∗

B)
)
, ϕ

)
+c(B,ϕ) = c

((
(A + C)

∗
B

)
, ϕ

)
+c(B,ϕ).

Следовательно,

c
((

C + (A
∗

B)
)
, ϕ

)
= c

(
((A + C)

∗
B

)
, ϕ

)
.

Значит,

co
(
C +

(
A

∗
B

))
= co

((
A + C

) ∗
B

)
.

Ввиду выпуклости этих множеств получаем утверждение теоре-
мы. Теорема доказана.
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УПРАЖНЕНИЯ

12.1. Верно ли, что если A,B, C — замкнутые множества та-
кие, что A + B = A + C, то B = C.

12.2. Верно ли, что если A,B, C — замкнутые выпуклые мно-
жества такие, что A + B = A + C, то B = C.

12.3. Пусть A — выпуклое множество, α > β > 0. Доказать,
что αA ∗ βA = (α− β)A.

12.4. Пусть pj ∈ Rn, j ∈ I = {1, . . . , m}, αj , βj ∈ R1, j ∈ I,

A = {x ∈ Rn
∣∣ (pj , x) 6 αj , j ∈ I},

B = {x ∈ Rn
∣∣ (pj , x) 6 βj , j ∈ I} 6= ∅,

C = {x ∈ Rn
∣∣ (pj , x) 6 αj − βj , j ∈ I}.

1. Доказать, что C ⊂ A ∗ B;
2. Привести пример, показывающий, что в общем случае
A ∗ B 6= C;
3. Получить условия, при которых будет выполняться равенство
A ∗ B = C.

12.5.Пусть A — строго выпуклый компакт Rn, B — компакт
Rn такие, что A ∗ B = {0}. Доказать, что существуют точки
b1, . . . , bk ∈ B, 2 6 k 6 n + 1 такие, что

A
∗ k⋃

i=1

{bi} = {0}.

12.6. Доказать справедливость формулы

A
∗

B =
⋂

ϕ∈Rn

{
x ∈ Rn

∣∣ (ϕ, x) 6 c(A,ϕ)− c(B, ϕ)
}
.

12.7. Вычислить A ∗ B, где

A = D√
2(0), B = {(x, y) | y = 0, x ∈ [−1, 1]}.
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12.8. Вычислить A ∗ B, где

A = DR(0), B = {(x, y) | |x| 6 α, |y| 6 β}.

12.9. Пусть A,B подмножества Rn. Доказать справедли-
вость следующих равенств:
1) A ∗ B + B ∗ B = A ∗ B;
2) A + B ∗ B + B = A + B;
3) B ∗ (

B ∗ B
( ∗ A

))
= B ∗ A.

12.10. Пусть A,B — подмножества Rn, A — замкнуто. До-
казать справедливость равенства A ∗ B = A ∗ B.

12.11. Доказать, что если A,B — замкнутые, выпуклые под-
множества R1, A ∗ B 6= ∅, то A ∗ B + B = A. Привести
пример, показывающий, что в Rn, n > 2 соответствующее свой-
ство не имеет места.

12.12. Пусть Ai, i = 1, 2 — эллипсоиды в R3, то есть

Ai = {(x, y, z) ∈ R3 | x2

a2
i

+
y2

b2
i

+
z2

c2
i

6 1, (ai, bi, ci > 0).

При каких условиях на (ai, bi, ci) множество A1
∗ A2 будет эл-

липсоидом?

§ 13. Многозначные отображения
Обозначим через 2Rn совокупность всех непустых подмно-

жеств пространства Rn. Пусть A — подмножество Rm. Отоб-
ражение F из A в 2Rn будем называть многозначным. Таким
образом, многозначное отображение ставит в соответствие каж-
дой точке a ∈ A непустое подмножество F (a) ⊂ Rn. Поэтому
класс многозначных отображений включает в себя и обычные од-
нозначные отображения, в том числе и функции.

В данном параграфе мы ограничимся рассмотрением много-
значных отображений F : A → Ω(Rn), то есть таких многознач-
ных отображений, что для всех a множество F (a) ограничено.

115



О п р е д е л е н и е 13.1. Многозначное отображение
F : A → Ω(Rn) называется полунепрерывным сверху в точке
a0, если для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что для всех
a ∈ A ∩D0

δ (a0) выполнено F (a) ⊂
(
F (a0)

)
ε
.

О п р е д е л е н и е 13.2. Многозначное отображение
F : A → Ω(Rn) называется полунепрерывным снизу в точке
a0, если для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что для всех
a ∈ A ∩D0

δ (a0) выполнено F (a0) ⊂
(
F (a)

)
ε
.

О п р е д е л е н и е 13.3. Многозначное отображение
F : A → Ω(Rn) называется непрерывным в точке a0, если оно
полунепрерывно сверху и снизу в точке a0.

П р и м е р 13.1. Пусть F : [0, 1] → Ω(Rn),

F (t) =

{
[0, 1; 0, 5], t 6= 0; 5,
[0; 1], t = 0, 5.

Отображение F является полунепрерывным сверху в точке 0,5,
но не является полунепрерывным снизу в данной точке.

П р и м е р 13.2. Пусть F : [0, 1] → Ω(Rn),

F (t) =

{
[0; 1], t 6= 0; 5,
[0, 1; 0, 5], t = 0, 5.

Отображение F является полунепрерывным снизу в точке 0,5, но
не является полунепрерывным сверху в данной точке.

О п р е д е л е н и е 13.4. Многозначное отображение
F : A → Ω(Rn) называется непрерывным в точке a0, для любого
ε > 0 найдется δ > 0, что для всех a ∈ A ∩ D0

δ (a0) выполнено
неравенство h(F (a), F (a0)) < ε.
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О п р е д е л е н и е 13.5. Многозначное отображение
F : A → Ω(Rn) называется непрерывным, если оно непрерывно в
каждой точке множества A.

Т е о р е м а 13.1. Введенные понятия непрерывности в то-
чке многозначного отображения эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F : A → Ω(Rn) явля-
ется непрерывным в смысле определения 13.3. Это означает, что
для любого ε > 0 найдется δ > 0, что для всех a ∈ A ∩ Dδ(a0)
выполнено

F (a0) ⊂ F (a) + D0
ε(0), F (a) ⊂ F (a0) + D0

ε(0).

Из последних двух неравенств и определения расстояния по Хау-
сдорфу получаем, что h(F (a), F (a0)) 6 ε и поэтому отображение
F непрерывно в точке a0 в смысле определения 13.4.

Аналогично доказывается вторая часть теоремы. Теорема до-
казана.

Т е о р е м а 13.2. Пусть отображения F, G : A → Ω(Rn)
непрерывны в точке a0. Тогда
1) отображения a → F (a) + G(a), a → F (a)∪G(a) непрерывны в
точке a0;
2) для любого λ ∈ R1 отображение a → λF (a) непрерывно в
точке a0.

Т е о р е м а 13.3. Пусть отображение F : A → Ω(Rn) не-
прерывно в точке a0. Тогда опорная функция c(F (a), ϕ) непре-
рывна по a в точке a0 при каждом фиксированном ϕ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 10.2 справед-
ливо неравенство

|c(F (a), ϕ)− c(F (a0), ϕ)| 6 h(F (a), F (a0))‖ϕ‖,
из которого сразу следует утверждение теоремы.
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Т е о р е м а 13.4. Пусть отображение F : A → Ω(Rn) та-
ково, что опорная функция c(F (a), ϕ) непрерывна по a в точке
a0 при каждом фиксированном ϕ. Тогда отображение F непре-
рывно в точке a0.

Доказательство данной теоремы можно найти в [13].

Т е о р е м а 13.5. Пусть M1, . . . , Mk ∈ coK(Rn),
Q ∈ K(Rn), Xi : Q → coK(Rn), i = 1, . . . , k,

λi(q) = min
‖ϕi‖=1

(
c(Xi(q), ϕi) + c(Mi,−ϕi)

)
.

Тогда
k⋃

i=1

(
Xi(q) ∩Mi

)
= ∅ при некотором q ∈ Q тогда и только

тогда, когда

min
q∈Q

max
i

λi(q) < 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть
k⋃

i=1

(
Xi(q0) ∩ Mi

)
= ∅.

Это означает, что Xi(q0)∩Mi = ∅ для всех i. Поэтому Xi(q0) и
Mi строго отделимы. Значит, существуют ϕ0

i , ‖ϕ0
i ‖ = 1 и веще-

ственные числа δi > 0 такие, что

(xi, ϕ
0
i ) 6 (mi, ϕ

0
i )− δi для всех xi ∈ Xi(q0),mi ∈ Mi.

Отсюда

(xi, ϕ
0
i ) + (mi,−ϕ0

i ) 6 −δi < 0 для всех xi ∈ Xi(q0),mi ∈ Mi.

Поэтому

max
xi∈Xi(q0),mi∈Mi

(
(xi, ϕ

0
i ) + (mi,−ϕ0

i )
)
< 0 или

c(Xi(q0), ϕ0
i ) + c(Mi,−ϕ0

i ) < 0 для всех i.
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Следовательно, λi(q0) < 0 для всех i. Поэтому

min
q∈Q

max
i

λi(q) < 0.

Пусть теперь min
q∈Q

max
i

λi(q) < 0. Возьмем q0 ∈ Q такой, что

min
q∈Q

max
i

λi(q) = max
i

λi(q0) < 0.

Следовательно, λi(q0) < 0 для всех i. Из определения функций
λi следует, что существуют ϕi, ‖ϕi‖ = 1 и такие, что

c(Xi(q0), ϕi) + c(Mi,−ϕi) < 0.

Последнее неравенство означает, что Xi(q0)∩Mi = ∅ для всех i.
Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е 13.6. Функция f : A → Rn называет-
ся однозначной ветвью многозначного отображения
F : A → Ω(Rn), если для всех a ∈ A справедливо включение
f(a) ∈ F (a).

О п р е д е л е н и е 13.7. Пусть даны отрезок [a, b] и мно-
гозначное отображение F : [a, b] → K(Rn). Интегралом от много-
значного отображения F по отрезку [a, b] называется множество

G =

b∫

a

F (t)dt =
{
g

∣∣ g =

b∫

a

f(t)dt, f(t) ∈ F (t)
}
,

где интеграл в правой части вычисляется по всем однозначным
ветвям отображения F, интегрируемым по Лебегу.

Т е о р е м а 13.6. Пусть F : [a, b] → K(Rn) — непрерывное
многозначное отображение. Тогда

a) интеграл
b∫
a

F (t)dt является непустым выпуклым компактным
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подмножеством Rn;
b) для всех ϕ ∈ Rn справедливо равенство

c
( b∫

a

F (t)dt, ϕ
)
=

b∫

a

c(F (t), ϕ)dt.

Доказательство данной теоремы можно найти в [13].

П р и м е р 13.3. Пусть F (t) = D2t(0), t ∈ [0, 1]. Тогда

1∫

0

c(F (t), ϕ)dt =

1∫

0

2t‖ϕ‖dt = ‖ϕ‖.

Так как ‖ϕ‖ является опорной функцией D1(0), то получаем,

что
1∫
0

D2t(0)dt = D1(0).

П р и м е р 13.4. Пусть F (t) = F для всех t ∈ [a, b], где
F — компакт Rn. Тогда

c
( b∫

a

F (t), ϕ
)
=

b∫

a

c(F (t), ϕ)dt =

b∫

a

c(F, ϕ)dt = c(F, ϕ)(b− a).

Следовательно,
b∫
a

F (t)dt = (b− a)coF.

Т е о р е м а 13.7. Пусть F (t) — непрерывная матричная

функция порядка n, t ∈ [0, 1], причем
1∫
0

F (t)dt = E, M — вы-

пуклый компакт Rn. Для того чтобы выполнялось равенство

1∫

0

F (t)Mdt = M (13.1)
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необходимо, чтобы для всех ϕ 6= 0 выполнялось включение

M(ϕ) ⊂ M(F ∗(t)ϕ) для всех t ∈ [0, 1], где

M(ϕ) = {x | x ∈ M, (x, ϕ) = C(M, ϕ)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из равенства (13.1) следует
равенство

1∫

0

c(M, F ∗(t)ϕ)dt = c(M, ϕ).

Пусть z ∈ M(ϕ), тогда

c(M, ϕ) = (z, ϕ) =

=
( 1∫

0

F (s)dsz, ϕ
)
=

1∫

0

(F (s)z, ϕ)ds =

1∫

0

(z, F ∗(s)ϕ)ds.

Следовательно, имеет место равенство

1∫

0

(z, F ∗(s)ϕ)ds =

1∫

0

(M,F ∗(t)ϕ)dt, или

1∫

0

[
c(M, F ∗(t)ϕ)− (z, F ∗(t)ϕ)

]
dt = 0.

Так как подинтегральная функция непрерывна и неотрицательна,
то из последнего равенства следует, что для всех t ∈ [0, 1]

c(M, F ∗(t)ϕ) = (z, F ∗(t)ϕ).

Значит, z ∈ M(F ∗(t)ϕ) для всех t. Теорема доказана.
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Т е о р е м а 13.8. Пусть A — непустое подмножество Rn,
F : A → co(Rn), причем для всякого конечного набора

{x1, . . . , xk} ⊂ A выполнено co{x1, . . . , xk} ⊂
k⋃

i=1
F (xi). Тогда

⋂

x∈A

F (x) 6= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что для любого ко-
нечного набора точек {x1, . . . , xk} справедливо

k⋂

i=1

F (xi) 6= ∅.

Доказательство проведем методом от противного. Предположим,
что существует набор точек {x1, . . . , xk} такой, что

k⋂

i=1

F (xi) = ∅.

Поэтому

k⋃

i=1

(
Rn \ F (xi)

)
= Rn.

Пусть ρi — разбиение единицы, согласованное с покрытием{
Rn \ F (xi)

}k

i=1
, такое, что

k∑

i=1

ρi(x) = 1 для всех x ∈ Rn, suppρi ⊂ Rn \ F (xi).

Рассмотрим отображение ϕ : Rn → Rn

ϕ(x) =
k∑

i=1

ρi(x)xi.
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ϕ отображает co{x1, . . . , xk} в себя и поэтому по теореме Брауэра

имеет неподвижную точку x∗. Так как
k∑

i=1
ρi(x∗) = 1, то суще-

ствует множество I ⊂ {1, . . . , n} такое, что ρi(x∗) > 0 для i ∈ I
и ρi(x∗) = 0 для i /∈ I. Тогда

x∗ =
∑

i∈I

ρi(x∗)x∗i ∈ co{xj | j ∈ I} ⊂
⋃

i∈I

F (xi).

Следовательно, x∗ ∈ F (xj) при некотором j, и поэтому
x∗ /∈ Rn \ F (xj), а значит ρj(x∗) = 0. Получили противоречие.
Из полученного утверждения и условия компактности множеств
F (x) для всех x ∈ A следует утверждение теоремы.

УПРАЖНЕНИЯ

13.1. Пусть F : R2 → Ω(R2),

F (x1, x2) =

{
|x1 − x2|D1(0), x1x2 > 0,

|x1 + x2|D1(0), x1x2 < 0.

Исследовать отображение F на непрерывность.
13.2.Пусть F : [a, b] → coK(Rn) — непрерывное отображение.

Верно ли, что отображение extF : t → extF (t) также является
непрерывным?

13.3. Пусть f : [a, b] → Rn — непрерывная вектор-функция,
B ∈ Ω(Rn). Доказать, что многозначное отображение
F : [a, b] → Ω(Rn), F (t) = f(t)B является непрерывным.

13.4. Пусть F : [0, 1] → coK(R1),

F (t) =





{0}, t ∈ [0, 0, 5),
[0, 1], t = 0, 5,

{1}, t = (0, 5, 1].

Является ли отображение F полунепрерывным сверху (снизу)?
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13.5. Пусть дана непрерывная функция f : R1 × [a, b] → R1.
Определим многозначное отображение

F (x) = {z ∈ [a, b] | f(x, z) = min
y∈[a,b]

f(x, y)}.

Исследовать отображение F на непрерывность.
13.6. Пусть X — компакт Rm, Y — комппакт Rn,

g : X × Y → R1, g ∈ C(X × Y ). F : X × Y → Ω(Rn),
F (x) = {y ∈ Y | g(x, y) > 0}. Доказать, что если F (x) 6= ∅ для
всех x ∈ X, то отображение F полунепрерывно сверху на X.

13.7. Пусть X — компакт Rm, Y — комппакт Rn,
g : X × Y → R1, F : X × Y → Ω(Rn),

F (x) = {y ∈ Y | g(x, y) > 0}.
Верно ли, что если F (x) 6= ∅ для всех x ∈ X, то отображение F
полунепрерывно сверху на X.

13.8. Вычислить
b∫
a

Dr(t)(a(t)), где r –неотрицательная непре-

рывная скалярная функция, a – непрерывная вектор функция.
13.9. Пусть B = {(−1;−1), (1; 1)},

C(t) =
(

sin t − cos t
cos t sin t

)
.

Вычислить
π∫
0

C(t)Bdt.

13.10. Вычислить
1∫
0

F (t)dt, где

F (t) =
{
(x1, x2)

∣∣ x2
1

a2
1(t)

+
x2

2

a2
2(t)

6 1
}
,

a1, a2 — положительные непрерывные функции.

13.11. Вычислить
1∫
0

F (t)dt, где

F (t) = {(x1, x2)
∣∣ x2

1 + x2
2 6 t2, x2 > 0}.
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13.12. Вычислить
1∫
0

F (t)dt, где

F (t) =
{
(x1, x2)

∣∣ |x1|+ |x2| 6 t
}
.

13.13. Вычислить
T∫
0

F (t)dt, где

F (t) = e−AtD1(0), A =
(

0 1
−1 0

)
.

§ 14. Выпуклые функции
В даном параграфе будем рассматривать функции

f : Rn → R = R1 ∪ {−∞, +∞}.

О п р е д е л е н и е 14.1. Эффективным множеством
функции f : Rn → R называется множество

domf = {x ∈ Rn
∣∣ f(x) < +∞}.

Функция f называется собственной, если domf 6= ∅ и
f(x) > −∞ для всех x.

О п р е д е л е н и е 14.2. Надграфиком функции
f : Rn → R называется множество

epif = {(x, α) ∈ Rn ×R1
∣∣ f(x) 6 α}.

П р и м е р 14.1. Пусть f : Rn → R,

f(x) =

{
−1, ‖x‖ 6 1,

+∞, ‖x‖ > 1.

Тогда domf = D1(0), epif = D1(0)× [−1,∞).

З а м е ч а н и е 14.1. Отметим, что точка (x, α) ∈ epif
только в том случае, если x ∈ domf.
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О п р е д е л е н и е 14.3. Функция f называется выпук-
лой, если epif — выпуклое множество.

П р и м е р 14.2. Пусть A — выпуклое подмножество Rn.
Определим функцию

f(x) =

{
0, если x ∈ A,

+∞, если, x /∈ A.

Так как epif = A× [0,∞) является выпуклым множеством, то
f — выпуклая функция.

П р и м е р 14.3. Выпуклыми функциями являются:
1) f : Rn → R1, f(x) = (a, x) + α, где a ∈ Rn, α ∈ R1;
2) f : Rn → R1, f(x) = ‖x‖;
3) пусть A ∈ Ω(Rn). Тогда по теореме 9.1 опорная функция
c(A,ϕ) : Rn → R1 будет выпуклой;
4) пусть L : Rn → Rm — линейное отображение, f : Rm → R1 —
выпуклая функция. Тогда функция g : Rn → R1, g(x) = f(Lx)
является выпуклой.

Действительно, пусть x1, x2 ∈ Rn, α ∈ [0, 1]. Тогда

g(αx1 + (1− α)x2) = f
(
L(αx1 + (1− α)x2

)
=

f(αLx1 + (1− α)Lx2) 6 αf(Lx1) + (1− α)f(Lx2) =
= αg(x1) + (1− α)g(x2).

О п р е д е л е н и е 14.4. Собственная функция f назы-
вается выпуклой, если для любых x1, x2 ∈ Rn, α ∈ [0, 1] выполня-
ется неравенство

f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2). (14.1)

Т е о р е м а 14.1. Пусть f — собственная функция. Тогда
определения 14.3 и 14.4 эквивалентны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f является выпуклой в
смысле определения 14.3. Тогда epif — выпуклое множество.
Отметим, что если одно из чисел f(xi) = ∞, i = 1, 2, то неравен-
ство (14.1) верно. Пусть каждое из чисел f(xi) = ∞, i = 1, 2 ко-
нечно. Следовательно, x1, x2 ∈ domf. Возьмем α ∈ [0, 1]. Точки
(x1, f(x1)), (x2, f(x2)) ∈ epif. Поэтому точка, в силу выпуклости
надграфика,

α(x1, f(x1)) + (1− α)f(x2) =
=

(
αx1 + (1− α)x2, αf(x1) + (1− α)f(x2)) ∈ epif.

Отсюда получаем, что αx1 + (1 − α)x2) ∈ domf и, кроме того,
выполняется неравенство (14.1). Тем самым доказано, что f яв-
ляется выпуклой функцией в смысле определения 14.4.

Пусть теперь f — выпуклая функция в смысле определе-
ния 14.4 и (x1, β1), (x2, β2) ∈ epif, α ∈ [0, 1]. Отметим, что
x1, x2 ∈ domf. Рассмотрим точку

α(x1, β1) + (1− α)(x2, β2) = (αx1 + (1− α)x2, αβ1 + (1− α)β2).

Так как domf — выпуклое множество, то αx1 +(1−α)x2 ∈ domf
и поэтому

f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2) 6 αβ1 + (1− α)β2.

Поэтому α(x1, β1) + (1− α)(x2, β2) ∈ epif. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е 14.5. Функция f называется вогну-
той, если −f является выпуклой функцией.

Т е о р е м а 14.2. (Неравенство Иенсена) Пусть f — соб-
ственная функция. Тогда для любого натурального числа k,
для любых x1, . . . , xk ∈ Rn, положительных чисел α1, . . . , αk,
k∑

j=1
αj = 1 справедливо неравенство

f(α1x1 + · · ·+ αkxk) 6 α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если хотя бы одно из чисел
f(xj) = ∞, то неравенство верно. Пусть f(xj) < ∞ для всех
j. Поэтому xj ∈ domf. Так как f выпуклая функция, то
epif — выпуклое множество и поэтому для любых z1, . . . , zk ∈
epif точка

α1z1 + · · ·+ αkzk ∈ epif.

Возьмем в качестве zj = (xj , f(xj)). Тогда

α1z1 + · · ·+ αkzk = α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk)

и поэтому

f(α1x1 + · · ·+ αkxk) 6 α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk).

Теорема доказана.
Приведем некоторые свойства выпуклых функций.

Т е о р е м а 14.3. Пусть fα(α ∈ Λ) — выпуклые функции.
Тогда функция

f(x) = sup
α∈Λ

fα(x)

является выпуклой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что

epif =
⋂

α∈Λ

epifα.

Поэтому epif — выпуклое множество как пересечение выпуклых
множеств.

С л е д с т в и е 14.1. Пусть f — выпуклая функция. То-
гда функция f+ : f+(x) = max{f(x), 0} является выпуклой.
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Т е о р е м а 14.4. Пусть fj(j = 1, . . . , m) — собственные
выпуклые функции. Тогда для любых неотрицательных λj ,
j = 1, . . . , m функция

f(x) = λ1f1(x) + · · ·+ λmfm(x)

является выпуклой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x1, x2 ∈ Rn, α ∈ [0, 1].
Докажем, что для функции f справедливо неравенство (14.1).
Так как fj — собственные выпуклые функции, то по теореме 14.1
справедливы неравенства

fj(αx1 + (1− α)x2) 6 αfj(x1) + (1− α)fj(x2).

Умножая данные неравенства на λj > 0 и складывая, получаем

f(αx1 + (1− α)x2) =
m∑

j=1

λjfj(αx1 + (1− α)x2) 6

6
m∑

j=1

λjαfj(x1) +
m∑

j=1

λj(1− α)fj(x2) = αf(x1) + (1− α)f(x2).

Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е 14.6. Пусть A — подмножество Rn.
Будем говорить, что функция f : A → R является выпуклой,
если множество A выпукло и функция f̂ : Rn → R

f̂(x) =

{
f(x), если x ∈ A,

+∞, если x /∈ A

является выпуклой.

Т е о р е м а 14.5. Пусть A — выпуклое подмножество Rn,
f — выпуклая на A функция. Тогда для любого t ∈ R1 множе-
ство

M(t) = {x ∈ A | f(x) 6 t}
является выпуклым.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если M(t) = ∅, то M(t) вы-
пукло. Пусть M(t) 6= ∅ и пусть x1, x2 ∈ M(t), α ∈ [0, 1]. Тогда
αx1+(1−α)x2 ∈ A в силу выпуклости множества A и выполнены
неравенства

f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2),
f(x1) 6 t, f(x2) 6 t.

Поэтому f(αx1+(1−α)x2) 6 t и, следовательно, αx1+(1−α)x2) ∈
M(t). Теорема доказана.

Т е о р е м а 14.6. Пусть A — открытое выпуклое подмно-
жество Rn, f ∈ C1(A). Для того чтобы функция f была вы-
пуклой на A, необходимо и достаточно, чтобы для всех x, y ∈ A
выполнялось неравенство

f(x)− f(y) > (f ′(y), x− y). (14.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f — выпуклая функ-
ция, x, y ∈ A,α ∈ (0, 1]. Тогда

f(αx + (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y).

Данное неравенство можно переписать в виде

f(y + α(x− y)) 6 α
(
f(x)− f(y)

)
+f(y) или

f(y + α(x− y))− f(y)
α

6 f(x)− f(y).

Так как последнее неравенство справедливо для всех α ∈ (0, 1],
то переходя к пределу по α → 0+ получаем неравенство (14.2).

Пусть выполнено неравенство (14.2), x1, x2 ∈ A,α ∈ [0, 1].
Полагая в (14.2) сначала x = x1, y = αx1 + (1− α)x2, а затем
x = x2, y = αx1 + (1− α)x2, получаем, что справедливы следую-
щие неравенства

f(x1)− f(αx1 + (1− α)x2) >
(
f ′(αx1 + (1− α)x2), x1 − y

)
,

f(x2)− f(αx1 + (1− α)x2) >
(
f ′(αx1 + (1− α)x2), x2 − y

)
.
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Умножая первое неравенство на α, второе на 1 − α, получаем
справедливость неравенства

αf(x1) + (1− α)f(x2)− f(αx1 + (1− α)x2) > 0,

что и требовалось доказать. Теорема доказана.

Т е о р е м а 14.7. Пусть f — собственная выпуклая на
множестве A функция. Тогда f непрерывна на riA.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a0 ∈ riA. Докажем, что
f непрерывна в точке a0. Рассмотрим функцию

g : g(y) = f(y + x0)− f(x0)

и множество A0 = A − a0. Тогда непрерывность f в точке
a0 равносильна непрерывности g в точке нуль (отметим, что
g(0) = 0 ). Поэтому можно считать, что a0 = 0, f(0) = 0.

a) IntA 6= ∅. Тогда 0 ∈ IntA и поэтому существует δ0 > 0
такое, что множество

K = {a = (a1, . . . , an) ∈ A | aj ∈ [−δ0, δ0]} ⊂ A.

Обозначим через M = max
i

f(zi), где zi точки вида

zi =
(±δ0, . . . ,±δ0

)
, i = 1, . . . , 2n = m и пусть x ∈ K. Тогда x

представим в виде

x =
n+1∑

i=1

λizji , где λi > 0,

n∑

i=1

λj = 1, zji ∈ {z1, . . . , zm}.

Так как f — выпуклая функция, то по теореме 14.2 имеем

f(x) 6
n+1∑

i=1

λif(zji) 6
n+1∑

i=1

λiM = M.

Получили, что функция f ограничена сверху на K. Пусть ε —
произвольное число (ε < 1), и рассмотрим множество Uε = εK.
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Отметим, что если x ∈ Uε, то x
ε ∈ K. Поэтому для любого x ∈ Uε

имеет место

f(x) = f(ε · x

ε
+ (1− ε) · 0) 6 εf

(x

ε

)
+(1− ε) · 0 6 Mε, (14.3)

0 = f(0) = f
( 1

1 + ε
x +

ε

1 + ε

(−x

ε

))
6 1

1 + ε
f(x) +

ε

1 + ε
M. (14.4)

Из неравенства (14.4) следует, что f(x) > −εM. Следовательно,
из неравенств (14.3), (14.4) получаем

|f(x)| 6 Mε.

Тем самым доказано, что f непрерывна в нуле.
б) Пусть теперь IntA = ∅. Тогда affA 6= Rn. Рассмотрим

совокупность всех векторов {a}a∈A и выберем из данной сово-
купности максимальную (по количеству) линейно независисмую
систему {e1, . . . , em}. Пусть

L = {λ1e1 + · · ·+ λmem

∣∣ λi > 0}.
L — линейное подпространство. Покажем, что affA = L. Дей-
ствительно, A ⊂ L, следовательно, affA ⊂ L. С другой стороны,

m∑

i=1

λiei =
m∑

i=1

λiei +
(
1−

m∑

i=1

λi

)·0

и поэтому, в силу следствия 4.1 L ⊂ A. Значит, L = affA.
Рассмотрим отображение F : Rm → L вида

F (λ) = λ1e1 + · · ·+ λnem.

F — линейное непрерывное отображение, и так как e1, . . . , em ли-
нейно независимы, то существует обратное отображение F−1, ко-
торое также является линейным и непрерывным. Пусть
Y = F−1(A). Так как F−1(0) = 0 и 0 ∈ riA, то 0 — внутрен-
няя точка Y. Кроме того, Y — выпуклое множество. Определим
функцию g : Y → R1, g(λ) = f(F (λ)). g — выпуклая функция,
g(0) = 0, g непрерывна в нуле. Так как f(x) = g(F−1(x)), то f
неперывна в нуле. Теорема доказана.
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З а м е ч а н и е 14.2. Для точек A \ riA теорема 14.6 не-
верна. Пусть f : [0, 1] → R1,

f(x) =

{
1, x = 0,

0, x > 0.

Тогда f выпукла на [0, 1], но не является непрерывной в точ-
ке 0.

Т е о р е м а 14.8. Пусть A — открытое выпуклое подмно-
жество Rn, f ∈ C2(A). Тогда для того, чтобы f была выпуклой
на A, необходимо и достаточно, чтобы матрица

f ′′(a) =
( ∂2f

∂xi∂xj
(a)

)
была неотрицательно определенной в каж-

дой точке множества A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 ∈ A, h ∈ Rn. Так
как A открыто, то существует t0 > 0 такое, что x0 + th ∈ A для
всех t ∈ [0, t0]. Определим функцию

g : [0, t0] → R1, g(t) = f(x0 + th).

Покажем, что g — выпуклая функция. Пусть t1, t2 ∈ [0, t0],
α ∈ [0, 1]. Тогда

g(αt1 + (1− α)t2) =
f(x0 +

(
αt1 + (1− α)t2

)
h) = f

(
α(x0 + t1h) + (1− α)(x0 + t2h)

)
6

6 αf(x0 + t1h) + (1− α)f(x0 + t2h) = αg(t1) + (1− α)g(t2).

Так как f ∈ C2(A), то g ∈ C2[0, t0] и поэтому справедливо ра-
венство

g(t) = g(0) + tg′(0) +
t2

2
g′′(0) + r(t),

где lim
t→0+

r(t)
t2

= 0. Так как функция g выпуклая, то по теореме
14.6 справедливо неравенство

g(t)− g(0)− tg′(0) > 0 для всех t ∈ [0, t0].
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Следовательно,

t2

2
g′′(0) + r(t) > 0, или g′′(0) +

r(t)
t2

> 0

для всех t ∈ (0, t0]. Переходя в последнем неравенстве к пределу
при t → 0+, получаем g′′(0) > 0, но g′′(0) = (f ′′(x0)h, h). Тем
самым доказано, что для любой точки x0 ∈ A для всех h ∈ Rn

справедливо неравенство (f ′′(x0)h, h) > 0. Это и означает, что
матрица f ′′(x0) неотрицательно определена на множестве A.

Пусть матрица f ′′(a) неотрицательно определена на множе-
стве A. Возьмем две произвольные точки a, a0 ∈ A. Используя
формулу Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа, мо-
жем записать

f(a) = f(a0) + (gradf(a0), a− a0)+
+0, 5

(
f ′′(a0 + γ(a− a0))(a− a0), a− a0

)
, где γ ∈ (0, 1).

Так как множество A выпуклое, то

a0 + γ(a− a0) = γa + (1− γ)a0 ∈ A

и поэтому
(
f ′′(a0 + γ(a− a0))(a− a0), a− a0

)
> 0. Следовательно,

f(a)− f(a0)− (gradf(a0), a− a0) > 0 для всех a, a0 ∈ A.

Из теоремы 14.6 следует, что f выпукла на A. Теорема доказа-
на.

П р и м е р 14.4. 1). Пусть G — неотрицательно определен-
ная квадратная матрица порядка n, b ∈ Rn, α ∈ R1. Тогда функ-
ция f : Rn → R1, f(x) = (Gx, x) + (b, x) + α будет выпуклой на
Rn. Отметим, что f ′′(x) = 2G для всех x ∈ Rn.
2). Пусть G — матрица порядка n×m, b ∈ Rm. Тогда функция
f : Rn → R1, f(x) = |Gx − b|2 будет выпуклой на Rn. Действи-
тельно,

f(x) =
(
Gx− b,Gx− b

)
= (Gx,Gx)− 2(Gx, b) + (b, b) =

= (GT Gx, x)− 2(Gx, b) + (b, b)

и поэтому f ′′ = 2GT G, (GT Gh, h) = ‖Gh‖2 > 0.
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О п р е д е л е н и е 14.7. Пусть f : A → R1. Точка
x0 ∈ A называется точкой локального минимума функции f,
если существует окрестность U точки x0 (в Rn ) такая, что
f(x0) 6 f(x) для всех x ∈ A ∩ U.

Точка x0 ∈ A называется точкой глобального минимума
функции f, если f(x0) 6 f(x) для всех x ∈ A.

Т е о р е м а 14.9. Пусть f : A → R1 — выпуклая на A
функция и x0 ∈ A — точка локального минимума. Тогда x0 —
точка глобального минимума.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как x0 — точка локально-
го минимума, то существует окрестность U точки x0 такая, что
для всех x ∈ A ∩ U выполнено неравенство f(x) > f(x0).

Пусть y ∈ A. Докажем, что f(x0) 6 f(y). Так как множество
A выпукло, то точка x(α) = αy+(1−α)x0 ∈ A для всех α ∈ [0, 1].
Из условия x(0) = x0 и непрерывности x(α) по α следует, что
существует α0 > 0 такое, что x(α) ∈ U для всех α ∈ [0, α0].
Поэтому для всех x(α), α ∈ [0, α0] справедливо следующее нера-
венство:

f(x0) 6 f(x(α)) = f(αy + (1− α)x0) 6
6 αf(y) + (1− α)f(x0) = f(x0) + α(f(y)− f(x0)).

Из последнего неравенства следует, что f(y)− f(x0) > 0, откуда
f(y) > f(x0), что и требовалось доказать. Теорема доказана.

Т е о р е м а 14.10. Пусть f : (a, b) → R1 — выпуклая
функция. Тогда для любых x, y, z ∈ (a, b), z < y < x справед-
ливо неравенство

f(y)− f(z)
y − z

6 f(x)− f(z)
x− z

6 f(x)− f(y)
x− y

. (14.5)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть λ =
y − z

x− z
. Тогда

λ ∈ (0, 1), 1 − λ =
x− y

x− z
, λx + (1 − λ)z = y. Так как f — вы-

пуклая функция, то

f(y) = f(λx + (1− λ)z) 6 λf(x) + (1− λ)f(z), или (14.6)

f(y)− f(z) 6 λ(f(x)− f(z)) =
y − z

x− z
(f(x)− f(z)).

Деля обе части последнего неравенства на (y−z), получаем нера-
венство

f(y)− f(z)
y − z

6 f(x)− f(z)
x− z

. (14.7)

Вычитая из обеих частей неравенства (14.6) f(x), получаем
неравенство

f(y)− f(x) 6 (λ− 1)f(x) + (1− λ)f(z) = (1− λ)(f(z)− f(x)).

Умножая последнее неравенство на (−1), получаем неравенство

f(x)− f(y) > x− y

x− z
(f(x)− f(z)), или

f(x)− f(y)
x− y

> f(x)− f(z)
x− z

. (14.8)

Объединяя неравенства (14.7), (14.8), получаем требуемое нера-
венство. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 14.2. Пусть f : R1 → R1 — выпуклая
функция. Тогда для любых x1 > x2, y1 > y2, x1 6= y1, x2 6= y2

справедливо неравенство

f(x1)− f(y1)
x1 − y1

> f(x2)− f(y2)
x2 − y2

.
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УПРАЖНЕНИЯ

14.1. Пусть A — выпуклое подмножество Rn, f — опреде-
ленная на A функция, такая, что для любого t ∈ R1 множество

M(t) = {x ∈ A | f(x) 6 t}
является выпуклым. Следует ли отсюда, что f является выпук-
лой функцией?

14.2. Пусть A — непустое замкнутое подмножество Rn.
f : Rn → R1, f(x) = inf

a∈A
‖x − a‖. Доказать, что множество A

является выпуклым тогда и только тогда, когда функция f яв-
ляется выпуклой.

14.3. Пусть f — неотрицательная, выпуклая на A функция.
Будет ли выпуклой на A функция f2?

14.4. Пусть f, g — неотрицательные, выпуклые на A функ-
ции. Будет ли выпуклой на A функция f · g?

14.5. Пусть A — выпуклое подмножество Rn, f : A → R1 и
для всех x, y ∈ A выполнено неравенство

f
(x + y

2
)
6 1

2
f(x) +

1
2
f(y).

Можно ли утверждать, что f — выпуклая функция?
14.6. Пусть A — выпуклое подмножество Rn, f : A → R1 —

непрерывная функция и для всех x, y ∈ A выполнено неравенство

f
(x + y

2
)
6 1

2
f(x) +

1
2
f(y).

Можно ли утверждать, что f — выпуклая функция?
14.7. Пусть {fk}∞k=1 — последовательность выпуклых функ-

ций, определенных на выпуклом подмножестве A ⊂ Rn, такая,
что для всех x ∈ A существует предел lim

k→∞
fk(x) = f(x). Дока-

зать, что f — выпуклая на A функция.
14.8. Пусть f : A → R — выпуклая на A функция, при-

чем epif — замкнутое множество. Можно ли утверждать, что A
является замнутым множеством.
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14.9. Пусть A — выпуклое замкнутое подмножество Rn,
ρ : Rn → R1, ρ(x) = ‖x−πA(x)‖2, где πA(x) — проекция точки x
на множество A . Доказать, что функция f(x) = ρ2(x) является
выпуклой дифференцируемой функцией и
gradf(x) = 2(x− πA(x))ρ(x).

14.10. Пусть A ⊂ Rn — выпуклое множество, f : A → R1 —
выпуклая функция. Доказать, что
1) множество точек локального минимума функции f на множе-
стве A есть выпуклое множество;
2) если множество A является замкнутым, f ∈ C(A), то мно-
жество точек локального минимума функции f на множестве A
является замкнутым.

14.11. Привести пример линейной функции f, заданной на
выпуклом замкнутом множестве A такой, что

sup
x∈A

f(x) = 0, но f(x) < 0 для всех x ∈ A.

14.12. Доказать, что выпуклая функция f ограничена сверху
на многограннике M и принимает на M наибольшее значение.

14.13. Привести пример выпуклой функции f , заданной и
ограниченной на выпуклом компакте M, но не достигающей на
M своей верхней грани.

14.14. Доказать, что максимум выпуклой функции на выпук-
лом многограннике достигается в одной из крайних точек.

14.15. Пусть f — вогнутая функция, заданная на выпуклом
множестве X, g(x) =

∣∣min(0; f(x))
∣∣q, q > 1. Доказать, что функ-

ция g является выпуклой на X.
14.16. Пусть X — выпуклое подмножество Rn. Функция

f : X → R1 называется квазивыпуклой на X, если для всех
x, y ∈ X, для любого α ∈ [0, 1] справедливо неравенство

f(αx + (1− α)y) 6 max{f(x), f(y)}.

Верно ли, что выпуклая на X функция является квазивыпуклой
на X функцией?
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14.17. Пусть A — выпуклое подмножество Rn с непустой
внутренностью. Доказать, что если выпуклая непрерывная функ-
ция f является неограниченной на A, то она будет неограничен-
ной и на IntA.

14.18. Пусть A — выпуклое подмножество Rn с непустой
внутренностью. Верно ли, что если выпуклая функция f являет-
ся неограниченной на A, то она будет неограниченной и на IntA.

14.19. Для вектора x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn обозначим через
x = (xπ(1), . . . , xπ(n)) вектор, составленный из компонет вектора
x и такой, что

xπ(1) > xπ(2) > . . . > xπ(n).

Будем говорить, что вектор x мажорирует вектор y, (x Â y),
если

k∑

i=1

xπ(i) >
k∑

i=1

yπ(i), для всех k = 1, . . . , n− 1,

n∑

i=1

xπ(i) =
n∑

i=1

yπ(i).

Функция f : Rn → R1 называется выпуклой по Шуру, если для
всех x, y, x Â y верно f(x) > f(y).

Доказать, что функция f : Rn → R1, f ∈ C1(Rn) выпукла по
Шуру тогда и только тогда, когда
1) f — симметричная функция (т.е. для любой перестановки π
множества {1, . . . , n} и для любого x ∈ Rn выполнено равенство
f(x) = f(xπ));
2) для любого z ∈ Rn выполнено неравенство

(zi − zj) ·
( ∂f

∂xi
(z)− ∂f

∂xj
(z)

)
> 0.

14.20. Пусть f : (a, b)n → R1 — выпуклая функция,

x, y ∈ (a, b)n. Доказать, что если x Â y, то
n∑

i=1
f(xi) >

n∑
i=1

f(yi).
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14.21. Пусть f [0,∞) → R1 — выпуклая функция и
a1 > a2 > . . . > a2n−1 > 0. Доказать неравенство

f(a1)− f(a2) + · · · − f(a2n−2) + f(a2n−1) >
> f(a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ a2n−1).

14.22. Пусть a1, . . . an — положительные вещественные числа.
Доказать неравенство

(a1 + a2 + · · ·+ an) ·
( 1

a1
+

1
a2

+ · · ·+ 1
an

)
> n2.

14.23. Пусть A — выпуклое подмножество Rn. Функция
f : A → R1 называется псевдовыпуклой, если из условий
f(u) < f(v), z = αu + (1 − α)v, α ∈ (0, 1) следует неравенство
f(z) < f(v). Привести пример квазивыпуклой функции (см. за-
дачу 14.6), не являющуюся псевдовыпуклой.

14.24. Привести пример псеводовыпуклой функции, не явля-
ющейся выпуклой.

14.25. Привести пример функции, выпуклой по Шуру, но не
являющейся ни квазивыпуклой, ни псевдовыпуклой.

14.26. Пусть f : [0,∞) → R1 — вогнутая функция, h > 0.
Доказать, что функция

g(t) = f(t + h)− f(t)

не возрастает на [0,∞).
14.27. Пусть f — вогнутая на [0,∞) функция, f(0) = 0.

Доказать, что для всех x, y ∈ [0,∞) справедливо неравенство
f(x + y) 6 f(x) + f(y).

14.28. Пусть f : [0,∞) → R1 — выпуклая функция, f(0) = 0.

Доказать, что функция g : g(t) =
f(t)

t
не убывает на (0,∞).

14.29. Пусть A ⊂ Rn, f : A → R1 — функция такая что
f(x) > 0 для всех x ∈ A. Функция f называется логарифмически
выпуклой на A, если функция ln f является выпуклой на A.
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1. Верно ли, что если f выпукла на A и f(x) > 0 для всех
x ∈ A, то f — логарифмически выпуклая функция?
2. Верно ли, что если f — логарифмически выпуклая функция,
то f — выпуклая функция?

14.30. Описать все выпуклые ограниченные функции, опреде-
ленные на всем пространстве Rn.

14.31. Пусть A — выпуклое подмножество Rn, f : A → R1 —
выпуклая функция. Верно ли, что если множество epif замнутое,
то A замкнутое множество?

14.32. Пусть A — выпуклое подмножество Rn, f : A → R1 —
выпуклая функция. Верно ли, что если множество epif замнутое,
то f ∈ C(A)?

14.33. Пусть f : R2 → R1,

f(u1, u2) = min{x1(1− u1) + x2(1− u2) | x2
1 + x2

2 6 1}.

Доказать, что функция f вогнута.
14.34. Пусть f ∈ C2(0,∞). Доказать, что если функция

g(x) = xf(x) выпукла на (0,∞), то функция h(x) = f
(1

x

)
также

выпукла на (0,∞).
14.35. Пусть p : Rn → R и обладает следующими свойствами:

1) p(x + y) 6 p(x) + p(y) для всех x, y ∈ Rn;
2) p(λx) = λp(x) для всех x ∈ Rn, λ > 0;
3) p(0) = 0.

Доказать, что функция p является выпуклой функцией.
14.36. Пусть f : A×B → R1 такова, что f(x1, x2) выпукла по

x1 при каждом фиксированном x2 и выпукла по x2 при каждом
фиксированном x1. Следует ли отсюда, что f является выпуклой
на A×B?

14.37. Пусть f : Rn
+ → R1,

f(x1, x2, . . . , xn) = xε1
1 · xε2

2 · · · · · xεn
n , εi > 0.

Получить условия на εi, при выполнении которых функция f
будет вогнутой на Rn

+.
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14.38. Пусть Mn — совокупность всех квадратных матриц
порядка n над полем вещественных чисел. Определим функцию
f : Mn → R1, f(X) = trX. Доказать, что f — выпуклая функция.

14.39. Отображение f : Rn → Rm называется изометрией,
если для всех x, y ∈ Rn справедливо равенство

‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖.

Верно ли, что если f — изометрия, A — выпуклое множество,
то множество f(A) также выпукло.

14.40. Пусть A — выпуклый компакт Rn, b ∈ Rn, b 6= 0.
Определим функцию f : A → R1 вида

f(a) = sup{λ | − λb ∈ A− a}.

Доказать, что f является вогнутой функцией.
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§ 15. Индивидуальные задания для студентов

ЗАДАНИЕ 1

Найти наименьшее положительное k при котором множество

X =
{
x ∈ R2

∣∣ (ax2
1 + 1)x2 6 bx1, x2 > k

}

является выпуклым.

№ a b № a b
вар. вар.
1 2 1 2 1 5
3 4 2 4 5 1
5 3 4 6 1 2
7 5 3 8 3 1
9 4 5 10 2 3
11 2 6 12 1 3

ЗАДАНИЕ 2

Написать уравнение гиперплоскости, опорной к множеству

X =
{
x ∈ R3

∣∣ x2
1

4
+

x2
2

16
6 x3

12
}

в точке x0 = (a, b, c).

№ a b c № a b c
вар. вар.
1 2 4 24 2 1 2 6
3 2

3
3
2

13
3 4 1 1 15

4

5 2 8 60 6 6 4 120
7 2 3 75

4 8 −2 −2 15
9 2 6 39 10 −3 −12 135
11 2 1 51

4 12 2
3

4
3

8
3
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ЗАДАНИЕ 3

Проверить, является ли точка x0 крайней точкой многогран-
ника X = co{x1, x2, x3, x4, x0}, где

x1 = (0;−1; 2), x2 = (2;−1;−2), x3 = (2; 5; 7),

x4 = (−3;−2;−4), x0 = (a, b, c).

№ a b c № a b c
вар. вар.
1 2 4 −4 2 1 2 6
3 −3 −2 3 4 1 1 15
5 2 8 60 6 6 −4 2
7 2 3 −5 8 −2 −2 15
9 2 6 9 10 −3 −12 5
11 2 1 −4 12 3 4 8

ЗАДАНИЕ 4

Написать уравнение гиперплоскости, опорной к множеству

X =
{
x ∈ R3

∣∣ x2
1 +

x2
2

4
+

x2
3

9
6 1

}
,

и отделяющей его от точки x0 = (a, b, c).

№ a b c № a b c
вар. вар.
1 1 1 −1 2 −1 2 −2
3 −3 −2 0 4 1 −1 3
5 −2 1 2 6 −1 −4 −2
7 −2 −3 −1 8 −2 −2 2
9 2 1 3 10 −3 −2 −5
11 2 1 −4 12 −3 1 2
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ЗАДАНИЕ 5

Найти расстояние по Хаусдорфу между множествами
A = co{a1, b1}, B = co{a2, b2}.

№ a1 b1 a2 b2

вар.
1 (1, 1) (−1, 3) (0,−2) (2,−3)
2 (−1, 3) (2,−3) (−2, 1) (3, 4)
3 (1,−3) (2,−1) (−2, 1) (−3, 4)
4 (0, 3) (2,−3) (2, 1) (3,−4)
5 (1, 0) (2,−3) (−2, 1) (3, 4)
6 (2, 0) (1,−3) (−2, 1) (3, 4)
7 (3, 1) (2,−3) (−2, 2) (3, 4)
8 (2,−3) (2, 0) (−2, 1) (−3, 4)
9 (−1, 1) (0,−3) (−2, 1) (3, 4)
10 (−1, 2) (0,−3) (−2, 1) (1, 4)
11 (−1,−3) (2,−3) (−2,−1) (3, 4)
12 (−1, 6) (1,−3) (−2, 1) (0, 4)

ЗАДАНИЕ 6

Для каждой точки A(a, 1), B(b, 1), C(−2, 0) определить, при
каких значениях параметра k она принадлежит относительной
внутренности множества D, задаваемого системой неравенств





−3x1 + (b + 2)x2 6 6,

5x1 + 2x2 > −10,

2x1 − cx2 6 5c,

kx1 − x2 6 −2k,

6x1 − (b− c)x2 6 3(b + c).
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№ a b c № a b c
вар. вар.
1 1/3 3 5 2 0 4 6
3 −2/3 2 4 4 1 7 8
5 1 7 9 6 −2/3 2 5
7 −1/3 3 4 8 0 4 5
9 1/3 5 8 10 2/3 6 8
11 −1 1 2 12 −1 1 3

ЗАДАНИЕ 7

Найти сумму множеств A+B, где A = co{(1, 2), (1,−3), (a, b)},
B = co{(0,−1), (1, 0), (c, d)}.

№ a b c d № a b c d
вар. вар.
1 1 −1 −2 2 2 −2 3 4 5
3 −2 −3 −4 −1 4 3 1 1 3
5 2 4 4 2 6 −1 −1 −2 2
7 2 1 2 −1 8 3 −2 2 −3
9 1 3 3 −2 10 2 −3 −2 4
11 −3 −3 −2 4 12 6 −3 −2 0

ЗАДАНИЕ 8

Найти опорную функцию множеств A, B.
I. A — отрезок с концами в точках (a, b), (c, d).

№ a b c d № a b c d
вар. вар.
1 1 −1 −2 2 2 −2 3 4 5
3 −2 −3 −4 −1 4 3 1 1 3
5 2 4 4 2 6 −1 −1 −2 2
7 2 1 2 −1 8 3 −2 2 −3
9 1 3 3 −2 10 2 −3 −2 4
11 −3 −3 −2 4 12 6 −3 −2 0
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II. B = {(x, y) | a|x|+ b|y| 6 c.}

№ a b c № a b c
вар. вар.
1 2 3 6 2 1 4 16
3 2 5 20 4 2 7 28
5 3 7 21 6 2 3 18
7 3 4 24 8 5 6 30
9 3 5 30 10 5 7 35
11 5 9 90 12 11 2 44
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ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ

1.1. Нет. Рассмотрим два квадратных трехчлена:

y1 = x2 − 2x + 1, y2 = x2 + 2x + 1.

Пусть α = 0, 5 и рассмотрим квадратный трехчлен y = 0, 5y1 +
0, 5y2 = x2 + 1, который не имеет вещественных корней.

1.2. Может. Пусть

A = {−n
∣∣ n = 1, 2, . . . , }, B =

{
n +

1
n

∣∣ n = 2, 3, . . . ,
}

.

Множества A,B являются замнутыми. Множество A+B содер-

жит последовательность
{ 1

n

}∞
n=2

, предельная точка которой не
принадлежит A + B.

1.3. Пусть для любых неотрицательных чисел λ1, λ2 верно
равенство

(λ1 + λ2)A = λ1A + λ2A (15.1)

и α ∈ [0, 1]. Возьмем в качестве λ1 = α, λ2 = 1 − α. Получаем,
что верно равенство

A = αA + (1− α)A,

из которого сразу следует, что A — выпуклое множество.
Пусть теперь A — выпуклое множество. Если одно из чисел

λ1, λ2 равно нулю, то равенство (15.1) верно. Отметим, что всегда
справедливо включение

(λ1 + λ2)A ⊂ λ1A + λ2A.

Пусть λ1λ2 > 0 и z ∈ λ1A + λ2A. Тогда

z = λ1x + λ2y = (λ1 + λ2)
[ λ1

λ1 + λ2
x +

λ2

λ1 + λ2
y
]
= (λ1 + λ2)w.
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Точка
w =

[ λ1

λ1 + λ2
x +

λ2

λ1 + λ2
y
]
∈ A

в силу выпуклости множества A. Поэтому точка z ∈ (λ1 + λ2)A,
что и требовалось доказать.

1.4. Нет. Пусть A — множество рациональных чисел R1.
1.5. Да. Предположим, что множество A не является вы-

пуклым. Это означает, что существуют точки x0, y0 ∈ A, число
α ∈ (0, 1) такие, что точка z = αx0 + (1 − α)y0) /∈ A, причем
α 6= 0, 5. Определим множества B1i, B2i и точки xi, yi следую-
щим образом:

B10 = {βx0 + (1− β)y0

∣∣ β ∈ (0, 0, 5)},
B20 = {βx0 + (1− β)y0

∣∣ β ∈ (0, 5, 1)}.

Точка z принадлежит одному из множеств B10, B20. Если z ∈
B10, то полагаем x1 = 0, 5x0 +0, 5y0, y1 = y0, если z ∈ B20, то по-
лагаем x1 = x0, y1 = 0, 5x0 +0, 5y0. Предположим, что множества
B1j , B2j , j = 0, . . . i − 1 и точки xj , yj , j = 0, 1, . . . , i определены.
Определяем множества B1i, B2i и точки xi+1, yi+1.

B1i = {βxi + (1− β)yi

∣∣ β ∈ (0, 0, 5)},
B2i = {βxi + (1− β)yi

∣∣ β ∈ (0, 5, 1)}.

Если z ∈ B1i, то полагаем xi+1 = 0, 5xi + 0, 5yi, yi+1 = yi. Если
z ∈ B2i, то полагаем xi+1 = xi, yi+1 = 0, 5xi + 5yi. Полученное
семейство точек xi, yi обладает следующими свойствами:
a) xi, yi ∈ A;
b) z ∈ [xi, yi] = {γxi + (1− γ)yi

∣∣ γ ∈ [0, 1]|};
c) [xi+1, yi+1] ⊂ [xi, yi] для всех i;
d) lim

i→∞
‖xi − yi‖ = 0.

Следовательно, по свойству вложенных отрезков

z = lim
i→∞

= lim
i→∞

yi.
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В силу замкнутости A получем, что z ∈ A. Полученное проти-
воречие доказывает утверждение.

1.6. Да. Пусть

x, y ∈ M, z = 0, 5x + 0, 5y.

Тогда

(Az, z) = 0, 25(Ax, x) + 0, 25(Ay, y) + 0, 5(Ax, y) =
= 0, 5(Ax, x) + 0, 5(Ay, y)− 0, 25(A(x− y), x− y) 6

6 0, 5(Ax, x) + 0, 5(Ay, y) 6 1.

Поэтому, на основании утверждения из предыдущей задачи мно-
жество A выпукло.

1.7. k = 1.
1.11. Нет. Пусть A = {(−1; 0), (1, 0)}, B = {(0; 0)}.
1.12. Нет. Пусть A = (0;∞).
1.13. Нет. Пусть A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y <
√

2x, x, y − целые }.
1.21. Нет. Пусть A = {(1; 1), (2; 2)}.
1.30. Пусть A ∩ B состоит из k отрезков. Концы отрезков

A ∩ B являются концами отрезков A или B. Следовательно,
рассматривая концы отрезков A ∩B, получаем

2k 6 2n + 2m. (15.2)

Однако при этом левый конец отрезка из всех концов A или B
либо не принадлежит A ∩ B, либо входит в концы A и в концы
B. Значит, правую часть неравенства (15.2) можно уменьшить на
единицу. Аналогично с самым правым концом. В итоге получаем
неравенство

2k 6 2n + 2m− 2, или k 6 n + m− 1.

1.31. Нет.
2.2. Нет. Пусть

A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y = 0} ∪ {(0, 1)}.
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Тогда

coA = {(x, y) ∈ R2
∣∣ y ∈ [0, 1)} ∪ {(0, 1)}.

2.3. Нет. Пусть A = {a}, B = {b}, a 6= b, a, b ∈ Rn.
2.4. Нет. Пусть A = {(−1; 0), (1; 0)}, B = {(0; 0)}.
2.8. Пусть σ = {t0 = a < t1 < · · · < tk−1 < tk = b} разбиение

отрезка [a, b]. Рассмотрим

S(σ, f) =
1

b− a

k∑

i=1

f(τi)∆i, τi ∈ [ti−1, ti], ∆i = ti − ti−1.

Так как
k∑

i=1

∆i

b− a
= 1 и ∆i > 0, то S(σ, f) ∈ coA для любого

разбиения σ и любого набора точек τi. Множество coA является
компактным. Так как функция f интегрируема, то

f0 = lim
diamσ→0

S(σ, f)

и поэтому f0 ∈ coA.
2.14. Возьмем прямую l, не параллельную никакой прямой,

проходящей через две отмеченные точки. Проведем 401 прямую
параллельно l так, чтобы в каждой из 400 полос между сосед-
ними прямыми находилось ровно 5 отмеченных точек. Осталось
воспользоваться решением задачи 2.13.

2.15. Рассмотрим точку

a =
1
n

k∑

i=1

(λai + (1− λ)h(ai)).

Имеем a ∈ Aλ. Так как h – взаимно однозначное отображение,
то

a =
λ

n

k∑

i=1

ai +
(1− λ)

n

k∑

i=1

h(ai) =

=
λ

n

k∑

i=1

ai +
(1− λ)

n

k∑

i=1

ai =
1
n

k∑

i=1

ai.
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2.16. См. решение задачи 2.15.
2.17. Рассмотрим выпуклую оболочку всех точек. Получим

некоторый многоугольник. Пусть AB — произвольная сторона
этого многоугольника. Среди оставшихся точек выберем точку
C , из которой отрезок AB виден под наибольшим углом. Окруж-
ность, описанная около треугольника ABC и будет искомой.

3.1. 3x2 + x3 + 2x4 = 0. Достаточно среди неравенств, задаю-
щих A, найти то, которое не выполняется для точки.

3.2. Нет. Пусть

A = {(x, 0) ∈ R2
∣∣ x ∈ [−1, 1]}, B = {(0, y) ∈ R2

∣∣ y ∈ [−1, 1].

3.5. Пусть A1 ∩ A2 = ∅. Следовательно, A1, A2 строго отде-
лимы. Это означает, что существуют p ∈ Rn, p 6= 0, µ ∈ R1 такие,
что

(p, x) < µ для всех x ∈ A1,

(p, x) > µ для всех x ∈ A2.

Пусть x ∈ A1, y ∈ A2. Рассмотрим функцию f : [0, 1]) → R1

f(t) = t(p, x) + (1− t)(p, y).

Имеем f(0) = (p, y) > µ, f(1) = (p, x) < µ. Поэтому существует
t0 ∈ (0, 1), что f(t0) = µ. Так как x, y ∈ A1 ∪ A2 и A1 ∪ A2

выпукло, то t0x + (1− t0)y ∈ A1 ∪A2. Пусть t0x + (1− t0)y ∈ A1,
тогда (p, t0x+(1−t0)y) < µ, что противоречит ранее доказанному
равенству (p, t0x + (1 − t0)y) = µ. Полученное противоречие и
доказывает, что A1, A2 имеют общие точки.

3.8. Пусть z ∈ A. Рассмотрим гиперплоскость

H =
{
x

∣∣ x1

z1
+

x2

z2
+ · · ·+ xn

zn
= n

}
,

и пусть u — вершина, ближайшая к началу координат. Тогда

u ∈ H={x |
n∑

i=1

xi
zi

6 n}. Поэтому
n∑

i=1

xi

zi
6 n. Так как zi, ui > 0,

то ui > nzi.
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3.10. Пусть каждый их многоугольников A,B, C можно от-
делить от двух других. Докажем, что их нельзя пересечь одной
прямой. Предположим противное: X,Y, Z — точки A,B, C, ле-
жащие на одной прямой. Тогда одна из точек лежит между двумя
другими. Пусть Y лежит между X, Z. Следовательно, B нельзя
отделить от A и C, так как в противном случае точка Y, должна
быть отделена от точек A,C.

Пусть теперь многоугольники нельзя пересечь одной прямой.
Отметим, что в этом случае A ∩ B ∩ C = ∅. Рассмотрим все-
возможные выпуклые оболочки точек X ∈ A, Y ∈ B,Z ∈ C и
для каждого треугольника XY Z найдем высоту из вершины Y.
Выберем треугольник, у которого эта высота наименьшая. Пусть
это будет треугольник X0Y0Z0. Прямая, перпендикулярная вы-
соте и проходящая через середину высоты, не пересекает много-
угольники B,A, C, так как в противном случае существовал бы
треугольник с меньшей высотой, выходящей из Y0.

4.1. Нет. Пусть

A = {(x, y) ∈ R2 | x = 1, y ∈ [−1, 1]},
B = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]}.

Тогда riB = IntB, riA = {(x, y) ∈ R2 | x = 1, y ∈ (−1, 1)} и
riA ∩ riB = ∅.

4.8. Нет. Пусть A = [−1, 0], B = [0, 1].
5.3. Взять γ = sup

a∈A
(p, a).

5.4. Нет. Пусть A = {x, y) ∈ R2
∣∣ xy > 1, x > 0}. Тогда

A ⊂ H+ = {z ∈ R2 | (p, z) > 0, p = (0, 1)}. Однако любая гипер-
плоскость H = {(x, y) | y = α} не является опорной.

5.6. a) Нет. Пусть A — круг в R2. Проекция A на любую
гиперплоскость (прямую) — отрезок.

5.11. Нет. Пусть A = A1 ∩A2, где

A1 = {(x1, x2) | (x1 + 1)2 + x2
2 6 2},

A2 = {(x1, x2) | (x1 − 1)2 + x2
2 6 2}.
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В точках (0;±1) A имеет бесконечно много опорных гиперплос-
костей.

6.8. Нет. Пусть A = {(x, y) ∈ R2
∣∣ (x − 1)2 + y2 6 1}. Тогда

conA = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 0} ∪ {(0; 0)}.

6.10. Нет. Пусть

K = {(x, y)
∣∣ x > 0, y > 0} ∪ {(x, y)

∣∣ x 6 0, y 6 0}.
6.12. Нет. Пусть A = B = {1}. Тогда

con(A×B) = {(λ, λ) | λ > 0},
conA× conB = {(x, y) ∈ R2

∣∣ x > 0, y > 0}.
6.14. Нет. Пусть A = {(0; 1)}, B = {(1; 0)}. Тогда

con(A + B) = {(λ, λ)
∣∣ λ > 0},

conA + conB = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 0, y > 0}.

6.20. Да. K = Rn.
7.3. Пусть

A = co
(
{x ∈ R3

∣∣ x2
1 + x2

2 = 1, x3 = 0}∪

∪{x ∈ R3
∣∣ x1 = 1, x2 = 0, x3 ∈ [−1, 1]}

)
.

Тогда точка (1; 0; 0) принадлежит замыканию множества край-
них точек, а сама крайней точкой не является.

7.9 k = 1. Воспользоваться теоремой 7.5.
7.13. Пусть A = co{D1((−2; 0)), D1((2; 0))}. Тогда точка (2; 1)

является крайней, но не является выступающей.
7.14. 1). Aei, i = 1, . . . , n, где ei — стандартный ортонорми-

рованный базис Rn; 2). Пусть j ∈ {0, . . . , n−1}, тогда точка x =
(x1, . . . , xn) такая, что x1 = · · · = xj = 0, xj+1 = · · · = xn = 1

n−j
будет крайней точкой.

7.18. Пусть

A = {x ∈ R3 | x1 = x2 = 0}, H = {x ∈ R3 | x3 = 0}.
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Тогда A ∩H = {(0; 0; 0)}, но точка (0; 0; 0) не является крайней
точкой множества A.

8.1. Пусть a1, . . . , an — заданные точки. Рассмотрим множе-
ства

Ai = {x ∈ R2 | ‖x− ai‖ 6 1}.

Ai — выпуклые замкнутые множества, любые три из которых
пересекаются. Следовательно, по теореме Хелли все множества
Ai имеют общую точку. Пусть a ∈ ⋂

i
Ai. Тогда ‖a − ai‖ 6 1

и, следовательно, круг единичного радиуса с центром в точке a
содержит все точки ai.

8.3. Каждый пятиугольник не содержит ровно две вершины
семиугольника, поэтому любые три пятиугольника имеют общую
вершину, а значит, пересекаются. Следовательно, применима тео-
рема Хелли.

8.4. Докажем, что любые три точки множества A можно на-
крыть кругом радиуса r =

√
3

3 d. Рассмотрим произвольные три
точки множества A и рассмотрим треугольник с вершинами в
этих точках. Отметим, что каждая сторона треугольника не пре-
восходит d. Если треугольник прямоугольный или тупоугольный,
то круг, построенный на его большей стороне как на диаметре, бу-
дет содержать треугольник. Пусть треугольник остроугольный.
Один из его углов α не меньше π

3 . Тогда радиус описанного кру-
га не превосходит

d

sinα
6 d

sin π
3

=
√

3
3

d.

Далее проводим рассуждения, аналогичные рассуждениям при
решении задачи 8.1.

8.5. Достаточность. Каждой функции f вида
f(x) = ax2 + bx + c поставим в соответствие точку (a, b, c) ∈ R3

и рассмотрим множества

Ak = {(a, b, c) | |f(xk)− F (xk)| < ε}.
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Докажем, что множества Ak выпуклы. Пусть

(a1, b1, c1), (a2, b2, c2) ∈ Ak, α ∈ [0, 1],

f1(x) = a1x
2 + b1x + c1, f2(x) = a2x

2 + b2x + c2,

f(x) = ax2 + bx + c = αf1(x) + (1− α)f2(x).

Тогда

|F (xk)− f(xk)| =
= |αF (xk) + (1− α)F (xk)− (αf1(xk) + (1− α)f2(xk)| =

= |α(F (xk)− f1(xk)) + (1− α)(F (xk)− f2(xk))| 6
6 α|F (xk)− f1(xk)|+ (1− α)|F (xk)− f2(xk)| <

< αε + (1− α)ε = ε.

Из условия задачи следует, что любые четыре множества из на-
бора {Ak}n

k=1 пересекаются. Поэтому по теореме Хелли все мно-
жества {Ak}n

k=1 имеют общую точку (â, b̂, ĉ).
Функция f(x) = âx2 + b̂x + ĉ и будет искомой.
9.1. Нет. Функция g не удовлетворяет условию g(λϕ) = λg(ϕ)

для всех λ > 0.
9.2. 5) c(A,ϕ) = 0, 5

(|ϕ1 + ϕ2|+ |ϕ1 − ϕ2|
)
;

6) c(A,ϕ) =

{
R

√
ϕ2

1 + ϕ2
2, ϕ2 > 0;

R|ϕ1|, ϕ2 < 0;
9.10. a) В силу следствия 9.7 справедливо равенство

∑

i

ϕi
∂c

∂ϕi
(A,ϕ) = c(A,ϕ).

Дифференцируя данное равенство по ϕj , получим

∂c

∂ϕj
(A,ϕ) =

∂c

∂ϕj
(A,ϕ) +

∑

i

ϕi
∂

∂ϕj

( ∂c

∂ϕi
(A,ϕ)

)
,

откуда следует a).

156



10.1. ‖a1 − a2‖+ |r1 − r2|.
12.1. Нет. Пусть A = [0, 2], B = {−1; 1}, C = [−1, 1].
12.2. Нет. Пусть A = R2, B = {0}, C = R2

+.
12.7. D√

2(−1; 0) ∩D√
2(1; 0).

12.11. Пусть n = 2 и

A = D1(0; 0), B = co{(0; 0), (1; 0)}.

Тогда A ∗ B = D1(0; 0) ∩D1((−1; 0).
14.1. Нет. Пусть f(x) = x3, тогда для любого t M(t) =

(−∞, 3
√

t] — выпуклое множество.
14.8. Нет. Пусть A = {x ∈ Rn | ‖x‖ < 2, },

f(x) =

{
0, ‖x‖ 6 1,

+∞, 1 < ‖x‖ < 2.

Тогда epif = D1(0)× [0,∞) — замкнутое множество.
14.11. A = {(x, y) ∈ R2

∣∣ y 6 − 1
x , x > 0}, f(x, y) = y.

14.12. См. решение задачи 14.14.
14.13. Пусть A = {(x, y) | x2 + y2 6 1}.

f(x, y) =





0, если x2 + y2 < 1,
1

1 + ϕ
, если, x2 + y2 = 1,

где ϕ ∈ (0, 2π] — полярный угол точки (x, y).
14.14. Пусть extA = {a1, . . . , ak}, max

i
f(ai) = f(aj). Из тео-

ремы Крейна-Мильмана следует, что для любой точки x ∈ A су-
ществуют αi > 0,

∑
i

αi = 1 и такие, что x =
∑
i

αiai. Из выпук-

лости функции f получаем

f(x) = f
(∑

i

αiai

)
6

∑

i

αif(ai) 6 f(aj).

Из полученного неравенства следует, что максимальное значение
функции f достигается в крайней точке aj .
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14.17. Пусть M — произвольное вещественное число. Так как
f неограничена на A, то существует точка z ∈ A такая, что
f(z) > M. Возьмем произвольную точку x ∈ IntA и рассмот-
рим семейство точек x(α) = αy + (1 − α)z, α ∈ [0, 1]. Так как
x(α) ∈ IntA при α > 0, x(0) = z, функция f непрерывна, то
для для всех α, близких к нулю, будет выполняться неравенство
f(x(α)) > M.

14.18. Нет. Пусть A = [0, 1]× [0,∞),

f(x, y) =

{
0, если x 6= 1,

y, если x = 1.

14.20. Так как
n∑

i=1
f(xi) =

n∑
i=1

f(xπ(i)), и
n∑

i=1
f(yi) =

n∑
i=1

f(yπ(i)),
то можно считать, что

x1 > x2 > . . . > xn, y1 > y2 > . . . > yn и xi 6= yi для всех i.

Обозначим

Dk =
f(xk)− f(yk)

xk − yk
, Xk =

k∑

i=1

xi, Yk =
k∑

i=1

yi.

По условию Xk > Yk, k = 1, . . . , n− 1, Xn = Yn. В силу следствия
14.2 имеем Dk > Dk+1 и, следовательно,

n−1∑

k=1

(Xk − Yk)(Dk −Dk+1) + (Xn − Yn)Dn > 0.

Используя преобразование Абеля

n∑

k=1

akbk =
n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1) + Anbn, где Ak =
k∑

i=1

ai,

получаем
n∑

k=1

(xk − yk)Dk > 0, что и требовалось доказать.
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14.21. Воспользуемся результатом задачи 14.20. Вектор
x = (a1, a3, a5, . . . , a2n−1) мажорирует вектор
y = (a2, a4, a6, . . . , a2n, a), где a = a1 − a2 + a3 − a4 + · · · + a2n−1.

Поэтому
n∑

i=1
f(xi) >

n∑
i=1

f(yi). Следовательно, справедливо нера-
венство

f(a2) + · · ·+ f(a2n) + f(a) 6 f(a1) + · · ·+ f(a2n−1),

что и требовалось доказать.
14.22. Можно считать, что справедливо неравенство

a1 > a2 > . . . > an. Пусть S = a1 + a2 + · · ·+ an. Тогда

(a1, a2, . . . , an) Â
(S

n
,
S

n
, . . . ,

S

n

)
.

Функция f(x) =
1
x

является выпуклой на (0,∞) и поэтому, в
силу результата задачи 14.20, справедливо неравенство

n∑

i=1

f(ai) >
n∑

i=1

f
(S

n

)
,

1
a1

+ · · ·+ 1
an

> 1
S/n

+ · · ·+ 1
S/n

=
n2

S
.

Умножая обе части последнего неравенства на S, получаем тре-
буемое.

14.23. Пусть f : R1 → R1,

f(x) =

{
1, x > 0,

0, x < 0.

f — квазивыпуклая функция. Пусть u = −1, v = 1, α = 0; 75.
Тогда z = 0; 5. Неравенство f(u) < f(v) верно, а неравенство
f(z) < f(v) не выполняется.

14.24. Пусть A = {(x, y) | |x|+ |y| 6 2},

f(x, y) =

{
1, |x|+ |y| = 1,

0, |x|+ |y| 6= 1.
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14.25. f : R2 → R1, f(x, y) = −xy. Взяв u = (1; 1), v =

(−0, 5;−0, 5), α =
1
3

имеем f(u) < f(v), z = (0; 0), f(v) < f(0).

Кроме того f(z) = f(0) > max{f(u), f(v)}.
14.26. Пусть 0 6 t1 < t2.

a) t2 − t1 < h. Воспользуемя теоремой 14.10 для точек
t1, t2, t1+h и t2, t1+h, t2+h. Получаем справедливость неравенств

−f(t1 + h) + f(t1)
h

6 −f(t1 + h) + f(t2 + h)
t1 + h− t2

,

−f(t1 + h) + f(t2)
t1 + h− t2

6 −f(t2 + h) + f(t2)
h

.

Отсюда имеем

−f(t1 + h) + f(t1)
h

6 −f(t2 + h) + f(t2)
h

, или g(t1) > g(t2).

b) t2 − t1 > h. Рассмотрим разбиение σ отрезка [t1, t2] вида

t1 = τ1 < τ2 < · · · < τs = t2,

причем τj+1 − τj < h. На основании пункта a) будем иметь

g(τ1) > g(τ2) > . . . > g(τs) = g(t2).

14.27. Если y = 0, неравенство верно. Пусть y > 0. Восполь-
зуемся результатом задачи 14.26. Возьмем h = y рассмотрим
функцию g(t) = f(t + y)− f(t). По ранее доказанному, g не воз-
растает. Значит, для всех x > 0 справедливо неравенство

g(x) 6 g(0), или f(x + y)− f(x) 6 f(y)− f(0),

откуда следует требуемое неравенство.
14.28. Воспользуемя теоремой 14.10, полагая z = 0. Получа-

ем, что если x > y, то

f(y)− f(0)
y − 0

6 f(x)− f(0)
x− 0

, или g(y) 6 g(x),
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что и требовалось доказать.
14.29. 1) Нет. Пусть f(x) = x, x ∈ (0,∞). 2) Да.
14.30. f(x) = const.

14.36. Нет. f(x1, x2) = −x
1
2
1 ·x

3
4
2 : R2

+ → R1 является выпуклой
по каждому из аргументов, но не является выпуклой как функция
двух переменных.

14.37. ε1 + · · ·+ εn 6 1.
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