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УДК 004.042

Блочное построение суффиксного массива

Айткулов П.Г.
Удмуртский государственный университет, г, Ижевск

Аннотация
В статье строится алгоритм блочного построения суффиксного массива

с асимптотикой О (n Iog2(«)). К существующему суффшссному массиву добавля-
ется минимальная строка, не входящая в текущий суффиксньгй массив. Как по-
бочное действие, на каждом шаге поддерживается 1ср.

Ключевые слова: сопоставление строк, суффиксный массив, динамиче-
ское построение суффиксного массива, строковые алгоритмы.

Abstract
An algorithm for incremental constructing suffix array in О (n Iog2(»)) in worst

case is described here. This algorithm adds a string (a minimal string which doesn't
contained in suffix array) to the existing suffix array and updates supplementary data
structures. As side effects on every iteration we have Icp-array (longest common prefix).

Keywords: string matching, suffix array, dynamic construction suffix array,
string algorithm.

Введение

Суффиксный массив строки определяется как перестановка, выра-
жающая лексикографический порядок всех суффиксов строки. Суффикс-
ный массив представляет собой компактное представление суффиксного
дерева. Суффиксные массивы имеют массу приложений в задачах поиска
образца в строке, биоинформатике [10], сжатии данных [4]. Имеются алго-
ритмы построения суффиксного массива за О (и) [3], распределенные алго-
ритмы [6], [7].

Для существующих алгоритмов построения суффиксных массивов
требуется наличие всей входной строки. Это ограничивает использование
суффиксных массивов в задачах с потоковыми данными.

В статье построен алгоритм блочного построения суффиксного масси-
ва с асимптотикой О (и log"(«)) для наихудшего случая, приспособленный
для применения к частично заданной строке.

1. Концепция приложения

Пусть дана строка л\ Суффиксный массив строки s обозначим как sa.
К строке s мы добавляем новый блок ns. Необходимо получить суффикс-
ный массив для объединенной строки s ++ да. Здесь и далее символ ++
означает конкатенацию строк, а символ + будет использоваться только
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в арифметическом смысле. Введем обозначение л = |.У|, к = |«.у|, где \s\ ~
длина строки s. Запись s[/../] обозначает подстроку s, начинающуюся
с символа с индексом / по символ с индексом/. Запись s[L] является со-
кращением для суффикса s[/..|.?|].

2. Построение алгоритма

В качестве ns выберем блок такого размера, чтобы строка т была ми-
нимальной строкой, еще не входящей в текущий суффиксный массив. Та-
кой выбор блока ns важен, объяснение выбора будет изложено ниже.

Рассмотрим, что происходит при добавлении строки ns к существу-
ющему суффиксному массиву sa строки л Ко всем суффиксам приписываем
строку ns. Некоторые суффиксы могут изменить свое положение относи-
тельно существующих. Необходимо также добавить в суффиксный мас-
сив sa все суффиксы строки ns.
Шаг 1. Ко всем суффиксам приписать строку ns.

Поддерживать отсортированный порядок в суффиксном массиве.
Шаг 2. В суффиксный массив добавить все суффиксы строки n s .

При построении алгоритма нам потребуется такая дополнительная
структура данных, как массив наибольшего общего префикса (Icp, longest
common prefix). Значением /"-го элемента массива Icp определяется как
длина общего префикса между суффиксами sat и sat,\.

Наша задача состоит в реализации алгоритма со сложностью меньше
квадратичной. Очевидная реализация первой части алгоритма (прямое
приписывание строки да, попарное сравнение суффиксов, сравнение двух
суффиксов за линейное время, перемещение одного суффикса за линейное
время) не удовлетворяет требованиям сложности. Покажем, как можно
эффективно реализовать эту часть алгоритма.

Лемма 1.
Пусть дан суффиксный массив sa. При приписывании новой строки ns

ко всем суффиксам суффыксного массива sa свое местоположение могут
поменять только суффиксы, для которых выполнено lcpt — \sat\.

Доказательство.
Утверждение kpi < |ля,| означает, что Icp, < \saM\; поэтому добавление

строки ns не изменит лексикографический порядок суффиксов .щ и saty \.
Утверждение Icpi = |sa,| также означает, что lcpt < \san i|, и весь суф-

фикс sa, является префиксом для суффикса saM. В зависимости от добав-
ляемой строки ns можно получить: sat + +ns > saHi+ +ns, щ + +ns <
<aiH+ Jrns-a,sai + + ns-saM[l.. |ли(| + |ду|] (в зависимости от отношения ns
иsaM[\saj[+-l-.])•• , •, •. .
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abed?
abedef ?

lcp[i] = length[sa[i]] 1

abc ?
z ?

lcp[i] < length[sa[i]]

abed ?
abczzz ?

lcp[ij < length[sa[i]]

Рис. 1. Добавление новой строки изменяет положение суффиксов,
только если Icpt = |.зд,|

Из леммы следует, что для работы первой части алгоритма достаточно
обработать суффиксы, для которых верно 1срл = \sa,\. Будем хранить эту
информацию в массиве bo (от boot (булевский) и boundary (граница)).

Покажем, как определить отношение порядка для суффикса относи-
тельно следующего, для которого верно, что Icp-, - \scij\, после того как
приписать к обоим суффиксам строку ns.

Вместо сравнения за линейное время предложим следующее. Сравнение
можно разбить на следующие две части: сравнение между ns[L.\sa/H\ - \sat\]
и .гаи [\sa,\ + I..], а также ns[\saM\ -\sai\ +1.,] и ns.

sa[i]
sa[i + 1]

ns

:i=P-
ns

Рис. 2. Сравнение суффиксов разбивается на два сравнения

Первое сравнение ns[i.\.4Ci/+]\ — |.ЗД|] и sum [|sw/| + 1..] (обозначим как
$ш-\) есть лексикографическое сравнение префикса т и д/,щ- Так как во
второй части алгоритма потребуется вставлять все суффиксы строки ns
в суффиксный массив (и саму строку ns тоже), то вставим в суффиксный
массив строку и.у (так же поддерживаем значение /ср-массива). Тогда ука-
занное сравнение сводится к поиску местоположения суффикса 8ЦЛ\ и
сравнению местоположения ns.

Если <?,-.; и совпадает с префиксом ns, то необходимо выполнить ос-
тавшуюся проверку «.yflsd'/ii! - |.уа/|+1..] и ns, что равносильно задаче
о сравнении строки с собственным суффиксом. Такое сравнение потребу-
ется для различных суффиксов строки да, поэтому построим для строки да
суффиксный массив за линейное время [3]. Тогда задача сводится к срав-
нению местоположений суффикса строки да и самой строки ns в суффикс-
ном массиве для строки ns.

То есть мы можем сравнивать два суффикса без полного сравнения
строк. Точные оценки алгоритмической сложности приводятся в после-
дующих параграфах. :
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Если sat + +ns > sa,n+ +'«'> т 0 необходимо переместить суффикс

sa_ + + т н а Н О В о е место. Для определения нового местоположения суф-
фикса sat + +ns воспользуемся следующей леммой.

Лемма 2.
Пусть дан суффиксный массив sa, массив 1ср для суффиксного масси-

ва sa. К суффиксу scii приписали новую строку ns, так что sa, + +ns >

>saM+ +ns и Icp (sai + +ns, sam+ +ns) = l. Тогда для поддержания кор-

ректности суффиксного массива sa и структуры Icp необходимо прозве-

сти следующие действия.

• при удалении суффикса sat++ns обновить значение Icp (.ад,-. |) <—

+- mm (icp (RZM),

• при вставке яя,++ns на новое место позиция определяется как пр =

= min{k\k > i A lcp(sa, + +ns, /с) < /}.

• модифицировать Icp[np] <— 1ср[пр— 1], 1ср[пр - 1] <— /.

Доказательство.
Согласно свойствам Icp ([8], [5]) имеет место lcpu = minke{LJ_illcpl.

Откуда следует изменение значение элемента Icp при удалении суффикса.

Исходя из определения Icp определяется место для вставки суффикса

(ближайшая позиция к, для которой 1срк < I, На отрезке [/' + 1, /с] вставить

суффикс sat + +ns нельзя, так как на этом отрезке имеется общий пре-

фикс). •

Icp suffixes Icp suffixes

l a
3 ana
0 anana
0 banana
2 na

- nana

l a
3 ananaz
0 anaz
0 banana

2 na
- nana

Рис. З. Ко второму и третьему суффиксу добавили символ «z»

Для того чтобы воспользоваться Леммой 2, необходимо получить зна-

чение 1ср(щ+ +ns). Это значение получим.на этапе сравнения суффиксов.

При первой части сравнения (префикс ns и некоторый суффикс sa) значе-

ние "1ср получается при поиске в текущем суффиксном массиве sa. Если

потребуется вторая часть сравнения (некоторый суффикс строки ns и сама

строка ns), то значение Icp определяется из суффиксного массива для

строки ns (Icp строится за линейное время от длины строки [5]).
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Перейдем ко второй части алгоритма, вставке в суффиксный массив
всех суффиксов добавляемой строки ns. Очевидная реализация (для каж-
дого суффикса строки ns найти местоположение в текущий суффиксный
массив за О (к + login)) [8]) данной части алгоритма приводит к квадра-
тичной сложности.

Строка us уже была добавлена в суффиксный массив на предыдущем
шаге. Осталось добавить все собственные суффиксы строки ns. Напомним,
что мы выбрали ns так, чтобы строка была минимальной, еще не входящей
в суффиксный массив sa. Это означает, что строка m[l..M - 1] присутст-
вует в суффиксном массиве. Так же это означает, что для всех суффиксов
строки ns после вставки в суффиксный массив будет выполнено
lcp(ns,Uffix) = \nssl,jDX\ V Icpfnssuffb) = \nsS4ffb\ - 1 (так как за исключением по-
следнего символа подсуффикс уже содержится в суффиксном массиве).

sa suffixes

а
ana
anana
banana
па
папа

ns = "naz"

уффиксиом)

a
ana
anana
banana
na
папа

a z 2 anananaz
4ananaz
6 anaz

n a 2 1 banananaz
3 nananaz
5 nanaz

inv_sa = 4 1 5 1

г массиву для слова «b
строку «naz»

sa suffixes
aa ,

6 anaa
4 ananaa
2 anananaa

naa 1 banananaa
5 nanaa
3 nananaa

ns = "naa" inv_sa = 4 3 6 2 5 1

Рис. 5. К суффиксному массиву для слова «banana» добавляем
строку «паа»
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Найдем положение суффикса, префикс которого совпадает
си*[2..|да|- 1]. Если таких суффиксов несколько, то выберем лексикогра-
фически наименьший. Обозначим местоположение такого суффикса как
poslls.2- Тогда вставлять и.у[2..] надо перед позицией розт.г (в зависимости
от последнего символа ns, возможно ns[2..] надо будет переместить по
аналогии с перемещением суффикса в первой части алгоритма). Для пе-
рехода к ns[3..] можно не искать местоположение как на предыдущей
итерации. Достаточно перейти к суффиксу, чья длина на 1 меньше суф-
фикса saposMb и произвести аналогичные операции.

Для перехода к суффиксам нужной длины будем поддерживать массив
(обозначим как invia), являющийся обратной перестановкой к суффиксно-
му массиву sa (при любой операции вставки, удаления из sa производим
аналогичную над invS()).

Теперь осталось только добавить в суффиксный массив еще один
суффикс, а именно ял{|и5|].

2.1. Описание алгоритма

1 procedure Preprocessing
2 Создание lcp.
3 Создание bo.
4 Создание RMQ.
5 Создание invsa.

end procedure
procedure AddString(string ns)

6 Построение суффиксного массива для ns (sam)
7 Вставка в суффиксный массив sa строку ns.
8 Обновление lcp,
9 Для всех суффиксов sat, помеченных bo,
10 Сравнение 5а,- + +ns и saH\ + + ns.
11 Вычисление Icpisat + +ns, sai+ \ + +п.ч),
12 Если sat + +ns > saM + +ns, то
13 перемещение sa, + +n,s, обновление значения lcp
14 иначе
15 обновление значений lcp,
1 б Очистка массива bo
17 Поиск местоположения суффикса, префикс которого

совпадает с ns[2..\ns\ - 1]
18 For / in \ns\ - 1 downTo 2 do
19 Вставка суффикса ns[\ns\ - / + 1..]

УКС-20Й0 .VIRUSSIAN FEDERAL WORKSHOP
T 0 M 1 ''CONTROL OF HUGE SYSTEMS»
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20 Обновление 1ср
21 Обновление bo
22 Вставка HS[|W,?|]

23 Обновление 1ср
24 Обновление bo

end procedure

2.2. Структуры данных

Заметим, что в алгоритме используются операции вставки и удале-
ния элементов из линейной структуры. Операции вставки и удаления
в линейном массиве или списке требуют О (га) операций. Будем исполь-
зовать структуру данных (основанную, например, на красно-черном
дереве или AVL-дереве [11]) с доступом к элементу и операцией встав-
ки, удаления за время О (login)).

Для вычисления 1ср (/,,/) найдем минимальное значение на отрезке
Icpk, ке [/,./-1], [8]. На массиве постоянного размера за время препро-
цессинга О (п login)) и время запроса О (log(n)) можно решить задачу
при помощи дерева отрезков [12]. Использование дерева отрезков также
позволяет решать расширенную задачу с возможностью модификации
значений элементов массива (время препроцессинга и запроса прежнее,
время на модификацию значения равно О ilogin))).

Так как нам необходимо производить операции вставки и переме-
щения элемента, то дерево отрезков использовать нельзя. В качестве
решения воспользуемся [1]. В работе используется структура данных,
основанная на сбалансированном дереве, позволяющая вставлять, пере-
мещать, модифицировать элемент и искать минимум на отрезке за
О ilogin)) операций.

2.3. Структуры данных

Оценим алгоритмическую сложность построенного алгоритма.
На строке 6 (построение суффиксного массива для строки ns) по-

требуется О (к) операций [5].
На строке 7 (вставка в суффиксный массив sa строки ns) потребует-

ся О (к + login)) на вставку [8]. Строка 8 затратит О in) операций (ли-
нейный подсчет 1ср для вставленного и предыдущего элемента. Можно
быстрее, но ускорение на данном шаге не улучшит общую асимптотику
алгоритма).
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Сравнение и вычисление кр (10 11 строки) разбивается на два
подсравнения. Оба сравнения вычисление кр происходит за О (log{ri))
(сравнение индексов в соответствующих суффиксных массивах, вычис-
ление кр как запрос к структуре RMQ) [1,8].

В случае перемещения суффикса sa( (строка 13) для поиска нового
положения необходимо вычислить тт{к\к > i Л кр {scii + +ns, к) < кр}.
Применим бинарный поиск для поиска минимума на отрезке [/ + 1 ,х] по
аргументу .т. Тогда поиск нового положения суффикса займет log\n)
(бинарный поиск и вычисление кр).

Обновление значений Icp на строках 13,15 занимает О(1) (Лемма2).
Так как число суффиксов, помеченных bo, может достигать О(п), то

блок 9-15 строки выполняется за О (и Iog2(ri)).
Так как ns является строкой, не входящей в качестве подстроки в s,

то после приписывания ко всем суффиксам новой строки ns не будет
суффикса, для которого верно | sat | = lcph На строке 16 очистим массив

()
Вставка всех суффиксов строки ns занимает О (к Iog2(n)). Так как

поиск первоначального места (строка 17) требует О (к + log(n)) ([8]),
тело цикла (строки 19-21) выполняется за О (Jog{ri)), а количество ите-
раций цикла составляет О (к). Вставка последнего символа строки ns
занимает O(log(n)) операций.

Сложность всего алгоритма составляет О (п

2.4. Препроцессинг

Алгоритм можно использовать для модификации суффиксных мас-
сивов, уже построенных другими алгоритмами. Для этого на шаге пре-
процессинга (строки 1 5) достаточно создать все необходимые допол-
нительные структуры данных.

Оценим алгоритмическую сложность шага препроцессиига.
Массив кр строится за О (и) [5].
Массив bo также строится за О (п), линейный проход по всем суф-

фиксам bot.-*—'{lepi== length(sa$). Заметим, что число помеченных суф-
фиксов может составлять О (я).

Структура RMQ нам требуется при основной работе алгоритма. По-
строение занимает 0{nhg{n)) операций [1]. При каждом изменении
суффиксного массива sa (вставка или удаление элемента) или массива
Icp (изменение значения) необходимо модифицировать структуру RMQ.
Это требует О (log(n)) операций [1].
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Обратная перестановка для суффиксного массива invm строится за
линейное время. При каждом изменении суффиксного массива (вставка
или удаление элемента) производим аналогичное действие над invsa.

Общая асимптотика препроцессинга составляет О (и log(n)) операций.

2.5. Оценка использование памяти

В процессе работы алгоритма используются только структуры дан-
ных с объемом памяти О (и) (/с/), bo, invSCh RMQ, суффиксный массив,
[1,8,113).

3. Недостатки алгоритма

Для добавления одного символа может потребоваться О (п Iog2(n))
операций (в случае, если число суффиксов, помеченных bo, составляет
О(п)), То есть использование линейного алгоритма построения суф-
фиксного массива (например [3]) заново для всей строки асимптотиче-
ски окажется лучше, чем модификация существующего суффиксного
массива алгоритмом блочного построения суффиксного массива.

Этот недостаток не устраним, так как, например, добавление сим-
вола «Ь» к строке «аа.м» «переворачивает» суффиксный массив, что
потребует не меньше чем О (п) операций.

4. Преимущества алгоритма

Для работы алгоритма необязательно иметь исходную строку цели-
ком. Это позволяет использовать предложенный алгоритм в задачах
с потоковыми данными (например преобразование Барроуза Уилера [2]
в базах данных).

В отличие от [9], мы добавляем к суффиксному массиву не один
символ, а строку. Это позволяет уменьшить асимптотику от квадратич-
ной до О (п Iog2(ti)) для наихудшего случая.

Для суффиксного массива (созданный любым другим алгоритмом)
можно за время О (п log(n)) построить дополнительные структуры дан-
ных Icp, bool, RMQ [5], [1] и продолжить его построение предложенным
методом.

На каждой итерации алгоритма поддерживается массив Icp. Это
можно использовать, например, для поиска наибольшей подстроки.
Достаточно хранить значения массива Icp в структуре данных для под-
держки максимального значения (например двоичная куча, сбалансиро-
ванное дерево [11])
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Заключение
В статье построен алгоритм блочного построения суффисного масси-

ва с временем работы О (к log\n)) и линейным размером памяти. Алго-
ритм можно использовать для потоковых данных.
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