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УДК 517.977

О МОМЕНТАХ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ
КУСОЧНО-ПОСТОЯННОГО УПРАВЛЕНИЯ В ЗАДАЧЕ

БЫСТРОДЕЙСТВИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ СТАЦИОНАРНОЙ
СИСТЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА С КОМПЛЕКСНЫМИ

СОБСТВЕННЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ
А.Г. Родионова

Приведены явные формулы для моментов переключения кусочно-постоянного управления
в задаче быстродействия для линейной системы второго порядка с постоянными коэффи-
циентами в случае, когда матрица системы имеет комплексные собственные значения.

Ключевые слова: задача быстродействия, множество управляемости, кусочно-постоянное управле-
ние, момент переключения.

ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим линейную стационарную систему

х = Ах + Ви, (1)

где А = (atj) и В = (by) — постоянные вещественные
матрицы размерности 2x2 и 2*/и соответственно,
а и{') — кусочно-непрерывное управление (до-
пустимое управление) со значениями в выпуклом

многограннике Ua Rm с вершинами и,, ..., ир. Че-

рез Da a В2 обозначим множество управляемости в

начало координат системы (1) на отрезке [0, о].

Напомним, что точка х0 принадлежит множеству

Х>ст, если существует кусочно-непрерывное управ-
ление /-» мо(О е U, t G [0, ст], такое, что при и = uQ(t)
система (1) имеет решение х = x(t), t е [О, а], удов-
летворяющее условиям х(0) = х0, х(а) = 0.

Через Т(х0) обозначим наименьшее время (время

быстродействия), за которое возможен переход из
состояния х0 в начало координат под действием до-
пустимого управления, т. е. 7\х0) = inf{? > 0|х0 е D).
Если х0 £ Df для любого / > 0, то полагаем Т(х0) =
= +оо. Задача нахождения допустимого управле-
ния, переводящего точку х0 в начало координат за
наименьшее время, называется задачей быстро-
действия, а управление, которое решает эту зада-
чу, называется оптимальным в смысле быстро-
действия.

В рамках работы мы предполагаем, что 0 е intU
и выполнено условие общности положения, нала-
гаемое на коэффициенты уравнения (1) и на рас-
положение многогранника U: если w — это вектор,
имеющий направление одного из ребер много-
гранника U, то векторы Bw и АВм> линейно неза-
висимы в В?.

При сделанных предположениях принцип мак-
симума Л.С. Понтрягина является не только необ-
ходимым, но и достаточным условием оптималь-
ности в линейной задаче быстродействия [1, с. 94].
Следовательно, задача отыскания граничных точек
множества управляемости Dc (выпуклого компакта)

системы (1) сводится к задаче нахождения управле-
ний, удовлетворяющих принципу максимума на от-
резке [0, а]. Другими словами, для произвольного

вектора \|/° = (cosep, sirup) e Sl (где ср е [0, 2л), a S1 —

единичная сфера в В?) найдется единственное уп-

равление и: [0, а] -> Uтакое, что почти для всех

[0, а] имеет место равенство max\|/ e
и е U

y*e~At

e 'Ви =

= ц/°е~А'Ви (t), где \y*e~At — это решение начальной

задачи vj/ = —уА, \|/(0) = \|/ .

Данное управление порождает на границе 8Da

а

точку х0 = - \ё~мВи {t)dt. Верно и обратное утверж-

о

дение: для любого х0 е 8Da найдется / е 5 1 и со-
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ответствующее ему управление и: [О, ст] -» (У такое,
а

что х0 = — \e~AtBu (t)dt. Таким образом, имеет мес-

о

то взаимно однозначное соответствие между точ-

ками сферы Sl a R2 и граничными точками мно-

жества управляемости Da (т. е. S1 <-> 3Z>a).

Более того, оказывается, что управление и:
[О, а] -> U — это кусочно-постоянная функция со
значениями лишь в вершинах многогранника U

[1, с. 112]. Каждую точку разрыва функции u{t)
будем называть моментом переключения управле-
ния (в соответствии с работами [1—4] ее называют
точкой переключения). Здесь уместно отметить,

что если t — точка разрыва оптимального управ-

ления и(t) и если и(t — 0) = if, u(t + 0) = us, где

ur*if (r*s) — различные вершины многогранника

U, то мы будем говорить, что при / = t происходит

переключение оптимального управления u(f) из

вершины иг в вершину if. Таким образом, нахож-

дение оптимального управления u{t) равносиль-

но отысканию его моментов переключения, при-

чем множество моментов переключения функции

u{t) содержится в конечном множестве {t e [0, а]:

fit) =f(t), ГФЗ), те f(t) = y\-AtBur.

Другими словами, задача поиска моментов пе-

реключения функции u{t) равносильна построе-

нию верхней огибающей графиков семейства фун-

кций/^/), t e [0, а], /•= \,р, что, в конечном счете,

сводит исходную задачу к вычислительной проце-

дуре отыскания моментов совпадения значений

двух функций f(t) nfs(t) при г Ф s.

МОМЕНТЫ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ

В работе найдены моменты совпадения значе-

ний функций f\t) af\t) в случае, когда матрица А

имеет комплексные собственные значения, т. е.

коэффициенты матрицы А удовлетворяют нера-

венству (ап — а22)
2 + 4апа21 < 0 (в этом случае, оче-

видно, ап Ф 0 Ф <з2|). Введем в рассмотрение число

ц и матрицу С:

С=
-о2 1/ц У

Легко проверить, что

-ц/а21

± C~lAC=
-ц (ап + а22)/2

Очевидно, А = CD C~l при всех к, следова-
тельно,

f(t) = XBur)(CTXBur)

к=0

для любого г. Таким образом, моменты совпадения

значений функций f{t) и/х(/) при ГФ S совпадают
с нулями функции

F{t) ± f(t) - f\t) =

C~xBiur - и5).

Равенство ( a n + a22)
2 + 4ц2 = 4deL4 носит эле-

ментарный характер, поэтому А = detA > 0. Су-
ществует а е (0, л), определяемое равенством

sina
м

при этом cosa = , такое, чтопри этом cosa
ТА V 2 7 A

матрица D допускает представление D = ТА Х

х C O S a s i n a . Индукцией по к легко показать,
V -sina cosa J

что Dk= (Л)к( c o s k a s i n k a ) . Следовательно,
V -sin^a coska J

x С Y (—1)

F(t) = (coscp, sin9)

Ц coska sin&a |

-sinA:a
C~lB{if - if).

В силу условия общности положения вектор

v™ = Bid —if)sR2 отличен от нуля, поэтому най-

дется угол а>п е [0, 2л) такой, что v" = ||уга||со1(со8ю™,

sinco"), следовательно,

= ( С О 8 Ф ,
-sinka coska J

( 7 A ) V c - i | COS СО"

sin со

Вектор , - а
:

— ^ в ш ф коллинеарен и сонаправлен вектору
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(coscp, sin<p), где ср = argTcoscp + if — coscp —
L v 2ц

— — sirupJ , ф e [0, In). Аналогично вектор

, sinco") = colfcosco" +o" + °22~ °u

2a
sinco",

21

—-b!-sincoraj коллинеарен и сонаправлен вектору

col(cosco", sinco"), где со™ = arg cos со" +

«22- «11

2a 21
inco" - /-t!-sinco™], со" е [0, 2л). Таким

образом,

= (coscp", а
-sin&a cos£a/

Если (3 = cp — со™, то

(ТА?;

: = 0

к
^/(Р + fax) + g-/(p + fax)^ =

следовательно, уравнение F(t) = 0 равносильно

уравнению e

2'(P-«/A'sina) = —^ Ч Т О ; в С В О ю очередь,

означает, что —р + ц/ = л/2 + for, A: e Z

Теорема. Моменты совпадения значений функ-

ций fr{t) и f\t) при г Ф s задаются равенством

fk

s = (я/2 + foi + ф - ю")/ц, ?" е [0, о], где ц =

= Aj-(au-a22)
2/4-ana2l,

/Q22-fln
2цФ = arg

а 2 1 •
— — sinq>

со = arg cosco
2a

Sin CO -
•

Sin CO

2 1 2,

rs~\

J

В заключение отметим, что случай, когда мат-
рица системы имеет вещественные собственные
значения, хорошо изучен и описан в литературе
(например, в работе [1, с. 176]).
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