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������������ �������� ������ �� ��!��� ��!��� "��	 "�## $!�!%��&���
��!��� ��������'!��� �������( m × n ) �����*+ A , �� &���-.�/ ��)
!�&����!!� &+0�����'

�(  !�0�!�� �� ��!��� ��!���1

�( �����!%- �����*% ��� �����*+ 2���� ��!���1

3( & �� ��� ����� $�����*�&( �����*+ A , ��&�0�-.�4 �� ��!��% ��)
!��%, ������!��+ ��4 ����� $�����*�&( �����*+ A , �����+� !� &4���� &
2��� ��!��	

�����  ���-0����� & �������!�� �������&����'!���� �����*

A0 = A, . . . , Ak, Ak+1, . . . , Ar, $�(

��� Ak+1 ���%0����� �%�5� �������� ������� �&�!�� 2����!��& ����+�%)

.�/ �����*+ Ak = (a(k)
ij )m n

i=1,j=1 	

6 ���%.�/ �����*� Ak ���'  ����.5!!+� ������ �  ����.5!!+� �����)
*+, �����'!+� ������ � �����*+ 2��/ �����*+ !� +&�-��� �� ��75!!+)
��	

6 �����*� A0 = A &�� ������ � �����*+ �� ��75!!+�	 
�� ����4���
�� Ak � ����%-.�/ �����*� Ak+1 �������&����'!���� $�( & �� ��75!)
!+4 ������4 � �����*�4 �����*+ Ak &� '�5� ���� &��'!+/ !�!%��&�/

2����!� a
(k)
µkνk $�%��� !� +&��' ��� �� ��7�-.�� 2����!���(	 ���� ����)

�� 2����!�� !��, �	 �	 !�� �&����!+4 ����� � �����*�&, ���� &�� 2����!�+
& �� ��75!!+4 ������4 � �����*�4 �����*+ Ak !%��, �� �������&����')
!���' $�(  �&��7����� �����*�/ Ak : r = k 	

6 �������&����'!���� $�( �����8���� &�� !���4������ �!9����*��
��� ���%0�!��  ���-0�!�/ �(, �( � 3( $��	 !�8� ������%(	
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���� �� ��75!!+� ������ µk � ������* νk ���' � a
(k)
µkνk �= 0 , �� 9��)

���%�� 2����!�+ �����*+ Ak+1 �� ����%-.��% �������% ���&��%

a
(k+1)
ij =

1

a
(k)
µkνk

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 , ���� i = µk, j = νk1

−a
(k)
ij , ���� i = µk, j �= νk1

a
(k)
ij , ���� i �= µk, j = νk1

a
(k)
ij · a(k)

µkνk − a
(k)
µkj · a(k)

iνk
, ���� i �= µk, j �= νk	

:�����  ����.�!!+4 ����� � �����*�& �����*+ Ak+1 ���%0����� � ����)
��  ����.�!!+4 ����� � �����*�& �����*+ Ak �%�5� ����&��!�� !�����&

µk � νk �����' �&�!!��� �� ��7�-.��� 2����!�� a
(k)
µkνk �= 0 , ����.��� &

�� ��75!!+4 ������4 � �����*�4 �����*+ Ak 	

�������  � ����� Ar � ��������� ������� ����������� ���� ������

������������� (1) � ��
��
�( ����� ������� A 	 ������������ �  ����!����" ����# � ����$�

��� ������� Ar 	 $� ����� � ����� ���� ������%

r−1∏
k=0

a(k)
µkνk

.

�( ����������	 ������������ �  ����!����" ����# � ����$��� ���

����� Ar 	 �������� �$������ �������� # ������� �#� ����
� �  �#�%�

&���� 1) ������� $� ����
� �������

3( � $� ��� ����# '����$���( ������� A 	 ����&�%!�" ����������

$� ������ ������	 #��������� ��" ����# '����$���( �������	 #������

�� �"���� � $� ����� �����	 ��"������ � �����������%!�" ����#�"

'����$��"	� ���" ��  ��#�� �����( ������� Ar �

� � � � � � �	 ����!�� ����� ����%-.�� ���� ��	

�%��' A =

⎛
⎝ 1 2 5

3 4 6
4 6 11

⎞
⎠ 	 ;��&�� ��0�� $	( �����' %���� ��� ���)

 !�0�!��  ����.5!!+4 ����� � �����*�&, � ���&�� ���05���&�!�� $<(
&+������ �� ��7�-.�/ 2����!�	 ����� ����%-.%- �������&����'!���'

&��� $�(= A0 =

⎛
⎝ 1 2 5

3 4 6
4 6 11

⎞
⎠ ;

A1 =

⎛
⎜⎜⎝

· 1 −2 −5
3 −2 −9
4 −2 −9
·

⎞
⎟⎟⎠ ; A2 =

⎛
⎜⎜⎝

· −2 1 4
· 3

2 −1
2 −9

2
1 1 0
· ·

⎞
⎟⎟⎠ .
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∣∣∣∣∣
1 2
3 4

∣∣∣∣∣ �� ��!+/, ���  !�0�!�� ��&!� −2 	 >����!��

�����*�

(
1 2
3 4

)−1

=
( −2 1

3
2 −1

2

)
	 ?� ��8�!�� �� �� ��!+� �������

� �����*�� ���-� &��

(4, 6, 11) = 1 · (1, 2, 5) + 1 · (3, 4, 6);
⎛
⎝ 5

6
11

⎞
⎠ = (−4) ·

⎛
⎝ 1

3
4

⎞
⎠ +

9
2
·
⎛
⎝ 2

4
6

⎞
⎠ .


 � � �  � � � � ' � � & �	 �%��' x =

⎛
⎜⎝

x1
			

xn

⎞
⎟⎠ , y =

⎛
⎜⎝

y1
			

ym

⎞
⎟⎠ , � &�����)

������* x̃ $����&����&�!!�( ỹ ���%0����� � x $����&����&�!!� y (  �)
��!�/ ������!��+ xνk

!� yµk
$ yµk

!� xnuk
(	 @������, 0�� ����4�� ��

�����*+ Ak � �����*� Ak+1 $ k = 0, . . . , r − 1 ( ��&!�����! ���%, �� ��)
��!�7�!��

y = Akx $�(

�+ ����4���� � ����!�7�!�- ỹ = Ak+1x̃ , &+��8�� xνk
� ��&�!��&�

yµk
=

n∑
j=1

a
(k)
µkjxj : xνk

= − 1

a
(k)
µkνk

∑
j �=νk

a
(k)
µkjxj +

1

a
(k)
µkνk

yµk
,

� ����-0�� xνk
� �����'!+4 ����!�7�!�/ $�(=

yi =
∑
j �=νk

a
(k)
ij xj + a

(k)
iνk

xνk
=

=
1

a
(k)
µkνk

⎛
⎝∑

j �=νk

(a(k)
µkνk

a
(k)
ij − a

(k)
µkja

(k)
iνk

)xj + a
(k)
iνk

yµk

⎞
⎠

��� i �= µk 	 ��2���% ����4�� �� �����*+ A = A0 � �����*� Ak � !�0�)
��, 0�� �+ � ��&�!��&� y = Ax �������&����'!� &+��8��� ������!!+�
xν0, . . . , xνk−1

� �����'!+� ������!!+� yi, i �= νl, l = 0, . . . , k−1 0��� ����)
��!!+� yµ0, . . . , yµk−1

� �����'!+� ������!!+� xj, j �= µl, l = 0, . . . , k − 1 	
@���7�� ����/ ����4�� � ����.'- ���0!�/ �����*+	 A� ����!�0�!��
��.!���� ��8!� �0����', 0�� µk = νk = k − 1, k = 1, . . . , r 	 �������&��

�����*% A & &��� ���0!�/ �����*+ A =
(

B C
D E

)
, ��� B,C,D,E B

�����*+ �� ����& k× k, k× (n− k), (m− k)× k, (m− k)× (n− k) ����&��)

��&�!!�	 @���7�� &�����)�����*+ x � y & &��� x =
(

x
′

x
′′

)
, y =

(
y
′

y
′′

)
,
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��� x
′
, x

′′
, y

′
, y

′′
C &�����)�����*+ �� ���� k, n−k, k,m−k ����&����&�!)

!�	 :���!�7�!�� $�( ��&!����'!� �������

y
′
= Bx

′
+ Cx

′′
, y

′′
= Dx

′
+ Ex

′′
. $3(

:���%� ������8�!!��% ��������%, �+ ��8�� � ������+ $3( ��!� !�0!�

� ����.'- ��!�/!+4 ����!�7�!�/ &+�� ��'

(
x

′

y
′′

)
0��� 

(
y
′

x
′′

)
	 6

0���!����, ���� x
′′

= 0 , �� y
′
= 0 ����� � ���'�� �����, ����� x

′
= 0 , �	

�	 %��&!�!�� Bx
′
= 0 ����� ���'�� !%��&�� ��7�!�� � ��2���% �����*�

B ��������	 � $3( ����%��, 0��

x
′
= B−1y − B−1Cx

′′
, y

′′
= DB−1y

′
+ (E − DB−1C)x

′′
, �� ���'

Ak =
(

B−1 −B−1C
DB−1 E − DB−1C

)
. $�(

:�����!� ��������% &+0����!�� �����*+ Ak $& ��4��!+4 ��� !�0�!��4(
�����

a(k)
µk−1νk−1

=
1

a
(k−1)
µk−1νk−1

,

0�� ��&������ � 2����!��� (B−1)kk , �����+/, �� � &���!��% ���&��% !�)
4�8��!�� 2����!��& �����!�/ �����*+ 0��� ��������0����� �����!�!��
��4��!�/ �����*+, ��&�!

∆k−1

∆k
, ��� ∆k−1 � ∆k ���&!+� ��!��+ �������&

k − 1 � k �����*+ B 	 6 ��4��!+4 ��� !�0�!��4 ∆k C ��!�� �����*+

A ��&!+/ A

(
µ0 · · · µk−1

ν0 · · · νk−1

)
	 ����,

a(k−1)
µk−1νk−1

=
∆k

∆k−1
=

A

(
µ0 · · · µk−1

ν0 · · · νk−1

)

A

(
µ0 · · · µk−2

ν0 · · · νk−2

)

�,  !�0��, %�&��8��!�� �( � �( ������+ ���� �!+	

D���+ ���� ��' 3(  ������, 0�� ���� k = r , �� ���� k = n , ����
k = m , ���� E − DB−1C = 0 	 ���� ��� !�0��' j )+/ ������* �����*+
A 0��� a(j) , �� �� ��8�!�� j )�� �����*� �����*+ A �� �� ��% ���&+4
k �����*�& ����� &�� a(j) =

∑k
i=1 a(i)uij , j = k + 1, . . . , n 	 ���� &&����

�����*% U � 2����!���� uij , �� 2�� �� ��8�!�� ��&!����'!� �������

C = BU, E = DU,
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�������, & �&�- �0����', 2�&�&���!�!� �������

U = B−1C, E = DB−1C (���� k < n, k < m). $�(

�!�����0!�, ���� i )%- �����% �����*+ A ��� !�0��' 0��� a(i) , �� �� )
��8�!�� i )�/ ������ �����*+ A �� �� ��% ���&+4 k ����� ����� &��
a(i) =

∑k
j=1 vija(j), i = k + 1, . . . ,m. ���� 0��� V ��� !�0��' �����*% �

2����!���� vij , �� ������!�� ��&�!��&� ��&!����'!� �������

V B = D, V C = E,

������� ��&!����'!� �������

V = DB−1, E = DB−1C (���� k < n, k < m). $�(

:��&!�&�� $�(, $�(, $�(, ���%0��� %�&��8��!�� 3( ������+	

��� �!!�� ������� �� &����� &+0�����' !� ���'�� ��!� r �&�����!�/

&�.���&�!!�/ �����*+ A , !� � ���%0��' ����%-.�/ �������/ ����8�)
���'!���� &��4 %���&+4 "��	 "�## $&��%.�4 ���&!+4 "��	 "�##, �������&����')
!+4 ���&!+4 "��	 "3##( ��!���& 2��/ �����*+	

���!�"�#�  � 6�� %���&+� ��!��+ &�7���&�!!�/ �&�����!�/ �����*+
A ������� n ����8����'!+ ����� � ���'�� �����, ����� %�� �!!+/ &+7�
�������� ��� µk = νk = k ��5� ����8����'!%- �������&����'!���' r = n
�� ��7�-.�4 2����!��& �������&����'!���� $�(

a
(k−1)
kk > 0, k = 1, . . . , r. $E(

����� ����, & ��%0�� ��������0!���� �����*+ A � ���� ����'��&�
���&��5!!�/ &+7� ������+ ����%��, 0�� 0���� ����8����'!+4 � 0����
����*����'!+4 �����&�!!+4  !�0�!�/ 2��/ �����*+ ��&����-� � ����&��)
��&%-.��� 0������ ����8����'!+4 � ����*����'!+4 �� ��7�-.�4 2��)
��!��& & �������&����'!���� $�(	 >��-�� ���%0���

���!�"�#� $� 6�.���&�!!�� ��������0����� �����*� A ����8����')
!� ��������!� ����� � ���'�� �����, ����� &+���!�!� %���&�� $�(, ��� r = n
) ������� �����*+ A 	

�����!�� ������&�� � � �����*� F%�&�*� "��	 "�## �!���0��!� f =
zn + a1z

n−1 + · · · + an−1z + an � &�.���&�!!+�� ��299�*��!����, ���%)
0�� !���4������ � �������0!�� %���&�� %���/0�&���� 2���� �!���0��!�, �	
�	 %���&��, ��� ������� &�� ��� ���!� ��8�� & ��&�/ ���%��������� ���)
�����!�/ ���������	
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6 ��0���&� ������� &� '�5� �!���0��! 0��&5���/ �����!� f = z4 +
a1z

3 + a2z
2 + a3z + a4 	 6 ���% !���4������� %���&�� :�����+ "��	 "�##

&�� ai > 0, i = 1, . . . , 4 ��� %���/0�&��� �!���0��!�	 ���� ����8��' a0 =
1, ak = 0 ��� k < 0 ��� k > n = 4 , �� (i, j) )2����!� �����*+ F%�&�*�
��� f ���' ������ a2i−j 	

����� A0 =

⎛
⎜⎜⎝

a1 1 0 0
a3 a2 a1 1
0 a4 a3 a2

0 0 0 a4

⎞
⎟⎟⎠ , ���0�� ����&����&%-.�� �������)

&����'!���' �� ��7�-.�4 2����!��& !�4������ ���%���&!�

a
(0)
11 = a1, a

(1)
22 = a2 − a3 · 1/a(0)

11 , a
(2)
33 = a3 − a4 · a1/a

(1)
22 , a

(3)
44 = a4.

G� ��!�&�!�� ��� �!!��� &+7� ����8����'!���' 2��4 &���0�! ���' !���)
4������ � �������0!�� %���&�� %���/0�&���� �!���0��!� 0��&5���/ �����)
!�	

������ �����	�
��

�
 ����� �
 �
 �������������� ������ ���������� �!� ������!� " ��� ��#
����$
 �
% &�'��( �)*)


+
 �������� �
 ��� �, ��� �-
 �
% &�'��( �)./

0
 ������1� 2
�
 ��� �, ��� �-
 �
% &�'��( �)//


����'"��� �  �3��-�4 5�
5)
+556
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789 :;:9< :<9=9>?= ?89 @A>BC?CA>= AD ?A?;E @A>?<AEE;FCEC?G AD ?89 EC>9;<
>A>=?;?CA>;<G =G=?9H I89> ; <;>J AD K<;=AL=JCC H;?<CM C= E9== ?8;> ;
BCH9>=CA> AD ?89 =G=?9H
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