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 Предисловие 
 

Третья часть учебно-методического пособия посвящена 
комплексным числам. Это тема является традиционно 
трудной для студентов, и этому есть, на взгляд автора, ряд 
объективных причин. Во-первых, то обстоятельство, что 
комплексное число есть принципиально новый вид числа. 
Если действительные числа сопровождают человека по-
всюду в его обыденной жизни, то этого нельзя утверждать 
для комплексных чисел. От студента требуется определен-
ный уровень даже не столько знаний, сколько способности 
абстрактного мышления. Во-вторых, геометрическая ин-
терпретация комплексного числа, как точки плоскости, 
связана с совмещением двух принципиально различных 
систем координат на плоскости – прямоугольной декарто-
вой и полярной, последняя из которых является новой для 
студентов. Кроме того, комплексное число изображается 
на плоскости с помощью вектора, поэтому от студента тре-
буются устойчивые знания основ векторной алгебры. В-
третьих, активно используется тригонометрия, которая са-
ма по себе является «крепким орешком» для многих выпу-
скников школ. И, наконец, принятая символика для обо-
значения корней из комплексных чисел остается прежней, 
как и для действительных чисел, а, по сути, обозначает 
принципиально иное, что часто вводит студентов в заблу-
ждение. Освоить весь этот материал за короткий срок явля-
ется весьма трудоемкой задачей. Помочь студенту спра-
виться с этой задачей, получить устойчивые практические 
навыки при работе с комплексными числами – вот цели, 
которые автор ставил в этой части пособия. 
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СПИСОК ЗАДАЧ 
 
Глава 20. Действия с комплексными числами  
                  в алгебраической форме записи 
164. Найти сумму и разность двух комплексных чисел. 
165. Найти произведение двух комплексных чисел. 
166. Найти частное двух комплексных чисел. 
167. Найти комплексное число, сопряженное данному. 

Глава 21. Комплексная плоскость  
         и тригонометрическая форма комплексного числа 

168. Построить комплексное число, заданное в алгебраи-
ческой форме записи, на комплексной плоскости. 

169. Построить комплексное число и сопряженное ему на 
комплексной плоскости. 

170. Найти модуль и аргумент комплексного числа, задан-
ного в алгебраической форме. 

171. Записать тригонометрическую форму комплексного 
числа, заданного в алгебраической форме. 

172. Найти модуль и аргумент комплексного числа, со-
пряженного данному. 

173. Записать алгебраическую форму комплексного числа, 
заданного в тригонометрической форме. 

174. Найти произведение двух комплексных чисел, задан-
ных в тригонометрической форме. 

175. Найти частное двух комплексных чисел, заданных в 
тригонометрической форме. 

176. Найти целую степень комплексного числа, заданного 
в тригонометрической форме. 

177. Найти расстояние между двумя точками на комплекс-
ной плоскости. 

178. Изобразить все точки на комплексной плоскости, уда-
ленные от данной на заданное расстояние. 
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179. Изобразить на комплексной плоскости все комплекс-
ные числа, имеющие постоянный заданный аргумент. 

180. Изобразить множество точек z комплексной плоско-
сти, удовлетворяющих заданным условиям. 

181. Из всех комплексных чисел, удаленных от заданного 
комплексного числа на заданное расстояние, найти 
комплексное число с наименьшим модулем. 

Глава 22. Корни из комплексных чисел 

182. Вычислить квадратный корень из отрицательного 
действительного числа. 

183. Решить в поле комплексных чисел квадратное урав-
нение с действительными коэффициентами и отрица-
тельным дискриминантом. 

184. Вычислить квадратный корень из комплексного чис-
ла. 

185. Решить квадратное уравнение с комплексными коэф-
фициентами. 

186. Найти все корни данной натуральной степени из дан-
ного комплексного числа и изобразить их на ком-
плексной плоскости. 

187. Разложить многочлен на линейные множители. 

Глава 23. Корни из единицы 

188. Найти все корни n-й степени из 1 и изобразить их на 
комплексной плоскости. 

189. Записать все корни n-ой степени из 1 в виде степеней 
одного корня. 

190. Построить таблицу умножения для всех корней n-ой 
степени из 1. 

191. Разложить многочлен nx 1−  на линейные множители. 
192. Разложить многочлен на неприводимые множители 

над  полем действительных чисел. 
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Глава 20. Действия с комплексными числами 
         в алгебраической форме записи 

 
Задача 164. Найти сумму и разность двух комплексных 
чисел. 

Решение. Пусть 
1 1 1 2 2 2z x iy , z x iy= + = +  

– два произвольных комплексных числа. Тогда 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z (x x ) i (y y ), z z (x x ) i (y y )+ = + + + − = − + − . 

 
Пример. Пусть 1 2 3 4z (2 3i), z 1 5i, z 2i, z 7= + = − + = − = . 
Вычислить:   а) 1 2z z+ ;    б) 1 2z z− ;    в) 1 3z z+ ;    г) 2 3z z− ; 
д) 3 4z z+ ;    е) 1 4z z− . 
Решение. 
а) 1 2z z (2 3i) ( 1 5i) (2 1) i (3 5) 1 8i+ = + + − + = − + + = + ; 
б) 1 2z z (2 3i) ( 1 5i) (2 1) i (3 5) 3 2i− = + − − + = + + − = − ; 
в) 1 3z z (2 3i) ( 2i) 2 i+ = + + − = + ; 
г) 2 3z z ( 1 5i) ( 2i) 1 7i− = − + − − = − + ; 
д) 3 4z z ( 2i) 7 7 2i+ = − + = − ;  е) 1 4z z (2 3i) 7 5 3i− = + − = − + . 
Ответ:  а) 1 8i+ ;  б) 3 2i− ;  в) 2 i+ ;  г) 1 7i− + ;  д) 7 2i− ; 
е) 5 3i− + . 
 
Задача 165. Найти произведение двух комплексных чисел. 

Решение. Пусть  1 1 1 2 2 2z x iy , z x iy= + = +  – два произ-
вольных комплексных числа. Тогда 

2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2z z (x iy ) (x iy ) x x ix y ix y i y y= + ⋅ + = + + + =  

1 2 1 2 1 2 2 1(x x y y ) i (x y x y )= − + + , 
где мы воспользовались равенством 2i 1= − . 
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Пример. Пусть 1 2 3 4z 2 3i, z 1 5i, z 2i, z 7= + = − + = − = . Вы-
числить:   а) 1 2z z ;    б) 1 3z z ;    в) 1 4z z ;    г) 3 4z z ;    д) 2

1z ; 
е)  2 2

1 2 3 44z 3z (z z )− + . 
Решение. 
а) 2

1 2z z (2 3i)( 1 5i) 2 10i 3i 15i 17 7i= + − + = − + − + = − + ; 
б) 2

1 3z z (2 3i) ( 2i) 4i 6i 6 4i= + − = − − = − ; 
в) 1 4z z (2 3i)7 14 21i= + = + ; 
г) 3 4z z ( 2i)7 14i= − = − ; 
д) 2 2 2

1z (2 3i) 4 12i 9i 4 9 12i 5 12i= + = + + = − + = − + ; 
е) 2 2 2 2

1 2 3 44z 3z (z z ) 4(2 3i) 3( 1 5i) ( 14i)− + = + − − + + − =  
2 28 12i 3(1 10i 25i ) 196i= + − − + + =

8 12i 3( 24 10i) 196 116 42i= + − − − − = − + . 
Ответ:  а) 17 7i− + ;  б) 6 4i− ;  в) 14 21i+ ;  г) 14i− ; 
д) 5 12i− + ;  е) 116 42i− + . 
 
Задача 166. Найти частное двух комплексных чисел. 

Решение. Пусть 1 1 1 2 2 2z x iy , z x iy= + = +  – два произ-
вольных комплексных числа. Тогда 

1 1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2

z x iy (x iy ) (x iy )
z x iy (x iy ) (x iy )

+ + −
= = =

+ + −
 

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2

x x y y x y x yi
x y x y

+ −
= + ⋅

+ +
. 

Правило деления комплексных чисел в алгебраической 
форме записи можно сформулировать словами: 

для того, чтобы разделить одно комплексное число на 
другое нужно числитель и знаменатель дроби умножить 
на комплексное число, комплексно сопряженное знамена-
телю дроби. 
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Этим достигается то, что в знаменателе дроби остается 
действительное число. 
 
Пример. Пусть 1 2 3 4z 2 2i, z 1 i, z i, z 3= + = − + = − = − . Вы-

числить:    а) 1

2

z
z

;   б) 2

3

z
z

;   в) 2

4

z
z

;   г) 4

3

z
z

;   д)  
2
2

3

z
z

. 

Решение. 

а) 
2

1
2 2

2

z 2 2i (2 2i) ( 1 i) 2(1 i) 2(2i) 2i
z 1 i ( 1 i) ( 1 i) ( 1) i 2

+ + − − − + −
= = = = = −
− + − + − − − −

; 

б) 
2

2
2

3

z 1 i ( 1 i) i i i 1 i
z i i 1

− + − + − +
= = = = − −

− −
; 

в) 2

4

z 1 i 1 1 i
z 3 3 3

− +
= = −

−
;  г) 4

2
3

z 3 ( 3) i 3i 3i
z i ( i) i i

− − −
= = = = −
− − −

; 

д) 
2 2 2
2

3

z ( 1 i) 1 2i i 2i 2
z i i i

− + − + −
= = = =

− − −
. 

Ответ:  а) 2i− ;  б) 1 i− − ;  в) 1 1 i
3 3
− ;  г) 3i− ;  д) 2. 

 
Задача 167. Найти комплексное число, сопряженное 
данному. 

Решение. Пусть дано произвольное комплексное число 
z x iy= + . Тогда по определению z x iy= −  есть комплекс-
ное число, комплексно сопряженное данному комплексно-
му числу z. 
 
Пример. Найти z , если 2 3z (2 i) (1 2i)= + − + . 
Решение. 2 2(2 i) 4 4i i 3 4i+ = + + = + , 

3 3 2 2 3(1 2i) 1 3 1 (2i) 3 1 (2i) (2i)+ = + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + =  
2 31 6i 12i 8i 11 2i= + + + = − − . 
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Отсюда, z 3 4i ( 11 2i) 14 6i, z 14 6i= + − − − = + = − . 
 
Замечание. Можно использовать свойства комплексно со-
пряженных чисел: 

1 2 1 2 1 2 1 2z z z z , z z z z+ = + = ⋅ . 
Тогда этот же пример можно решить по-другому. 

2 3 2 3 2 3z (2 i) (1 2i) (2 i) (1 2i) (2 i) (1 2i)= + − + = + − + = + − + =  
2 3 2 2(2 i) (1 2i) 4 4i i (1 2i) (1 2i)= − − − = − + − − − =  

23 4i (1 4i 4i ) (1 2i) 3 4i ( 3 4i) (1 2i)= − − − + − = − − − − − =  
23 4i (3 4i) (1 2i) 3 4i 3 2i 8i 14 6i= − + + − = − + − − = − . 

Ответ: 14 6i− . 
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Глава 21. Комплексная плоскость 
и тригонометрическая форма комплексного числа 

  
Задача 168. Построить комплексное число, заданное в ал-
гебраической форме записи, на комплексной плоскости. 

Решение. Каждому комплексному числу z x iy= +  ста-
вится во взаимно однозначное соответствие точка на коор-
динатной плоскости Оху с координатами (x, y) , которую 
мы будем отождествлять с данным комплексным числом. 
Поэтому для решения данной задачи нужно просто отме-
тить эту точку на координатной плоскости. 

 
Рис. 1. 

 
Определение. Комплексной плоскостью называется прямо-
угольная декартовая система координат на плоскости, каж-
дая точка которой отождествлена с комплексным числом. 
 

Каждой точке координатной плоскости ставится во вза-
имно однозначное соответствие ее радиус-вектор, коорди-
наты которого совпадают с координатами точки. Отсюда 
следует, что каждому комплексному числу также ставится 
во взаимно однозначное соответствие радиус-вектор. По-
этому комплексное число можно также изображать на 
комплексной плоскости радиус-вектором точки, с которой 
оно отождествлено. Смотрите рисунок 1. 
 

O

z x iy= +  

у

х
х

у
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Пример. Следующие комплексные числа изобразить на 
комплексной плоскости: 

z 1 i, z 1 i, z 1 i, z 1 i= + = − = − + = − − . 

 
Рис. 2. 

 
Ответ: рисунок 2. 
 
Задача 169. Построить комплексное число и комплекс-
но сопряженное ему на комплексной плоскости. 

Решение. Из определения комплексно сопряженного 
числа следует, что комплексное число и комплексно со-
пряженное ему имеют одинаковую вещественную часть и 
противоположные мнимые части, поэтому соответствую-
щие им точки на комплексной плоскости будут симмет-
ричны относительно оси абсцисс, смотрите рисунок 3. 
 

 
Рис. 3. 

z x iy= −  

O

z x iy= +  
у

х
х

у

–у 

z 1 i= − +

z 1 i= − −  z 1 i= −

z 1 i= +

–1

–1

1О

у 

х

1
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     В примере предыдущей задачи (рисунок 2) на ком-
плексной плоскости построены две пары комплексно со-
пряженных чисел: 

z 1 i, z 1 i= + = −    и   z 1 i, z 1 i= − + = − − . 
 
Задача 170. Найти модуль и аргумент комплексного 
числа, заданного в алгебраической форме. 
 
Определение. Модулем комплексного числа называется 
расстояние от начала координат до точки комплексной 
плоскости, отождествленной с этим числом. 
 
Определение. Аргументом комплексного числа называется 
угол поворота оси абсцисс вокруг начала координат против 
часовой стрелки до совпадения с радиус-вектором точки, 
отождествленной с этим комплексным числом. 
 
Обозначение: модуль комплексного числа обозначается 
| z | , а его аргумент обозначается arg z . 
 
Замечание. Из определения следует, что | z | [0; )∈ ∞ , 
arg z [0; 2 )∈ π . Часто полагают, что arg z ( ; ]∈ −π π , считая, 
как в тригонометрии, отрицательным углом поворота по-
ворот по часовой стрелке. Аргумент нуля по определению 
полагают равным нулю: arg0 0= . 
 

Введем на комплексной плоскости полярную систему 
координат, стандартным образом совмещенную с прямо-
угольной системой координат, т.е. полюс поместим в нача-
ло координат, а полярную ось совместим с положительной 
полуосью оси абсцисс. Тогда можно дать следующее опре-
деление модуля и аргумента комплексного числа. 
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Определение. Модулем комплексного числа называется 
полярный радиус точки комплексной плоскости, отождест-
вленной с этим числом, а аргументом комплексного числа 
называется полярный угол этой точки. 
 

 
Рис. 4. 

 
Здесь arg z обозначен буквой ϕ . 

Таким образом, задача нахождения модуля и аргумента 
комплексного числа, заданного в алгебраической форме 
записи, сводится к задаче нахождения полярных координат 
точки по известным ее декартовым координатам. Эта зада-
ча была уже решена в данном пособии, смотрите часть 1, 
главу 4, задачу 20. 

Приведем для удобства читателя основные формулы, с 
помощью которых можно решить данную задачу. 

Пусть z x iy= + . Тогда 2 2| z | x y= + . Для вычисления 
аргумента комплексного числа нам необходимо знать, в 
какой четверти комплексной плоскости находится соответ-
ствующая точка, отождествленная с данным комплексным 
числом. Ниже мы полагаем, что arg z [0; 2 )∈ π . 

Если точка находится на одной из осей координат, то 
угол поворота легко определяется без всяких формул, по-
этому полагаем, что и действительная часть комплексного 
числа и его мнимая часть отличны от нуля: 

x Rez 0 Imz y= ≠ ≠ = . 

O

ϕ  | z |  
z x iy= +  

у

х
х

у
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1) x 0, y 0> > . Точка (x, y)  лежит в первой четверти. То-
гда, смотрите рисунок 4: 

yarg z arctg
x

= . 

2) x 0, y 0< < . Точка (x, y)  лежит в третьей четверти. Тогда 
yarg z arctg
x

= + π . 

3) x 0, y 0> < . Точка (x, y)  лежит в четвертой четверти. Тогда 
yarg z arctg 2
x

= + π . 

4) x 0, y 0< > . Точка (x, y)  лежит во второй четверти. Тогда 
yarg z arctg
x

= + π . 

 
Пример. Найти модуль и аргумент следующих комплекс-
ных чисел:   z 1, z i, z 1 i 3= ± = ± = ± ± . 
Решение. Отметим на комплексной плоскости первые 4 
числа z 1, z i= ± = ± . 

 
Рис. 5. 

 
Легко видеть, что  |1| | 1| | i | | i | 1= − = = − = ,  

3arg1 0, arg( 1) , arg i , arg( i)
2 2
π π

= − = π = − = . 

z i= −

z 1= −

z 1=

z i=

О

у

х
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Отметим на комплексной плоскости числа z 1 i 3= ± ± : 

 
Рис. 6. 

 
Модуль находим по формуле 2 2| z | x y= + : 

2 2| 1 i 3 | ( 1) ( 3) 2± ± = ± + ± = . 
Находим аргументы данных комплексных чисел: 

arg(1 i 3) arctg 3
3
π

+ = = , 

( 3) 4arg( 1 i 3) arctg arctg 3
( 1) 3 3
− π π

− − = = = + π =
−

, 

5arg(1 i 3) arctg( 3) 2
3 3
π π

− = − = − + π = , 

2arg( 1 i 3) arctg( 3)
3 3
π π

− + = − = − + π = . 

 
Задача 171. Записать тригонометрическую форму ком-
плексного числа, заданного в алгебраической форме. 

Решение. Пусть комплексное число дано в алгебраиче-
ской форме записи: z x iy= + . Тогда (x, y)  – его декарто-
вые координаты на комплексной плоскости. Пусть (r, )ϕ  – 
полярные координаты комплексного числа z на комплекс-
ной плоскости. Тогда r | z |, arg z= ϕ = . 

х

z 1 i 3= − +  

z 1 i 3= − −  z 1 i 3= −  

z 1 i 3= +  
у 
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Декартовые и полярные координаты связаны друг с другом 
соотношением: 

x r cos
y r sin
= ϕ⎧

⎨ = ϕ⎩
. 

Отсюда получаем 
z x iy r cos ir sin r (cos i sin )= + = ϕ+ ϕ = ϕ+ ϕ  

или 
z | z | (cos i sin )= ϕ+ ϕ  

– тригонометрическая форма записи комплексного числа, 
где arg zϕ = . 

Таким образом, для решения данной задачи нужно най-
ти модуль и аргумент комплексного числа, т.е. задача сво-
дится к предыдущей задаче 170. 
 
Пример. Записать следующие комплексные числа в триго-
нометрической форме: 

z 1, z 2i, z 3 3i, z 3 4i= ± = ± = − − = − . 
Решение. Как в задаче 170, находим модули и аргументы 
данных комплексных чисел. Запишем сразу ответ. 
Ответ: 1 cos0 isin 0= + , 1 cos isin− = π+ π , 

2i 2(cos i sin )
2 2
π π

= + , 3 32i 2(cos i sin )
2 2
π π

− = + , 

4 43 3i 2 3 (cos i sin )
3 3
π π

− − = + , 

4 43 4i 5(cos arctg i sin arctg )
3 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 
Задача 172. Найти модуль и аргумент комплексного 
числа, сопряженного данному. 

Решение. Пусть дано комплексное число 
z x iy | z | (cos isin )= + = ϕ+ ϕ , где | z |  – его модуль, arg zϕ =  
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– его аргумент. Пусть arg z [0, 2 )ϕ = ∈ π . Так как модули 
комплексно сопряженных чисел равны, то задача заключает-
ся в нахождении аргумента комплексно сопряженного числа. 

Заметим сразу, что если мнимая часть комплексного 
числа Imz y 0= = , то есть arg z 0=  или arg z = π , то z z=  и 
их аргументы равны. 

В силу симметрии чисел z x iy= +  и z x iy= −  на ком-
плексной плоскости относительно оси абсцисс, их радиус 
векторы также симметричны относительно оси абсцисс. 
Поэтому угол поворота оси абсцисс до совпадения с ради-
ус-вектором точки z x iy= −  будет противоположен углу 
поворота оси абсцисс до совпадения с радиусом-вектором 
точки z x iy= + . 

 
Рис. 7. 

 
Если arg z [0; 2 )∈ π  и нам нужно, чтобы arg z [0; 2 )∈ π , 

тогда полагаем 
arg z arg z 2= − + π . 

Если arg z ( ; )∈ −π π , тогда arg z arg z ( ; )= − ∈ −π π . Если най-
денный аргумент комплексно сопряженного числа полу-
чился при этом отрицательный, то, прибавив 2π , мы по-
мещаем его на промежуток [0; 2 )π . 

arg z arg z= −  

arg z
z x iy= +  

z x iy= −  

х

у 
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Пример. Найдите модули и аргументы комплексных чисел, 
комплексно сопряженных следующим комплексным числам:  

1 2 3
3 3 7 7z cos i sin , z cos i sin , z cos i sin ,

4 4 4 4 6 6
π π π π π π

= + = + = +

4 5
11 11 5 5z cos isin , z cos i sin

6 6 6 6
π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Решение. Модули всех данных комплексных чисел равны 
1. Аргументы первых четырех данных комплексных чисел 
лежат на промежутке [0; 2 )π , поэтому 

k karg z arg z 2 , k 1, 2,3, 4= − + π = :   1
7arg z 2

4 4
π π

= − + π = , 

2
3 5arg z 2
4 4
π π

= − + π = ,     3
7 5arg z 2
6 6
π π

= − + π = , 

4
11arg z 2

6 6
π π

= − + π = . 

Так как  5
5arg z
6
π

= − , то  5
5arg z
6
π

= . 

Ответ: k| z | 1= , 1
7arg z
4
π

= , 2
5arg z
4
π

= , 3
5arg z
6
π

= , 

4arg z
6
π

= , 5
5arg z
6
π

= . 

Задача 173. Записать алгебраическую форму комплекс-
ного числа, заданного в тригонометрической форме. 

Решение. Пусть комплексное число задано в тригоно-
метрической форме z | z | (cos i sin )= ϕ+ ϕ . Раскроем скобки: 

z | z | cos i | z | sin= ϕ+ ϕ . 
Получили алгебраическую форму записи данного ком-
плексного числа. Если аргумент ϕ  относится к табличным 
значениям тригонометрических углов, тогда мы можем за-
менить cosϕ  и sinϕ  на их соответствующие значения. 
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Пример. Найти алгебраическую форму записи следующих 
комплексных чисел: 

1 2
3 3z cos isin , z cos i sin

4 4 4 4
π π π π

= + = + , 

3
17 17z 2 cos isin
16 16
π π⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

4 5
1 1 5 5z cos isin , z cos i sin
6 6 6 6

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Ответ: 

1 2 3
2 2 2 2 17 17z i , z i , z 2cos i2sin

2 2 2 2 16 16
π π

= + = − + = + , 

4 5
1 1 3 1z cos isin , z i
6 6 2 2

= + = − − . 

 
Задача 174. Найти произведение двух комплексных чи-
сел, заданных в тригонометрической форме. 

Решение. Чтобы перемножить два числа в тригономет-
рической форме, нужно перемножить их модули, а аргу-
менты сложить. 
     Пусть 1 1 1 1z | z | (cos i sin )= ϕ + ϕ , 2 2 2 2z | z | (cos i sin )= ϕ + ϕ . 
Тогда 

1 2 1 2 1 2 1 2z z | z | | z | (cos( ) i sin( ))= ⋅ ϕ + ϕ + ϕ +ϕ . 
 
Замечания. 1) Прежде чем применить это правило, нужно 
убедиться, что числа даны в тригонометрической форме, 
т.е. аргументы, стоящие под знаком косинуса и синуса, 
равны и перед мнимой единицей  i  стоит знак плюс. 
2) Число 1 2ϕ +ϕ  может оказаться вне промежутка [0; 2 )π  
или ( ; ]−π π . В этом случае используем периодичность 
функций синуса и косинуса, чтобы аргумент полученного 
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произведения лежал в одном из указанных промежутков. 
Для этого достаточно к числу 1 2ϕ +ϕ  прибавить 2π  или 
( 2 )− π . 
 
Пример. Найти произведение чисел и записать его в три-
гонометрической форме: 

а) 1 2
11 11 4 4z 3(cos i sin ), z 2(cos i sin )

6 6 3 3
π π π π

= + = + ; 

б) 1 2
5 5 5z 3(cos i sin ), z 2(cos i sin )
6 6 3 3
π π π π

= + = − . 

Решение. а) 1 2
11 4 11 4z z 6 (cos i sin )

6 3 6 3
π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

19 19 7 76(cos i sin ) 6(cos i sin )
6 6 6 6
π π π π

= + = + . 

б) Здесь число 2z  записано не в тригонометрической фор-
ме, как нужно. Выполним преобразования: 

5 5cos cos 2 cos
3 3 3
π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − π = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,  sin sin

3 3
π π⎛ ⎞− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Отсюда следует 

2
5z 2(cos i sin ) 2(cos i sin )
3 3 3 3
π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

– тригонометрическая форма комплексного числа 2z . Здесь 
мы воспользовались свойством нечетности синуса. 

Теперь перемножаем по правилу: 

1 2
5 5z z 6(cos i sin ) 6(cos i sin )
6 3 6 3 2 2
π π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Ответ: а) 7 76(cos i sin )
6 6
π π
+ ;  б) 6(cos i sin )

2 2
π π
+ . 
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Задача 175. Найти частное двух комплексных чисел, 
заданных в тригонометрической форме. 

Решение. Чтобы разделить одно комплексное число на 
другое, нужно модуль числителя разделить на модуль зна-
менателя и из аргумента числителя вычесть аргумент зна-
менателя. Причем, также как и при умножении, необходи-
мо убедиться, что и числитель и знаменатель дроби запи-
саны в тригонометрической форме. 
 
Пример. Найти частное чисел и записать его в тригоно-
метрической форме: 

а) 1 2
11 11 4 4z 3(cos i sin ), z 2(cos i sin )

6 6 3 3
π π π π

= + = + ; 

б) 1 2
5 5z 3(cos i sin ), z 2(cos i sin )
6 6 6 3
π π π π

= + = − . 

Решение. а) Оба числа записаны в тригонометрической 
форме, поэтому применяем правило деления: 

1

2

z 3 11 4 11 4 3(cos isin ) (cos isin )
z 2 6 3 6 3 2 2 2

π π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

б) Найдем сначала алгебраическую, а потом и тригономет-
рическую форму комплексного числа 2z . 

2z 2cos i2sin 3 i 3 6 (cos isin ).
6 3 4 4
π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Теперь применяем правило деления: 
1

2

z 3 5 5(cos i sin )
z 6 4 6 46

π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

6 13 13(cos i sin )
2 12 12

π π
= + . 

Ответ: а) 3 (cos i sin )
2 2 2

π π
+ ;  б) 6 13 13(cos i sin )

2 12 12
π π
+ . 
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Задача 176. Найти целую степень комплексного числа, 
заданного в тригонометрической форме. 

Решение. При решении этой задачи используется фор-
мула Муавра 

( )ncos isin cos( n) isin( n)ϕ+ ϕ = ϕ + ϕ , 
где n – произвольное целое число. Из этой формулы следу-
ет более общая формула возведения комплексного числа в 
целую степень: 

( )n n| z | (cos i sin ) | z | (cos( n) i sin( n))ϕ+ ϕ = ϕ + ϕ . 
 
Пример. Вычислить: 

а) 10(1 i 3)+ ;   б) 
20097 7cos isin

12 12
π π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
;   в) ni ;   г) 

n
1 i

2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Решение. а) Находим тригонометрическую форму данного 
комплексного числа: 

1 i 3 2(cos i sin )
3 3
π π

+ = + . 

 Теперь вычисляем степень: 
10

10 10 10 10(1 i 3) 2(cos i sin ) 2 (cos i sin )
3 3 3 3
π π π π⎛ ⎞+ = + = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

10 10 94 4 1 32 (cos isin ) 2 i 2 (1 i 3)
3 3 2 2

⎛ ⎞π π
= + = − − = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 

 

б) 
20097 7 7 2009 7 2009cos isin cos isin

12 12 12 12
π π ⋅ π ⋅ π⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

11 11 23 23cos(1171 ) isin(1171 ) cos isin
12 12 12 12

π π
= π + π = + ; 
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в) Так как 4 2 2i i i ( 1)( 1) 1= ⋅ = − − = , то разделим данное целое 
число n на 4: 

n 4m r, r 0,1,2,3= + = . 
Отсюда, по свойствам степеней получаем 

n 4m r 4 m r ri i (i ) i i+= = ⋅ = , 
и возможны 4 случая, в зависимости от остатка r: 
1)  n 0r 0, i i 1= = = ;  2)  n 1r 1, i i i= = = ; 
3)  n 2r 2, i i 1= = = − ;  4)  n 3 2r 3, i i i i ( 1)i i= = = = − = − . 
Например, 2009 ( 503) 4 3− = − ⋅ + , откуда 2009 3i i i− = = − . 

г) 
8 81 i cos isin cos2 isin 2 1

4 42
+ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = π+ π =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.  Разделим 

показатель степени n на 8: 
n 8k r, r 0,1,2,3,4,5,6,7= + = . 

Отсюда получаем 
n r1 i r rcos isin cos isin

4 4 4 42
+ π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

где r – остаток от деления числа n на 8. 

Ответ: а) 92 (1 i 3)− + ;  б) 23 23cos isin
12 12
π π
+ ; 

в) n

1, n 0(mod 4)
i, n 1(mod 4)

i
1, n 2(mod 4)
i, n 3(mod 4)

≡⎧
⎪ ≡⎪= ⎨ − ≡⎪
⎪ − ≡⎩

; 

г) r rcos isin , n r(mod8), r 0,1,2,3,4,5,6,7
4 4
π π
+ ≡ = . 

 
Задача 177. Найти расстояние между двумя точками на 
комплексной плоскости. 
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Теорема. Пусть 1 1 1 2 2 2z x iy , z x iy= + = +  – два произвольных 
комплексных числа. Тогда расстояние между соответствую-
щими точками, отождествленными с этими числами, равно  

1 2| z z |− . 

Доказательство. С одной стороны, расстояние на коорди-
натной плоскости между точками с координатами 1 1(x , y )  и 

2 2(x , y )  равно 2 2
1 2 1 2(x x ) (y y )− + − . 

С другой стороны, по формуле вычисления модуля ком-
плексного числа, имеем: 

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| z z | | (x x ) i (y y ) | (x x ) (y y )− = − + − = − + − , 

откуда и следует теорема. 
 
Теорему можно сформулировать другими словами (гео-
метрический смысл модуля разности двух комплексных 
чисел): модуль разности двух комплексных чисел равен 
расстоянию между точками комплексной плоскости, ото-
ждествленными с этими числами. 

Пример. Найти стороны треугольника, образованного точ-
ками комплексной плоскости, отождествленными с ком-
плексными числами:  1 2 3z 2 3i, z i, z 2= + = − = − . 

Решение. 1 2| z z | | 2 4i | 2 |1 2i | 2 5− = + = + = , 

1 3| z z | | 4 3i | 5− = + = ,  2 3| z z | | 2 i | 5− = − = . 

Ответ:  5, 5, 2 5 . 

Задача 178. Изобразить все точки на комплексной 
плоскости, удаленные от данной точки на заданное рас-
стояние. 

Пусть дана фиксированная точка на комплексной плос-
кости o o oz x iy= +  и действительное число a 0> . Требуется 
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найти геометрическое место точек этой плоскости, удовле-
творяющих условиям: 
а) o| z z | a− = ;   б) o| z z | a− < ;   в) o| z z | a− > . 

Решение. Решение этой задачи сразу же следует из геомет-
рического  смысла  модуля разности  двух комплексных чисел. 
а) Это точки окружности радиуса  а  с центром в точке oz . 

 
Рис. 8. 

б) Это точки, находящиеся внутри круга с центром в точке 
oz  и радиуса  а. 

в) Это точки, находящиеся вне круга с центром в точке oz  
и радиуса  а. 

Пример. Изобразить на комплексной плоскости множество 
точек, удовлетворяющих условию | z i | 1− ≤ . 
Ответ: рисунок 9. 

 
Рис. 9. 
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а
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Задача 179. Изобразить на комплексной плоскости все 
комплексные числа, имеющие постоянный заданный 
аргумент. 

Решение. Пусть зафиксирован угол [0; 2 )ϕ∈ π . Тогда 
множество точек комплексной плоскости, имеющих по-
лярный угол ϕ , образуют луч, выходящий из начала коор-
динат под углом ϕ  к оси абсцисс, причем начало коорди-
нат в это множество не входит: 

 

 
Рис. 10. 

 
Комплексные числа, имеющие одинаковый аргумент arg z = ϕ , 
отождествляются с точками, лежащими на этом луче. 
 
Пример. Изобразить на комплексной плоскости множество 

точек z, имеющих одинаковый аргумент 4arg z
3
π

= . 

Ответ: рисунок 11. 

 
Рис. 11. 
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Задача 180. Изобразить множество точек z комплексной 
плоскости, удовлетворяющих заданным условиям. 

Условия могут быть самыми различными. Рассмотрим 
несколько примеров. 
 
Пример. Изобразить множество точек z комплексной 
плоскости, удовлетворяющих условиям: 
 а) 1 Rez 2− ≤ < ;   б) 2 Imz 2− < ≤ ;   в) Rez Im z< ; 

г) 1 1Im 1
z z

⎛ ⎞+ ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Решение. а) Пусть z x iy= + . Тогда Rez x=  и условие за-
дачи можно переформулировать следующим образом. Най-
ти геометрическое место точек на координатной плоскости 
Оху, координаты которых удовлетворяют условию 

1 x 2− ≤ < . Строим на координатной плоскости две прямые: 
x 1= −  и x 2= : 

 
Рис. 12. 

Искомое ГМТ находится в полосе между этими прямыми, 
причем точки прямой x 2=  не входят в искомое множест-
во точек. 

б) Аналогично предыдущему примеру, искомое множе-
ство точек находится на координатной плоскости Оху в 
полосе между прямыми y 2, y 2= − = , где y Imz= , причем 

x 1= −
x 2=

О

у 

х
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точки прямой y 2= −  не входят в это множество. Изобра-
зить соответствующий рисунок предоставляется читателю. 

в) Неравенство Rez Im z<  на комплексной плоскости 
равносильно неравенству y x>  на координатной плоскости 
Оху. Искомое множество точек изображено на рисунке 13. 

г) Подставим в левую часть неравенства 1 1Im 1
z z

⎛ ⎞+ ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

z x iy= + , z x iy= − . Получаем, 

2 2 2

1 2 z 2z x iy 2x i2y yIm Im Im
z | z | x yz z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + +⎛ ⎞+ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ +⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

 

 
Рис. 13. 

 

 
Рис. 14. 

у

х
О

1
2

•  

y x=

у

О х
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Таким образом, имеем неравенство 2 2

y 1
x y

≥
+

. Преобразу-

ем его. Так как по условию z 0≠ , то 2 2x y 0+ > , отсюда 
2 2x y y+ ≤ . Переносим у в левую часть неравенства и до-

полняем до полного квадрата. Получаем равносильное не-
равенство 

2
2 1 1x y

2 4
⎛ ⎞+ − ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

На координатной плоскости Оху, множество точек, коор-
динаты которых удовлетворяют этому неравенству, есть 
множество точек круга с центром в точке с координатами 

10;
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и с радиусом 1
2

 (смотрите рисунок 14). 

 
Задача 181. Из всех комплексных чисел, удаленных от 
заданного комплексного числа на заданное расстояние, 
найти комплексное число с наименьшим модулем. 
 
Пример. Среди комплексных чисел z, удовлетворяющих ус-
ловию | z 1 2i | 1− − =  найдите число с наименьшим модулем. 
Решение. Точки z, удовлетворяющие уравнению, суть точ-
ки окружности радиуса 1 с центром в точке oz 1 2i= + . Со-
единим центр окружности с началом координат отрезком 
прямой. Тогда точка пересечения этой прямой с окружно-
стью и будет, очевидно, искомой точкой. 
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Рис. 15. 

 
Здесь удобнее найти полярные координаты искомой точки 

1z . Так как точки 1z  и oz  лежат на одном луче, то их аргу-
менты равны: 

1 o
1 2arg z arg z arctg arccos arcsin
5 5

= = 2 = = . 

Несложно найти модуль числа 1z : 

1 o| z | | z | 1 5 1= − = − . 
Отсюда легко находим и тригонометрическую и алгебраи-
ческую форму записи: 

1
1 2z ( 5 1) (cos arccos i sin arcsin )
5 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

5 5 (1 2i)
5
−

= + . 

Ответ: 5 5 (1 2i)
5
−

+ . 

  

1z  

y 2x=  

oz•  

х

у

1

2

О
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Глава 22. Корни из комплексных чисел 
 
Задача 182. Вычислить квадратный корень из ком-
плексного числа. 
 
Определение. Корнем квадратным из комплексного числа 
z называется комплексное число α , такое, что 2z = α . 
 

Из теории комплексных чисел известно, что существует 
ровно 2 корня из ненулевого комплексного числа, и они 
противоположны друг другу. 

В отличие от действительных корней здесь не сущест-
вует понятия арифметического квадратного корня, ибо 
нельзя отдать какое-либо предпочтение одному из двух 
комплексных корней, поэтому оба корня обозначаются од-
ним символом z . 

Пусть α  – один из квадратных корней из комплексного 
числа z, тогда 

z { , }= α −α . 
То есть, символ z  обозначает здесь множество всех квад-
ратных корней из комплексного числа z. Однако, по тради-
ции, пишут 

z = ±α . 
 
Теорема. 

2 2 2 21 1a bi (a a b ) i (sgn b) ( a a b )
2 2

⎛ ⎞
+ = ± + + + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 
Доказательство. Обозначим через x yiα = +  один из двух 
квадратных корней из комплексного числа z a bi= + . Тогда 

2 2 2a bi (x yi) (x y ) 2xyi+ = + = − + . 
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Два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда 
равны их действительные части и мнимые части. Отсюда 
следуют два равенства: 

2 2a x y
b 2xy

⎧ = −
⎨

=⎩
               (1) 

Наша задача свелась к решению системы (1). Возведем оба 
уравнения в квадрат и сложим: 

2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2a b x 2x y y 4x y (x y )+ = − + + = + . 
Отсюда находим 

2 2

2 2 2 2

a x y

a b x y

⎧ = −⎪
⎨

+ = +⎪⎩
. 

Решая последнюю систему, находим: 
2 2 2 2 2 21 1x (a a b ), y ( a a b )

2 2
= + + = − + + . 

Отсюда 
2 2 2 21 1x (a a b ), y ( a a b )

2 2
= ± + + = ± − + + . 

Нам достаточно найти только один из искомых корней, по-
этому число  х  выбираем положительное. Тогда из второго 
уравнения системы (1) мы видим, что знак  у  совпадает со 
знаком числа b. С учетом этого замечания, из последних 
равенств получаем доказываемую формулу. 

Теорема доказана. 
 
Пример. Вычислить: а) 3 4i+ ;  б) 3 i− . 
Решение.  

а)  
2 2 2 23 3 4 3 3 4

3 4i i (2 i)
2 2

⎛ ⎞+ + − + +⎜ ⎟+ = ± + = ± +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 
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б) 3 2 3 2 4 2 3 4 2 33 i i i
2 2 4 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = ± − = ± − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2(1 3) (1 3) 3 1 3 1i i
4 4 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟= ± − = ± −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

Ответ: а) (2 i)± + ;  б) 3 1 3 1i
2 2

⎛ ⎞+ −
± −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Задача 183. Вычислить квадратный корень из отрица-
тельного действительного числа. 

Решение. Пусть a 0<  – действительное отрицательное 
число. Тогда, рассматривая его как комплексное число 

a a 0 i= + ⋅ , 
можно говорить о квадратных корнях из такого числа. По фор-
муле квадратных корней из комплексного числа, получаем: 

2 2 2 2a a 0 a a 0
a i

2 2

⎛ ⎞+ + − + +⎜ ⎟= ± + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

a | a | a | a |i
2 2

⎛ ⎞+ − +
= ± + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

a a a ai i a i | a |
2 2

⎛ ⎞− − −
= ± + = ± − = ±⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Таким образом, мы доказали следующую теорему. 

Теорема. Пусть a 0< . Тогда a i | a |= ± . 

Пример. Вычислить:  а) 3− ;   б) 1− . 
Ответ: а) 3 i 3− = ± ;  б) 1 i− = ± . 

Замечание. В поле комплексных чисел формула 

1 2 1 2z z z z= ⋅  
 34

верна тогда и только тогда, когда один из сомножителей 
является положительным действительным числом. В про-
тивном случае эта формула неверна. 
 

Контрпример.  ( )2
1 1 ( 1)( 1) 1 1 1 1= = − − = − ⋅ − = − = − . 

Получили противоречие. 
 
Задача 184. Решить в поле комплексных чисел квад-
ратное уравнение с действительными коэффициентами 
и отрицательным дискриминантом. 

Решение. Пусть дано квадратное уравнение над полем R: 
2ax bx c 0+ + = , 

где 2a, b,c R, a 0, D b 4ac 0∈ ≠ = − < . По теореме преды-
дущей задачи D i | D |= ± , откуда по формуле корней 
квадратного уравнения, которая справедлива и в поле ком-
плексных чисел, имеем: 

1,2
b i | D |

x
2a

− ±
=  

– комплексные корни данного квадратного уравнения. 
 
Пример. Решить уравнение: а) 2x x 1 0+ + = ;  б) 4x 4 0− = . 
Решение. а) Находим дискриминант: D 1 4 3= − = − . Под-
ставляя в формулу корней квадратного уравнения, получаем 

1,2
1 i 3x

2
− ±

= . 

б) Разложим левую часть уравнения на множители: 
4 2 2 2 2 2x 4 (x ) 2 (x 2) (x 2)− = − = − + =  

2(x 2) (x 2) (x 2)= − + + . 
Решаем квадратное уравнение 2x 2 0+ = . Имеем 
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2
1,2x 2, x i 2= − = ± . 

Ответ:  а)  1,2
1 i 3x

2
− ±

= ;   б)  1,2 3,4x i 2, x 2= ± = ± . 

Задача 185. Решить квадратное уравнение с комплекс-
ными коэффициентами. 

Решение. Пусть дано квадратное уравнение над полем 
комплексных чисел: 

2ax bx c 0+ + = , 
где a,b,c C, a 0∈ ≠ . По формуле корней квадратного урав-
нения имеем: 

1,2
b D

x
2a

− ±
= , 

где 2D b 4ac= −  – дискриминант, причем D – комплексное 
число, и существует ровно два квадратных корня из этого 
числа, если оно не равно нулю. Так как в формуле корней 
квадратного уравнения перед корнем из дискриминанта 
уже стоит знак плюс-минус, то достаточно найти только 
один из двух квадратных корней из дискриминанта D 
(смотрите задачу 182). 

Пример. Решить уравнение 2(1 i) x (5 3i) x 10 0+ − + + = . 
Решение.  

2D (5 3i) 40(1 i) 25 9 30i 40 40i 24 10i= + − + = − + − − = − − , 

12 13 12 13D 2 12 5i 2 i 1 5i
2 2

⎛ ⎞− + +
= ⋅ − − = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

1,2

6 2i 1 2i
2(1 i)b D (5 3i) (1 5i)x
4 8i2a 2(1 i) 3 i

2(1 i)

−⎡ = −⎢ +− ± + ± − ⎢= = =
++ ⎢ = +⎢ +⎣

. 
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Ответ: 1 2x 1 2i, x 3 i= − = + . 

Задача 186. Найти все корни данной натуральной сте-
пени из данного комплексного числа и изобразить их на 
комплексной плоскости. 

Определение. Пусть n натуральное число. Комплексное 
число α  называется корнем n-й степени из комплексного 
числа z, если n zα = . 

Теорема. Существует ровно n корней n-й степени из ком-
плексного числа z и все они могут быть найдены по формуле: 

n
k

2 k 2 k| z | cos i sin
n n

ϕ+ π ϕ+ π⎛ ⎞α = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,              (1) 

где  k 0,1,...,n 1= − ,  arg zϕ = . 

Обозначение:   o 1 n 1z { , ,..., }−α α α . 
 

Из формулы корней (1) мы видим, что все корни 

k , k 1,2,...,n 1α = −  имеют одинаковый модуль n
k| | | z |α = . 

Следовательно, на комплексной плоскости все они распо-
ложены на окружности с центром в начале координат ра-
диуса n | z | . 

Обозначим аргумент k-го корня через kϕ . Тогда из 
формулы (1) следует, что 

k
2 k , k 0,1,..., n 1
n

ϕ+ π
ϕ = = − .                   (2) 

Заметим, что аргументы корней образуют арифметическую 

прогрессию с разностью 2d
n
π

=  и первым членом прогрес-

сии o n
ϕ

ϕ = , т.е. имеет место формула 
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k 1 k
2 , k 0,1,...,n 2.
n+
π

ϕ = ϕ + = − .           (3) 

Таким образом, корни расположены на окружности равно-
мерно, через равные промежутки и разбивают окружность 
на n равных дуг. Другими словами, точки окружности, 
отождествленные с корнями, являются вершинами пра-
вильного n-угольника. 
 
Определение. Вершины правильного n-угольника называ-
ются точками деления окружности (круга), описанной око-
ло данного многоугольника. 

Другими словами, все корни n-й степени из комплекс-
ного числа на комплексной плоскости являются точками 
деления круга. 

Отсюда вытекает способ нахождения всех корней n-й 
степени из комплексного числа z | z | (cos i sin )= ϕ+ ϕ . 
1) Вычисляем n | z |  и изображаем на комплексной плоско-

сти окружность радиуса n | z |  с центром в начале координат. 

2) Находим аргумент корня с номером 0: oarg
n
ϕ

α =  и изо-

бражаем корень oα  соответствующей точкой на этой ок-
ружности. 
3) Делим окружность на n равных частей, пользуясь тем, 
что одна точка деления круга oα  у нас уже есть. 
4) Вычисляем по формуле (2) или (3) аргументы всех ос-
тальных корней и выписываем найденные корни в триго-
нометрической форме записи. 

Пример. Найти все корни данной натуральной степени из 
данного комплексного числа и изобразить их на комплекс-

ной плоскости: а) 3 i ;  б) 4 1 i 3− − . 
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Решение. а) i cos isin
2 2
π π

= + , т.е. | i | 1, arg i
2
π

= ϕ = = . На-

ходим o
2

n 3 6

π
ϕ π

ϕ = = =  и отмечаем корень o cos isin
6 6
π π

α = +  

на окружности радиуса 1 с центром в начале координат. 
Далее делим окружность на 3 равные части (смотрите ри-
сунок 16) и находим: 

1 o 2 1
2 2 5 2 5 2 3,
n 6 3 6 3 6 3 2
π π π π π π π π

ϕ = ϕ + = + = ϕ = ϕ + = + = . 

Выписываем найденные корни: 

o
3 icos isin

6 6 2 2
π π

α = + = + , 1
5 5 3 icos isin
6 6 2 2
π π

α = + = − + , 

2
3 3cos isin i
2 2
π π

α = + = − . 

 

 
Рис. 16. 

 

б) 4 41 i 3 2 cos i sin
3 3
π π⎛ ⎞− − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
,    | 1 i 3 | 2− − = , 

2α  

1α  oα  

у

хО
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4arg ( 1 i 3)
3
π

ϕ = − − = ,      o

4
3

n 4 3

π
ϕ π

ϕ = = = , 

o 2 cos i sin
3 3
π π⎛ ⎞α = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Отмечаем корень o 2 cos i sin
3 3
π π⎛ ⎞α = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 на окружности ра-

диуса 2 с центром в начале координат и делим ее на 4 рав-
ные части (смотрите рисунок 17).  

Вычисляем аргументы остальных корней: 
 

1 o 2 1
2 5 5 4,
n 3 2 6 2 6 2 3
π π π π π π π π

ϕ = ϕ + = + = ϕ = ϕ + = + = . 

3
4 11
3 2 6
π π π

ϕ = + = . 

 

 
Рис. 17. 

 
Выписываем все найденные корни: 

3α  

2α  

1α  

oα  
у 

х
О
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o 2 cos i sin 1 i 3
3 3
π π⎛ ⎞α = + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  

1
5 52 cos i sin 3 i
6 6
π π⎛ ⎞α = + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

2
4 42 cos isin 1 i 3
3 3
π π⎛ ⎞α = + = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

3
11 112 cos isin 3 i

6 6
π π⎛ ⎞α = + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Ответ:  а)  3 3 ii , i
2 2

⎧ ⎫⎪ ⎪= ± + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

; 

б)  { }4 1 i 3 (1 i 3), ( 3 i)− − = ± + ± − . 

 
Задача 187. Разложить многочлен на линейные множители. 
 
Теорема. Любой многочлен над полем комплексных чисел 
имеет столько корней, какова его степень. 
 

Приведенная здесь теорема является одной из форму-
лировок основной теоремы алгебры. Из этой теоремы сле-
дует, что любой многочлен с действительными или ком-
плексными коэффициентами единственным образом, с 
точностью до перестановки сомножителей, может быть 
представлен в виде: 

n n 1
n n 1 1 o n 1 2 na x a x ... a x a a (x x ) (x x )...(x x )−

−+ + + + = − − − , 
где na 0≠ , 1 2 nx ,x ,..., x  – корни многочлена. 

Случай квадратных уравнений разобран в задаче 185. 
Рассмотрим на примерах некоторые частные случаи мно-
гочленов более высокой степени. Полезно при этом учиты-
вать следующую теорему. 
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Теорема. Пусть многочлен 
n n 1

n n 1 1 of (x) a x a x ... a x a−
−= + + + +  

имеет целые коэффициенты. Тогда если несократимая 

дробь p
q

 является корнем этого многочлена, то ее числи-

тель  р  является делителем свободного члена oa , а знаме-
натель  q  является делителем старшего коэффициента na . 

С помощью этой теоремы можно перебрать все воз-
можные варианты таких дробей и выяснить, есть ли среди 
них рациональные корни многочлена. 
 
Пример. Разложить на линейные множители многочлен: 
а) 3 22x 3x 2x 2 0+ + − = ;     б) 4 3 2x x x 11x 10 0− + − + = . 
Решение. а) Находим рациональный корень уравнения 

1
1x
2

= . Делим многочлен 3 2f (x) 2x 3x 2x 2= + + −  на ли-

нейный двучлен 1x
2

− : 

3 2 212x 3x 2x 2 (x ) (2x 4x 4)
2

+ + − = − + + =  
2(2x 1) (x 2x 2)= − + + . 

Решаем квадратное уравнение 2x 2x 2 0+ + =  и находим 
его корни: 2,3x 1 i= − ± . Зная все корни многочлена, пишем 
его разложение на линейные множители: 

3 2 12x 3x 2x 2 2(x ) (x ( 1 i)) (x ( 1 i))
2

+ + − = − − − − − − + =  

12(x ) (x 1 i) (x 1 i)
2

= − + + + − . 
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б) Находим рациональные корни уравнения 1 2x 1, x 2= = . 
Делим многочлен 4 3 2f (x) x x x 11x 10= − + − +  на много-
член 2(x 1) (x 2) x 3x 2− − = − + : 

4 3 2 2 2x x x 11x 10 (x 3x 2) (x 2x 5)− + − + = − + + + . 
Решаем квадратное уравнение 2x 2x 5 0+ + =  и находим его 
корни: 2,3x 1 2i= − ± . Зная все корни многочлена, пишем 
его разложение на линейные множители: 

4 3 2x x x 11x 10 (x 1) (x 2) (x 1 2i) (x 1 2i)− + − + = − − + + + − . 
Ответ: а) (2x 1) (x 1 i) (x 1 i)− + + + − ; 
б) (x 1) (x 2) (x 1 2i) (x 1 2i)− − + + + − . 



 43 

Глава 23. Корни из единицы 
 
Задача 188. Найти все корни n-й степени из 1 и изобра-
зить их на комплексной плоскости. 

Решение. Пусть z 1 cos0 isin 0= = + . Тогда, применяя 
формулу корней n-й степени из комплексного числа, получаем: 

n
o 1 n 11 { , ,..., }−= ε ε ε , 

где обозначено 

k
2 k 2 kcos isin , k 0,1,...,n 1

n n
π π

ε = + = − .              (1) 

Из этой формулы мы видим, что 

o o k k 1 k
2 2arg 0, k, , k 0,1,..., n 2
n n+

π π
ϕ = ε = ϕ = ⋅ ϕ = ϕ + = − . 

     Таким образом, все n корней n-й степени из 1 располо-
жены на комплексной плоскости на единичной окружно-
сти, которую можно рассматривать как тригонометриче-

скую окружность, делят ее на n равных дуг, равных 2
n
π  ра-

диан, причем o 1ε =  – одна из n точек деления круга. Со-
единив все последовательные (соседние) точки 

k , k 0,1,..., n 1ε = −  отрезками прямых, мы получаем пра-
вильный n-угольник. 
 
Пример. Найти все корни n 1  и изобразить их на ком-

плексной плоскости:   а) 3 1 ;    б) 6 1 . 

Решение.  а)  3
o 1 21 { , , }= ε ε ε , где 

k
2 k 2 kcos isin , k 0,1,2

3 3
π π

ε = + = , 

o cos0 isin 0ε = + ,   1
2 2 1 3cos isin i
3 3 2 2
π π

ε = + = − + ,  

 44

2
4 4 1 3cos isin i
3 3 2 2
π π

ε = + = − − . 

Корни третьей степени из 1 делят окружность на 3 равных 

дуги по o120  или по 2
3
π  радиан, смотрите рисунок 18. 

 

 
Рис. 18. 

 
б)  6

o 1 2 3 4 51 { , , , , , }= ε ε ε ε ε ε , 

k
2 k 2 k k kcos isin cos isin , k 0,1,2,3,4,5

6 6 3 3
π π π π

ε = + = + = , 

o cos0 isin 0ε = + ,   1
1 3cos isin i

3 3 2 2
π π

ε = + = + , 

2
2 2 1 3cos isin i
3 3 2 2
π π

ε = + = − + ,   3 cos isin 1ε = π+ π = − , 

4
4 4 1 3cos isin i
3 3 2 2
π π

ε = + = − − , 

5
5 5 1 3cos isin i
3 3 2 2
π π

ε = + = − . 

 

2 2
4,
3
π

ε ϕ =  

1 1
2,
3
π

ε ϕ =  

х
o 0ϕ =  
o 1ε =  

у
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Рис. 19. 

Ответ: а)   3 1 31 1, i
2 2

⎧ ⎫⎪ ⎪= − ±⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,  рисунок 18; 

б)  6 1 31 1, i
2 2

⎧ ⎫⎪ ⎪= ± ± ±⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,  рисунок 19. 

Задача 189. Записать все корни n-ой степени из 1 в виде 
степеней одного корня. 

Решение. В предыдущей задаче мы видели, что 
n

o 1 n 11 { , ,..., }−= ε ε ε , 

k
2 k 2 kcos isin , k 0,1,...,n 1

n n
π π

ε = + = − . 

Обозначим 

1
2 2cos i sin
n n
π π

ε ε = + . 

Тогда по формуле Муавра 
k

k
k

2 k 2 k 2 2cos isin cos isin
n n n n
π π π π⎛ ⎞ε = + = + = ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
,

k 0,1,...,n 1= − . 
Следовательно, 2 n 1n 1 {1, , ,..., }−= ε ε ε . 

х 

у 

5 5
5,
3
π

ε ϕ =  4 4
4,
3
π

ε ϕ =  

3 1ε = −  

2 2
2,
3
π

ε ϕ =  1 1,
3
π

ε ϕ =  

o 1ε =  

О 
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Пример. Записать все корни третьей степени из 1 в виде 
степеней одного корня. 
Решение.  3

o 1 21 { , , }= ε ε ε , где 

k
2 k 2 kcos isin , k 0,1,2

3 3
π π

ε = + = . 

Обозначим   1
2 2cos isin
3 3
π π

ε = ε = + .  Тогда,  

2
2

4 4cos isin
3 3
π π

ε = + = ε . 

Ответ:  23 1 {1, , }= ε ε ,  где 2 2cos isin
3 3
π π

ε = + . 

 
Определение. Корень n-й степени из 1 называется перво-
образным корнем n-й степени из 1, если все корни из 1 яв-
ляются его степенями. 

Следствие. Корень n-й степени из 1, 1
2 2cos isin
n n
π π

ε = +  

является первообразным корнем n-й степени из 1. 
 

Теорема. Корень n-й степени из 1, k
2 k 2 kcos isin

n n
π π

ε = +  

является первообразным корнем n-й степени из 1 тогда и 
только тогда, когда н.о.д.(k,n) 1= . 
 
Пример. Найти все первообразные корни 3-й и 6-й степени 
из числа 1. 
Решение. а) 3

1 21 {1, , }= ε ε . Из чисел {0,1,2} только два 
числа являются взаимно простыми с числом 3. Это числа 1 
и 2. Поэтому первообразными корнями 3-й степени из 1 
являются только два корня: 1ε  и 2ε . 
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б) 6
o 1 2 3 4 51 { , , , , , }= ε ε ε ε ε ε . Так как из чисел {0,1,2,3,4,5}  

взаимно простыми с числом 6 являются числа 1 и 5, то 
первообразными корнями 6-й степени из 1 являются только 
два корня: 1ε  и 5ε . 

Ответ:  а) 1 2{ , }ε ε ,  где k
2 k 2 kcos isin , k 1,2

3 3
π π

ε = + = ; 

б) 1 5{ , }ε ε ,  где k
k kcos isin , k 1,5
3 3
π π

ε = + = . 

 
Задача 190. Построить таблицу умножения для всех 
корней n-ой степени из 1. 
 
Теорема. Все корни n-й степени из 1 образуют коммута-
тивную группу относительно умножения. 
 

Обозначим через n o 1 n 1T { , ,..., }−= ε ε ε  – группу корней n-
й степени из 1 и запишем все ее элементы в виде степеней 
одного первообразного корня (смотрите предыдущую за-
дачу):   2 n 1

nT {1, , ,..., }−= ε ε ε . 
 
Определение. Группа, все элементы которой являются 
степенями одного ее элемента, называется циклической. 
 
Определение. Число элементов конечной группы называ-
ется ее порядком. 
 

Из определений следует, что группа корней n-й степени 
из 1 является циклической группой n-го порядка. 

Найдем произведение любых двух элементов этой 
группы. Пусть k,m {0,1,..., n 1}∈ − . Тогда возможны два ва-
рианта: 
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1) k m {0,1,..., n 1}+ ∈ − ; 
2) k m n r+ = + , где r {0,1,..., n 1}∈ − . 
Отсюда следует, что 

k m
k m k m

r

, если k m n
, если k m n

+
+ ⎧ε + <

ε ⋅ε = ε = ⎨
ε + ≥⎩

. 

Действительно, так как 
n

n 2 2cos isin cos2 isin 2 1
n n
π π⎛ ⎞ε = + = π+ π =⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

то во втором случае k m k m n r n r r+ +ε ⋅ε = ε = ε = ε ⋅ε = ε . 
Доказанное нами правило умножения корней n-й сте-

пени из 1, позволяет нам построить таблицу умножения 
для элементов группы 2 n 1

nT {1, , ,..., }−= ε ε ε . 
 
Пример. Построить таблицу умножения для группы кор-
ней 3-й степени из 1. 

Решение. 2
3T {1, , }= ε ε . Здесь, 2 2cos isin

3 3
π π

ε = + , поэтому 
3 1ε = . Единственное произведение элементов этой группы 

находится по второму варианту: 2 2 4 3ε ⋅ε = ε = ε ⋅ε = ε . 

Ответ:  

2

2

2

2 2

1
1 1

1
1

⋅ ε ε
ε ε

ε ε ε
ε ε ε

. 

 
Задача 191. Разложить многочлен nx 1−  на линейные 
множители. 

Решение. В силу основной теоремы алгебры многочлен 
nx 1−  имеет в поле комплексных чисел n корней и, как 
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легко видеть, все они являются корнями n-й степени из 1. 
Следовательно, 

n
1 n 1x 1 (x 1) (x )...(x )−− = − − ε − ε , 

где k
2 k 2 kcos isin , k 0,1,...,n 1

n n
π π

ε = + = − . 

 
Пример. Разложить на линейные множители многочлен: 
а) 3x 1− ;   б) 6x 1− . 
Решение. а) Находим все корни из 1 третьей и шестой сте-
пени (смотрите пример задачи 188): 

3 1 31 1, i
2 2

⎧ ⎫⎪ ⎪= − ±⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,     6 1 31 1, i
2 2

⎧ ⎫⎪ ⎪= ± ± ±⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Ответ: а) 3 1 3 1 3x 1 (x 1) x i x i
2 2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; 

б) 6 1 3 1 3x 1 (x 1) x i x i
2 2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − + + + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

1 3 1 3(x 1) x i x i
2 2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ + − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Заметим, что 2n n nx 1 (x 1) (x 1)− = − + . Отсюда следует, что 
все корни многочлена nx 1+  являются корнями из 1 степени 
2n и одновременно они являются корнями n-й степени из   
–1. Более того, если 

2 2n 12n 1 {1, , ,..., }−= ε ε ε , 
то нетрудно проверить, что именно нечетные степени кор-

ня cos isin
n n
π π

ε = +  степени 2n из 1 будут корнями n-й сте-

пени из  –1: 
3 2n 1n 1 { , ,..., }−− = ε ε ε . 
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Действительно, 
2k 1

2k 1 (2k 1) (2k 1)cos isin cos isin
n n n n

−
− π π − π − π⎛ ⎞ε = + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

( )
n

n2k 1 (2k 1) (2k 1)cos isin
n n

− − π − π⎛ ⎞ε = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

cos (2k 1) isin (2k 1) 1= − π+ − π = − . 
Так из 6 корней 6-й степени из 1: 2 3 4 56 1 {1, , , , , }= ε ε ε ε ε  
следующие 3 корня будут корнями 3-й степени из –1: 

3 53 1 { , , }− = ε ε ε . 
Заметим еще, что для любого корня n-й степени из 1: 

k k 2 k 2 kcos i sin , k 0,1,..., n 1
n n

− π π
ε = ε = − = − . 

 Отсюда следует, что для корня 6-й степени из 1, 
5 6 1 1 3cos isin i

3 3 2 2
− π π

ε = ε ⋅ε = ε = − = − . 

Ответ: б) 3 1 3 1 3x 1 (x 1) x i x i
2 2 2 2

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ = + − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

 
Задача 192. Разложить многочлен на неприводимые 
множители над  полем действительных чисел. 
 
Определение. Пусть f (x)  – произвольный многочлен с 
коэффициентами из поля K, степень которого больше или 
равна 1. Многочлен f (x)  называется неприводимым (не-
разложимым) над полем K, если его невозможно разложить 
в произведение двух многочленов с коэффициентами из 
поля K, чтобы степень каждого множителя тоже была 
больше или равна 1. В противном случае многочлен f (x)  
называется приводимым или разложимым над полем K. 
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Примеры. 1) Все многочлены первой степени являются 
неприводимыми над любым полем. 
2) Многочлен 2x 1+  является неприводимым над полем 
действительных чисел и приводимым над полем комплекс-
ных чисел: 

2x 1 (x i) (x i)+ = − + . 
3) Любой квадратный трехчлен с действительными коэф-
фициентами и с отрицательным дискриминантом является 
неприводимым над полем действительных чисел и приво-
димым над полем комплексных чисел. 
 
Теорема. Над полем действительных чисел неприводимыми 
многочленами являются только линейные многочлены и 
многочлены второй степени с отрицательным дискриминан-
том. Над полем комплексных чисел неприводимыми много-
членами являются только многочлены первой степени. 
 
Теорема. Пусть многочлен 

n n 1
n n 1 1 of (x) a x a x ... a x a−

−= + + + +  
имеет действительные коэффициенты. Тогда если ком-
плексное число z a bi= +  является его корнем, то ком-
плексно сопряженное ему число z a bi= −  также является 
корнем этого многочлена. 

Доказательство. Пусть f (z) 0= . Тогда по свойствам 
комплексно сопряженных чисел имеем: 

n n 1
n n 1 of (z) a (z) a (z) ... a−

−= + + + =  
n n 1

n n 1 oa z a z ... a f (z) 0 0−
−= + + + = = = . 

Теорема доказана. 
 

Разложим многочлен 
n n 1

n n 1 1 of (x) a x a x ... a x a−
−= + + + +  

 52

с действительными коэффициентами на n линейных мно-
жителей. Это возможно по основной теореме алгебры. В 
силу предыдущей теоремы, если α  – комплексный корень 
многочлена f (x) , то комплексно сопряженное ему число 
α  также является его корнем. Поэтому в разложении мно-
гочлена f (x)  все его линейные множители, содержащие 
комплексные корни можно сгруппировать попарно. Рас-
смотрим одну такую пару: 

(x ) (x )−α −α . 
Раскроем скобки и приведем подобные члены: 

2(x ) (x ) x ( ) x−α −α = − α +α +α ⋅α . 
Заметим далее, что 22Re , | |α +α = α α ⋅α = α , откуда 

2 2(x ) (x ) x (2Re ) x | |−α −α = − α + α . 
В результате мы получили квадратный трехчлен с действи-
тельными коэффициентами. Так как он не имеет действи-
тельных корней, то его дискриминант меньше нуля. Следо-
вательно, мы доказали следующую теорему. 
 
Теорема. Любой многочлен f (x)  с действительными ко-
эффициентами можно разложить на линейные множители 
вида (x a)− , где а – действительный корень многочлена 
f (x)  и квадратичные множители с отрицательным дискри-
минантом, т.е. 

2 2
n 1 s 1 1 t tf (x) a (x x )...(x x ) (x p x q )...(x p x q )= − − + + + + , 

где na  – старший коэффициент многочлена f (x) ,  

1 sx ,..., x  – действительные корни многочлена f (x) , 
2 2

1 1 t t(x p x q ), ..., (x p x q )+ + + +  
– квадратичные трехчлены с действительными коэффици-
ентами и отрицательным дискриминантом. 
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     Мы упростим себе задачу, и будем заниматься разложе-
нием на неприводимые множители над полем действитель-
ных чисел только многочлены вида 

nf (x) x a, a R= − ∈ . 
 
Пример. Разложить многочлен на неприводимые над по-
лем действительных чисел множители: 
а) 3x 8− ;  б) 6x 64− ;  в) 4x 16+ . 
Решение. а) Разложим многочлен 3x 8−  по формуле разно-
сти кубов: 

3 2x 8 (x 2) (x 2x 4)− = − + + . 
Квадратный трехчлен неприводим над R, т.к. его дискри-
минант D 4 16 12 0= − = − < . 

б) Разложим многочлен 6x 64−  по формуле разности 
квадратов: 

6 3 3x 64 (x 8) (x 8)− = − + . 
Кубические двучлены 3x 8−  и 3x 8+  разложим по форму-
лам разности и суммы кубов: 

3 2x 8 (x 2) (x 2x 4)− = − + + ,  3 2x 8 (x 2) (x 2x 4)+ = + − + . 
Квадратные трехчлены 2x 2x 4+ +  и 2x 2x 4− +  имеют от-
рицательный дискриминант и неприводимы над R. 

6 2 2x 64 (x 2) (x 2) (x 2x 4) (x 2x 4)− = − + + + − + . 
в) Найдем все корни 4-й степени из –16. Так как 

44 16 4 1− = − , то достаточно найти все корни 4-й степени 
из  –1: 

4
k1 cos i sin , 1 { }, k 0,1, 2,3− = π+ π − = α = , где 

k
2 k 2 kcos isin
4 4

π+ π π+ π
α = + . 

o
2cos isin (1 i)

4 4 2
π π

α = + = + , 
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1
3 3 2cos isin ( 1 i)
4 4 2
π π

α = + = − + , 

2
5 5 2cos isin ( 1 i)
4 4 2
π π

α = + = − − , 

3
7 7 2cos isin (1 i)
4 4 2
π π

α = + = − . 

Следовательно, 44 16 2 1 { 2 ( 1 i)}− = − = ± ±  и разложение 
многочлена 4x 16+  над полем комплексных чисел имеет вид: 

4 16x + =  
(x 2(1 i)) (x 2(1 i)) (x 2( 1 i)) (x 2( 1 i))= − + − − − − − − − +  

Перемножая попарно линейные множители с комплексно 
сопряженными корнями, получаем: 

2(x 2(1 i)) (x 2(1 i)) x 2 2x 4− + − − = − + , 
2(x 2( 1 i)) (x 2( 1 i)) x 2 2x 4− − + − − − = + + , 

4 2 2x 16 (x 2 2x 4) (x 2 2x 4)+ = − + + + . 
Последнее разложение можно получить еще одним способом: 

4 2 2 2 2 2 2 2 2x 16 ((x ) 8x 4 ) 8x (x 4) (2 2x)+ = + + − = + − =  
2 2(x 4 2 2x) (x 4 2 2x)= + − + + . 

Ответ: а) 3 2x 8 (x 2) (x 2x 4)− = − + + ; 
б) 6 2 2x 64 (x 2) (x 2) (x 2x 4) (x 2x 4)− = − + + + − + ; 
в) 4 2 2x 16 (x 2 2x 4) (x 2 2x 4)+ = − + + + . 
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УПРАЖНЕНИЯ 
 

164. Пусть  1 2 3 4z ( 3 2i), z 2 i, z i, z 6= − + = − − = = − . 
Вычислить :   а) 1 2 3z z z+ − ;  б) 1 2 4z z z− + ;  в) 2 3 4z z z− − ; 
г) 3 4z z− . 

165. Пусть 1 2 3 4z 2 i, z 1 2i, z i, z 3= − + = − = − = .  
Вычислить:  а) 1 2z z ;  б) 1 3z z ;  в) 1 4z z ;  г) 3 4z z ;   д) 2

1z ;         
е)  2 5

1 1 32z z z− + + . 
166. Пусть 1 2 3 4z 1 i, z 4 2i, z 3i, z 2= + = − − = = − . Вычис-

лить:    а) 1

2

z
z

;    б) 2

3

z
z

;    в) 2

4

z
z

;    г) 4

3

z
z

;    д)  
3
1
2
3

z
z

. 

167. Найти z , если 
3

2

(2 i)z
(2 i)
−

=
+

. 

168. Следующие комплексные числа изобразить на ком-
плексной плоскости: 

z 1 2i, z 2 i, z 2 2i, z 2 i= + = − = − + = − − . 
169. Постройте на комплексной плоскости комплексное 

число z 3 4i= − −  и комплексно сопряженное ему. 
170. Найти модули и аргументы следующих комплекс-

ных чисел: z 2, z 3, z 2i, z 2i, z 3 i= = − = = − = ± ± . 
171. Запишите следующие комплексные числа в триго-

нометрической форме:  
3i 3 iz , z , z , z 3 4i
2 3 i

− +
= −π = − = = − −

+
. 

172. Найдите модули и аргументы комплексных чисел, 
комплексно сопряженных следующим комплексным числам: 

1 2
7 7z 2 cos i sin , z cos i sin

4 4 4 4
⎛ π π ⎞ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 
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3
4 4z cos isin
3 3
π π

= + . 

173. Найдите алгебраическую форму записи следую-
щих комплексных чисел: 

1 2
7 7 3 3z 2 (cos i sin ), z cos i sin
4 4 4 4
π π

= + = + , 

3
17z 2 cos17 isin

2
π⎛ ⎞= π−⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

4 5
7 7 2009 2009z cos i sin , z cos i sin
6 6 3 3
π π π π

= − = + . 

174. Найти произведение чисел и записать в тригоно-
метрической форме: 

а) 1 2z 3 (cos i sin ), z 2 (cos i sin )
6 6 3 3
π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; 

б) 1 2
5 7z 3(cos i sin ), z 2(cos i sin )
6 6 3 6
π π π π

= − = + . 

175. Найти частное чисел и записать в тригонометриче-
ской форме: 

а) 1 2
11 11 5 5z 3(cos i sin ), z 2(cos i sin )
12 12 3 3
π π π π

= + = + ; 

б) 1 2
5 5 5z 3(cos i sin ), z 2(cos i sin )
6 6 4 4
π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

176. Вычислить:   а) 12( 3 i)+ ;  б) 
20097 7cos isin

4 4
π π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 

в) 1914i ;    г) 
n

1 i
2
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

177. Образуют ли треугольник, точки комплексной 
плоскости, отождествленные с комплексными числами: 

1 2 3z 3 2i, z i, z 2 3i= − = = − + . 
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178. Изобразить на комплексной плоскости множество 
точек, удовлетворяющих условию | z i 1| 2− + ≥ . 

179. Изобразить на комплексной плоскости множество 

точек z, имеющих одинаковый аргумент  11arg z
6
π

= . 

180. Изобразить множество точек z комплексной плос-
кости, удовлетворяющих условиям: 

а)  2| Re z | 2, | Im z | , | z | 1
2

< < ≥ ;   б) 2Re 1
z 1

≤
+

; 

в)  1 2Re i Im
z z

⎛ ⎞+ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

181. Среди комплексных чисел z, удовлетворяющих ус-
ловию | z 2 2i | 3− + = , найдите число с наибольшим модулем. 

182. Вычислить:  а) 5 12i− ;   б) i− ;   в) 1 i 3− . 

183. Вычислить:  а) 12− ;  б) 
2(1 i)

i
− . 

184. Решить уравнения:  
а) 2x 2x 2 0+ + = ;   б) 4x 16 0− = . 

185. Решить уравнение 4 2x (7 i) x 24 7i 0− + + + = . 
186. Найти тригонометрическую форму записи всех 

корней данной натуральной степени из данного комплекс-
ного числа и изобразить их на комплексной плоскости: 

а) 3 i− ;    б) 4 3 i+ . 
187. Разложить на линейные множители многочлены: 
а) 3 2x x 2x 4 0− + + = ;     б) 4 3 2x 5x 2x 4x 48 0− + − + = . 
188. Найти все корни n 1  и изобразить их на комплекс-

ной плоскости: 
а) 4 1 ;    б) 8 1 . 
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189. Записать все корни 4-й и 8-й степени из 1 в виде 
степеней одного корня. 

190. Построить таблицы умножения для группы корней 
4-й и 8-й степени из 1. 

191. Разложить на линейные множители многочлен: 
а) 4x 1− ;    б) 8x 1− ;    в) 4x 1+ . 

192. Разложить многочлен на неприводимые над полем 
действительных чисел множители: а) 3x 4+ ;  б) 6x 32− ;   
в) 8x 1− . 
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