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Предисловие 
 
Четвертая часть учебно-методического пособия содер-

жит основные задачи линейной алгебры по указанной в на-
звании теме. К решению систем линейных уравнений сво-
дятся практически все задачи линейной алгебры, поэтому 
они вместе с матрицами и определителями являются ее ос-
новными инструментами.  

Основным методом решения систем линейных уравне-
ний является метод Гаусса. В пособии имеются многочис-
ленные примеры применения этого метода, а упражнения 
помогут студентам выработать устойчивые практические 
навыки решения систем линейных уравнений. 

На первый план, в этой части пособия, автор выводит 
техническую сторону, т.е. действия с матрицами, вычисле-
ние определителей, методы решения  систем линейных 
уравнений, и лишь вскользь упоминается о геометрической 
интерпретации их множества решений как векторном мно-
гообразии. Более подробное обсуждение этого вопроса 
планируется провести в следующих частях пособия. 
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нородной системы линейных уравнений. 
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уравнений. 
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Глава 24.  Алгебра матриц 
 
Определение. Пусть K – произвольное поле, m, n – произ-
вольные натуральные числа. Выражение 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...

a a ... a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

где 11 12 1n 21 mna ,a ,...,a ,a ,...,a K∈  – произвольные элементы по-
ля K, называется матрицей с размерами  m  на  n  над полем K. 
 

Здесь элементы поля K обозначаются одной и той же 
буквой с двумя нижними индексами. Первый индекс обо-
значает номер строки, а второй – номер столбца, в которых 
стоит этот элемент. Элементы с одинаковыми первыми ин-
дексами образуют строку матрицы, элементы с одинако-
выми вторыми индексами образуют столбец матрицы. Та-
ким образом, матрица с размерами m  на  n  имеет m строк 
и n столбцов. 
 
Обозначение: множество всех матриц с размерами m  на  n  
и с элементами из поля K обозначается m,nM (K) . Для со-
кращения размеры матрицы пишут m n× , но говорят так-
же: «m  на  n». 
 

Пример. 
1 0 1

A
2 7 9

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 – прямоугольная матрица раз-

мерами 2 3×  над полем действительных чисел R. 
 
Обозначение. Произвольную матрицу А с размерами 
m n×  над полем K часто записывают в сокращенном виде: 
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ijA (a ), i 1, 2,...,m; j 1,2,..., n= = = . 
 
Определение. Матрица с одной строкой называется стро-
кой, а число элементов в строке называется длиной строки. 
 
Определение. Матрица с одним столбцом называется столб-
цом, а число элементов в столбце называется его высотой. 
 
Пример. A (1,2, 5, 2)= − −  – строка длины 4 над полем R, 

1
A

3
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 – столбец высоты 2 над полем R. 

Замечание. Элементы в строке принято отделять друг от 
друга запятой или точкой с запятой. 
 
Определение. Матрица с равным числом строк и столбцов 
называется квадратной, а число строк и число столбцов на-
зывается ее порядком  
 

Пример. 
0 1

A
1 2

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – квадратная матрица 2-го порядка 

над полем R. 
 
Определение. Пусть nA M (K)∈  – произвольная квадрат-
ная матрица n-го порядка. Говорят, что элементы с равны-
ми нижними индексами kka , k 1,2,...,n=  стоят на главной 
диагонали и все они, 11 22 nna ,a ,...,a , образуют главную диа-
гональ матрицы. Говорят, что элементы  

1n 2,n 1 i,n i 1 n1a ,a ,...,a ,...,a− − +  
образуют побочную диагональ матрицы. 

 8

Определение. Квадратная матрица, все элементы которой, 
не стоящие на главной диагонали равны нулю, называется 
диагональной. 

Пример. 
3 0 0

D 0 12 0
0 0 7

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – диагональная матрица 3-го 

порядка. 
 
Определение. Квадратная матрица, все элементы которой, 
стоящие ниже (или выше) главной диагонали равны нулю, 
называется треугольной. 

Пример. 
3 0 2

T 0 12 5
0 0 7

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – треугольная матрица 3-го по-

рядка. 
 
Замечание. Элементы поля K часто называются скалярами. 
 
Задача 193. Сложить матрицы. 
 
Определение. Пусть даны две произвольные матрицы 
одинаковых размеров с элементами из произвольного поля: 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...

a a ... a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

b b ... b
b b ... b

B
... ... ... ...

b b ... b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Суммой матриц А и В называется матрица 
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11 11 12 12 1n 1n

21 21 22 22 2n 2n

m1 m1 m2 m2 mn mn

a b a b ... a b
a b a b ... a b

A B
... ... ... ...

a b a b ... a b

+ + +⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟+ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ + +⎝ ⎠

. 

 
Правило сложения матриц. 

Складывать можно только матрицы одинаковых разме-
ров, т.е. имеющих одинаковое число строк и одинаковое 
число столбцов. 

Для того чтобы сложить две матрицы, нужно сло-
жить их одноименные элементы. 

Пример. Сложить матрицы: 

а) 
1 1 2

A
3 0 2
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
,  

2 0 1
B

4 3 5
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
; 

б) A (1, 2,0,7), B (5, 9,2, 2)= − = − − ; в) 
11 9

A , B
3 5

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Решение. а) 
1 2 1 0 2 1 1 1 1

A B
3 4 0 3 2 5 1 3 3
− + + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; 

б) A (1 5, 2 9,0 2,7 2) (6, 11,2,5)= + − − + − = − ; 

в) 
11 9 2

A B
3 5 2
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

 
Свойства сложения матриц. 
 
Теорема. Сложение матриц подчиняется законам ассоциа-
тивности и коммутативности, т.е., если А, В и С произ-
вольные матрицы с элементами из поля K и имеющие оди-
наковые размеры, то 

A (B C) (A B) C, A B B A+ + = + + + = + . 
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Определение. Матрица, все элементы которой равны ну-
лю, называется нулевой и обозначается цифрой 0. 
 
Определение. Матрица В называется противоположной 
матрице А, если обе они имеют одинаковые размеры и 
элементы из одного и того же поля K, и 

A B B A 0+ = + = . 
 
Обозначение. Матрица, противоположная матрице А, обо-
значается  –А. 
 
Теорема. Матрица  

ijA ( a ), i 1,2,...,m; j 1,2,..., n− = − = =  
является противоположной матрице  

ijA (a ), i 1,2,...,m; j 1,2,..., n= = = . 
 
Теорема. Множество матриц одинаковых размеров над по-
лем K относительно их сложения является абелевой группой. 
 
Задача 194. Умножить матрицу на число. 
 
Определение. Пусть дана произвольная матрица 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...

a a ... a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 с элементами ija K, i 1,2,...,m, j 1,2,..., n∈ = =  из произ-
вольного поля K и произвольный скаляр (число) Kλ∈ . 
Произведением скаляра λ  на матрицу А называется мат-
рица 
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11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...
a a ... a

λ λ λ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ λ λ⎜ ⎟λ ⋅ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
λ λ λ⎝ ⎠

. 

 
Правило умножения матрицы на скаляр (число). 
1) На скаляр можно умножать матрицу любых размеров. 
2) Для того, чтобы умножить матрицу на скаляр (число) 
нужно умножить данный скаляр (данное число) на каждый 
элемент данной матрицы. 
 
Пример. Умножить матрицу А на число λ : 

а) 
1 1 2

A , 3
3 0 2
−⎛ ⎞

= λ = −⎜ ⎟−⎝ ⎠
;   б) A (1, 2,0,7), 1= − λ = − . 

Ответ:  а) 
3 3 6

A
9 0 6

− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

;   б) A ( 1,2,0, 7)= − − . 

Свойства умножения матрицы на скаляр. 
 
Теорема. Умножение матрицы на скаляр подчиняется за-
конам коммутативности и ассоциативности: 

m,nA M (K), , K∀ ∈ ∀λ µ∈ ,   A A , ( )A ( A)λ = λ λµ = λ µ . 
 
Теорема. Множество матриц m,nM (K)  относительно их 
сложения и умножения на скаляр является векторным (ли-
нейным) пространством. 
 
Из последней теоремы следует, в частности, что умноже-
ние матрицы на скаляр подчиняется законам дистрибутив-
ности относительно сложения матриц и относительно сло-
жения скаляров: 
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m,nA,B M (K), , K∀ ∈ ∀λ µ∈ , 
(A B) A B, ( )A A Aλ + = λ + λ λ +µ = λ +µ . 

 
Задача 195. Умножить строку на столбец. 
 
Определение. Пусть дана строка длины n и столбец высо-
ты n над полем K: 

1

2
1 2 n

n

b
b

A (a ,a ,...,a ), B

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
. 

Произведением строки А на столбец В называется скаляр 
1 1 2 2 n nAB a b a b ... a b= + + + . 

 
Правило умножения строки на столбец. 
1) Длина строки должна быть равна высоте столбца. 
2) Для того, чтобы умножить строку на столбец нужно ум-
ножить все элементы строки на соответствующие (одно-
именные) элементы столбца и сложить полученные произ-
ведения. 
 
Пример. Умножить данную строку на данный столбец: 

а) 

2
4

A (2, 3, 1,4), B
1
3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟= − − =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;    б) 

1
2

A ( 2,0,5), B
3
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Решение. а) AB 2( 2) ( 3)( 4) ( 1) 1 4 3 19= − + − − + − ⋅ + ⋅ = ; 
б) умножение невозможно, так как длина строки не равна 
высоте столбца. 
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Задача 196. Умножить матрицу на матрицу. 
 
Определение. Число столбцов в матрице называется ее 
шириной. Число строк в матрице называется ее высотой. 
 
Определение. Пусть даны две матрицы: 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...

a a ... a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    

11 12 1k

21 22 2k

n1 n2 nk

b b ... b
b b ... b

B
... ... ... ...
b b ... b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

где ширина матрицы А равна высоте матрицы В. Матрица 
ijC AB (c ); i 1,2,...,m; j 1,2,..., k= = = = , 

где для всех индексов   i 1, 2,...,m; j 1,2,..., k= = , 
n

ij i1 1j i2 2 j in nj it tk
t 1

c a b a b ... a b a b
=

= + + + =∑  

называется произведением матрицы А на матрицу В. 
 
Правило умножения матрицы на матрицу. 
1) Ширина первой матрицы должна быть равна высоте 
второй матрицы. 
2) В результате умножения получается матрица, число 
строк которой равно числу строк первой матрицы, а число 
столбцов равно числу столбцов второй матрицы. 
3) Для того, чтобы умножить матрицу на матрицу нужно 
каждую строку первой матрицы умножить на каждый 
столбец второй матрицы. Результат умножения строки с 
номером i на столбец с номером j записывается в новую 
матрицу на пересечение i-й строки и j-го столбца. 
 

Следовательно, можно умножить матрицу А на матри-
цу В и получить новую матрицу АВ. Если k m= , то и мат-
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рицу В можно умножить на матрицу А и получить матрицу 
ВА. Если же k m≠ , то произведение ВА не определено, 
т.е. нельзя умножить В на А. 
 
Пример. Найти произведение матриц АВ и ВА: 

а) 
0 1 2 7

2 3 4
A , B 3 5 4 8

1 5 6
2 3 4 1

− −⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎜ ⎟= = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

; 

б) 
5 0

2 3 4
A , B 1 1

1 5 6
0 2

−⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

; 

в) 
1 2 1 1

A , B
3 4 0 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Решение. Умножение матриц удобно производить, пользу-
ясь схемой "креста". Рисуем "крест" – два перпендикуляр-
ных друг другу отрезка прямых, первую матрицу пишем в 
третью четверть, вторую – в первую. 

а) Вычислим АВ: 

11 12 13 14

21 22 23 24

0 1 2 7
3 5 4 8
2 3 4 1

2 3 4 c c c c
1 5 6 c c c c

− −
− −

−
−

− −

 

 
Умножаем первую строку матрицы А на первый столбец 
матрицы В: 

11c 2 0 ( 3)( 3) 4 2 17= ⋅ + − − + ⋅ = . 
Умножаем первую строку матрицы А на следующие 
столбцы матрицы В: 
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2
12 13c 2( 1) ( 3)5 4 3 5, c 2( 2) ( 3)( 4) 4 24= − + − + ⋅ = − = − + − − + = , 

14c 2 7 ( 3)8 4( 1) 14= ⋅ + − + − = − . 
Далее, аналогично, умножаем по очереди, вторую строку 
матрицы А на все столбцы матрицы В: 

2 2
21 22c ( 1)0 5( 3) ( 6)2 27, c ( 1) 5 ( 6)3 8= − + − + − = − = − + + − = , 

23c ( 1)( 2) 5( 4) ( 6)4 42= − − + − + − = − , 

24c ( 1)7 5 8 ( 6)( 1) 39= − + ⋅ + − − = . 

Ответ:  а) 
17 5 24 14

AB
27 8 42 39

− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

Заметим, что матрицу В на матрицу А умножить нель-
зя, так как ширина матрицы В равна 4, а высота матрицы А 
равна 2, т.е. они не равны. 

б) Вычислим АВ. Умножаем с помощью "креста". Про-
изведения строк на столбцы подсчитываем либо в уме, ли-
бо на черновике, а их результаты сразу записываем в чет-
вертую четверть: 

5 0
1 1
0 2

2 3 4 13 11
1 5 6 10 17

−
−

− −
− − −

 

 
Аналогично находим ВА: 

2 3 4
1 5 6

5 0 10 15 20
1 1 3 8 10
0 2 2 10 12

−
− −

− − −
− −

− −
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Ответ: б) 
13 11

AB
10 17
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, 

10 15 20
BA 3 8 10

2 10 12

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

 
Из этого примера мы видим, что даже если определено 

умножение матриц в любом порядке, то AB BA≠ , т.е. ум-
ножение матриц не коммутативно. 

в) 
1 1 1 2
0 1 3 4

1 2 1 3 1 1 4 6
3 4 3 7 0 1 3 4

 

Ответ: 
1 3 4 6

AB , BA
3 7 3 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 
Определение. Квадратная матрица E n-го порядка над полем 
K называется единичной, если для любой квадратной мат-
рицы А n-го порядка над полем K выполняются равенства: 

AE EA A= = . 
 
Теорема. Единичная матрица n-го порядка над полем K 
является единственной и равна матрице 

1 0 ... 0
0 1 ... 0

E
... ... ... ...
0 0 ... 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Пример. 
1 0

E
0 1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – единичная матрица 2-го порядка. 
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Свойства умножения матриц. 
 
Теорема. Умножение матриц подчиняется следующим за-
конам. 1) Закон ассоциативности: 

m,n n,p p,qA M (K), B M (K), C M (K)∀ ∈ ∈ ∈ , A(BC) (AB)C= . 
2) Закон дистрибутивности умножения относительно сло-
жения: 

m,n n,pA,B M (K), C M (K)∀ ∈ ∈ ,   (A B)C AC BC+ = + , 

m,n n,pC M (K), A, B M (K)∀ ∈ ∈ ,   C(A B) CA CB+ = + . 
3) m,n n,pA M (K), B M (K), K∀ ∈ ∈ λ∈ , 

(AB) ( A)B A( B)λ = λ = λ . 
 
Теорема. Множество квадратных матриц n-го порядка над 
полем K относительно их сложения и умножения является 
некоммутативным кольцом с единицей. 
 
Задача 197. Умножить столбец на строку. 

Решение. Это частный случай умножения матриц и 
произведение может быть легко найдено по общему прави-
лу умножения матриц, особенно с помощью схемы "крест". 

1 2 m

1 1 1 1 2 1 m

2 2 1 2 2 2 m

n n 1 n 2 n m

b b ... b
a a b a b ... a b
a a b a b ... a b
... ... ... ... ...

a a b a b ... a b

 

 
Пример. Найти произведение АВ, если: 

2
A , B (3,2, 1)

4
−⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Решение. 
 18

3 2 1
2 6 4 2
4 12 8 4

−
− − −

−
 

Ответ: 
6 4 2

AB
12 8 4
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
. 

 
Задача 198. Найти данную натуральную степень матрицы. 

Решение. Натуральная степень матрицы определяется 
аналогично натуральной степени числа: 

n

n штук

A A A ... A⋅ ⋅ ⋅� ��	�
 . 

В частности, 2 3 2 4 3 2 2A A A, A A A, A A A A A= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ , 
и так далее. 

Из определения умножения матриц ясно, что матрица А 
должна быть квадратной. 
 

Пример. Найти 5A , если 
1 1

A
1 1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
. 

Решение. Использование следующей схемы ясно без слов: 
 

1 1 2 0 1 1
1 1 0 2 1 1

1 1 2 0 4 0 4 4
1 1 0 2 0 4 4 4

− −

− −

. 

 

Ответ: 
51 1 4 4 1 1

4
1 1 4 4 1 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 
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Задача 199. Найти значение многочлена от матрицы. 
 
Определение. Пусть дан произвольный многочлен от од-
ной переменной с коэффициентами из поля K и дана мат-
рица над этим же полем K: 

m m 1
m m 1 1 of (x) a x a x ... a x a ,−

−= + + + +  

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...
a a ... a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Значением многочлена f(x) от матрицы А называется матрица: 
m m 1

m m 1 1 of (A) a A a A ... a A a E−
−= + + + + , 

где 

1 0 ... 0
0 1 ... 0

E
... ... ... ...
0 0 ... 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – единичная матрица n-го порядка. 

 
Пример. Найти значение многочлена 2f (x) 2x x 3= − +  от 

матрицы 
0 1

A
1 0

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Решение. 
2

2 0 1 0 1 1 0
f (A) 2A A 3E 2 3

1 0 1 0 0 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 0 0 1 1 0 5 1
2 3

0 1 1 0 0 1 1 5
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 
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Задача 200. Транспонировать матрицу. 
 
Определение. Матрица 

11 21 m1

12 22 m2t

1n 2n mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...
a a ... a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

называется транспонированной по отношению к матрице 
11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...

a a ... a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Таким образом, при транспонировании матрицы ее 

элементы с позиции (i,j) перемещаются на позицию (j,i). 
Однако, на практике удобнее руководствоваться следую-
щим правилом. 
 
Правило транспонирования матрицы. 
Для того, чтобы транспонировать матрицу нужно первую 
строку матрицы записать в первый столбец, вторую строку 
матрицы записать во второй столбец, и так далее, все стро-
ки матрицы переписать в столбцы. 

В частности,   

t
1 1

2 2t
1 2 n 1 2 n

n n

a a
a a

(a ,a ,..., a ) , (a ,a ,..., a )

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
. 

 
Пример. Транспонировать матрицу: 
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а) 
1 5 2 1

A
2 8 4 3

− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

;     б) 
5 0

B 1 1
0 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

в) 
1 6

C
3 4
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
;     г) D ( 3,11, 9,3)= − − ;  д)  

1
E

1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
. 

Ответ: а) t

1 2
5 8

A
2 4
1 3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

;     б) t 5 1 0
B

0 1 2
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
; 

в) t 1 3
C

6 4
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
;     г) t

3
11

D
9

3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  д) tE (1, 1)= − . 

 
Свойства транспонирования матриц. 
 
Теорема. Для любых матриц А и В справедливы следую-
щие свойства: 
1) t t(A ) A= ; 
2) t t t(A B) A B+ = + , если А и В – матрицы одинаковых 
размеров; 
3) t t t(AB) B A= , если произведение АВ определено; 
4) 1 t t 1(A ) (A )− −= , где А – обратимая матрица; 
5) t t(kA) k A= ⋅ , где k – произвольный скаляр поля K. 
 
Задача 201. Найти взаимную (союзную) матрицу. 
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Определение. Квадратная матрица 
11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

A A ... A
A A ... A

A
... ... ... ...

A A ... A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

называется присоединенной по отношению к матрице 
11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...
a a ... a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

если ijA , i, j 1,2,...,n=  – алгебраическое дополнение эле-
мента ija , i, j 1,2,...,n= . 
 
Определение. Присоединенная и транспонированная мат-
рица t(A)�  называется взаимной (союзной) по отношению к 
матрице А и обозначается 

11 21 n1

12 22 n2t

1n 2n nn

A A ... A
A A ... A

A* (A)
... ... ... ...

A A ... A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� . 

 
Пример. Найти матрицу взаимную матрице 

0 2 1
A 1 0 1

2 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Решение. Вычисляем алгебраические дополнения элемен-
тов матрицы А. 
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11 12

0 1 1 1
A 1, A 2

1 0 2 0
− −

= = − = − = −
−

, 

13 21

1 0 2 1
A 1, A 1

2 1 1 0
= = − = − = −

− −
, 

22 23

0 1 0 2
A 2, A 4

2 0 2 1
= = − = − =

−
, 

31 32 33

2 1 0 1 0 2
A 2, A 1, A 2

0 1 1 1 1 0
= = − = − = = = −

− −
. 

Получаем: 
1 2 1

A 1 2 4
2 1 2

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

� ,    t

1 1 2
A* (A) 2 2 1

1 4 2

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

� . 

Ответ: 
1 1 2

A* 2 2 1
1 4 2

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

 
Задача 202. Найти матрицу, обратную матрице второго 
порядка. 
 
Определение. Пусть nA M (K)∈  – квадратная матрица n-го 
порядка над полем K. Матрица nB M (K)∈  называется об-
ратной по отношению к матрице А, если 

AB BA E= = , 
где Е – единичная матрица. 
 
Теорема. Если обратная матрица существует, то она един-
ственная. 
 
Обозначение. 1A−  – матрица обратная матрице А. 
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Определение. Если для матрицы А существует обратная 
ей, то сама матрица А называется обратимой. 
 
Определение. Квадратная матрица А называется невыро-
жденной, если ее определитель не равен нулю.  
 
Теорема. Квадратная матрица А является обратимой тогда 
и только тогда, когда она является невырожденной. 
 
Теорема. (Формула обратной матрицы.) Пусть А – невы-
рожденная квадратная матрица n-го порядка. Тогда 

1 1A A*
det A

− = ⋅ , 

где А* – союзная к матрице А. 
 
Решение задачи. Пусть дана невырожденная квадратная 
матрица второго порядка: 

11 12

21 22

a a
A

a a
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Легко проверить, что матрица 
22 12

21 11

a a
A*

a a
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

– союзная матрице А и, по формуле обратной матрицы, 
22 121

21 1111 22 12 21

a a1 1A A*
a adet A a a a a

− −⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠

. 

 

Пример. Найти матрицу обратную матрице 
3 4

A
5 7
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Ответ: 1 7 4
A

5 3
− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 
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Задача 203. Найти матрицу, обратную матрице третьего 
порядка с помощью взаимной матрицы. 

Решение. Формула обратной матрицы записана в пре-
дыдущей задаче. Задача нахождения взаимной матрицы 
была уже рассмотрена, см. задачу 201. Задача вычисления 
определителя решается в следующей главе. 
 
Пример. Найти матрицу обратную матрице 

0 2 1
A 1 0 1

2 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Решение. Взаимную матрицу мы уже нашли, см. пример 
задачи 201: 

1 1 2
A* 2 2 1

1 4 2

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

Вычислим определитель матрицы А: 
11 11 12 12 13 13det A a A a A a A= + + =  

0 ( 1) 2 ( 2) 1 ( 1) 5= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − = − . 

Ответ: 1

1 1 2
1A 2 2 1
5

1 4 2

−

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

 
Задача 204. Решить линейное матричное уравнение с 
помощью взаимной матрицы. 

Решение. Пусть дано матричное уравнение 
AX B=    или   XA B= , 

где А и В – данные матрицы соответствующих размеров, Х 
– неизвестная матрица, которую требуется найти. 
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Решим уравнение AX B= . Для этого, умножим обе 
части этого равенства на матрицу А*, взаимную матрице А. 
Так как умножение матриц некоммутативно, то умножать 
на А* будем слева: 

A* (AX) A* B⋅ = ⋅ . 
Воспользуемся свойством ассоциативности умножения 
матриц: 

A* (AX) (A* A) X ((det A) E) X (det A)(EX)⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = =  
(det A)X= . 

Наше матричное уравнение принимает вид: 

(det A)X A*B= . 

Отсюда следует, что если det A 0≠ , то матричное уравне-
ние AX B=  имеет единственное решение: 

11X A*B A B
det A

−= = . 

Аналогично, умножая матричное уравнение XA B=  спра-
ва на обратную матрицу 1A− , получаем: 1X BA−= . 
 
Пример. Решить матричные уравнения:  а)  АХ=В, 
б)  ХА=В, если 

0 2 1 5 4
A 1 0 1 , B 0 2

2 1 0 5 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Решение. Заметим, что матричное уравнение ХА=В не оп-
ределено, так как произведение матрицы Х на матрицу А, 
если оно определено, есть матрица с тремя столбцами, по-
этому XA B≠  ни для какой матрицы Х. 

Решим уравнение АХ=В. Умножая это равенство слева 
на 1A− , получаем: 
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1

1 1 2 5 4 15 0
1 1X A B 2 2 1 0 2 5 5
5 5

1 4 2 5 1 15 10

−

− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − − − ⋅ = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

3 0
1 1
3 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Ответ: а) 
3 0

X 1 1
3 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

;  б) решений нет. 

 
Задача 205. Привести матрицу к ступенчатому виду ме-
тодом Гаусса. 
 
Определение. Следующие преобразования строк матрицы 
называются элементарными: 
1) любая перестановка строк матрицы; 
2) умножение любой строки на число, отличное от нуля; 
3) прибавление к элементам любой строки соответствую-
щих элементов любой другой строки. 
Аналогично определяются элементарные преобразования 
столбцов матрицы. 
 
Определение. Матрица А называется эквивалентной мат-
рице В, если матрица В получена из матрицы А с помощью 
элементарного преобразования строк или столбцов. 

Обозначение: А ~ В. 
 
Теорема. Определенное на множестве матриц бинарное 
отношение ~ является отношением эквивалентности, т.е. 
оно рефлексивно, симметрично и транзитивно: 
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1) рефлексивность: для любой матрицы А, верно А ~ А. 
2) симметричность: если верно, что А ~ В, то верно и 
    В ~ А. 
3) транзитивность: если А ~ В и В ~ С, то А ~ С. 
 
Следующие два определения являются авторскими. 

Определение. Булем говорить, что ненулевая строка вида 
k 1 n k 1

k штук

(0,0,...,0,a ,..., a ), a 0+ + ≠��	�
  

содержит ступеньку длины k, 0 k n≤ < . Если k 0= , то бу-
дем говорить, что строка не имеет ступеньки. 

Примеры:  а) (1,2,3)  – строка не имеет ступеньки; 
б) (0, 1,1)−  – строка содержит ступеньку длины 1; 
в) (0,0,0,2,0,0,0,0)  – строка имеет ступеньку длины 3; 

Определение. Матрица называется ступенчатой, если: 
1) первая (и может быть единственная) строка матрицы яв-
ляется ненулевой; 
2) каждая ее строка, начиная со второй, имеет бóльшую 
ступеньку, чем предыдущая, или является нулевой; 
3) ниже нулевой строки нет ненулевых строк. 

Примеры: (0, 1,0)− ,   
0 3 2 3
0 0 0 3

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,   
1 2 3 4
0 0 6 7
0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

1
0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     
1 2
0 0
0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     

1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 0 8
0 0 0 0
0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     
1 2 3
0 1 2
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Определение. Ступенчатая матрица называется трапецие-
видной, если она не содержит нулевых строк и каждая ее 
строка, содержит ступеньку на 1 больше предыдущей. 

Пример:  
1 2 3 4

2 3 2 3
(1, 2,3), , 0 2 2 3

0 3 0 1
0 0 3 4

⎛ ⎞
− −⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

 
Замечание. Если А ~ В и В – ступенчатая матрица, то го-
ворят, что матрица А приведена к ступенчатому виду эле-
ментарными преобразованиями строк (столбцов). 
 
Теорема. Любая ненулевая матрица может быть приведена 
к ступенчатому виду элементарными преобразованиями 
строк (или столбцов). 
 

Метод приведения матрицы к ступенчатому виду носит 
название метода Гаусса. Историки говорят, что этот метод 
был известен еще в древнем Китае задолго до рождества 
Христова, но в Европе он был открыт заново, и впервые 
описан Гауссом в 1849 г. 
 
Описание метода Гаусса. 
1–й шаг. Выбираем (слева направо) первый ненулевой 
столбец и если первый (сверху) элемент в нем нулевой, то 
с помощью перестановки строк добиваемся, чтобы первый 
элемент в этом столбце был ненулевой. 
2–й шаг. С помощью ЭП (элементарных преобразований) 
добиваемся того, чтобы все элементы в выбранном столбце 
ниже самого первого элемента были равны нулю. Это дос-
тигается умножением первой строки на подходящее число 
и прибавлением полученного результата ко 2–й строке, за-
тем первая строка снова умножается на соответствующее 
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число и прибавляется к третьей строке, и т.д. В дальней-
шем первая строка более в работе не участвует! 
3–й шаг. Выбираем следующий ненулевой столбец и пере-
ходим к 1-му шагу, т.е. перестановкой строк (кроме первой 
строки, которую больше не трогаем) добиваемся, чтобы во 
второй строке выбранного столбца был ненулевой элемент. 
4–й шаг. Повторяет 2-й шаг. С помощью ЭП добиваемся 
того, чтобы все элементы в выбранном столбце ниже вто-
рого сверху элемента были равны нулю. 
Процесс продолжается, пока не будут исчерпаны все нену-
левые столбцы. 
 
Пример. Привести к ступенчатому виду матрицу 

1 2 3 4 1 1
2 1 3 4 2 8

A
3 1 1 2 1 3
4 3 4 2 2 2

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

. 

Решение. 1) Умножаем первую строку на (–2) и прибавля-
ем  ко второй строке,  затем умножаем первую строку на  
(–3) и прибавляем к третьей строке, затем умножаем пер-
вую строку на (–4) и прибавляем к четвертой строке: 

1 2 3 4 1 1
2 1 ( 2) ( 1) 2( 2) 3 6 4 8 2 2 8 2
3 1 ( 3) 1 2( 3) 1 9 2 12 1 3 3 3
4 1 ( 4) 3 2( 4) 4 12 2 16 2 4 2 4

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ⋅ − − + − + − − + +⎜ ⎟ =
⎜ ⎟+ ⋅ − + − − + − − + +
⎜ ⎟

+ ⋅ − + − + − + − +⎝ ⎠

 

1 2 3 4 1 1
0 5 9 12 4 10

~
0 5 8 10 2 6
0 5 16 14 6 2

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
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2) Умножаем вторую строку на (-1) и прибавляем ее ко 
второй и третьей строкам: 

1 2 3 4 1 1
0 5 9 12 4 10

~ ~
0 0 1 2 2 4
0 0 7 2 2 8

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

 

3) Умножаем третью строку на 7 и прибавляем ее к четвертой: 
1 2 3 4 1 1
0 5 9 12 4 10

~
0 0 1 2 2 4
0 0 0 12 12 36

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

 

4) Сокращая последнюю строчку на 12, получаем ответ. 

Ответ:  

1 2 3 4 1 1
0 5 9 12 4 10
0 0 1 2 2 4
0 0 0 1 1 3

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

. 

 
Задача 206. Привести квадратную матрицу к диаго-
нальному виду методом Гаусса. 
 
Теорема. Пусть А – невырожденная квадратная матрица и 
A ~ B . Тогда матрица В также является невырожденной. 
 
Следствие. Любую невырожденную квадратную матрицу с 
помощью элементарных преобразований строк (столбцов) 
можно привести к единичной. 
 

Решение. Пусть дана невырожденная квадратная мат-
рица А n-го порядка. Методом Гаусса приведем ее к тре-
угольному виду (см. предыдущую задачу). Применяя этот 
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же метод можно получить матрицу, все элементы которой 
стоящие правее и выше главной диагонали равны нулю. 
Продемонстрируем это на примере. 
 
Пример. С помощью элементарных преобразований строк 
привести к диагональному виду матрицу 

1 2 3
A 3 2 4

2 1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Решение. Ко 2-й строке прибавим первую строку, умно-
женную на (–3), а к третьей прибавим первую, умножен-
ную на (–2) 

1 2 3
A ~ 0 4 5 ~

0 5 7

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

умножим 3-ю строку на  (–1) и прибавим ко 2-й строке 
1 2 3

~ 0 1 2 ~
0 5 7

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

умножим 2-ю строку на  5  и прибавим к 3-й строке 
1 2 3

~ 0 1 2 ~
0 0 3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

сократим третью строку на (–3) 
1 2 3

~ 0 1 2 ~
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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ко второй строке прибавим третью, умноженную на 2, а к 
первой строке прибавим третью, умноженную на 3 

1 2 0
~ 0 1 0 ~

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

вторую строку умножим на (–2) и прибавим к первой 
1 0 0

~ 0 1 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Ответ: 
1 0 0

A ~ 0 1 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Задача 207. Решить линейное матричное уравнение ме-
тодом Гаусса. 

Решение. Пусть дано матричное уравнение 
AX B= , 

где А – квадратная невырожденная матрица n-го порядка, 
В – матрица размера n m× , Х – неизвестная (искомая) мат-
рица размера n m× . 

Обозначим 1 2 mX , X ,...,X  – столбцы матрицы Х,  

1 2 mB , B ,...,B – столбцы матрицы В и будем решать m сис-
тем линейных уравнений: 

k kAX B= ,   k 1, 2,...,m=  
с матрицей коэффициентов А , столбцом неизвестных kX  и 
столбцом свободных членов kB . 

Если мы решаем эти системы методом Гаусса, то мы 
выписываем расширенную матрицу коэффициентов и эле-
ментарными преобразованиями строк приводим ее к виду 
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k k(A | B ) ~ (E | X ) ,   k 1, 2,...,m=  
и проделываем это m раз, причем с матрицей А все преоб-
разования повторяются. 

Можно значительно сократить вычисления, если ре-
шать все m систем сразу, одновременно. Для этого выпи-
сываем матрицу (A | B)  и методом Гаусса приводим ее ви-
ду (A | B) ~ (E | X) , где Х – искомая матрица. 
 
Пример. Решить матричное уравнение 

3 8 2 3 9
3 9 4 X 1 11
1 3 1 7 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Решение. Выписываем матрицу (A | B)  и переставим тре-
тью строку на первое место (нам удобно, когда верхний 
левый элемент равен 1): 

3 8 2 3 9 1 3 1 7 5
(A | B) ~ 3 9 4 1 11 ~ 3 8 2 3 9 ~

1 3 1 7 5 3 9 4 1 11

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

умножаем первую строку на (–3) и прибавляем ко второй 
строке, а затем прибавляем к третьей строке 

1 3 1 7 5
~ 0 1 1 18 6 ~

0 0 1 20 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

прибавляем третью строку ко второй, затем умножаем тре-
тью строку на (–1) и прибавляем к первой 

1 3 0 27 9
~ 0 1 0 38 10 ~

0 0 1 20 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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умножаем вторую строку на 3 и прибавляем к первой 
1 0 0 87 21 1 0 0 87 21

~ 0 1 0 38 10 ~ 0 1 0 38 10
0 0 1 20 4 0 0 1 20 4

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

На последнем шаге мы умножили вторую строку на (–1). 

Ответ: 
87 21

X 38 10
20 4

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

 
Замечание. Матричное уравнение  XA B, det A 0= ≠ , мож-
но свести к уравнению t t tA X B=  и решить его методом 
Гаусса. 
 
Задача 208. Найти матрицу, обратную данной методом 
Гаусса. 

Решение. По определению, матрица обратная к матрице 
А является решением матричного уравнения AX E= , где Е 
– единичная матрица того же порядка, что и матрица А. 

Решая это матричное уравнение также, как мы это 
только что делали в предыдущей задаче, получаем: 

1(A | E) ~ (E | A )− . 
 

Пример. Найти матрицу обратную матрице  
1 2 3
3 2 4
2 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Решение. Выписываем матрицу (A | E) , умножаем первую 
строку на (–3) и прибавляем ко второй, затем умножаем 
первую строку на (–2) и прибавляем к третьей 
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1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
3 2 4 0 1 0 ~ 0 4 5 3 1 0 ~
2 1 0 0 0 1 0 5 6 2 0 1

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

умножаем третью строку на (–1) и прибавляем ко второй, 
добиваясь элемента  1  на пересечении второй строки и 
второго столбца 

1 2 3 1 0 0
~ 0 1 1 1 1 1 ~

0 5 6 2 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

умножаем вторую строку на 5 и прибавляем к третьей 
1 2 3 1 0 0

~ 0 1 1 1 1 1 ~
0 0 1 7 5 4

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

прибавляем третью строку ко второй 
1 2 3 1 0 0

~ 0 1 0 8 6 5 ~
0 0 1 7 5 4

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

умножаем третью строку на 3 и прибавляем к первой 
1 2 0 20 15 12

~ 0 1 0 8 6 5 ~
0 0 1 7 5 4

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

умножаем вторую строку на (–2) и прибавляем к первой 
1 0 0 4 3 2

~ 0 1 0 8 6 5
0 0 1 7 5 4

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 



 37 

Ответ: 
4 3 2
8 6 5
7 5 4

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

 
Задача 209. Выписать все миноры данной матрицы. 

Определение. Минором k–го порядка матрицы А называют 
определитель матрицы k–го порядка, которая получается из 
матрицы А вычеркиванием всех строк и столбцов, кроме 
отмеченных произвольным образом k строк и k столбцов. 

Пример. Выписать все миноры матрицы 
1 2 3

A 4 5 6
7 8 9

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Решение. 1) минорами 1-го порядка являются элементы 
матрицы: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

2) Выпишем все миноры 2-го порядка. Отметим вторую 

и третью строки, а первую вычеркнем:  
4 5 6
7 8 9
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Из полученной матрицы вычеркиваем последовательно 
первый, второй и третий столбцы и получаем 3 минора 2-го 

порядка:  
5 6 4 6 4 5

, ,
8 9 7 9 7 8

. 

Теперь в матрице А вычеркнем вторую строку:  
1 2 3
7 8 9
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Опять, вычеркивая по очереди каждый столбец, получаем 

еще 3 минора 2-го порядка:  
2 3 1 3 1 2

, ,
8 9 7 9 7 8

. 

Вычеркиваем в матрице А третью строку:  
1 2 3
4 5 6
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 38

Вычеркивая по очереди каждый столбец, получаем еще 3 

минора 2-го порядка:  
2 3 1 3 1 2

, ,
5 6 4 6 4 5

. 

3) Выпишем все миноры 3-го порядка. Для этого нужно 
отметить в матрице А три строки и три столбца. Так как А 
– квадратная 3-го порядка, то имеется только один минор 

3-го порядка – определитель матрицы А:  
1 2 3
4 5 6
7 8 9

 

4) Ясно, что миноров 4-го и более высоких порядков мат-
рица А не имеет. 

Задача 210. Найти ранг матрицы и ее базисный минор 
методом Гаусса. 
Определение. Рангом ненулевой матрицы называется мак-
симальный порядок ее ненулевого минора. Ранг нулевой 
матрицы по определению полагают равным нулю. 

Обозначение: rang A . 

Определение. Любой ненулевой минор максимального по-
рядка называют базисным минором матрицы. 

Замечание. Из определения следует, что ранг ненулевой 
матрицы есть натуральное число, не превышающее ни чис-
ла строк, ни числа столбцов. Так в примере выше ранг мат-
рицы А может быть равен 1 или 2 или 3. Так как минор 

второго порядка 
1 2

3 0
4 5

= − ≠ , а минор третьего порядка 

1 2 3
4 5 6 0
7 8 9

= , то ранг матрицы 
1 2 3

A 4 5 6
7 8 9

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 равен 2. 
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Для вычисления ранга матрицы часто применяют метод 
Гаусса приведения матрицы к ступенчатому виду. Метод 
Гаусса основан на элементарных преобразованиях строк 
матрицы, которые не изменяют ранга матрицы. 

Таким образом, ранг данной матрицы равен рангу полу-
чившейся после преобразований ступенчатой матрицы. В 
свою очередь, ранг ступенчатой матрицы легко вычисляет-
ся, так как легко увидеть ее максимальный ненулевой ми-
нор (базисный минор ступенчатой матрицы) и его порядок. 
 
Теорема. Если матрица А приведена к ступенчатому виду В 
с помощью элементарных преобразований только строк, то 
столбцы базисного минора матрицы А имеют те же номера, 
что и столбцы базисного минора ступенчатой матрицы В. 

Последняя теорема позволяет легко находить базисный 
минор исходной матрицы. 

Пример. Найти базисный минор и ранг матрицы 
1 1 3 0

A 2 6 3 1
3 0 1 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Решение. Приводим матрицу к ступенчатому виду. 
умножим первую строку на 2 и прибавим ко второй строке: 

1 1 3 0 1 1 3 0
A 2 6 3 1 ~ 0 4 3 1

3 0 1 2 3 0 1 2

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; 

прибавим к третьей строке первую, умноженную на (–3): 
1 1 3 0

A ~ 0 4 3 1
0 3 8 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

; 
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прибавим ко второй строке 3-ю, умноженную на (–1): 
1 1 3 0

A ~ 0 1 11 1
0 3 8 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

; 

умножаем вторую строку на (–3) и прибавляем к третьей 
строке: 

1 1 3 0
A ~ 0 1 11 1

0 0 41 5

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Ранг последней матрицы равен 3, так как в первых трех 
столбцах стоит ненулевой минор 3-го порядка 

1 1 3
0 1 11 41 0
0 0 41

−
= − ≠

−
, 

 а миноров 4-го порядка не существует. 
 
Из проведенных элементарных преобразований строк мат-
рицы А следует, что 

1 1 3 0 1 1 3
2 6 3 1 ~ 0 1 11
3 0 1 2 0 0 41

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

откуда следует, что базисным минором матрицы А являет-
ся минор третьего порядка расположенный в первых трех 
столбцах матрицы А. 

Ответ:  rang A 3= ,   
1 1 3
2 6 3
3 0 1

−
− −  – базисный минор мат-

рицы А. 
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Глава 25. Определители 
 
Задача 211. Найти все перестановки множества из двух, 
трех и четырех элементов. 
 
Определение. Перестановкой конечного множества назы-
вается упорядоченный набор его элементов взятых без по-
вторений и пропусков. 
 
Теорема. Существует ровно n! перестановок множества из 
n элементов. 
 
Пример 1. Найти все перестановки множества 2 {1,2}Ω = . 
Ответ: (1,2); (2,1) . 

Пример 2. Найти все перестановки множества 3 {1,2,3}Ω = . 
Решение. Зафиксируем на первом месте 1. Для оставшихся 
двух чисел существует две возможности их взаимного рас-
положения: (2,3) и (3,2). Таким образом, имеем две пере-
становки:  (1,2,3) и (1,3,2). 

Теперь на первом месте зафиксируем 2. Для оставших-
ся двух чисел существует две возможности их взаимного 
расположения: (1,3) и (3,1). Отсюда получаем еще 2 пере-
становки:  (2,1,3) и (2,3,1). 

Аналогично, фиксируя на первом месте число 3, полу-
чаем еще 2 перестановки:  (3,1,2) и (3,2,1). 
Ответ: (1,2,3),  (1,3,2),  (2,1,3),  (2,3,1),  (3,1,2,),  (3,2,1). 
 
Пример 3. Найти все перестановки множества 4 {1,2,3,4}Ω = . 
Решение. Зафиксируем на первом месте число 1. Для ос-
тавшихся трех чисел 2, 3 и 4 существует ровно 6 возмож-
ностей их взаимного расположения, т.е. 6 перестановок 
множества из трех элементов: 
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(2,3,4),   (2,4,3),   (3,2,4),   (3,4,2),   (4,2,3),   (4,3,2). 
Отсюда получаем 4 перестановки: 
(1,2,3,4),   (1,2,4,3),   (1,3,2,4),   (1,3,4,2),   (1,4,2,3),  (1,4,3,2). 
Далее, фиксируем на первом месте по очереди числа 2, 3 и 
4, получаем, аналогично, остальные перестановки. 
Ответ: 

(1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2), 
(2,1,3,4), (2,1,4,3), (2,3,1,4), (2,3,4,1), (2,4,1,3), (2,4,3,1), 
(3,1,2,4), (3,1,4,2), (3,2,1,4), (3,2,4,1), (3,4,1,2), (3,4,2,1), 
(4,1,2,3), (4,1,3,2), (4,2,1,3), (4,2,3,1), (4,3,1,2), (4,3,2,1), 

 
Задача 212. Выписать все пары чисел, образующих ин-
версию в данной перестановке. 
 
Определение. Говорят, что пара чисел (i,j) в перестановке 
множества {1,2,...,n}Ω =  образует инверсию, если i j>  и 
число i в перестановке стоит раньше (левее) числа j. 

Обозначение. Число всех инверсий в перестановке 
1 2 n(a ,a ,...,a )  обозначается 1 2 n(a ,a ,...,a )ε . 

 
Решение. Пусть дана перестановка 1 2 n(a ,a ,...,a )  множе-

ства {1,2,...,n}Ω = . Выписываем все пары чисел 1 k(a ,a ) , 
k 1> , для которых 1 ka a> . Затем переходим к следующе-
му числу 2a  и выписываем все пары 2 k(a ,a ), k 2> , для ко-
торых 2 ka a>  и т.д. пока не проверим пару n 1 n(a ,a )− . 

Подсчитав количество выписанных пар, узнаем число 
инверсий в данной перестановке. 
 
Пример. Найти и выписать все пары чисел в перестановке, 
образующие инверсию, и подсчитать их количество: 
а) (1,3,2);    б) (2,3,4,1);    в) (5,4,3,2,1);    г) (n,n-1,…,2,1). 
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Решение. а) Число 1 не может образовывать инверсию. 
Следующее число в перестановке 3. Пара (3,2) образует 
единственную инверсию. Больше инверсий нет. 

б)  (2,1), (3,1), (4,1).  Всего 3 инверсии. 
в) (5,4), (5,3), (5,2), (5,1), 
              (4,3), (4,2), (4,1), 
                        (3,2), (3,1), 
                                  (2,1). 

Такая запись пар, образующих инверсию удобна для под-
счета их количества: 4+3+2+1=10. 

г) С учетом предыдущего примера, очевидно, что число 
n образует n 1−  инверсию, число n 1−  образует n 2−  ин-
версий и т.д., число 2 образует одну инверсию: 
(n,n-1), (n,n-2), … ,    (n,1); 
             (n-1,n-2),…, (n-1,1); 
…………………………….. 
                                    (2,1). 
Число инверсий равно 

(n 1)n(n 1) ... 2 1
2
−

− + + + =  

– сумма n 1−  членов арифметической прогрессии. 
 
Задача 213. Найти четность перестановки с помощью 
инверсий. 
 
Определение. Перестановка называется четной, если четно 
количество ее инверсий и нечетной в противном случае. 
 

Решение задачи очевидно. Нужно выписать все инвер-
сии и подсчитать их количество. 
 
Пример. Определить четность перестановок: 
а) (1,3,2);    б) (2,3,4,1);    в) (5,4,3,2,1);    г) (n,n-1,…,2,1). 
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Решение. Все пары инверсий данных перестановок уже 
выписаны в примере предыдущей задачи и даже подсчита-
но их количество: 
а) (1,3,2) 1ε = ;  б) (2,3,4,1) 3ε = ;  в) (5,4,3,2,1) 10ε = ; 

г) n(n 1)(n,n 1,n 2,...,3,2,1)
2
−

ε − − = . 

Ответ: а,б) – нечетные; в) – четная; г) – четная, при 
n 0(mod 4)≡  или n 1(mod 4)≡  и нечетная, при n 2(mod 4)≡  
или n 3(mod 4)≡ . 
 
Замечание. Пусть ε  – число инверсий в перестановке. То-
гда ( 1) 1ε− = , если перестановка четная и ( 1) 1ε− = − , если 
перестановка нечетная. Поэтому четность перестановки 
можно выражать числом ( 1)ε− . 
 

С учетом этого замечания ответ в примере можно запи-
сать в следующей форме. 

Ответ:   а,б) – нечетные;   в) – четная;   г) 
n(n 1)

2( 1)
−

− . 
 
Задача 214. Привести перестановку к первоначальному 
виду с помощью транспозиций и определить ее четность. 
 
Определение. Отображение, определенное на множестве пе-
рестановок множества n {1,2,...,n}Ω = , и которое в каждой 
перестановке меняет местами два заранее фиксированных 
числа ni, j∈Ω , называется транспозицией и обозначается (i,j). 
 
Пример. Транспозиция (1,3), примененная к перестановке 
(2,3,5,1,4), дает перестановку (2,1,5,3,4). 

Мы будем это записывать так: 
(1,3)

(2,3,5,1,4) (2,1,5,3,4)→ . 
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Теорема. Любая транспозиция меняет четность перестановки. 
 
Определение. Перестановка (1,2,…,n) называется первона-
чальной. 
 
Теорема. Любая перестановка может быть приведена к 
первоначальной за конечное число транспозиций, причем 
если перестановка четная, то для этого потребуется четное 
число транспозиций, и нечетное число транспозиций, если 
перестановка нечетная. 
 
Пример. Привести перестановку к первоначальному виду с 
помощью транспозиций и определить ее четность: 
а) (3,2,1);   б) (3,6,2,1,4,5);   в) (2n,2n 1,...,1)− . 

Решение. а) 
(1,3)

(3,2,1) (1,2,3)→ ; 

б) 
(1,3) (2,6) (3,6)

(3,6,2,1,4,5) (1,6,2,3,4,5) (1,2,6,3,4,5)→ → →  
(4,6) (5,6)

(1,2,3,6,4,5) (1,2,3,4,6,5) (1,2,3,4,5,6)→ → . 

в) 
(1,2n) (2,2n 1)

(2n,2n 1,...,2,1) (1,2n 1,...,2,2n)
−

− → − →  
(1,2,2n 2,...,3,2n 1,2n) ... (1,2,..., 2n)− − → → . 

Ответ:  а) нечетная (1 транспозиция); 
б) нечетная (5 транспозиций); 
в) четная, если n четное число и нечетное в противном случае. 
 
Задача 215. Найти знак члена определителя. 

Решение. Пусть дан определитель: 
11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

a a ... a
a a ... a
... ... ... ...
a a ... a

. 
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Определение. Членом определителя называется произве-
дение элементов определителя, взятых в точности по од-
ному из каждой строки и каждого столбца определителя: 

1 1 2 2 n nk m k m k ma a ... a⋅ ⋅ ⋅ , 
где 1 2 n 1 2 n(k ,k ,...,k ), (m ,m ,...,m )  – перестановки индексов 
строк и столбцов соответственно. 
 

Обозначим 1 2 n 1 1 2 n 2(k ,k ,...,k ) , (m ,m ,...,m )ε = ε ε = ε  – 
число инверсий в перестановках индексов строк и столбцов 
соответственно. 
 
Определение. Множитель 1 2( 1)ε +ε−  члена определителя на-
зывается его знаком. 
 
Теорема. (Правило знаков.) Знак члена определителя не 
зависит от порядка его сомножителей. 

Следствие. Имеет место равенство 
1 2

1 1 2 2 n n 1 2 nk m k m k m 1j 2 j nj( 1) a a ... a ( 1) a a ... aε +ε ε− ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ , 
где 1 2 n( j , j ,..., j )ε = ε  – число инверсий в перестановке ин-
дексов столбцов. 

Из определения следует, что член определителя имеет 
знак плюс, если перестановки индексов строк и столбцов в 
члене определителя имеют одинаковую четность и знак 
минус в противном случае. 
 
Пример. Определить знак члена определителя: 
а) 31 22 13a a a ;    б) 41 23 12 34a a a a ;    в) 26 14 32 71 45 66 53a a a a a a a . 
Решение. Воспользуемся следствием правила знаков и пе-
реставим элементы членов определителей таким образом, 
чтобы перестановка индексов строк была первоначальной. 
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а) 31 22 13 13 22 31a a a a a a= , (3,2,1) – перестановка индексов 
столбцов является нечетной, поэтому знак данного члена 
определителя – "минус"; 

б) 41 23 12 34 12 23 34 41a a a a a a a a= , (2,3,4,1) 3ε = , знак "минус"; 
в) 26 14 32 71 45 66 53 14 26 32 45 53 66 71a a a a a a a a a a a a a a= . Здесь вто-

рые индексы не образуют перестановку (4,6,2,5,3,6,1), так 
как число 6 повторяется дважды. Значит элементы 26a  и 

66a  взяты из одного и того же столбца под номер 6. Следо-
вательно, данное произведение элементов определителя 
членом определителя не является. 
Ответ:  а) знак минус;  б) знак минус;  в) произведение не 
является членом определителя. 
 
Задача 216. Вычислить определитель второго порядка, 
пользуясь определением определителя. 

Решение. По определению, определитель n-го порядка 
равен 

1 2 n
1 2 n

1 2 n

11 12 1n

21 22 2n (k ,k ,...,k )
1k 2k nk

(k ,k ,...,k )

n1 n 2 nn

a a ... a
a a ... a

a a ...a ( 1)
... ... ... ...
a a ... a

ε= −∑ , 

где суммирование производится по всем перестановкам 
множества {1,2,…,n}. 
 

Из определения определителя следует, что определи-
тель n-го порядка есть алгебраическая сумма n! слагаемых 
– членов определителя, взятых со своими знаками. Для то-
го, чтобы вычислить определитель, пользуясь его опреде-
лением, нужно выписать все члены определителя. Для это-
го поступим следующим образом. Заготовим шаблон для 
члена определителя: 
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1 2 n1x 2x nxa a ...a . 
Вместо вторых индексов 1 2 n(x ,x ,..., x )  будем последова-
тельно подставлять перестановки множества {1,2,…,n}, 
которые мы предварительно выпишем и определим их чет-
ность, что позволит определить знак соответствующего 
члена определителя. 
 

Пусть дан определитель 2-го порядка: 
11 12

21 22

a a
a a

. 

Найдем все члены определителя и их знаки. Выпишем все 
перестановки множества {1,2} и определим их знаки: 
(1,2) – четная перестановка; 
(2,1) – нечетная перестановка. 
Теперь заготовим шаблон для членов определителя: 

1 21x 2xa a . 
В этом шаблоне вместо неизвестных индексов столбцов 
последовательно проставляем все перестановки множества 
{1,2}. Получаем члены определителя со своими знаками: 

11 22 12 21a a , a a− . Выписываем определитель: 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − . 

Удобно пользоваться таблицей: 

11 22

12 21

перестановка четность знак член определителя
1,2 ч a a
2,1 н a a

+
−

 

Схема вычисления определителя, которая здесь изложена, 
может пригодиться для вычисления определителей 3-го 
или более высокого порядков. Вычисление же определите-
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лей второго порядка удобнее производить по следующему 
правилу. 

Правило вычисления определителя 2-го порядка. 
Определитель 2-го порядка равен произведению элементов 
главной диагонали определителя минус произведение эле-
ментов побочной диагонали. 

Пример. Вычислить определители: 
1 2 1 i 2 i 1 x x

, ,
3 4 2 i 1 i x 1 x
− + − −

− − − +
. 

Решение.  
1 2

( 1) 4 2 3 10
3 4
−

= − ⋅ − ⋅ = − ; 

21 i 2 i
(1 i)(1 i) (2 i) 2 (3 4i) 1 4i

2 i 1 i
+ −

= − + − − = − − = − +
− −

; 

1 x x
(1 x)(1 x) x( x) 1

x 1 x
−

= − + − − =
− +

. 

Ответ: –10;  –1+4i;  1. 
 
Задача 217. Вычислить определитель третьего порядка, 
пользуясь определением определителя. 

Решение. Воспользуемся схемой вычисления определи-
теля по определению, изложенной в предыдущей задаче. 

11 22 33

11 23 32

12 21 33

12 23 31

13 21 32

13 22 31

перестановка четность знак член определителя
1,2,3 ч a a a
1,3,2 н a a a
2,1,3 н a a a
2,3,1 ч a a a
3,1,2 ч a a a
3,2,1 н a a a

+
−
−
+
+
−
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Отсюда следует, что 
11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

a a a
a a a a a a a a a a a a
a a a

= + + −  

13 22 31 11 23 32 12 21 33a a a a a a a a a− − − . 
Нетрудно составить схему вычисления определителя, ко-
торая называется схемой треугольника. 

Если изобразить члены определителя точками и соеди-
нять отрезками прямых те точки, которые соответствуют 
члену определителя, то получим два отрезка прямых и 4 
треугольника. Например, элементы члена определителя 

12 23 31a a a  находятся в вершинах треугольника, сторона 

12 23a a  которого параллельна главной диагонали: 

12

23

31

a
a

a

i i
i i

i i
. 

Член определителя 13 21 32a a a  также образует треугольник с 
основанием, параллельным главной диагонали: 

13

21

32

a
a

a

i i
i i

i i
. 

Эти два члена определителя вместе с членом определителя, 
который равен произведению элементов главной диагонали  

11

22

33

a
a

a

i i
i i
i i

, 

имеют знак плюс. 
Оставшиеся 3 члена определителя – это произведение 

элементов побочной диагонали 
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13

22

31

a
a

a

i i
i i

i i
, 

и два треугольника 11 23 32a a a  и 12 21 33a a a  со сторонами, па-
раллельными побочной диагонали: 

11 12

23 21

32 33

a a
a , a

a a

i i i i
i i i i
i i i i

, 

имеют знак минус. 
 
Пример. Вычислить определитель: 

а) 
1 x y
x y 1
y 1 x

;     б) 
2 2 2

1 1 1
x y z
x y z

. 

Решение. 

а)  3 3

1 x y
x y 1 1 y x x 1 y y x 1 y x 1
y 1 x

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − − − =  

3 3x y 3xy 1= − − + − ; 

б)  2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1
x y z yz xy x z x y y z xz
x y z

= + + − − − =  

(x y)(y z)(z x)= − − − . 
Ответ:  а) 3 3x y 3xy 1− − + − ;   б) (x y)(y z)(z x)− − − . 
 

Рассмотрим еще одну схему вычисления определителя 
3-го порядка. Выпишем рядом с определителем первые два 
столбца в качестве 4-го и 5-го столбцов: 

 52

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a
a a a a a
a a a a a

. 

Первые три члена определителя: 
11 22 33 12 23 31 13 21 32a a a , a a a , a a a , 

входящие в определитель со знаком плюс, получаются пе-
ремножением элементов, стоящих на главной диагонали и 
на диагоналях параллельных ей:  

11 12 13

22 23 21

33 31 32

a a a
a a a

a a a
⋅

i i
i

i i
. 

Члены определителя 
13 22 31 11 23 32 12 21 33a a a , a a a , a a a , 

входящие в определитель со знаком минус, получаются пе-
ремножением элементов, стоящих на побочной диагонали 
и на диагоналях параллельных ей: 

13 11 12

22 23 21

31 32 33

a a a
a a a

a a a

i i
i i

i i
. 

Пример. Вычислить 
1 2 0
3 5 6
7 2 9

−
−

−
. 

Решение. Приписываем к определителю справа его первые 
два столбца: 

1 2 0 1 2
3 5 6 3 5 45 84 0 0 ( 12) 54 171
7 2 9 7 2

− −
− = − − + − − − − =

− −
. 

Ответ: 171. 
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Замечание. Аналогичную схему получим, если припишем 
к определителю в качестве 4-й и 5-й строки его, соответст-
венно, 1-ю и 2-ю строки. 
 
Задача 218. Вычислить определитель с помощью раз-
ложения по элементам строки или столбца. 
 
Теорема. Определитель равен сумме произведений эле-
ментов строки (столбца) на их алгебраические дополнения: 

11 12 13

21 22 23 k1 k1 k2 k2 k3 k3

31 32 33

a a a
a a a a A a A a A , k 1,2,3
a a a

= + + = ; 

 
11 12 13

21 22 23 1k 1k 2k 2k 3k 3k

31 32 33

a a a
a a a a A a A a A , k 1,2,3
a a a

= + + = . 

 
Эти формулы называются разложением определителя 

по элементам строки (столбца). В частности, разложение 
по элементам первой строки имеет вид: 

11 12 13

21 22 23 11 11 12 12 13 13

31 32 33

a a a
a a a a A a A a A
a a a

= + + =  

22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
= − + . 

Пример. Вычислить определитель, разложив его по эле-

ментам первой строки и второго столбца: 
1 2 0
0 1 2
3 6 7

−
−
−

. 
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Решение.     
1 2 0

1 2 0 2
0 1 2 2 5 12 7

6 7 3 7
3 6 7

−
−

− = + = − = −
−

−
; 

1 2 0
0 2 1 0 1 0

0 1 2 ( 2) ( 1) ( 6) 7
3 7 3 7 0 2

3 6 7

−
− = − − + − − − = −
−

. 

Ответ: –7. 
 
Задача 219. Вычислить определитель с использованием 
его свойств. 

Теорема 1. Определитель треугольной матрицы равен про-
изведению всех элементов ее главной диагонали: 

11 12 1n

22 2n
11 22 nn

nn

a a ... a
0 a ... a

a a ...a
... ... ... ...
0 0 ... a

= . 

Пример 1. Вычислить определитель: 

а) 
11 12 13

22 23

33

a a a
0 a a
0 0 a

;    б) 
1 4 2

0 2 1
0 0 3

−

−
. 

Ответ: а) 11 22 33a a a ;  б) 6. 

Теорема 2. При перестановке любых двух строк (столбцов) 
определитель меняет знак. 

Пусть А – квадратная матрица, 1 2 nA ,A ,...,A  – столбцы 
(или строки) матрицы А. Тогда определитель матрицы А 
можно записать следующим образом: 

1 2 ndet A det (A ,A ,...,A )= . 
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С помощью такой записи теорему 2 можно записать так: 
i j j idet(...,A ,...,A ,...) det(...,A ,...,A ,...)= − . 

Пример 2. Вычислить определитель 
3 0 0
0 0 1
0 2 0

−
−

. 

Решение. Переставив 2-ю и 3-ю строки, получаем опреде-
литель треугольной матрицы: 

3 0 0 3 0 0
0 0 1 0 2 0 6
0 2 0 0 0 1

− = − − = −
− −

. 

Ответ:  –6. 
 
Теорема 3. Если определитель имеет две пропорциональ-
ных строки (два пропорциональных столбца), то он равен 
нулю:  i idet(...,A ,..., kA ,...) 0= ,  где k – скаляр. 

Следствие. Если определитель имеет две равных строки 
(столбца), то он равен нулю: i idet(...,A ,...,A ,...) 0= . 

Пример 3. Вычислить определитель: 

а) 
3 1 5
6 2 10
1 1 2

−
−
−

;     б) 
1 1 5
1 1 5
2 1 2

−
−

−
. 

Решение. а) Определитель равен нулю, так как он имеет 
две пропорциональных строки – первую и вторую: 

1 2 1A (3,1, 5), A (6,2, 10) 2A= − = − = ,    3 1 5
6 2 10

−
= =

−
. 

б) Определитель равен нулю, так как две его первые строки 
равны. 
Ответ: а) 0;  б) 0. 
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Теорема 4. Определитель не изменится, если к элементам 
одной строки (столбца) прибавить соответствующие эле-
менты другой строки (другого столбца): 

i j i j jdet (...,A ,...,A ,...) det (...,A A ,...,A ,...)= + . 

Пример 4. Вычислить определитель 
3 1 5
0 2 2
1 1 2

−
− . 

Решение. Прибавим ко второму столбцу третий: 
3 1 5 3 1 5 5 3 4 5
0 2 2 0 2 2 2 0 0 2
1 1 2 1 1 2 2 1 3 2

− − − − −
− = − − = −

+
. 

Разложим получившийся определитель по элементам 2-й 
строки: 

3 4 5
3 4

0 0 2 ( 2) 2(9 4) 26
1 3

1 3 2

− −
−

− = − − = + = . 

Ответ: 26. 
 
Теорема 5. Общий множитель всех элементов строки 
(столбца) можно выносить за знак определителя: 

i jdet (..., k A ,...) k det (...,A ,...)⋅ = ⋅ . 

Пример 5. Вычислить определитель 
3 1 5
0 1 3
1 1 2

−
− . 

Решение. Умножим все элементы 2-го столбца на 31
3

=  и 

вынесем за знак определителя общий множитель 1
3

: 
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3 1 5 3 3 5
10 1 3 0 3 3
3

1 1 2 1 3 2

− −
− = − . 

Прибавим теперь, 2-й столбец к 3-му: 
3 3 5 3 3 2

1 10 3 3 0 3 0
3 3

1 3 2 1 3 5

− −
− = − . 

Вынесем общий множитель 3 элементов второго столбца за 
знак определителя и разложим определитель по элементам 
второй строки: 

3 3 2 3 1 2
3 21 0 3 0 0 1 0 17
1 53

1 3 5 1 1 5

− −
−

− = − = − = − . 

 
Теорема 6. Определитель не изменится, если к элементам 
одной строки (столбца) прибавить соответствующие эле-
менты другой строки (другого столбца), умноженные на 
одно и то же число: 

i j i j jdet (...,A ,...,A ,...) det (...,A k A ,...,A ,...)= + ⋅ . 

Пример 6. Вычислить определитель 
3 1 5
0 1 3
1 1 2

−
− . 

Решение. Прибавим к 1-й строке элементы 3-й строки, ум-
ноженные на (–3) и разложим получившийся определитель 
по элементам 1-го столбца: 

3 1 5 0 2 11
2 11

0 1 3 0 1 3 17
1 3

1 1 2 1 1 2

− − −
− −

− = − = = −
−

. 

Ответ: –17. 
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Теорема 7. Определитель равен нулю, если система его 
строк (или столбцов) 1 2 n{A ,A ,...,A }  линейно зависимая. 
 

Другими словами, если система 1 2 n{A ,A ,...,A }  пред-
ставляет нулевую строку (или, соответственно, нулевой 
столбец) нетривиально: 

1 1 2 2 n n 1 2 nk A k A ... k A 0, (k ,k ,..., k ) (0,0,...,0)+ + + = ≠ , 
или одна из строк (столбцов) линейно выражается через 
другие: 

i j j
j i

A k A
≠

= ∑ , 

то 1 2 ndet (A , A ,...,A ) 0= . 
 

Пример 7. Вычислить определитель 
1 1 111
2 1 112
3 1 113

. 

Решение. Здесь 3-й столбец линейно выражается через 
первые два: 

111 1 1
112 2 110 1
113 3 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Ответ: 0. 
 
Теорема 8.  Имеет место равенство 

k k k kdet (...,A B ,...) det (...,A ,...) det (...,B ,...)+ = + . 
 

Пример 8. Вычислить определитель  
1 11 111
2 12 112
3 13 113

. 
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Решение. 
1 11 111 1 11 110 1 1 11 110
2 12 112 2 12 110 2 2 12 110
3 13 113 3 13 110 3 3 13 110

+
= + = +

+
 

1 11 1 1 10 1 1 1 10 1
2 12 2 110 2 10 2 1 110 2 10 1
3 13 3 3 10 3 1 3 10 1

+
+ = + = +

+
 

1 1 1
110 2 2 1 0

3 3 1
+ = . 

Ответ: 0. 
 
Задача 220. Вычислить определитель методом Гаусса. 

 
Идея метода заключается в том, чтобы используя свой-

ства определителя, привести его к треугольному виду. 

Пример 1. Вычислить определитель 
1 0 1
2 3 0
3 4 2

−

−
. 

Решение. 1) Умножим первую строку на (–2) и прибавим 
ко второй строке: 

1 0 1 1 0 1
2 3 0 2 1 ( 2) 3 0 ( 2) 0 ( 1)( 2)
3 4 2 3 4 2

− −
= + ⋅ − + ⋅ − + − − =

− −
 

1 0 1
0 3 2
3 4 2

−
=

−
. 

2) Умножим первую строку на 3 и прибавим к третьей: 
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1 0 1 1 0 1 1 0 1
0 3 2 0 3 2 0 3 2
3 4 2 3 1 3 4 0 3 2 ( 1) 3 0 4 1

− − −
= =

− − + ⋅ + ⋅ + − ⋅ −
. 

 
3) Умножим третий столбец на 4 и прибавим ко второму: 

1 0 1 1 4 1
0 3 2 0 11 2 11
0 4 1 0 0 1

− − −
= = −

− −
. 

Ответ: – 11. 
 

Пример 2. Вычислить определитель 
3 2 2
2 3 5
5 7 3

−

−
. 

Решение. Сначала получим 1 или  –1 в левом верхнем углу. 
Прибавим к 1-му столбцу 3-й: 

3 2 2 1 2 2
2 3 5 7 3 5
5 7 3 2 7 3

− −
=

− −
. 

Умножим 1-ю строку на (–7) и прибавим ко 2-й, умножим 
1-ю строку на 2 и прибавим к 3-й: 

1 2 2 1 2 2
7 3 5 0 11 19
2 7 3 0 11 1

− −
= −

− −
. 

Прибавим 2-ю строку к 3-й: 
1 2 2 1 2 2
0 11 19 0 11 19 198
0 11 1 0 0 18

− −
− = − = −

−
. 

. 
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Задача 221. Вычислить определитель Вандермонда 
третьего порядка. 

Определение. Определитель вида 

1 2 n
2 2 2
1 2 n

n 1 n 1 n 1
1 2 n

1 1 ... 1
x x ... x
x x ... x
... ... ... ...

x x ... x− − −

 

называется определителем Вандермонда n-го порядка. 
 

Решение. Пусть дан определитель Вандермонда 3-го 
порядка 

2 2 2

1 1 1
x y z
x y z

. 

Из каждого столбца вычтем последующий: 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 0 0 1
x y z x y y z z
x y z x y y z z

= − −
− −

. 

Вынесем общий множитель из первого и второго столбца и 
разложим определитель по элементам первой строки: 

2 2 2 2 2

0 0 1
1 1

x y y z z (x y)(y z)
x y y z

x y y z z
− − = − − =

+ +
− −

  

(x y)(y z)(y z x y) (x y)(y z)(z x)= − − + − − = − − − . 

Ответ: 
2 2 2

1 1 1
x y z (x y)(y z)(z x)
x y z

= − − −
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Глава 26. Системы линейных уравнений 
 
Определение. Уравнение вида 
                                1 1 2 2 n n 1a x a x ... a x b+ + + = ,                    (1) 
где 1 2 n 1a , a ,...,a , b – действительные числа, 1 2 nx , x ,..., x  – 
переменные (неизвестные), называется линейным уравне-
нием с n неизвестными. 
 
Определение. Числа 1 2 na , a ,...,a  в уравнении (1) называ-
ются коэффициентами линейного уравнения, число 1b  в 
уравнении (1) называется свободным членом линейного 
уравнения. 
 
Определение. Уравнение вида 

1 1 2 2 n na x a x ... a x 0+ + + =  
называется однородным линейным уравнением с n неиз-
вестными. 
 

Пусть дана система из m линейных уравнений с n неиз-
вестными: 

                       

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

a x a x ... a x b
a x a x ... a x b
..............................................
a x a x ... a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

               (2) 

Коэффициенты линейных уравнений образуют матрицу 
11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a
a a ... a

A
... ... ... ...

a a ... a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Определение. Матрица А, элементами которой являются 
соответствующие коэффициенты линейных уравнений сис-
темы, называется матрицей этой системы. 

Определение. Столбец 

1

2

m

b
b

B

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
 называется столбцом 

свободных членов системы (2). 
 
Определение. Матрица 

11 12 1n 1

21 22 2n 2

m1 m2 mn m

a a ... a b
a a ... a b

(A | B)
... ... ... ... ...

a a ... a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

называется расширенной матрицей системы (2) и обозна-
чается (A | B) . 

Определение. Столбец 

1

2

n

x
x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
 называется столбцом неиз-

вестных системы (2). 

Определение. Система линейных уравнений называется 
однородной, если каждое уравнение системы является од-
нородным. 
 
Другими словами, система линейных уравнений называет-
ся однородной, если столбец свободных членов системы 
является нулевым. 
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Замечание. Уравнение (1) можно рассматривать как част-
ный случай системы (2) при m 1=  и тоже можно называть 
системой линейных уравнений, состоящей из одного урав-
нения и n неизвестных. 
 
Определение. Решением системы линейных уравнений с n 
неизвестными называется упорядоченный набор из n чи-
сел, которые будучи подставлены в систему, обращают ка-
ждое уравнение системы в верное числовое равенство. 
 

Обозначение: 1 2 nX (c , c ,...,c )=  или 

1

2

n

c
c

X

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
. В первом 

случае говорят о строке решений, во втором – о столбце 
решений. 
 
Пусть А – матрица системы, Х – ее столбец неизвестных, В 
– столбец свободных членов. Тогда систему можно запи-
сать в матричной форме: 

AX B= . 
 
Классификация систем линейных уравнений. 
 
Системы различаются по внешнему виду и в этом случае 
они называются так же, какова их матрица коэффициентов: 
квадратная, треугольная, диагональная, ступенчатая и т.п. 
Системы классифицируют и по множеству их решений. 
 
Определение. Система линейных уравнений называется 
совместной, если она имеет хотя бы одно решение и несо-
вместной в противном случае. 
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Определение. Совместная система линейных уравнений 
называется определенной, если она имеет единственное 
решение и неопределенной, если она имеет более одного 
решения. 
 
Замечание. Легко видеть, что любая однородная система 
линейных уравнений AX 0=  является совместной, т.к. она  
всегда имеет нулевое решение. 
 
Необходимые и достаточные условия совместности сис-
темы линейных уравнений. 
 
Теорема (Кронекер – Капелли). Система линейных урав-
нений AX B=  совместна тогда и только тогда, когда ранг 
матрицы системы равен рангу расширенной матрицы сис-
темы: 

rang A rang(A | B)= . 

Пространство решений однородной системы линейных 
уравнений. 
 
Теорема. Множество решений однородной системы линей-
ных уравнений AX 0=  является векторным пространством. 
 
Определение. Множество решений однородной системы 
линейных уравнений AX 0=  называется ее пространством 
решений. 

Обозначение. Пространство решений однородной системы 
линейных уравнений AX 0=  обозначается Ker A , т.к. по 
определению ядра матрицы, 

nKer A {X K | AX 0}= ∈ = , 
т.е. ядро матрицы совпадает с множеством решений соот-
ветствующей однородной системы линейных уравнений. 
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Теорема (о размерности пространства решений однород-
ной системы линейных уравнений). Пусть AX 0=  – одно-
родная система m линейных уравнений с n неизвестными и 
Ker A – пространство ее решений. Тогда 

dimKer A n rang A= − . 

Определение. Базис 1 2 n r{X , X , ..., X }−  пространства реше-
ний Ker A  однородной системы линейных уравнений 
AX 0=  называется фундаментальной системой ее решений. 
 

Так как любое подпространство (пространство) можно 
записать в виде линейной оболочки его базисных векторов, 
то отсюда вытекает способ записи пространства решений 
однородной системы линейных уравнений: 

1 2 n rKer A X ,X , ... ,X −=< > . 

Определение. Решение системы AX 0= , записанное в виде 
1 1 2 2 n r n rX c X c X ... c X− −= + + + , 

где 1 2 n r{X , X , ..., X }−  – фундаментальная система решений, 
а 1 2 n rc , c , ..., c −  – произвольные постоянные (скаляры из по-
ля K), называется ее общим решением. 
 
Структура множества решений неоднородной системы 
линейных уравнений. 

Определение. Пусть AX B=  – неоднородная система ли-
нейных уравнений с матрицей системы А. Система линей-
ных уравнений AX 0=  называется однородной системой 
линейных уравнений, соответствующей данной неодно-
родной системе линейных уравнений. 
 
Определение. Произвольное решение неоднородной сис-
темы AX B=  называется ее частным решением. 
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Теорема. Любое решение неоднородной системы линей-
ных уравнений AX B=  может быть записано в виде: 

1 1 2 2 n r n rX c X c X ... c X X*− −= + + + + , 
где 1 2 n rc ,c ,...,c K− ∈ , 

1 1 2 2 n r n rX c X c X ... c X− −= + + +�  
– общее решение соответствующей однородной системы 
AX 0= ,  а Х* – произвольное частное решение неоднород-
ной системы AX B= . 
 
Определение. Решение неоднородной системы линейных 
уравнений AX B= , записанное в виде 

1 1 2 2 n r n rX c X c X ... c X X*− −= + + + + , 
где 1 2 n rc , c , ..., c −  – произвольные постоянные (скаляры из 
поля K), 1 2 n r{X , X , ..., X }− – фундаментальная система ре-
шений соответствующей однородной системы AX 0= , на-
зывается общим решением неоднородной системы. 

Вывод. Решить неоднородную систему линейных уравне-
ний означает найти множество всех ее решений, которое, в 
свою очередь, имеет вид: 

1 1 2 2 n r n r 1 n rS {c X c X ... c X X* | c ,..., c K}− − −= + + + + ∈ . 
Следовательно, в ответе достаточно выписать общее решение: 

1 1 2 2 n r n rX c X c X ... c X X*− −= + + + + , 
где 1 2 n rc ,c ,...,c K− ∈ . 

Определение. Множество 
L m {x m | x L}+ + ∈� , 

где L – произвольное подпространство пространства V и 
m V∈  – произвольный фиксированный вектор, называется 
линейным (векторным) многообразием, параллельным 
подпространству L. 
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Замечание. Используя понятие линейного многообразия, 
можно сказать, что множество S всех решений неоднород-
ной системы линейных уравнений AX B=  представляет со-
бой линейное многообразие в пространстве столбцов соот-
ветствующей высоты, полученное из пространства решений 
Ker A  соответствующей однородной системы линейных 
уравнений AX 0=  сдвигом (параллельным переносом) на 
вектор Х*, являющимся частным решением данной системы: 

S Ker A X*= + . 

Необходимые и достаточные условия определенности 
неоднородной системы линейных уравнений. 

Теорема. Неоднородная система линейных уравнений 
AX B=  является определенной тогда и только тогда, когда 
она является совместной и ранг матрицы этой системы ра-
вен числу n ее неизвестных: 

rang A rang(A | B) n= = . 

Необходимые и достаточные условия определенности 
квадратной системы линейных уравнений. 

Теорема. Пусть дана система AX B= , в которой число не-
известных равно числу ее уравнений. Для того, чтобы та-
кая система была определенной необходимо и достаточно, 
чтобы ее определитель был не равен нулю: 

det A 0≠ . 

Задача 222. Решить систему линейных уравнений по 
формулам Крамера. 
 
Теорема. (Формулы Крамера). Пусть AX B=  квадратная 
система линейных уравнений и det A 0≠ . Тогда единст-
венное решение системы можно найти по формулам: 



 69 

i
ix , i 1, 2,..., n∆
= =
∆

, 

где 
11 1k 1n

21 2k 2n
1 2 n

n1 nk nn

a ... a ... a
a ... a ... a

det A det (A ,A ,...,A )
... ... ... ... ...
a ... a ... a

∆ = = =  

– определитель матрицы системы, 1 2 nA ,A ,...,A  – столбцы 
матрицы системы, 

11 1 1n

21 2 2n
i 1 i 1 i 1 n

n1 n nn

a ... b ... a
a ... b ... a

det (A ,...,A ,B,A ,...,A )
... ... ... ... ...
a ... b ... a

− +∆ = =  

 – определитель системы, в котором i-й столбец заменен 
столбцом свободных членов В. 
 
Пример. Решить систему по формулам Крамера: 

2x y 3z 3
4x 2y 5z 5
3x 4y 7z 2

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

. 

Решение. Вычисляем определитель системы: 
2 1 3
4 2 5
3 4 7

∆ = . 

Прибавим ко 2-й строке первую, умноженную на (–2) и раз-
ложим полученный определитель по элементам 2-й строки: 

2 1 3 2 1 3
2 1

4 2 5 0 0 1 ( 1) 5
3 4

3 4 7 3 4 7
∆ = = − = − − = . 
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Вычисляем определители i , i 1, 2,3∆ = : 

1

3 1 3 0 1 3
1 3

5 2 5 0 2 5 5 5
2 5

2 4 7 5 4 7
∆ = = = − =

−
. 

Здесь мы из 1-го столбца вычли 3-й и затем разложили оп-
ределитель по элементам 1-го столбца. 

2

2 3 3 2 3 0
2 3

4 5 5 4 5 0 5 10
4 5

3 2 7 3 2 5
∆ = = = = − , 

где мы из 3-го столбца вычли 2-й. Следующий определи-
тель вычисляется также как определитель системы: 

3

2 1 3 2 1 3
4 2 5 0 0 1 5
3 4 2 3 4 2

∆ = = − = . 

Находим неизвестные по формулам Крамера: 
31 25 10 5x 1, y 2, z 1

5 5 5
∆∆ ∆ −

= = = = = = − = = =
∆ ∆ ∆

. 

Ответ: (x, y,z) (1, 2,1)= − . 
 
Задача 223. Решить систему линейных уравнений мето-
дом Гаусса и записать ее общее решение. 
 
Определение. Две системы уравнений, имеющие одно и то 
же множество решений, называют равносильными. 
 
Теорема. Две системы линейных уравнений являются рав-
носильными, если расширенная матрица одной системы 
получена из расширенной матрицы другой с помощью 
элементарных преобразований ее строк. 
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На этой теореме и основан метод Гаусса решения систем 
линейных уравнений: он позволяет вместо решения исходной 
системы решать равносильную ей систему с треугольной или 
со ступенчатой матрицей коэффициентов, что значительно 
облегчает нахождение всех решений данной системы. 
 
Алгоритм решения системы линейных уравнений ме-
тодом Гаусса. 

Пусть дана система AX B= . 
1. Выписываем расширенную матрицу системы (A | B) . 
2. Пользуясь элементарными преобразованиями только 

строк расширенной матрицы, приводим ее к ступенчатому 
виду. Далее, вся работа проводится с полученной системой 
ступенчатого вида. 

3. Убеждаемся, что базисный минор матрицы системы 
является базисным минором расширенной матрицы систе-
мы, т.е. rang A rang(A | B) r= = . В противном случае, сис-
тема несовместна, т.е. не имеет решений. 

4. Вычисляем размерность пространства решений соот-
ветствующей однородной системы  

AX 0= : dimKer A n r= − . 
5. Определяем, какие переменные системы будут сво-

бодными (независимыми), а какие зависимыми: 
   а) те переменные, коэффициенты при которых входят в 
базисный минор объявляем зависимыми, их оставляем в 
левых частях уравнений системы; 
   б) оставшиеся переменные объявляем свободными (неза-
висимыми), их переносим в правую часть уравнений. Сво-
бодных переменных должно быть n r−  штук. 

6. Обозначаем свободные переменные буквами грече-
ского алфавита: , , ,...α β γ , если их не очень много; или бук-
вой с индексами, например, 1 2 n rc , c , ..., c − . 
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7. Двигаясь от последнего уравнения системы к перво-
му (снизу вверх), находим значения всех зависимых пере-
менных и записываем найденный столбец неизвестных. 

8. Раскладываем столбец неизвестных на сумму 
(n r) 1− +  столбцов: 1 1 2 2 n r n rX c X c X ... c X X*− −= + + + + , где 

1 2 n rc ,c ,...,c K− ∈ . 
 

Таким образом, мы автоматически получаем общее ре-
шение данной неоднородной системы, общее решение со-
ответствующей однородной системы, 

1 1 2 2 n r n rX c X c X ... c X− −= + + +� , 
ее фундаментальную систему решений 

1 2 n r{X ,X ,...,X }− , 
пространство ее решений в виде линейной оболочки, натя-
нутой на фундаментальную систему решений 

1 2 n rKer A X ,X ,...,X −=< > , 
и частное решение данной неоднородной системы Х*. 
 
Замечание. При решении систем методом Гаусса, удобно 
добавить к элементарным преобразованиям еще одно: вы-
черкивание нулевой строки или вычеркивание одной из 
двух равных или пропорциональных строк. 
 

Пример 1. Решить систему: 
1

1 2

1 2

x 0
2x x 2

x x 1

=⎧
⎪ − =⎨
⎪ − =⎩

. 

Решение. 1) Выписываем расширенную матрицу системы 
1 0 0

(A | B) 2 1 2
1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 
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2) Пользуясь элементарными преобразованиями строк 
расширенной матрицы, приводим ее к ступенчатому виду: 
а) умножаем первую строку на (–2) и прибавляем ко второй 
строке, затем  умножаем первую строку на (–1) и прибав-
ляем к третьей: 

1 0 0 1 0 0
2 1 2 ~ 0 1 2
1 1 2 0 1 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; 

б) умножаем вторую строку на (–1) и прибавляем к третьей: 
1 0 0 1 0 0
0 1 2 ~ 0 1 2
0 1 1 0 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

3) Находим базисные миноры матрицы системы и расши-
ренной матрицы системы: 

1 0
0 1−

 

 – базисный минор матрицы системы; 
1 0 0
0 1 2
0 0 1

−
−

 

 – базисный минор расширенной матрицы системы. 
Мы видим, что rang A 2= , rang(A | B) 3= . Так как  

rang A rang(A | B)≠ , 
то данная система является несовместной. 
Ответ. Система не имеет решений. 
 

Пример 2. Решить систему 
1

1 2

1 2

x 0
2x x 2

x x 2

=⎧
⎪ − =⎨
⎪ − =⎩

. 

 74

Решение. Приводим расширенную матрицу системы к сту-
пенчатому виду: 

1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0

2 1 2 ~ 0 1 2 ~ 0 1 2 ~
0 1 2

1 1 2 0 1 2 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Минор 
1 0
0 1−

 является базисным минором матрицы сис-

темы и расширенной матрицы системы, 
rang A rang(A | B) 2= = ,   dim Ker A n r 2 2 0= − = − = , 

т.е. система является определенной, пространство решений 
соответствующей однородной системы является нулевым, 
Ker A 0= . Найдем единственное решение системы. 

По полученной в результате элементарных преобразо-
ваний матрице 

1 0 0
(A | B) ~

0 1 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

записываем соответствующую этой расширенной матрице 
систему, равносильную первоначальной: 

1

2

x 0
x 2

=⎧
⎨ − =⎩

, 

решая которую, находим неизвестные: 1 2x 0, x 2= = − . 

Ответ: 
0

X
2

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

 

Пример 3. Решить систему: 
1

1 2 3

1 2 3

x 0
2x x x 2

x x x 2

=⎧
⎪ − + =⎨
⎪ − + =⎩

. 
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Решение. Приводим расширенную матрицу системы к сту-
пенчатому виду: 

1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0

2 1 1 2 ~ 0 1 1 2 ~
0 1 1 2

1 1 1 2 0 1 1 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Находим базисные миноры матрицы системы и расширен-
ной матрицы системы: 

1 0
0 1−

 

– базисный минор матрицы системы и он же базисный ми-
нор расширенной матрицы системы, т.е. 

rang A rang(A | B) 2= = . 
Следовательно, система является совместной. 

Найдем размерность пространства решений соответст-
вующей однородной системы: 

dim Ker A n r 3 2 1= − = − = . 
Отсюда следует, что фундаментальная система решений 
состоит из одного столбца и 1Ker A X=< > , а общее реше-
ние системы будет иметь вид: 1X X X*= α + . Используя 
полученную расширенную матрицу 

1 0 0 0
(A | B) ~

0 1 1 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 

выписываем систему, равносильную первоначальной: 
1

2 3

x 0
x x 2

=⎧
⎨ − + =⎩

. 

В базисный минор входят коэффициенты при неизвестных 
1x  и 2x , поэтому их объявляем зависимыми переменными, 

а неизвестную 3x  – свободной переменной, которую обо-
значаем буквой α  и переносим в правую часть: 
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3x = α ,    1

2

x 0
x 2

=⎧
⎨ − = −α⎩

,    Rα∈ . 

Находим остальные неизвестные: 1 2x 0, x 2= = α −  и выпи-
сываем столбец неизвестных: 

1

2

3

x 0
X x 2

x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = α −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟α⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Раскладываем этот столбец на сумму двух столбцов: 
0 0 0 0

X 2 1 2 , R
0 1 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= α + − = α + − α∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟α⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

– общее решение данной неоднородной системы, 
0

X 1 , R
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= α α∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

– общее решение соответствующей однородной системы, 

1

0
{X } { 1 }

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

– фундаментальная система решений соответствующей од-
нородной системы, 

0
Ker A 1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟=< >⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

– пространство решений соответствующей однородной 
системы, 
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0
X* 2

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

– частное решение данной неоднородной системы. 

Ответ: общее решение системы: 
0 0

X 1 2
1 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= α + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,   Rα∈ . 

 
Пример 4. Решить систему: 1 3 4x x x 1− + = . 
Решение. Расширенная матрица системы: 

(A | B) (1, 0, 1,1|1)= − . 
Коэффициент при 1x , равный 1, можно принять за базис-
ный минор, так что rang A rang(A | B) 1= = .  

Размерность пространства решений соответствующей 
однородной системы 

dimKer A n r 4 1 3= − = − = . 
Обозначим 2 3 4x , x , x= α = β = γ  – три свободные пере-
менные. Находим зависимую переменную: 

1x 1= +β− γ . 
Записываем столбец решений и общее решение данной 
системы. 

Ответ: 

1 0 1 1 1
1 0 0 0

X
0 1 0 0
0 0 1 0

β− γ + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟α⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = α +β + γ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟β
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  

где , , Rα β γ∈ . 
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Задача 224. Найти частное решение системы линейных 
уравнений методом Гаусса. 

Решение. Решаем как в предыдущей задаче, до момента 
вычисления размерности пространства решений соответст-
вующей однородной системы: 

dim Ker A n r= − , 
где А – матрица системы, n – число неизвестных системы, 

r rang A rang(A | B)= =  
– ранг матрицы А и расширенной матрицы системы (A|B). 
Далее для совместных систем возможно два варианта. 

1) Если dim Ker A n r 0= − = , то это означает, что сис-
тема определенная, т.е. имеет единственное решение. По-
этому продолжаем решение системы как в предыдущей за-
даче и находим это единственное решение. 

2) Если dimKer A n r 0= − > , то после определения сво-
бодных переменных, переносим их в правую часть уравне-
ний системы и придаем этим свободным переменным ка-
кие-либо числовые значения. После чего мы получаем 
квадратную (треугольную) систему с n r−  неизвестными и 
с неравным нулю определителем. Решаем эту систему и 
находим значения оставшихся n r−  неизвестных, после 
чего выписываем ответ. 
 
Пример. Найти частное решение системы 

1 2 3

3 4

x 2x 5x 1
7x 5x 11
− − = −⎧

⎨ + =⎩
. 

Решение. Выписываем расширенную матрицу системы: 
1 2 5 0 1
0 0 7 5 11

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Выбираем базисный минор: 
1 0
0 5

. 
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Ранг матрицы системы равен рангу расширенной мат-
рицы системы r rang A rang(A | B) 2= = = , число неизвест-
ных системы n 4= ,  dim Ker A n r 4 2 2= − = − = . 

Базисный минор состоит из коэффициентов при неиз-
вестных 1x  и 4x . Эти неизвестные будут зависимыми пе-
ременными, остальные неизвестные являются свободными 
переменными и они могут принимать любые значения. Пе-
реносим их в правые части уравнений системы: 

1 2 3

4 3

x 1 2x 5x
5x 11 7x
= − + +⎧

⎨ = −⎩
. 

Для получения частного решения данной системы придаем 
свободным переменным 2x  и 3x  какие-нибудь числовые 
значения. Если мы хотим иметь целое решение, то выбира-
ем значение свободной переменной 3x  таким образом, 
чтобы число 311 7x−  делилось на 5 без остатка. Делается 
это простым перебором целых значений переменной 3x . 
Подставляем последовательно вместо 3x  числа 0, 1, 2,...± ±  
до тех пор, пока не получим число, делящееся на 5. В дан-
ном случае подходит число 3x 2= − . 

Полагаем также 2x 0=  и вычисляем значения перемен-
ных 1x  и 4x : 

3
4 1

11 7x 11 7( 2)x 5, x 1 25 24
5 5
− − −

= = = = − + = . 

Ответ записываем либо в виде строки, либо в виде столбца. 

Ответ: 1 2 3 4(x ,x ,x ,x ) (24; 0; 2; 5)= −    или    

1

2

3

4

x 24
x 0
x 2
x 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

. 
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Задача 225. Найти размерность и базис пространства 
решений однородной системы линейных уравнений. 

Решение. Такую задачу приходится решать при поиске 
и вычислении собственных векторов линейного оператора. 
Пусть AX 0=  – однородная система линейных уравнений. 
Задача решается по схеме предыдущих задач. Заметим 
только, что здесь нет смысла выписывать расширенную 
матрицу системы, так как при эквивалентных преобразова-
ниях расширенной матрицы системы нулевой столбец сво-
бодных членов остается нулевым. Поэтому приводим к 
ступенчатому виду матрицу системы. 

Возможны два случая. 
1) Система оказывается определенной, и мы получаем, что 

r rang A n= = , 
где n – число неизвестных. В этом случае нетривиальных, 
т.е. ненулевых решений система не имеет и X 0=  – един-
ственное решение данной однородной системы. 
2) Система оказывается неопределенной, т.е. имеет более 
одного решения. Мы определяем это из следующего нера-
венства: 

dimKer A n r 0= − > . 
Далее действуем как в задаче 223. Находим по базис-

ному минору зависимые переменные, обозначаем свобод-
ные переменные буквой с индексами: 1 2 n rc ,c ,...,c −  и нахо-
дим общее решение системы: 

1 1 2 2 n r n rX c X c X ... c X− −= + + + . 
Одновременно мы получаем фундаментальную систему 
решений данной однородной системы, т.е., другими слова-
ми, искомый базис пространства решений: 

1 2 n r{X ,X ,...,X }− . 

Замечание. Любое векторное пространство (подпростран-
ство) можно представить (записать) в виде линейной обо-
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лочки его базисных векторов. В нашем случае подпро-
странство решений однородной системы  AX 0=  можно 
записать в виде 

1 2 n rKer A X ,X ,...,X −=< > . 
 
Пример. Найти размерность и базис пространства решений 
однородной системы линейных уравнений: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2x x x x 0
x x 2x 2x 0

2x x 5x 11x 0

− + + =⎧
⎪ − + − + =⎨
⎪ + − + =⎩

. 

Решение. Выписываем матрицу системы и приводим ее к 
ступенчатому виду. Переставляем 1-ю и 2-ю строки, затем 
прибавляем ко 2-й и 3-й строке 1-ю, умноженную на 2: 

2 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 ~ 2 1 1 1 ~ 0 1 3 5 ~

2 1 5 11 2 1 5 11 0 3 9 15

− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 1 2 2
~

0 1 3 5
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠
. 

Базисный минор матрицы системы: 
1 1
0 1

−
, ранг матрицы 

системы равен 2, число неизвестных системы равно 4, сле-
довательно, размерность пространства решений данной 
однородной системы равна 2 и в базисе будет два вектора 
(столбца высоты 4): 

1 2dim Ker A n r 4 2 2, Ker A X ,X= − = − = =< > . 
Переменные 1x  и 2x  будут зависимыми, 3x  и 4x  – свобод-
ными. Положим 3 1 4 2x c , x c= = , где 1 2c ,c R∈ . Тогда из 
системы 
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1 2 3 4

2 3 4

x x 2x 2x 0
x 3x 5x 0

− + − =⎧
⎨ − + =⎩

 

 находим: 
1 1 2 1 2 1 2

2 1 2

x 3c 5c 2c 2c c 3c
x 3c 5c

= − − + = −⎧
⎨ = −⎩

 

и записываем общее решение системы: 
1 2

1 2
1 2 1 2

1

2

c 3c 1 3
3c 5c 3 5

X c c , c ,c R
c 1 0
c 0 1

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + ∈
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

Ответ: dimKer A 2=  –  размерность пространства решений, 

1 3
3 5

{ , }
1 0
0 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 –  базис пространства решений, 

1 3
3 5

Ker A ,
1 0
0 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟=< >
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

–  пространство решений данной однородной системы ли-
нейных уравнений. 
 
Задача 226. Определить, совместная ли данная система 
линейных уравнений. 

Решение. Выписываем расширенную матрицу системы 
и элементарными преобразованиями строк приводим ее к 
ступенчатому виду. Находим базисные миноры матрицы 
системы и расширенной матрицы системы. Если они рав-
ны, то система совместная, в противном случае – нет. 
 
Пример. Определить совместная или несовместная сис-
тема 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

x x 3x 1
2x x 2x 1

x x x 3
x 2x 3x 1

+ − = −⎧
⎪ + − =⎪
⎨ + + =⎪
⎪ + − =⎩

. 

Решение. Выписываем расширенную матрицу системы, ко 
2-й строке прибавляем 1-ю, умноженную на  (–2), из 3-й и 
из 4-й строк вычитаем 1-ю: 

1 1 3 1 1 1 3 1
2 1 2 1 0 1 4 3

(A | B) ~
1 1 1 3 0 0 4 4
1 2 3 1 0 1 0 2

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Далее, к 4-й строке прибавляем 2-ю и, затем, 3-ю строку 
прибавляем к 4-й: 

1 1 3 1 1 1 3 1
0 1 4 3 0 1 4 3

(A | B) ~ ~
0 0 4 4 0 0 4 4
0 0 4 5 0 0 0 9

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

rang A 3, rang(A | B) 4= = . 
Ответ: система несовместная. 
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УПРАЖНЕНИЯ 
 

193. Сложить матрицы: 

а) 
0 2 1 11

A 3 1 , B 6 2
7 9 4 12

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; 

б) A ( 2,3, 1,0,7), B (7,6, 5, 4,3)= − − = − − ; 

в) 
2 3

A 0 , B 0
3 11

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

194. Умножить матрицу А на число k: 

а) 
0 2

A 3 1 , k 2
7 9

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

;  б) A ( 2,3, 1,0,7), k 3= − − = ; 

в) 
2

A 0 , k 0
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

195. Умножить данную строку на данный столбец: 

а) 
2

A (1, 2,3), B 3
4

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

;  б) 
2

A (1, 2,3, 4), B 3
4

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

196. Найти произведение матриц АВ и ВА, если: 

а) 

3 2
1 0 1 2 1 2

A , B
1 0 2 2 0 0

4 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

; 
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б) 

3 2
1 2

A (5, 1,3, 2), B
0 0
4 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟= − − =
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

; 

в) 

3
1 0 1 2 4

A , B
1 0 2 2 0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

. 

197. Найти произведение АВ и ВА, если 
1

A 2 , B (3, 2, 1)
3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

198. Найти nA , если: а) 
1 1

A
1 1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
;  б) 

1 1
A

0 1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

в) 
0 1

A
1 0

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

199. Найти значение многочлена 3f (x) x 3x 4= − + −  от 

матрицы 
0 0 1

A 0 1 0
1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

200. Транспонировать матрицу: 
1 0 1 2 0 0

A 0 , B (1, 2, 3, 4,5), C 1 0 3 , D 1 1
1 2 3 0 2 2

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

201. Найти матрицу взаимную (союзную) матрице 
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1 0 2
A 0 1 2

1 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

202. Найти матрицу, обратную матрице 
11 7

A
19 12
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

203. Найти матрицу, обратную матрице 
1 0 2

A 0 1 2
1 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

с помощью взаимной матрицы. 
204. С помощью взаимной матрицы решите матричные 

уравнения АХ=В и ХА=В, где 
1 0 2

2 2 2
A 0 1 2 , B

4 0 4
1 1 0

−⎛ ⎞
− −⎛ ⎞⎜ ⎟= − − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

205. Методом Гаусса привести к ступенчатому виду 

матрицу 
2 1 0 1
3 0 0 1
4 3 9 7

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

206. Методом Гаусса привести к диагональному виду 

матрицу 
1 0 2
0 1 2
1 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

207. Решить матричное уравнение методом Гаусса: 

а) 
1 2 3 1 3 0
3 2 4 X 10 2 7
2 1 0 10 7 8

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; 
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б) 
5 3 1 8 3 0

X 1 3 2 5 9 0
5 2 1 2 15 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

208. Методом Гаусса найти матрицу, обратную матрице 
5 3 1
1 3 2
5 2 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

209. Выписать и вычислить все миноры матрицы 
1 1 0 2 2
2 0 3 1 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

210. Методом Гаусса найти базисный минор и ранг мат-

рицы 
2 1 0 1
3 0 5 1
4 3 9 7

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

211. Найти все перестановки множества из 2-х, 3-х и 4-х 
элементов: а) {1,x}, б) 2{1,x,x }, в) 2 3{1,x,x ,x } . 

212. Выписать все пары чисел, образующих инверсию в 
перестановке:  а) (3,2,1);    б) (5,7,2,1,4,3,6); 

в) (1,2,...,n,2n,2n 1,2n 2,...,n 2,n 1)− − + + . 
213. Найти четность перестановки, подсчитав число ин-

версий: а) (3,2,1);  б) (5,7,2,1,4,3,6); 
в) (1,2,...,n,2n,2n 1,2n 2,...,n 2,n 1)− − + + . 

214. Привести перестановку к первоначальному виду с 
помощью транспозиций и определить ее четность:       

а) (4,3,2,1);    б) (5,7,2,1,4,3,6);    в) (n,n-1,…,1); 
г) (1,2,...,n,2n,2n 1,2n 2,...,n 2,n 1)− − + + . 

215. Найти знак члена определителя: а) 43 12 21 34a a a a ; 
б) 78 43 12 56 21 87 34 65 99a a a a a a a a a ;  в) 21 43 12 56 75 34a a a a a a . 
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216. Вычислить определитель второго порядка, пользу-
ясь определением определителя: 

2

cos sin a b 1 x
, ,

sin cos c d x x
α − α
α α

. 

217. Вычислить определитель третьего порядка, поль-
зуясь определением определителя: 

а) 
1 2 3

0 1 2
3 4 5

− −
−

−
;     б) 

x y z
y z x
z x y

;     в) 
1 i 1 i
i 1 1 i

1 i 1 i

−
+

−
. 

218. Вычислить определитель с помощью разложения 
по элементам строки или столбца: 

а) 
1 2 3

0 1 2
3 4 5

− −
−

−
;     б) 

x y z
y z x
z x y

;     в) 
1 i 1 i
i 1 1 i

1 i 1 i

−
+

−
. 

219. Вычислить определитель с использованием его 

свойств:   а) 
3 2 4
1 5 10
2 3 6

−
−
−

;     б) 
0 0 1
1 0 0
0 1 0

; 

в) 
2 12 102
1 11 101
3 13 103

;      г) 

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

−
−

−
−

. 

220. Вычислить определитель методом Гаусса: 
2 2 1 1
3 3 2 2
1 1 3 3
3 2 3 1

− −
−

− −
−

. 

221. Вычислить определитель Вандермонда 4-го порядка: 
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2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1
a b c d
a b c d
a b c d

. 

222. Решить систему линейных уравнений по формулам 
Крамера: 

x 3y 2z 4 0
2x 6y z 2

4x 8y z 2 0

+ + − =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + − − =⎩

. 

223. Решить систему линейных уравнений методом Га-
усса и записать ее общее решение: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2x x x x x 1
x x x x 2x 0

3x 3x 3x 3x 4x 2
4x 5x 5x _ 5x 7x 3

+ − − + =⎧
⎪ − + + − =⎪
⎨ + − − + =⎪
⎪ + − + =⎩

. 

224. Найти частное решение системы линейных урав-
нений методом Гаусса: 

1 2 3 4

2 3 4

1 2 4

2 3 4

x 2x 3x 4x 4
x x x 3

x 3x 3x 1
7x 3x x 3

− + − =⎧
⎪ − + = −⎪
⎨ + − =⎪
⎪ − + + = −⎩

. 

225. Найти размерность и базис пространства решений 
однородной системы линейных уравнений. 

1 2 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

x x 3x x 0
x x 2x x 0

4x 2x 6x 3x 4x 0
2x 4x 2x 4x 7x 0

+ − − =⎧
⎪ − + − =⎪
⎨ − + + − =⎪
⎪ + − + − =⎩

. 
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226. Определить, при каком значении параметра λ  дан-
ная система линейных уравнений является совместной:  

2

x y z 1
x y z
x y z

λ + + =⎧
⎪ + λ + = λ⎨
⎪ + + λ = λ⎩

. 
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