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ВВЕДЕНИЕ

Теория групп составляет важную часть в курсе алгебры.
Понятие группы является одним из фундаментальных в мате-
матическом образовании.

В настоящее время основы теории групп являются стала со-
ставной частью подготовки не только бакалавров математиков,
но и специалистов в области физики, химии и информатики.
Основные идеи теории групп изучаются студентами и в рамках
таких фундаментальных математических дисциплин как «Ал-
гебра», «Алгебра и геометрия», «Геометрия и алгебра» и дру-
гих.

Представленный в учебно-методическом пособии материал
дает начальное представление о теории групп и доступен сту-
дентам младших курсов математических специальностей.

Несмотря на наличие разнообразной научной литературы и
учебных пособий по теории чисел, в них практически отсутству-
ет сопровождение теоретической информации необходимым ко-
личеством задач и упражнений для организации самостоятель-
ной работы студентов. Настоящее пособие пытается частично
восполнить этот пробел.

В пособии рассматриваются основные вопросы теории
групп, содержатся примеры и упражнения, демонстрирующие
использование изложенной теории для решения конкретных
задач. По каждой теме курса специально подобрана система
упражнений, что способствует лучшему усвоению излагаемого
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материала. Теоретический материал снабжен системой упраж-
нений для самостоятельного доказательства, который можно
также использовать для организации практических и лабора-
торных занятий по курсу «Алгебра».

Данное пособие охватывает весь материал теории групп,
включенный в ныне действующую университетскую программу
подготовки бакалавров-математиков. Оно, разумеется, не мо-
жет заменить подробных учебников и не является специали-
зированным задачником. Предлагаемые задачи имеют различ-
ную сложность и преследуют следующие дидактические цели:
от первого знакомства с понятием теории групп до их серьез-
ного изучения.

Список литературы, которую авторы использовали, приве-
ден в конце пособия, и его можно рекомендовать для изучения
других проблем теории групп, не освещенных в данном пособии.
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1. Основные определения и примеры групп

Определение. Декартовым произведением двух мно-
жеств называется пара элементов a, b , где a ∈ M , b ∈ M . Де-
картово произведение обозначается

M ×M = {(a, b) : a ∈ M, b ∈ M}.

Определение. Бинарной операцией на множестве M на-
зывается отображение

M ×M → M,

(a, b) → c,

заданное по какому-либо правилу.

Определение. Бинарная операция ассоциативна, если
для любых a, b, c ∈ M

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

Упражнение 1. Доказать обобщенный закон ассоциатив-
ности, т.е. для любого n выполнено

a1 ∗ a2 ∗ . . . ∗ an = a1 ∗ (a2 ∗ a3) ∗ . . . ∗ (an−1 ∗ an).

Указание. Использовать метод математической индукции.
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Упражнение 2. Ассоциативна ли операция ∗ на множе-
стве M , если

а) M = N , x ∗ y = xy ;
б) M = Z , x ∗ y = x2 + y2 ;
в) M = R , x ∗ y = sin x · sin y .

Ответ. a) нет; б) да; в) нет.

Определение. (M, ∗) — множество элементов произволь-
ной математической природы с определенной на ней ассоциа-
тивной бинарной операцией называется полугруппой.

Упражнение 3. Сколько существует неизоморфных меж-
ду собой полугрупп порядка 2?

Определение. Элемент e ∈ M называется нейтральным,
если для всех a ∈ M

a ∗ e = e ∗ a = a.

Определение. Полугруппа с нейтральным элементом на-
зывается моноидом.

Определение. Элемент b называется обратным для a ,
если

a ∗ b = b ∗ a = e.

Упражнение 4. Доказать, что если в полугруппе суще-
ствует нейтральный элемент, то он единственный.
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Упражнение 5. Правым (левым) нулем полугруппы на-
зывается такой элемент z , что az = z ( za = z ) при любом a .
Доказать, что если в полугруппе имеются как правые, так и
левые нули, то все они совпадают, так что существует един-
ственный двусторонний нуль.

Указание. Рассмотреть z1z2 , где z1 — какой-либо левый
нуль, z2 — правый нуль.

Упражнение 6. Правой (левой) единицей полугруппы на-
зывается такой элемент u , что au = a (ua = a ) при любом a .
Доказать, что если в полугруппе имеются как правые так и
левые единицы, то все они совпадают, так что существует един-
ственная двусторонняя единица.

Указание. Рассмотреть u1u2 , где u1 — какая-либо левая
единица, u2 — правая единица.

Упражнение 7. Может ли элемент полугруппы быть од-
новременно правым нулем и левой единицей?

Ответ. Да, только в полугруппе, в которой произведение
равно правому сомножителю.

Упражнение 8. Доказать, что если в полугруппе суще-
ствует обратный элемент, то он единственный.

Определение. Моноид, для которого выполняется усло-
вие: для всех a ∈ M , существует b ∈ M :

a ∗ b = b ∗ a = e

называется группой.
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Сформулируем определение группы другим способом.

Определение. Множество элементов M с определен-
ной на нем бинарной операцией, удовлетворяющей следующим
условиям:

1. для всех a, b, c : a ∗ b ∗ c = a ∗ (b ∗ c) , ∀ a, b, c ∈ M ;

2. существует e : ∀ a ∈ M , a ∗ e = e ∗ a ;

3. для всех a ∈ M существует b ∈ M : a ∗ b = b ∗ a = e

называется группой.

Определение. Группа, для которой выполняется следу-
ющее условие: для всех a, b ∈ M : a ∗ b = b ∗ a называется ком-
мутативной (или абелевой) группой.

Если множество M имеет бесконечное число элементов, то
группа имеет бесконечный порядок.

Если множество M имеет конечное число элементов
(n -элементов), то группа называется конечной группой и ее по-
рядок равен n , т. е. |M | = n .

Упражнение 9. На множестве M2 , где M — множество,
определена операция ◦ по правилу (x, y) ◦ (z, t) = (x, t) . Явля-
ется ли M2 полугруппой относительно этой операции? Суще-
ствует ли в M2 нейтральный элемент?

Ответ. Да; не существует, если |M | > 1 .
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Определение. Отображение из одной группы в другую

ϕ : (G, ∗) → (F, ◦)

называется гомоморфизмом (Hom ), если оно удовлетворяет
следующему условию: для любых g1, g2 ∈ G

ϕ(g1 ∗ g2) = ϕ(g1) ◦ ϕ(g2).

Упражнение 10. Докажите следующие свойства гомо-
морфизма:

1) ϕ(eG) = eF ;
2) ϕ(g−1) =

(
ϕ(g)

)−1 .

Определение. Взаимно-однозначный гомоморфизм на-
зывается изоморфизмом

Определение. Ядром гомоморфизма называется следую-
щее множество:

Ker ϕ = {g ∈ G : ϕ(g) = eF}.

Определение. Образом гомоморфизма называется следу-
ющее множество:

Im ϕ = {f ∈ F : ∃ g ∈ G, f = ϕ(g)}.

Обобщим для гомоморфизма и изоморфизма хорошо известные
вам свойства и определения, характерные для функций.
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Определение. ϕ : (G, ∗) → (F, 0) называется
а) инъективным гомоморфизмом, если для любых g1, g2 ∈ G ,

ϕ(g1) 6= ϕ(g2) ;
б) сюръективным гомоморфизмом, если для любого f ∈ F

существует g ∈ G : f = ϕ(g) ;
в) биективным гомоморфизмом или изоморфизмом, если

условия а) и б) выполняются одновременно.

Определение. Композицией двух гомоморфизмов

ϕ1(G, ∗) → (F, ◦), ϕ2(F, ∗) → (H, ·)

называется гомоморфизм, заданный по правилу

ϕ1 ◦ ϕ2(g) = ϕ1 (ϕ2(g)) .

Утверждение. Рассмотрим гомоморфизм

ϕ1(G, ∗) → (F, ◦), ϕ2(F, ◦) → (G, ∗).

ϕ1 и ϕ2 будут являться взаимообразными тогда и только
тогда, когда

ϕ1 ◦ ϕ2 = idF , ϕ2 ◦ ϕ1 = idG .

И в этом случае гомоморфизмы ϕ1 и ϕ2 являются изомор-
физмами.

Данное утверждение доказывается аналогично свойству
функций, поэтому проведите его самостоятельно.
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Упражнение 11. Сколько элементов содержит полугруп-
па, состоящая из всех степеней матрицы∥∥∥∥∥∥∥∥

−1 0 0

0 0 1

0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
?

Является ли эта полугруппа группой?

Ответ. а) 3; б) нет.

Упражнение 12. Сколько существует неизоморфных
между собой полугрупп порядка 2?

Упражнение 13. Какие из указанных множеств квадрат-
ных вещественных матриц фиксированного порядка образуют
группу:

а) множество симметрических (кососимметрических) мат-
риц относительно сложения;

б) множество невырожденных матриц относительно сложе-
ния;

в) множество матриц с фиксированным определителем d

относительно умножения;
г) множество диагональных матриц относительно сложе-

ния;
д) множество верхних треугольных матриц относительно

умножения;
е) множество верхних нильтреугольных матриц относи-

тельно сложения.
Ответ. а), в) при d 6= 1 ; г) при λ < 0 .
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Упражнение 14. Пусть X — множество точек кри-
вой y = x3 , l — прямая, проходящая через точки a, b ∈ X (ка-
сательная к X при a = b ), c — ее третья точка пересечения
с X и m — прямая, проходящая через начало координат O и
точку c (касательная к X при c = 0 ).

Положим a ⊕ b = d , где d — третья точка пересече-
ния m и X или O , если m касается X в точке O . Доказать,
что (X,⊕) — коммутативная группа.

Упражнение 15. Доказать, что, конечная полугруппа с
правыми сокращениями (т. е. из ba = ca следует b = c ) и хотя
бы с одной левой единицей есть группа.

Указание. Рассмотрев Ga , где G — данная полугруппа,
показать, что Ga = G , т. е. уравнение xa = b разрешается в G

при любых a и b . В частности, xa = e , где e — левая единица.
Однозначность очевидна.

Упражнение 16. Построить пример конечной полугруп-
пы с правыми сокращениями, не являющейся группой.

Ответ. Полугруппа, в которой произведение равно левому
сомножителю.

Упражнение 17. Построить пример бесконечной комму-
тативной полугруппы с единицей и с сокращениями, не являю-
щейся группой.

Ответ. Полугруппа натуральных чисел относительно ум-
ножения.

Упражнение 18. Доказать, что непрерывные строго воз-
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растающие на отрезке [0, 1] функции ϕ со значениями ϕ(0) = 0 ,
ϕ(1) = 1 составляют группу относительно суперпозиции.

Упражнение 19. Установить изоморфизм группы веще-
ственных чисел относительно сложения и группы положитель-
ных чисел относительно умножения.

Ответ. Изоморфизм осуществляется показательной функ-
цией.

Упражнение 20. Какие из отображений групп f :C∗→R∗
являются гомоморфизмами:

a) f(z) = |z| ; б) f(z) = 2|z| ;
в) f(z) = 1

|z| ; г) f(z) = 1 + |z| ;
д) f(z) = |z2| ; e) f(z) = 1 ; ж) f(z) = 2 ?

Ответ. а), д), е).

Упражнение 21. Для каких групп G отображение
f : G → G , определенное правилом: а) f(x) = x2 , б) f(x) = x−1

является гомоморфизмом? При каком условии эти отображения
являются изоморфизмами?

Ответ. Для коммутативных групп.

Упражнение 22. Разбить на классы попарно изоморф-
ных групп следующий набор групп:

Z ; nZ ; Q ; R ; C ; Q∗ ; R∗ ; C∗ ; UT2(A) ,
где A — одно из колец Z,Q,R,C ;

G — группа матриц вида

∥∥∥∥∥
x y

−y x

∥∥∥∥∥ ,
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(x, y ∈ R) относительно сложения;

G∗ — группа ненулевых матриц вида

∥∥∥∥∥
x y

−y x

∥∥∥∥∥ ,

(x, y ∈ R) относительно умножения;
E(A) — группа вещественных чисел вида ea (a ∈ A) ,
где A — одно из колец Z,Q,R ;
UT2(A) — группа унитарных матриц второго порядка.

Ответ.{
Z, nZ,UT2(Z), E(Z)

}
,

{
Q,UT2(Q), E(Q)

}
,{

R,UT2(R), E(R)
}
,

{
C,UT2(C), G, E(C)

}
,{

Q∗
}
,

{
R∗

}
,

{
C∗,G∗

}
.

Упражнение 23. Найти все изоморфизмы между груп-
пами (Z4, +) и (Z∗5, ·) .

Ответ. [k] 7→ [2k] и [k] 7→ [3k] .

Упражнение 24. Доказать, что группа порядка 6 либо
коммутативна, либо изоморфна группе S3 .

Указание. Рассмотреть отдельно два случая:
1) если в группе для любого x : x2 = e ;
2) если в группе существует x : x2 6= e .
Тогда найти некоммутирующие элементы x и y , для ко-

торых x2 = y3 = 1 .

Упражнение 25. Найти группы гомоморфизмов:
a) Hom (Z12,Z6) ; б) Hom (Z12,Z18) ;
в) Hom (Z6,Z12) ; г) Hom (A1 + A2, B) ;
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д) Hom (A,B1 + B2) ; e) Hom (Zn,Zk) ;
ж) Hom (Z,Zn) ; з) Hom (Zn,Z) ; и) Hom (Z,Z) .

Упражнение 26. Найти все гомоморфные отображения:
a) Z6 → Z6 ; б) Z6 → Z18 ; в) Z18 → Z6 ;
г) Z12 → Z15 ; д) Z6 → Z25 .

Упражнение 27. Доказать, что если группа G гомо-
морфно отображена на группу G′ , причем a 7→ a′ , то

а) порядок a делится на порядок a′ ;
б) порядок G делится на порядок G′ .

2. Фактор-группы

Пусть G — группа, H — подгруппа H ⊂ G . Пусть g ∈ G .
Рассмотрим множества, заданные следующим образом:
gH = {gh|h ∈ H} — левый класс смежности;
Hg = {hg|h ∈ H} — правый класс смежности.
Каждый элемент класса называется представителем этого

класса.
Пусть x, y ∈ G , xH = yH , следовательно для всех h ∈ H

существует h1 ∈ H : x · h = y · h1 , тогда
x−1 · x · h · h−1

1 = x−1 · y · h1 · h−1
1 , следовательно

h · h−1
1 = x−1 · y ∈ H , т. к. H — подгруппа.

Это позволяет другим путем прийти к понятию смежных
классов.
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Именно, с подгруппой H свяжем отношение эквивалентно-
сти левой смежности (соответственно правой смежности), пола-
гая по определению

a ∼ b тогда и только тогда, когда a−1b ∈ H — левая смеж-
ность;

a ∼ b тогда и только тогда, когда ab−1 ∈ H — правая
смежность.

Упражнение 28. Доказать, что заданное таким образом
отношение является отношением эквивалентности, т.е. симмет-
рично, рефлексивно, транзитивно.

Группа G разбивается на непересеченные классы эквива-
лентности, т. е. левые смежные классы попарно не пересекают-
ся, и то же верно для правых. Докажите это самостоятельно.

Упражнение 29. Доказать, что левые и правые клас-
сы смежности равномощны и их мощность совпадает с мощ-
ностью H .

Доказательство. Введем отображение
ψ : gH → Hg−1 и докажем, что оно взаимно однозначно, т.е.
рассмотрим цепочку отображений

gH
ϕ→ Hg−1 ψ→ (g−1)−1H = gH, ψ ◦ ϕ = id,

следовательно ψ и ϕ — биекция.
Мощность множества смежных классов не зависит от того,

левые или правые классы рассматриваются.
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Определение. Мощность множества смежных классов
называется индексом подгруппы |G : H| .

Теорема (Лагранжа). Если H — подгруппа конечной
группы G , то |G| = |H| ∗ |G : H| .

Доказательство. Каждый класс gH и Hg равномощ-
ны подгруппе H (h ∈ H) :

h → gh

h → hg
— взаимно однозначные соответствия;

ϕ : gh → H, ψ : H → gH

∀h ∈ H, gh → h, h → gh

ϕ ◦ ψ = id, ψ ◦ ϕ = id

∣∣∣∣∣∣∣∣
⇒ |gh| = |H|.

Таким образом, порядок конечной группы G можно посчи-
тать, умножив мощность каждого класса на число |G : H| всех
классов. Доказательство завершено.

Упражнение 30. Доказать, что порядок подгруппы все-
гда делит порядок группы.

Упражнение 31. Доказать, что порядок всякого элемен-
та делит порядок группы.

Упражнение 32. Доказать, что |Z : (n)| = n .

Упражнение 33. Доказать, что Q — не содержит соб-
ственных подгрупп конечного индекса.
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Упражнение 34. Доказать, что |Z : (n)| = n .

Упражнение 35. Доказать, что Q — не содержит соб-
ственных подгрупп конечного индекса.

Упражнение 36. Доказать, что A,B ⊂ G — подгруп-
пы A ⊆ B . |G : B| , |B : A| — конечны тогда и только тогда,
когда |G : A| — конечен, |G : A| = |G : B| · |B : A| — обобщение
теоремы Лагранжа.

Упражнение 37. Доказать, что любая подгруппа индек-
са 2 является нормальной.

Упражнение 38. Найти фактор-группы:
a) Z/nZ ; б) Tn/T3 ; в) 4Z/12Z ; г) R∗/R+ .

3. Нормальная подгруппа

Особенно важную роль в группах играют те подгруппы,
относительно которых левые и правые смежные классы совпа-
дают.

Определение. H ⊂ G — подгруппа группы G назы-
вается нормальной H C G , если для всех x ∈ G : Hx = xH

или x−1Hx = H .

Определение. Говорят, что элемент a сопряжен с эле-
ментом b посредством элемента x , если a = x−1bx .

Определение. Операция в G устойчива относительно от-
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ношения эквивалентности, если для любых x, x1 ∈ G , y, y1 ∈ G

из x ∼ x1 , y ∼ y1 следует x ∗ y ∼ x1 ∗ y1 .

Теорема. Групповая операция в G устойчива относи-
тельно введенного отношения эквивалентности тогда и толь-
ко тогда, когда H C G .

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть опера-
ция в G — устойчива относительно отношения эквивалентности
для всех g ∈ G , для всех h ∈ H , e ∼ h , т.е. eH = hH = H ,
g ∼ g — рефлекисвность. Следовательно, по свойству устойчи-
вости операции eg ∼ hg , следовательно (eg)−1 · hg ∈ H , отку-
да H C G .

Докажем достаточность. H C G , это означает, что необхо-
димо доказать следующее:

xH = x1H

yH = y1H

∣∣∣∣∣∣
⇔ xyH = x1y1H .

(xH)(yH) = (x1H)(y1H) = x1(Hy1)H = x1y1H .
Доказательство завершено.

Определение. Операцией умножения на множестве клас-
сов эквивалентности называется (xH)(yH) = xyH .

Из доказанного выше видно, что операция определена кор-
ректно.

Утверждение. Пусть HCG , следовательно G/H — груп-
па.

Докажите это утверждение самостоятельно.

21



Утверждение. Пусть ϕ : G
Hom−→ M , тогда Ker ϕ C G .

Доказательство. Пусть x ∈ G , h ∈ Ker ϕ , Докажем,
что x−1hx ∈ Ker ϕ .

ϕ(x−1hx) = ϕ(x−1)ϕ(h)ϕ(x) =
(
ϕ(x)

)−1
eM · ϕ(x) =

= ϕ(x−1 · x) = ϕ(eG) = eM .
Доказательство завершено.
Следствие. G/Ker ϕ — группа.

Определение. Группы, не содержащие собственных нор-
мальных подгрупп, называются простыми.

Примеры.

1) Любая подгруппа абелевой группы нормальна.

2) An C Sn .

3) p — простое, Zp — простая.

4) |G : H| = 2 , следовательно H C G .

Упражнение 39. Найти фактор-группы:
a) Z/nZ ; б) T12/T3 ; в) 4Z/12Z ; г) R∗/R+ .

Ответ.
a) Zn ; б) Z4 ; в) Z3 ; г) Z2 .

Упражнение 40. Доказать, что в группе Q/Z
а) каждый элемент имеет конечный порядок;
б) для каждого натурального n имеется в точности одна

подгруппа порядка n .
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Указание. В единственную подгруппу порядка n попадают
все смежные классы вида k

n , где k — любое целое число.

4. Первая теорема об изоморфизме групп

Пусть G — группа, H — нормальная подгруппа группы G ,
G/H – фактор-группа, т.е G/H = {gH|g ∈ G} .

Определение. Зададим отображение следующим обра-
зом:

P : G → G/H ,

g → gH.

Данное отображение называется канонической проекцией или
естественным отображением.

Упражнение 41. Доказать, что P — эпиморфизм групп
и Ker P = H .

Доказательство. Докажем, что P — Hom .
Пусть g1, g2 ∈ G . По определению P(g1) = g1H , P(g2) = g2H .

P(g1g2) = g1 · g2H = g1H · g2H = P(g1) ·P(g2) .
Докажем, что P — эпиморфизм.
Пусть gH ∈ G/H , P(g) = gH ∈ Im P .
Пусть g ∈ Ker P , P(g) = eG/H

= H , тогда g ∈ H ,
Ker P ⊂ H .

Пусть g ∈ H . P(g) = gH = H , тогда H ⊂ Ker P , следо-
вательно Ker P = H . Доказательство завершено.
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Теорема (1-ая теорема об изоморфизме). Пусть
ϕ : G

Hom−→ F , тогда G/Ker ϕ ≈ Im ϕ .

Доказательство. Диаграмма 1-ой теоремы:

где f — изоморфизм.
Зададим f следующим образом.
Для всех gH ∈ G/H , f(gH) = ϕ(g) — по определению.

Необходимо проверить:

1. Корректность определения f ;

2. f — Hom ;

3. f — эпиморфизм;

4. f — мономорфизм.

Перейдем к последовательному доказательству перечис-
ленных выше утверждений.

1. g′H = gH
f→ ϕ(g) , g′H = gH

f→ ϕ(g′) . Докажем, что
образы равных классов тоже равны, т.е. ϕ(g) = ϕ(g′) .

24



g′ ∈ gH , тогда и только тогда, когда существует h ∈ H :
g′ = gh . ϕ(g′) = ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h) = ϕ(g) (где ϕ — Hom ,
gH = Ker ϕ ).

2. Для всех g1H , g2H , f
(
(g1H)(g2H)

)
= f(g1H)f(g2H) —

докажем.

f
(
(g1H)(g2H)

)
= f(g1g2H) = ϕ(g1g2) = (ϕ − Hom ) =

= ϕ(g1)ϕ(g2) = f(g1H)f(g2H) .

3. Пусть ϕ(g) ∈ Im ϕ , существует gH : f(gH) = ϕ(g) , следо-
вательно f — сюрьекция, т. е. эпиморфизм.

4. Пусть f(g1H) = f(g2H) , докажем, что g1H = g2H .
f(g1H) = ϕ(g1) , f(g2H) = ϕ(g2) , следовательно

ϕ(g1) = ϕ(g2) ; ϕ(g1)
−1ϕ(g1) = ϕ(g1)

−1ϕ(g2) ,

ϕ(g−1
1 g1) = eF = ϕ(g−1

1 g2) , следовательно g−1
1 g2 ∈ H , то-

гда g1 ∼ g2 , откуда g1H = g2H , следовательно f — инъ-
екция.

Эта теорема позволяет избавиться от фактор-группы и рас-
смотреть изоморфную ей группу. Проиллюстрируем это на кон-
кретных примерах.

Пример 1. ϕ : Z → C∗ .
k → ϕ(k) = cos 2πk

n + sin 2πk
n = εk , n > 0 .

Нетрудно проверить, что ϕ — Hom . Каждому целому чис-
лу ставим в соответствие корень n -степени из 1 с индексом k .
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ϕ(k1 + k2) = εk1+k2 , ϕ(k1 + k2) = ϕ(k1)ϕ(k2) = εk1εk2 ,
Ker ϕ = {k|ϕ(k) = 1} = nZ .
Множество всех чисел кратных n .
Im ϕ = Tn — множество корней n -степени из 1.
По первой теореме об изоморфизме Z/nZ ≈ Tn .

Пример 2. ϕ : C∗ → C∗ .
z → z

|z| = ϕ(z) .

Ker ϕ = {z : ϕ(z) = 1} .
z
|z| = 1 ⇔ z = |z| .

Равенство выполнится, если z ∈ R+ , Ker ϕ ∈ R+ ,

Im ϕ =

{
z
|z| = 1

}
= T , следовательно C∗/R+

≈ T .

Аналогично докажите следующее утверждение.

Упражнение 42. Пусть Hn — множество чисел с аргу-
ментами вида 2πk/n ( k ∈ Z ). Доказать, что

а) R/Z ' T ; б) C∗/T ' R+ ; в) T/Tn ' T ;
г) C∗/Tn ' C∗ ; д) C∗/Hn ' T ;
е) Hn/R+ ' Tn ; ж) Hn/Tn ' R+ .

Указание. Рассмотреть отображения:
а) x 7→ cos 2πx + i sin 2πx ; б) z 7→ |z| ;
в) z 7→ zn ; г) z 7→ zn ; д) z 7→

(
z
|z|

)n

;

е) z 7→ z
|z| ; ж) z 7→ |z| .

Упражнение 43. Доказать, что фактор-группа груп-
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пы S4 по нормальной подгруппе {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
изоморфна группе S3 .

Указание. Группа S4 действует на кубе. Отсюда, если за-
нумеровать три пары противоположных граней куба числами 1,
2, 3, мы получаем действие группы на множестве 1, 2, 3. Про-
верить, что ядром этого действия является подгруппа V4 .

5. Вторая теорема об изоморфизме групп

Теорема (2-ая теорема об изоморфизме). Если
H C G , A C G , H ⊆ A , то (G/H)/

(A/H)
≈ A/H .

Доказательство. Пусть ϕ : G/H → A/H , ϕ(xH) = xA

для всех x ∈ G .
Корректность: xH = yH , следовательно x−1y ∈ H ⊂ A ,

откуда xA = yA .
ϕ — сохраняет умножение, т. е. ϕ — Hom .
ϕ(xH · yH) = ϕ(xyH) = xyA = xA · yA .
Очевидно Ker ϕ = A/H , тогда A/H C G/H — (G/H)/

(A/H)
≈ G/A .

6. Группы, порожденные множеством

Упражнение 44. G — группа, H1 , H2 — подгруппы,
тогда H1 ∩H2 — подгруппа.

Упражнение 45. Hα ⊂ G — подгруппа. J — множество
индексов

⋂
α∈J

Hα — подгруппа.
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Пусть M ⊂ G — подмножество группы G .

Определение. Пересечение всех подгрупп, содержащих M ,
называется подгруппой, порождённой множеством M .

M — называется порождающим множеством подгруп-
пы (M) , а элементы множества M называются порождающи-
ми элементами.

Теорема 1. M — подмножество группы G , тогда

(M) = {aε1
1 , aε2

2 , . . . , aεm
m |ai ∈ M, εi = ±1,m = 1, 2, . . .}

Доказательство. Обозначим правую часть через H ,
т. к. подгруппа (M) содержит все ai из M , то H ⊆ M .

С другой стороны для всех h при m = 1 , ε = 1 , для
всех a1 ∈ H следует, что M ⊆ H .

Очевидно, что H — подгруппа, содержащая M , и M = H ,

Пример 3. S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)} .
Найдите все нетривиальные подгруппы:
H1 = {e, (12)} ;
H2 = {e, (13)} ;
H3 = {e, (23)} , A3 = {e, (123), (132)} ,
〈N1〉 = A3 , 〈N2〉 = S3 ;
M1 = {(123), (132)} , M2 = {(12), (123)} ;
M2 — не min , т. к. M2/(12) = M ′

2 ;
〈M ′

2〉 = A3 6= S3 , M2/(123) = M ′′
2 ;

〈M ′′
2 〉 6= S3 .
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Определение. Система образующих называется мини-
мальной системой образующих, если из множества S нельзя
удалить ни одного элемента без того, чтобы это множество не
перестало быть системой образующих.

Пример 4.

Z = (1) ;
Z(n) = (1(mod n)) ;
Q =

(
1
n |n = 1, 2, . . .

)
.

Пример 5.

Z∗ = (−1) ;
Q∗ = (−1, 2, 3, 5, 7, 11, . . .) .

Антиподом порождающих множеств является подгруппа
Фраттини.

Определение. H ⊂ G — подгруппа называется макси-
мальной среди подгрупп со свойством G , если

1) H ⊂ G ;
2) не существует H ′ со свойством G : H ⊂ H ′ ⊂ G .
Если G такое свойство, что им обладают все подгруппы,

то H называется просто максимальным. Вообще говоря, мак-
симальных подгрупп может не существовать.

Определение. Подгруппа Фраттини Φ(G) группы G —
это пересечение всех ее максимальных подгрупп, если они су-
ществуют. В противном случае, это сама группа G .
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Определение. Элемент x ∈ G называется непорождаю-
щим элементом группы G , если его можно удалить из любого
множества порождающих элементов группы G , в которое он
входит.

Теорема 2. Множество S всех непорождающих элемен-
тов группы G совпадает с подгруппой Фраттини.

Пример 6. В Z(p) — max , Φ(Z) = 0 .
В Q — для всех элемент порождает Φ(Q) = 0 .

Упражнение 46. Доказать, что
а) если в коммутативной группе элементы a, b связаны со-

отношениями a3 = b5 = (ab)7 = e , то a = b = e ;
б) подгруппа, порожденная в S7 перестановками (1 2 3)

и (1 4 5 6 7) , не является разрешимой;
в) группа с порождающими элементами x1, x2 и опреде-

ляющими соотношениями x3
1 = x5

2 = (x1x2)
7 = e не является

разрешимой.

Упражнение 47. Доказать, что если между элемента-
ми a и b группы выполнены соотношения a3 = b2 = 1 , b−1ab =

= a2 , то a = 1 .

Упражнение 48. Показать, что группа, порожденная
элементами a, b с соотношениями a2 = b7 = 1 , a−1ba = b−1 ,
конечна.

Упражнение 49. Доказать, что группа, заданная порож-
дающими элементами x1 и x2 и определяющими соотношения-
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ми: а) x2
1 = x2

2 = (x1x2)
2 = 1 ; б) x2

1 = x2
2 = 1 , x−1

1 x2x1 = x2
2 ,

изоморфна S3 .

7. Цикличсекие группы

Пусть G — группа {x} = M , x ∈ G ,

〈M〉 = 〈x〉 = {x . . . xx−1 . . . |xn, n ∈ Z}.

Определение. Подгруппа, порожденная одним элемен-
том, называется циклической.

Примеры — Z , Zn .

Определение. Если для каждого положительного чис-
ла n , xn 6= e , то говорят, что элемент x имеет бесконечный
порядок и обозначают |x| = ∞ .

Определение. Наименьшее натуральное число n , для ко-
торого xn = e , называется порядком элемента x .

Упражнение 50. Пусть a ∈ Z — целое число и |x| = n ,
тогда xa = e тогда и только тогда, когда a ≡ 0(mod n) .

Доказательство. Пусть a = nk , xa = (xn)k = e ,
т. к. xn = e .

Пусть xa = e , a = nq + r , 0 6 r < n , e = anq+r = ar = e —
противоречит определению порядка, следовательно a ≡ 0(mod n) .

Упражнение 51. Пусть |x| = n ; a, b ∈ Z , xa = xb тогда
и только тогда, когда a ≡ b(mod n) .
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Доказательство. xa−b = e ; a− b ≡ 0(mod n) , следова-
тельно a ≡ b(mod n) .

Упражнение 52. Найти порядок элемента группы:

а)

(
1 2 3 4 5

2 3 1 5 4

)
∈ S5 ; б)

(
1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 1 6

)
∈ S6 ;

в) −√3
2 + 1

2i ∈ C∗ ; г) 1√
2
− 1

2i ∈ C ;

д)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∈ CL4(R) ;

е)

∥∥∥∥∥
0 i

1 0

∥∥∥∥∥ ∈ GL2(C) ; ж)

∥∥∥∥∥
−1 a

0 1

∥∥∥∥∥ ∈ GL2(C) .

Указание. а) 6 ; б) 5 ; в) 12 ; г) 8 ; д) 4 ; е) 8 ;
ж) 2 .

Упражнение 53. Доказать, что
а) элемент 3

5 + 4
5i группы C∗ имеет бесконечный порядок;

б) число 1
π arctg 4

3 иррационально.

Упражнение 54. Сколько элементов порядка 6 содер-
жится в группе:

а) C∗ ; б) S5 ; в) A5 ?

Упражнение 55. Доказать, что во всякой группе
а) элементы xy и yx имеют один и тот же порядок;
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б) элементы x и yxy−1 имеют один и тот же порядок;
в) элементы xyz и zyx могут иметь разные порядки.

Указание.
а) Умножить равенство (xy)n = e слева на y справа на x ;
б) использовать а);
в) рассмотреть перестановки (1 2 3) , (1 2) и (1 3) .

Упражнение 56. Пусть элементы x и y группы G име-
ют конечный порядок и xy = yx . Доказать, что

а) если порядки элементов x и y взаимно просты, то по-
рядок произведения xy равен произведению их порядков;

б) существуют показатели k и l такие, что порядок произ-
ведения xy равен наименьшему общему кратному порядков x

и y ;
в) верны ли эти утверждения для некоммутирующих эле-

ментов x и y ?

Указание.
а) Для взаимно простых чисел p и q существуют u и v

такие, что pu + qv = 1 ;
б) следует из а).

Упражнение 57. Доказать, что
а) если элемент x группы G имеет бесконечный порядок,

то xk = xl тогда и только тогда, когда k = l ;
б) если элемент x группы G имеет порядок n , то xk = xl

тогда и только тогда, когда n|k − l ;
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в) если элемент x группы G имеет порядок n , то xk = e

тогда и только тогда, когда n|k .

Упражнение 58. Найти порядок элемента xk , если по-
рядок элемента x равен n .

Ответ. n/НОД(n,k) .

Теорема 3. Пусть H = 〈x〉 ⊂ G , тогда:

1) если |x| = ∞ , то G — бесконечная циклическая группа,
и H ≈ Z ;

2) если |x| = n , то H — конечная циклическая группа, и

H ≈ Zn = Z/nZ — группа классов вычетов.

H = {x0 = e, x, x2, . . . , xn−1} .

Доказательство. Пусть ϕ : Z → H ; a → ϕ(a) = xa ;
ϕ — Hom ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b) (из правил действия со степе-
нями). ϕ — эпиморфизм (сюръекция Hom ).

Так как H — циклическая группа, то Im ϕ = H .
1) Если |x| = ∞ , то xa = e тогда и только тогда, ко-

гда a = 0 . Следовательно, Ker ϕ = {0} — нулевая подгруппа.
2) Пусть |x| = n < ∞ , xa = e тогда и только тогда, ко-

гда a ≡ 0(mod n) . Ker ϕ = nZ (по первой теореме об изомор-
физме).

Z/Ker ϕ ≈ Im ϕ = H .
1. Z/{0} = Z .
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2. Z/nZ ≈ H .
Осталось показать, что все элементы можно записать:
H = {x0 = e, x, x2, . . . , xn−1} , но т. к. 0, 1, . . . , n−1 не срав-

нимы друг с другом, то x0, x, x2, . . . , xn−1 — различные элемен-
ты.

Следствие. Порядок элемента равен порядку циклической
группы, порожденной этим элементом.

Следствие. Порядок элемента делит порядок группы.

Теорема 4. Пусть G = 〈x〉 — циклическая группа.

1. Любая подгруппа H ⊂ G — сама циклическая.

2. Любой элемент бесконечной циклической группы, кроме
единственного, имеет бесконечный порядок.

3. Пусть |G| = n , тогда между всеми делителями d/n и всеми
подгруппами G существует взаимнооднозначное соответ-
ствие, причем

d/n ↔ Hd , |Hd| = d и Hd =

〈
x

n

d

〉
, Hd =

{
e, x

2n

d , . . . , x
d−1

d
n

}
.

4. Пусть |G| = n , тогда число образующих циклической груп-
пы G равно ϕ(n) , где ϕ — функция Эйлера.

5. Φ(d) = {x ∈ G | |x| = d} , |Φ(d)| = ϕ(d) .
∑
d|n

ϕ(d) = |G| = n .
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Доказательство.

1. Любая подгруппа циклической группы циклическая.
Пусть G = 〈x〉 , H — подгруппа.
1) H = {e} — циклическая.
2) H 6= {e} , существует y ∈ G , y 6= e , y ∈ H , существу-

ет n ∈ Z : y = xn , т. к. H — подгруппа y−1 = x−n ∈ H , n —
целое положительное число.

Пусть m — наименьшее положительное число, для которо-
го xm ∈ H , xm−1 6∈ H , 〈xm〉 ⊂ H .

Докажем, что H ⊂ 〈xm〉 .
Пусть z ∈ H , z = xa , a ∈ Z , a = mq + r , 0 6 r < m ;

xr = xa−mq = xa · (xm)−q ∈ H , т. к. xa ∈ H , (xm)−q ∈ H ,
следовательно r = 0 , a = mq , z = xa = (xm)q ,
H ⊂ 〈xm〉 = H = {xm〉 .

2. Пусть G = 〈x〉 , |x| = ∞ , пусть y ∈ G , y 6= e . До-
кажем, что |y| = ∞ . Пусть существует n < ∞ : |y| = n , ⇔
yn = e ; существует k : y = xk , следовательно yn = xnk = 1 ,
тогда |x| < ∞ — противоречие.

3. Пусть d — делитель n . Поставим ему в соответствие

циклическую группу H =

〈
x

n

d

〉
,

|H| = d , G = 〈x | xn = 1〉 = {1, x, . . . , xn−1} .
Пусть H ⊂ G — произвольная подгруппа. H = 〈xm〉 , m —

минимальное положительное число xm ∈ H .
Докажем, что m делит n , n = mq + r , 0 6 r < n .
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xr = xn−mq = xn(xm)−q ∈ H , следовательно r = 0 , ( xn = e ∈ H ,
(xm)−q ∈ H ). n = md , |xm| = d , (xm)k = 1 mk ≡ 0(mod n) .

Наименьшее положительное k = d .
ym = |〈xm〉| = d , 〈xm〉 = |H| , H = {1, xm, (xm)2, . . . , (xm)d−1} .

Пусть d — произвольный делитель числа n . Следователь-
но n = md . Рассмотрим циклическую группу H = 〈xm〉 .

Просто рассмотрев последовательные степени элемента xm ,
получим: xm, x2m, . . . , x(d−1)m — единицу не дают (xm)d = 1 .
С другой стороны получим тот же самый результат.

4. Пусть |G| = n , тогда число образующих циклическую
группу G равно ϕ(n) , где ϕ — функция Эйлера.

G = 〈x|xn = 1〉 = {1, x, . . . , xn−1} .
Докажем, что |xk| = n тогда и только тогда, когда
(k, n) = 1 ; k = 0, 1, . . . , n− 1 .
Пусть (xk)m = 1 , тогда xkm = 1 , km ≡ 0(mod n) .
Пусть (k, n) = 1 , тогда m ≡ 0(mod n) , m > n , т.е. xk —

образующая группы G . Пусть |xk| = n и (k, n) = d > 1 .
k = k1 · d , n = n1 · d . (xk)n1 = xk1(d·n1) = (xn)k1 = 1 .
y = xk , |y| 6 n1 — противоречие, следовательно (k, n) = 1 .
Доказать данное утверждение можно было другим спосо-

бом, а именно задать изоморфизм по следующему правилу.
G ≈ Tn = {1, ε1, ε

2
1, . . . , ε

n−1
1 } , xm → εm

1 .
Таким образом, можно сделать вывод, что изоморфизм со-

храняет порядок элемента.
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Упражнение 59. Доказать, что ϕ — изоморфизм,
|ϕ(y)| = |y| .

5. Φ(d1) ∩ Φ(d2) = ∅ , d1 6= d2 по 4-му свойству теоремы,
следовательно |Φ(d) = ϕ(d)| , |G| = ∑

d|n
ϕ(d) .

Упражнение 60. Описать правые классы смежности при
разложении группы G по подгруппе H :

a) G — циклическая группа Z8 восьмого порядка, H — ее
подгруппа четвертого порядка;

b) G = S3 , H — подгруппа, порожденная транспозици-
ей (12);

c) G — группа вращений куба, H — ее подгруппа, совме-
щающая с собой одну из граней куба;

d) G — группа всех невырожденных вещественных матриц,
H — подгруппа матриц с определителем 1.

Ответ.
a) H = {1, a2, a4, a6} , Ha = {a, a3, a5, a7} , где a — образу-

ющая.
b) H = {1, (12)} , Hσ = {(123), (13)} , Hσ2 = {(132)(23)} ,

σ = (123) .
c) H — циклическая группа порядка 4. Элементы, состав-

ляющие один класс смежности, — вращения, переводящие ис-
ходную грань в какую-либо другую.

d) Классы смежности — множества матриц с фиксирован-
ным определителем.

Упражнение 61. Доказать, что если порядок конечной
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абелевой группы делится на простое число p , то в группе най-
дется элемент порядка p .

Указание. Для циклической группы доказывается непо-
средственно. Для нециклической — применить метод индукции,
рассмотрев циклическую подгруппу и фактор-группу по ней.

Упражнение 62. В циклической группе 〈a〉 порядка n

найти все элементы g , удовлетворяющие условию gk = e , и все
элементы порядка k при

а) n = 24 , k = 6 ; б) n = 24 , k = 4 ;
в) n = 100 , k = 20 ;
г) n = 100 , k = 5 ; д) n = 360 ; k = 30 ;
е) n = 360 , k = 12 ; ж) n = 360 , k = 7 .

Указание. Если xk = e и x = al , то akl = e , откуда kl|n
и l|НОД(n, k) ; элемент ak имеет порядок n/НОД(n,k) и поэтому
удовлетворяет условию при НОД(n, l) = n/k .

Упражнение 63. Найти все подгруппы в циклической
группе порядка:

а) 24; б) 100; в) 360; г) 125; д) pn ( p — простое число).

Указание. Во всех случаях {〈ad〉|d|n} , где n — порядок
группы.

Упражнение 64. Какие из групп 〈g〉 , порожденных эле-
ментом g ∈ G , изоморфны:

а) G = G∗ , g = − 1√
2

+ 1√
2
i ; б) G = GL2(C) , g =

∥∥∥∥∥
0 1

i 0

∥∥∥∥∥ ;
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в) G = S6 , g = (3 2 6 5 1) ; г) G = C∗ , g = 2− i ;
д) G = R∗ , g = 10 ; е) G = C∗ ; g = cos 6π

5 + i sin 6π
5 ;

ж) G = Z , g = 3 ?

Ответ.
а) ' б); в) ' е) г) ' д) ' ж).

Упражнение 65. Доказать, что
а) во всякой группе четного порядка имеется элемент по-

рядка 2;
б) группа, в которой все элементы имеют порядок 2, ком-

мутативна.
Указание. а) Если в группе G нет элементов порядка 2,

то G = {(x, x−1) (x 6= e)} ∪ {e} и G нечетен;

Упражнение 66. Доказать, что всякая конечная подгруп-
па группы C∗ — циклическая.

Указание. Если порядок подгруппы H равен n , то xn = e

для любого x ∈ H , откуда H ⊂ Tn .

Упражнение 67. Найти все подгруппы в группах
а) S3 ; б) D4 ; в) Q8 ; г) A4 .

Ответ.
а) E , S3 , 〈(i j)〉 , 〈(1 2 3)〉 ;
б) E , D4 , 〈(1 3)〉 , 〈(2 4)〉 , 〈(1 2)(3 4)〉 , 〈(1 3)(2 4)〉 , 〈(1 4)(2 3)〉 ,

〈(1 2 3 4)〉 , V4 ;
в) E , Q8 , 〈i〉 , 〈j〉 , 〈k〉 ;

40



г) E , A4 , 〈(1 2)(3 4)〉 , 〈(1 3)(2 4)〉 , 〈(1 4)(2 3)〉 , V4 , 〈(1 2 3)〉 ,
〈(1 2 4)〉 , 〈(1 3 4)〉 , 〈(2 3 4)〉 .

8. Действия с подмножествами группы

Пусть G — группа, H, N, M ⊂ G — подмножества.
N ·M = {n ·m|n ∈ N,m ∈ M} (по определению).
M−1 = {m−1|m ∈ M} .

1. Ассоциативность умножения: H · (N ·M) = (H ·N) ·M ;

2. (M−1)−1 = M ;

3. (N ·M)−1 = M−1 ·N−1 ;

4. Если H ⊂ G — подгруппа группы G , то H ·H = H ; H−1 ·
H = H ; H−1 = H ;

5. Если H−1 · H ⊂ H , следовательно H — подгруппа G ,
и H 6= ∅ ;

6. Если H C G , M — произвольное подмножество, то

H ·M = M ·H ;

7. Если H C G , K — произвольная подгруппа, то H · K —
подгруппа G .

Доказательство. 4. 1) Для любых h1, h2 ∈ H , т. к. H —
подгруппа, следовательно H ·H ⊆ H , e ∈ H , для всех h ∈ H :
e · h ∈ H ·H , значит H ⊆ H ·H , (e · h = h) .
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2) H−1 = H ; H−1 ⊆ H , т. к. обратный элемент, принадле-
жащий своей подгруппе.

H ⊂ H−1 , для всех h = (h−1)−1 ∈ H .
3) H−1 ·H = H (доказывается по аналогии с 1), 2)).
5. Пусть H−1 ·H ⊂ H .
Докажем, что H — подгруппа, для всех x, y ∈ H ,

x · y−1 ∈ H .
Пусть h ∈ H , h−1 ∈ H−1 , h−1 · h = e ∈ H−1 ·H ⊂ H ,
т. к. e ∈ H : h−1 = h−1 · e ∈ H−1 ·H ⊂ H ,
следовательно h−1 ∈ H .
Пусть a · b ∈ H ·K , a ∈ H , b ∈ K :
(a · b)−1 = b−1 · a−1 = (b−1 · a−1 · b) ∈ H , т. к. H C G .
b−1 ∈ K , следовательно (a · b)−1 ∈ H ·K .
Пусть a1 · b1, a2 · b2 ∈ H ·K :
(a1 · b1)(a2 · b2) = a1(b1 · b−1

1 ) · b1 · b2 , т.к. H C G ,
то b1 · a2 · b−1 ∈ H и b1 · b2 ∈ K .
Следовательно (a1 · b1)(a2 · b2) ∈ H ·K .

Замечание. Произведение двух подгрупп не обязательно бу-

дет подгруппой, если ни одна из них нормальной не является

Пример 7. H =

(
b1 0

0 b2

)
— множество диагональных

матриц.

K =

(
0 1

−1 −1

)
, K2 =

(
−1 −1

1 0

)
K3 =

(
1 0

0 1

)
;
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H ·K =

{(
0 b1

−b2 −b2

)
;

(
−b1 −b1

b2 0

)
;

(
b1 0

0 b2

)}
;

Если b1 6= b2 :
(

0 b1

−b2 −b2

)
;

(
−b1 −b1

b2 0

)
=

(
b1 · b2 0

b1 · b2 − b2
2 b1 · b2

)
6∈ H ·K,

следовательно H ·K — не группа.

9. Третья теорема об изоморфизме

Теорема 5. H, K ⊂ G — подгруппа группы GH C G ,
KH/H ≈ K/K∩H .

Доказательство. Пусть ϕ : G
Hom−→ S , Ker ϕ = H (на-

пример: P : G → G/H — естественный гомоморфизм).
Im ϕ ⊂ S — подгруппа.
Рассмотрим сужение ϕ , т. е. ϕ′ : K → Im ϕ :
Im ϕ′ = P ⊂ Im ϕ ⊂ S , ϕ′(K) = ϕ(K) ;
Ker ϕ′ = K ∩H — очевидно, а следовательно по 1-ой тео-

реме об изоморфизме P ≈ K/K∩H .
Пусть z ∈ P , существует c ∈ K : ϕ(c) = z , но полный про-

образ z , т. е. ϕ−1(z) — это смежный класс с H , и объединение
всех этих прообразов есть подгруппа KH группы G . Образ
ϕ(KH) = P , т. к. H — ядро прообраза, т. е. Ker ϕ = H ⊂ KH .

P ≈ K/K∩H , следовательно KH/H ≈ K/K∩H (по 1-ой теореме
об изоморфизме), получаем ϕ : KH → Im ϕ = P .
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10. Автоморфизмы и эндоморфизмы групп

Пусть G — группа.

Определение. Изоморфизм ϕ : G → G называется ав-
томорфизмом.

Пример 8. Пусть G — поле комплексных чисел.
ϕ : C→ C ;
z → z .
Так как z1 + z2 = z1 + z2 , то ϕ — Hom .
Очевидно, что ϕ — биекция, следовательно ϕ — автомор-

физм.

Пример 9. Докажите, что это отображение является ав-
томорфизмом самостоятельно: R∗ → R∗ , x → x−1 .

Пример 10. Пусть G — группа, для любого g ∈ G опре-
делим автоморфизм по следующему правилу:

ϕg : G → G

x → g−1xg.

Данный автоморфизм называется внутренним автоморфиз-
мом, а элементы — сопряженными. Докажите, что внутренний
автоморфизм действительно является автоморфизмом самосто-
ятельно.

При этом автоморфизме подгруппа H группы G перехо-
дит в сопряженную ей подгруппу g−1Hg . Левый класс смежно-
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сти aH в множество g−1aHg = (g−1ag)g−1Hg , которое являет-
ся левым классом смежности по подгруппе g−1Hg , порожден-
ной элементом x−1ax .

Пространство классов смежности по подгруппе H изо-
морфно пространству классов смежности по подгруппе g−1Hg .
(К сопряженным группам мы будем возвращаться, например,
изучая действие группы на множестве).

Введем обозначения:
Aut G — множество всех автоморфизмов группы G ;
Inn G — множество всех внутренних автоморфизмов груп-

пы G .
Inn G ⊂ Aut G — подмножество всех автоморфизмов груп-

пы G

Утверждение. Aut G — группа. Inn G — подгруппа
группы Aut G . Inn G C Aut G .

Доказательство.

1. Для всех ϕ, ψ ∈ Aut G определим бинарную опера-
цию следующим образом: ϕ · ψ = ϕ ◦ ψ . Докажите, что относи-
тельно этой операции множество всех автоморфизмов образует
группу самостоятельно.

2. Теперь перейдем к доказательству того, что множество
внутренних автоморфизмов образует подгруппу группы всех
автоморфизмов. Пусть ϕg1 , ϕg2 ∈ Inn G .

Композиция ϕg1 ◦ ϕg2 = ϕg1g2 является внутренним авто-
морфизмом по определению, т.е. для всех x ∈ G :
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(ϕg1 ◦ ϕg2)(x) = ϕg1

(
ϕg2(x)

)
= ϕg1(g

−1
2 xg2) = g−1

1 yg1 =

= g−1
1 g−1

2 xg2g1 = (g2g1)
−1x(g1g2) = ϕg1g2(x) ; ϕe(x) = e−1xe =

= xϕe = id .
Композиция следующих отображений ϕg ·ϕg−1 равна тож-

дественному отображению ϕe , следовательно существует
ϕ−1

g = ϕg−1 .
3. Докажите самостоятельно, что множество внутренних

автоморфизмов является нормальной подгруппой Inn GCAut G .

Определение. Hom ϕ : G → G называется эндоморфиз-
мом и обозначается End G — множество всех эндоморфизмов
группы G .

Пусть G — абелева группа, и ϕ, ψ ∈ End G , для всех x ∈ G

определим операцию сложения двух гомоморфизмов следую-
щим образом: (ϕ + ψ)(x)

.
= ϕ(x) + ψ(x) . Для того, чтобы дока-

зать, что (ϕ + ψ) является гомоморфизмом, необходимо дока-
зать следующее: (ϕ + ψ)(x + y) = (ϕ + ψ)(x) + (ϕ + ψ)(y) .

Доказательство.

(ϕ + ψ)(x + y) = (ϕ)(x + y) + (ψ)(x + y) =

= (ϕ)(x) + (ϕ)(y) + ψ(x) + ψ(y) = (ϕ + ψ)(x) + (ϕ + ψ)(y) .

Утверждение. Пусть G — абелева группа, тогда:
1) (End G, +) — абелева группа;
2) (End G, ∗) — полугруппа с 1 .
Докажите данное утверждение самостоятельно.
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Следствие. Если G — абелева группа, то End G — кольцо
с 1 .

Докажите это самостоятельно.

Пример 11. Z = 〈1〉 , пусть ϕ : Z
Hom→ Z , и пусть

ϕ(1) = m , следовательно для всех a ∈ Z : ϕ(a) = aϕ(1) = am .
ϕ

.
= ϕm , Z → End Z , тогда ϕm + ϕn = ϕm+n ; m → ϕm .

ϕm ◦ ϕn = ϕm·n , End G ≈ Z — кольцо.

Пример 12. V — векторное пространство, (V, +) — абе-
лева группа. End V ≈ Mn(u) , где n — размерность простран-
ства V . Aut V — множество невырожденных линейных опера-
торов.

Упражнение 68. Найти группу автоморфизмов:
а) группы Z5 ; б) группы Z6 .

Указание. а) Aut G — циклическая группа порядка 4, со-
стоящая из автоморфизмов возведения в степень k = 1, 2, 3, 4 ;

б) Aut G — группа второго порядка, в которую кроме тож-
дественного автоморфизма входит автоморфизм возведения в
пятую степень.

Упражнение 69. Доказать, что
а) Aut S3 ' S3 , причем все автоморфизмы группы S3 —

внутренние;
б) AutV4 ' S3 , причем внутренним для V4 является лишь

тождественный автоморфизм, где V4 — группа Клейна, т.е.
группа, изоморфная группе перестановок:
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{
e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)

}
.

Указание. а) Каждый автоморфизм группы S4 определя-
ется своим действием на трех элементах второго порядка;

б) любая перестановка неединичных элементов группы V4

определяет ее автоморфизм.

Упражнение 70. Является ли циклической группа авто-
морфизмов:

а) группы Z9 ; б) группы Z8 ?

Ответ.
а) Да, AutZ9 — циклическая группа порядка 6, порожда-

емая автоморфизмом возведения в квадрат.
б) Нет, |AutZ8| = 4 , но квадрат каждого автоморфизма —

тождественное отображение.

Упражнение 71. Найти порядок группы Aut Aut AutZ9 .

Ответ. |Aut Aut AutZ9| = 1 .

Определение. Пусть H ⊂ G — подгруппа группы G .
Подгруппа H называется характеристической подгруппой, ес-
ли для всех ϕ ∈ Aut G : ϕ(H) ⊂ H , и вполне характеристиче-
ской, если для всех ϕ ∈ End G : ϕ(H) ⊂ H .

ϕ(H) = {ϕ(x)|x ∈ H} .
H C G тогда и только тогда, когда для всех g ∈ G , для

всех h ∈ H : g−1hg ∈ H .
g−1hg = ϕg(h) — сопряженный к элементу h .
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HCG тогда и только тогда, когда для всех g ∈ G : ϕg(H) ⊂
H или H C G тогда и только тогда, когда для всех ϕ ∈ Inn G :
ϕ(H) ⊂ H ; End G ⊃ Aut G ⊃ Inn G .

H −→ вполне характеристическая −→ характеристиче-
ская −→ нормальная подгруппа.

Учитывая вышесказанное, можно дать еще одно определе-
ние нормальной подгруппы.

Определение. H C G тогда и только тогда, когда для
любого ϕ ∈ Inn G ϕ(H) ⊂ H .

11. Центр группы

Определение. Z(G) = {g ∈ G|∀ x ∈ G : gx = xg} .
Пример 13. Пусть G — абелева группа, Z(G) = G .

Пример 14. Z(S3) = {e} .

Пример 15. G = GL2(R) , Z(G) =

{
λ 0

0 λ

}
.

Утверждение. Центр группы есть абелева характери-
стическая подгруппа.

Доказательство. Пусть G — группа, Z(G) — ее центр
группы. Пусть a, b ∈ Z(G) , пусть x ∈ G :

x(ab) = (xa)b = a(xb) = abx , следовательно ab ∈ Z(G) .
Пусть a принадлежит центру Z(G) . Докажем, что обрат-

ный элемент тоже принадлежит центру.
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xa−1 = (ax−1)−1 = (x−1a)−1 = a−1x , тогда a−1 ∈ Z(G) .
То, что центр является абелевой группой, вытекает из опре-

деления. Докажем, что она характеристическая.
Пусть ϕ — автоморфизм G → G .
Пусть x ∈ G , и пусть a ∈ Z(G) .
Докажем, что ϕ(a) ∈ Z(G) т. е. ϕ(a)x = xϕ(a) .
Так как ϕ — сюръекция, то существует y ∈ ϕ(y) = x ;

x · ϕ(a) = ϕ(y) · ϕ(a) = ϕ(y · a) = ϕ(a · y) = ϕ(a)ϕ(y) = ϕ(a)x ,
следовательно ϕ(a) ∈ Z(G) .

Следствие. Центр группы является нормальной подгруп-
пой.

Упражнение 72. Найти центр группы:
a) Sn ; б) An ; в) Dn , где Dn — группа диэдра, т.е.

группа движений правильного n -угольника.

Ответ.
а) S2 при n = 2 и {e} при n 6= 2 ;
б) A3 при n = 3 и {e} при n 6= 3 ;
в) центр является единичным при нечетных n , а при чет-

ных включает еще поворот на угол π .

Упражнение 73. Найти центр группы:
a) GLn(R) — группа невырожденных мариц порядка n

над полем R ; б) O2(R) — группа ортогональных матриц
(At = A−1 ) порядка 2 над полем R ; в) SO2(R) — группа ор-
тогональных матриц второго порядка с определителем, равным
единице над полем R ;
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г) SO3(R) ; д) SU2(C) — группа унитарных комплексных
матриц (A

t
= A−1 , A

t — матрица, полученная из At заменой
ее элементов на комплексно сопряженные) второго порядка с
определителем, равным единице; e) SUn(C) .

Ответ.
а) {λE} ; б) {±E} ; в) вся группа;
г) {E} ; д) {±E} ; е) {αE|αn = 1} .
Упражнение 74. Доказать, что если A и B — нормаль-

ные делители G и A ∩B = 1 , то элементы из A коммутируют
с элементами из B .

12. Коммутант группы

Определение. Пусть G — группа, x, y ∈ G : xyx−1y−1

называется коммутатором элементов x, y : [x, y] = xyx−1y−1 .

Замечание. Если xy = yx , то [x, y] = e .

Определение. Подгруппа, порожденная всеми коммута-
торами группы, называется коммутантом группы и обознача-
ется

[GG] = 〈[x1, y1]; [x2, y2]; . . .〉 .
Система образующих может быть бесконечной.

Пример 16. Пусть G — абелева группа, следователь-
но [GG] = {e} .
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Пример 17. [S4 S4] = A4 — знакопеременная группа.

Пример 18. [Sn Sn] = An

Пример 19. [A3 A3] = {e} .
[A4 A4] = {e, (12) (34), (14) (23) (13) (24)} .
Для всех n > 5 , [An An] = An .

Утверждение. Коммутант группы — вполне характе-
ристическая подгруппа.

Доказательство. Пусть ϕ : G → G — произволь-
ный End G . Докажем, что для всех x, y ∈ G , ϕ

(
[x, y]

) ∈ [GG] .
ϕ
(
[x, y]

)
= ϕ (xyx−1y−1) =

= ϕ(x)ϕ(y)
(
ϕ(x)

)−1(
ϕ(y)

)−1
=

[
ϕ(x), ϕ(y)

] ∈ [GG] .

Теорема (основное свойство коммутанта). Пусть G —
группа, H C G . Тогда G/H — абелева тогда и только тогда, ко-
гда [GG] ⊂ H , т. е. коммутант группы — это наименьшая
подгруппа фактор-группа, по которой абелева.

Доказательство. Докажем необходимость.
Пусть G/H — абелева. Для того чтобы доказать, что для лю-

бых x, y ∈ G , [x, y] ∈ H , достаточно доказать, что xy ∈ Hyx .
Так как H C G , Hyx = yxH = yHxH = xHyH = xyH ,

следовательно Hyx = xyH . Таким образом, xy ∈ Hyx .
Докажем в обратную сторону.
Так как [x, y] ∈ H , то xyx−1y−1 ∈ H , следовательно

xy(y·x)−1 ∈ H , тогда xyH = yxH . В то же время xyH = xHyH

и yxH = (yH)(xH) , следовательно G/H — абелева.
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Упражнение 75. Доказать, что коммутатор
[x, y] = xyx−1y−1 элементов x, y группы G обладает свойства-
ми:

а) [x, y]−1 = [y, x] ;
б) [xy, z] = x[y, z]x−1[x, z] ;
в) [z, xy] = [z, x]x[z, y]x−1 .

Упражнение 76. Какие из следующих равенств тожде-
ственно выполняются в группе S3 :

а) x6 = 1 ; б)
[
[x, y], z

]
= 1 ; в) [x2, y2] = 1 ?

Ответ. а) и в).

Упражнение 77. Доказать, что в группе верхних унит-
реугольных матриц порядка 3 выполняется тождество

(x, y)n = xnyn[x, y]
−n(n−1)/2 , (n ∈ N).

Упражнение 78. Доказать, что если в группе G выпол-
няется тождество

[
[x, y], z

]
= 1 , то в G выполняются тожде-

ства
[x, yz] = [x, y][x, z], [xy, z] = [x, z][y, z].

Упражнение 79. Доказать, что если в группе G выпол-
няется тождество x2 = 1 , то G коммутативна.

Указание. Рассмотреть элемент (xy)2 .
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13. Прямое произведение групп

Пусть G1, G2 — группы по умножению:
G1 × G2 = {(x, y)|x ∈ G1, y ∈ G2} — декартово произведе-

ние.
(a, b)(x, y) = (ax, by) — «покомпонентное» умножение.

Утверждение. G1 ×G2 — группа.

Доказательство. Ассоциативность, очевидно, имеет ме-
сто, т. к. оно имеет место в компонентах (eG1 , eG2) — единица.
(x1, x2) — обратный (x−1

1 , x−1
2 ) .

Определение. G1×G2 называется внешним прямым про-
изведением групп G1, G2 .

Упражнение 80. Доказать, что G1 ×G2 ≈ G2 ×G1 .

Введем новые обозначения и укажем ряд связанных с ними
свойств.

1) G1 = {(x, eG2)|x ∈ G1} — нормальная подгруппа.
G1 ×G2 ≈ G1 .
Изоморфизм (x1, eG2) → x1 .
(y1, y

−1
2 )(x1, eG2)(y1, y2) = (y−1

1 , y−1
2 )(x1, eG2)(y1, y2) =

=
(
y−1

1 x1y1, y
−1
2 eG2y2

)
=

(
y−1

1 x1y1, eG2

)
, следовательно

G1 C G1 ×G2 .
2) G2 = {(eG1 , x)|x ∈ G2}C G1 ×G2 ≈ G2 .
3) Элементы из подгрупп G1 и G2 коммутируют при умно-

жении: (x1, eG2)(eG1 , x2) = (x1, x2) и (eG1 , x2)(x1, eG2) = (x1, x2) .
4) G1 ∩G2 = 1 — очевидно.
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5) G1 ·G2 = G1 ×G2 .
Действительно, любой элемент (x1, x2) из G1 × G2 ра-

вен (x1, eG2)(eG1 , x2) .

Пример 20. (a, b) + (x, y) = (a + x, b + y) = G1 ⊕G2 .
Rn = {(x1, x2, . . . , xn)|xi ∈ R} .
Определение. Говорят, что G раскладывается в прямое

произведение своих подгрупп F и H , если существует изомор-
физм: ϕ : F ×H → G , при этом записывают G = F ×H .

Замечание. Внешнее прямое произведение может быть сдела-

но внутренним, следующим образом:

Пусть G1 ×G2 = G .

G1 = {(x, eG2)|x ∈ G1} ,
G2 = {(eG1 , y)|y ∈ G2} .
Gi C G , i = 1, 2, . . . , G1 ×G2 → G ;

((x, e2) (e1, y)) → (x, y) .

Теорема 6. Пусть F и H — подгруппы группы G , то-
гда G = F ×H тогда и только тогда, когда

1. G = FH (для всех g ∈ G , g = fh , f ∈ F , h ∈ H ).

2. FH = HF — поэлементно, т. е. для всех f ∈ F , h ∈ H :
fh = hf .

3 F ∩H = {e} .

Или 1, 3 или 4, т.е. условия 1 и 3 в теореме можно заменить
на условие 4 , которое формулируется следующим образом: для
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всех g ∈ G , существует единственное представление g = fh ,
f ∈ F , h ∈ H . Докажем равнозначность этих утверждений.

Доказательство. 1, 3 тогда и только тогда, когда 4.
Пусть g = fh = f ′h′ .
(f ′)−1fhh−1 = (f ′)−1f ′h′h−1 ,
(f ′)−1f = h′h−1 ∈ F ∩H = {e} ,
h′h−1 = e тогда и только тогда, когда h = h′ .
(f ′)−1f = e тогда и только тогда, когда f = f ′ .
Из 4 следует 1, 3.
Существование 1 — очевидно.
Пусть g = fh ∈ F ∩H .
g = e · fh = fh · e , откуда fh = e , следовательно g = e ,

тогда F ∩H = {e} ( fh ∈ F , e ∈ H ).
Перейдем к доказательству теоремы.
Пусть 1, 2, 3 выполняются (для всех f ∈ F , h ∈ H ,

ϕ(f, h) = fh ). Определим отображение F ×H
ϕ→ G .

Для того, чтобы доказать, что ϕ является изоморфизмом,
докажем следующие факты.

1. ϕ — Hom .
ϕ(f, e) = f ;
ϕ(e, h) = h ;
(f, h)(x, y) = (fx, hy) ;
ϕ ((f, h)(x, y)) = ϕ(fx, hy) = fxhy

FH=HF
= fhxy = ϕ(f, h) ·

ϕ(x, y) , откуда ϕ — Hom .
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2. ϕ — инъективный мономорфизм тогда и только тогда,
когда Ker ϕ = {e} = (e, e) ;

Пусть ϕ(f, h) = e = fh , следовательно fh = e ;
f = e · h−1 , следовательно f ∈ H , откуда f ∈ F ∩ H = {e} ,
f = e , следовательно h = e .

3. По 1, для всех g существует f, h : fh = g
.
= ϕ(f, h) .

ϕ — эпиморфизм, сюръекция тогда и только тогда, когда
Im ϕ = G (по свойству 1).

Докажем необходимость.
Пусть G = F × H , тогда существует ϕ — изоморфизм:

F ×H → G .
1) ϕ — сюръекция, следовательно для всех g ∈ G , суще-

ствует (f, h) : (ϕ(f, h) = g) .
Так как ϕ — Hom , то ϕ(f, h) = g = ϕ(f, e) ·ϕ(e, h) = fh —

соответственно для всех g ∈ G существует f ∈ F и h ∈ H та-
кие, что g = fh .

Но так как (f, h) = (f, e)(e, h) = (e, h)(f, e) , то
ϕ(f, h) = g = hf = fh .
2) Пусть g ∈ F∩H . ϕ(e, g) = g = ϕ(g, e) , но ϕ — инъекция,

следовательно (e, g) = (g, e) , значит g = e .

Утверждение. H1, H2 — нормальные подгруппы груп-
пы G . H1 ∩H2 = {e} , тогда элементы из H1 коммутируют
с элементами из H2 .

Доказательство. Пусть x1 ∈ H1 , x2 ∈ H2 . Рассмотрим
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коммутатор z = x1x2x
−1
1 x−1

2 = x1(x2x
−1
1 x−1

2 ) ∈ H1 , (т.к. H1 CG ,
x2 x−1

1 x−1
2 ∈ H ).

Аналогично z = x1x2x
−1
1 x−1

2 =
(
x1(x2x

−1
1 )x−1

2

) ∈ H2 , т. к.
H1 ∩H2 = {e} , x1x2x

−1
1 x−1

2 = e , следовательно x1x2 = x2x1 .
Следующее утверждение докажите самостоятельно.

Утверждение. H1, H2 — нормальные подгруппы груп-
пы G . H1 ∩H2 = {e} и H1H2 = G , тогда G ≈ H1 ×H2 .

Понятие прямого произведения естественно обобщается на
произвольное конечное множество групп.

Именно (внешним) прямым произведением групп

G1, G2, . . . , Gn

называется множество строк

(x1, x2, . . . , xn); xi ∈ Gi

с покомпонентным умножением:

(x1, x2, . . . , xn)(y1, y2, . . . , yn) = (x1y1, x2y2, . . . , xnyn).

Легко увидеть, что это множество есть группа с едини-
цей (1, 1, . . . , 1) . Прямое произведение обозначается

G1 ×G2 × . . .×Gn.

Свойства:

1. Gi C G1 ×G2 × . . .×Gn ≈ Gi ;

Gi = {1, 1, . . . , xi, . . . , 1 ∀ xi ∈ Gi} .
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2. G1 ×G2 × . . .×Gn = G1 ×G2 × . . .×Gn .

3. Элементы из Gi, Gj при i 6= j коммутируют.

4. Пересечение Gi для всех i с произведением всех осталь-
ных Gj = {e} .
Внутреннее прямое произведение определяется аналогично

случаю n = 2 .

Теорема 7. Пусть Hi C G и H1H2 . . . Hn = G . Для лю-

бого i ,
y⋂

i=1

Hi = {e} . Тогда G раскладывается в прямое произ-

ведение подгруппы Hi .

Доказательство. Элементы из Hi, Hj коммутируют.
Определим отображение ϕ :

(x1, x2, . . . , xn) → x1 · x2 · . . . · xn.

Докажем, что это отображение Hom .
x1 ·x2 · . . . ·xn ·y1 ·y2 · . . . ·yn = x1y1 ·x2y2 · . . . ·xnyn , т. к. xi, yj :

i 6= j коммутируют.
Докажем, что эпиморфизм. Это вытекает из того, что

H1H2 . . . Hn = G.

Докажем, что отображение является мономорфизмом.
Пусть x1 · x2 · . . . · xn = y1 · y2 · . . . · yn .
В силу того, что элементы коммутируют
xiy

−1
i = y1x

−1
1 . . . yi−1x

−1
i−1 yi+1x

−1
i+1 . . . ynx

−1
n .

Левая часть принадлежит Hi , правая — произведение
всех Hj , i 6= j , следовательно xiy

−1
i = {e} , и xi = yi .
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Определение. H1, . . . , Hn — подгруппы групп G1, . . . , Gn .
H1×H2× . . .×Hn — подгруппа группы G1×G2× . . .×Gn .
Если Hi C Gi , следовательно

H1 ×H2 × . . .×Hn C G1 ×G2 × . . .×Gn.

Утверждение. Фактор-группа группы G1×G2× . . .×Gn

по H1 ×H2 × . . .×Hn равна
(

G1/H1

)× (
G2/H2

)× . . .× (
Gn/Hn

)
.

Доказательство. Смежные классы группы G1 × . . .×Gn

по H1 × H2 × . . . × Hn образованы последовательностями
(z1a1, z2a2 . . . , znan) , где zi пробегают Hi , а ai — фиксирован-
ные элементы из Gi .

Эти множества естественно рассматривать как последова-
тельности классов смежности (H1a1, H2a2, . . . , Hnan) . Поком-
понентное умножение элементов этих множеств сводится к по-
компонентному умножению классов смежности, т. е. элементов
фактор-группы

(
Gi/Hi

)
.

Пример 21. G — абелева. Для любого x ∈ V существу-
ют x1, . . . , xn , x = x1e1 + . . . + xnen , Vi = 〈ei〉 — подгруппа
группы G .

V =
n⊕

i=1

Vi ; Rn = R + . . . + R︸ ︷︷ ︸
n

.

Пример 22.
(
M2(x), +

)
— абелева группа.

S =

{(
a λ

λ b

)}
— подгруппа симметричной матрицы.
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K =

{(
0 −λ

λ 0

)}
— подгруппа кососимметричной матри-

цы.
S ∩K = {0} .(

a b

c d

)
=


 a b + c

2
b + c

2 d


 +


 0 b− c

2
c− b

2 0


 , следовательно

M2(K) = S ⊕K .

Пример 23. C∗ = R+ × T .
R+ — подгруппа положительных вещественных чисел по

умножению.
T = {z | |z| = 1} . Любое z ∈ C∗ можно представить в

виде z = |z| · (cos ϕ + i sin ϕ) .

Упражнение 81. Доказать, что группы Z и Q не раз-
лагаются в прямую сумму ненулевых подгрупп.

Упражнение 82. Разлагаются ли в прямое произведение
неединичных подгрупп группы:

а) S3 ; б) A4 ; в) S4 ; г) Q8 ?

Упражнение 83. Доказать, что мультипликативная груп-
па комплексных чисел является прямым произведением группы
положительных вещественных чисел и группы всех комплекс-
ных чисел, по модулю равных 1.
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14. Действие группы на множестве

Определение. M — некоторое множество, G — группа,
действующая на элементы этого множества, т. е. G×M → M .
Паре элементов из M и элементу из G ставим в соответствие
элемент из M .

При этом выполнены следующие условия:
1) для всех m ∈ M , m · eG = m ;
2) для всех m ∈ M , g1, g2 ∈ G , m(g1g2) = (mg1)g2 .
1), 2) — правая запись действия.

Принята также левая запись действия. g ∈ G , m ∈ M :
1) eG ·m = m ;
2) (g1g2)m = g1(g2m) .
Правая и левая записи равносильны. Но в действии про-

изведения элементов группы на m ∈ M имеется разница. При
правой записи m(g1g2) первым действует g1 , а вторым g2 . При
левой записи (g1g2)m первым действует g2 , а вторым g1 . Мы
будем использовать правую запись.

Определение. Множество M , на котором определе-
но действие группы G , называется G -операторным множе-
ством, или G -множеством. Его элементы называются точ-
ками.

Утверждение. Пусть m ∈ M , mG = {mg|g ∈ G} — на-
зывается орбитой, порожденной точкой m . Точка m1 ∈ mG

порождает ту же орбиту.
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Доказательство. Пусть m1 = mg1 , тогда
m1G = mg1G = m(g1G) = mG .
Следствие. Орбиты могут либо совпадать, либо не иметь

общих точек.
Следствие. Таким образом, множество G разбивается на

непересекающиеся орбиты.

Замечание. Каждая орбита, в свою очередь, является

G -операторным множеством, состоящим из одной орбиты, именно

себя самой.

Определение. Если G -множество M состоит из одной
орбиты, то говорят, что оно действует транзитивно на M , а M

называется однородным пространством по отношению к груп-
пе G .

Пример 24. Пусть M — множество точек на плоско-
сти G -группа векторов относительно сложения. Действия век-
тора на точку определяется как перенос точки на этот вектор.
Ясно, что здесь одна орбита (параллельные переносы). Одно-
родное множество.

Пример 25. M — множество точек плоскости G -группы
всех движений. Однородное пространство.

Пример 26. M — множество точек на плоскости G -
группа вращений вокруг фиксированной точки O . Здесь орби-
тами будут окружности с центром в точке O и сама точка O .
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15. Действие сопряжением

В качестве множества M возьмем саму группу G и дей-
ствие элемента z ∈ G на элемент a ∈ G определим как z−1az .
Для того чтобы избежать путаницы с обычным умножением,
часто обозначают z−1az = az .

Проверим свойства:
aeG = (eG)−1aeG = a ;
az1z2 = z−1

2 z−1
1 az1z2 = z−1

2 (z−1
1 az1)z2 = z−1

2 (az1)z2 = (az1)z2 .
Орбиты в этой ситуации называются классами сопряжен-

ных элементов. Среди них имеются состоящие из одного эле-
мента. Например класс, порождающий 1, z−1eGz = z−1zeG = eG

для всех z .
Такими же будут классы, составленные из каждого элемен-

та центра a в Z(G) : az = z−1az = z−1za = a , для всх z ∈ G .

16. Однородное пространство

Пусть G — группа, H ⊂ G — подгруппа, Ha — множество
левых классов смежности. Определим действие группы G как
правое умножение на ее элементы (Ha)z = Haz , z ∈ G .

Проверьте самостоятельно выполнение аксиом G -оператора.
Ha2 = (Ha1)a

−1
1 a2 , следовательно все классы составят од-

ну орбиту, т. е. множество левых классов смежности образует
однородное пространство по отношению к правым, умножени-
ем на элементы группы G .
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Определение. Пусть M1 − G1 — операторное множе-
ство, M2 −G2 — операторное множество. Они изоморфны, ес-
ли G1 ≈ G2 , т.е. существует взаимнооднозначное соответствие
между элементами M1,M2 , сохраняющее при применении со-
ответствующих друг другу элементов группы G1 и G2 .

Теорема 8. Любое однородное G пространство M изо-
морфно пространству класса смежности по некоторой под-
группе.

Доказательство. Пусть m0 ∈ M . Рассмотрим H —
множество элементов группы G таких, которые не изменя-
ют m0 , т. е. z ∈ G : m0z = m0 , следовательно z ∈ H .

Они образуют подгруппу, т. к. m0z = m0 , следовательно
m0 = m0zz

−1 = m0z
−1 ;

m0z1 = m0 и m0z2 = m0 , то m0(z1z2) = (m0z1)z2 = m0z2 = m0 .

Определение. Подгруппа H называется стабилизато-
ром точки m0 .

Рассмотрим m1 6= m0 ∈ M . Так как M — однородно, т. е.
состоит из одной орбиты, то существует x ∈ G , m0x = m1 .

Выясним, какие еще элементы преобразуют m0 в m1 .
Пусть m0y = m1 , следовательно m0xy−1 = m1y

−1 = m0 ,
т. к. m0yy−1 = m1y

−1 = m0 , откуда xy−1 ∈ H , следовательно
x ∈ Hy .

Таким образом элементы из G , одинаково преобразующие
точку m0 , принадлежат одному классу смежности по стаби-
лизатору. Верно и обратное утверждение, если x и y принад-
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лежат одному классу по стабилизатору, т. е. Hx = Hy . Таким
образом m0x = m0y , следовательно между точками однород-
ного пространства M и левыми классами смежности по ста-
билизатору существует взаимнооднозначное соответствие. Оно
сохраняется при умножении справа на элементы G .

Действительно, m1 = m0x , следовательно m1 → Hx .
Пусть m2 = m1y = m0xy , тогда m2 → Hxy = (Hx)y .
Выясним, как связаны стабилизаторы различных точек.
Пусть H — стабилизатор точки m0 .
Для всех m1 , существует x ∈ G : m1 = m0x .

m1z = m1 ⇔ m0xz = m0x ⇔ m0xzx−1 = m0 ⇔
⇔ xzx−1 ∈ H ⇔ z ∈ x−1Hx.

Таким образом, для точки m1 стабилизатор имеет вид x−1Hx .
Напомним, что z → x−1zx называется внутренним авто-

морфизмом группы, т. е. подгруппа H переходит в сопряжен-
ную подгруппу x−1Hx , Ha переходит в множество x−1Hax =

= (x−1Hx)x−1ax , т. е. в левый класс смежности по подгруп-
пе x−1Hx , порожденной элементом x−1ax .

Таким образом, преобразование левого класса смежности
по подгруппе H называется умножением справа на z ∈ G

и будет таким же, как преобразование классов смежности
по подгруппе x−1Hx , вызванное умножением справа на эле-
мент x−1zx , следовательно пространство классов смежности
по H изоморфно пространству классов смежности по x−1Hx .
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Наличие такого изоморфизма может служить объяснением
того, что в теореме можно было взять точку m0 и ее стабили-
затор произвольно.

17. Централизатор и нормализатор

Рассмотрим G как G -операторное множество.
az = z−1az , a ∈ G , z ∈ G , т. е. рассмотрим действие эле-

ментов G как соответствующий им внутренние автоморфизмы.
В этой ситуации орбиты и классы сопряженных элементов сов-
падают. Каждый класс однородное пространство.

Определение. Пусть C — некоторый класс сопряжен-
ных элементов и a ∈ C . Стабилизатором элемента a являет-
ся множество всех z ∈ C , обладающие свойством z−1az = a ,
т. е. az = za , т. е. стабилизатор элемента a — это множество
всех элементов, коммутирующих с a .

Это множество образует подгруппу называющуюся центра-
лизатором.

По доказанному в § 16, элементы класса, сопряженные с a ,
находятся во взаимнооднозначном соответствии с левыми клас-
сами смежности по централизатору.

Пример 27. Если класс сопряженных элементов конечен,
то число его элементов равно (G : C) индексу стабилизатора
(централизатора) для любого элемента из этого класса.
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Рассмотрим элементы G , действующие на множестве всех
подгрупп группы G , в виде внутренних автоморфизмов.

H → z−1Hz , в этом случае орбиты — классы сопряженных
подгрупп. Стабилизатор для подгруппы H множество z ∈ G :
z−1Hz = H .

Определение. Этот стабилизатор называется нормализа-
тором группы H , т. е. он является максимальной подгруппой,
для которой H нормальна.

Между сопряженными с группой H подгруппами и левым
классом смежности группы G по нормализатору H существу-
ет взаимнооднозначное соответствие, осуществляющее изомор-
физм между однородными пространствами, состоящие из со-
пряженных с H подгрупп и классами смежности по нормали-
затору.

Определение. Конечная группа называется p -группой,
если ее порядок есть степень простого числа p .

Все подгруппы p -группы, являются p -группами, и индекс
любой подгруппы в p -группе равен некоторой степени p .

Разобьем p -группу G порядка pn на класс сопряженных
элементов.

Пусть число элементов центра t .
Все элементы, не принадлежащие центру, порождают клас-

сы сопряженных, содержащих более одного элемента, и пусть
эти классы C1, C2, . . . , Ck . Число элементов в каждом таком
классе есть индекс централизатора любого элемента класса, и
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следовательно является степенью pm с бо́льшим нуля показа-
телем m .

Пусть число элементов в Ci равно mi > 0 . Подсчет числа
элементов в G :

pn = t + pm1 + pm2 + . . . + pmk ,

следовательно, t делится на p , и т. к. t > 1 , следователь-
но t > p . Таким образом, мы доказали, что любая конечная
группа имеет нетривиальный центр. Порядок центра равен сте-
пени p .

В параграфе 10 мы рассматривали автоморфизмы групп.
Напомним основные сведения, для того, чтобы связать их но-
выми понятиями центализатора и нормализатора.

Определение. Отображение ϕ : G → G — изоморфизм,
называется автоморфизмом. Внутренний автоморфизм преоб-
разовывается сопряженным посредством элементов группы.

Теорема 9. Внутренний автоморфизм образует нор-
мальную подгруппу группы всех автоморфизмов.

Определение. Aut G/Inn G называется группой внешних ав-
томорфизмов.

Теорема 10. Inn G≈G/Z(G) .

Доказательство. Рассмотрим G как G -множество по
отношению к действию сопряжением az = z−1az . Индуцирован-
ная стабилизатором a ∈ G в группe G группа преобразований
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есть централизатор a . Пересечение всех централизаторов есть
центр G , т. к. если элемент принадлежит централизатору всех
элементов, то он пересекается со всеми элементами из G , т. е.
принадлежит центру, и наоборот.

Любая абелева группа не имеет нетривиальных внутренних
автоморфизмов z−1az = a .

Внешние автоморфизмы есть даже у циклических групп.
Бесконечная циклическая группа 〈a〉 имеет один нетож-

дественный автоморфизм a′ → a−1 . Действительно, образую-
щей бесконечной циклической группы может быть либо a , ли-
бо a−1 .

Любой автоморфизм должен переводить образующую в об-
разующую |G| = n — конечная циклическая группа, тогда су-
ществует ϕ(n) — автоморфизм, a → am если (m,n) = 1 .

Определение. Группа, центр которой состоит только из
нейтрального элемента и все автоморфизмы внутренние, назы-
вается совершенной.

Пример 28. Sn при n = 3, 4, 5 и n > 6 совершенны.

Пример 29. Для S6 фактор-группа группы всех автомор-
физмов по группе внутренних автоморфизмов имеет индекс 2.
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18. Свободные группы

Пусть S = {s1, s2, . . . , sm} , где si, sj — буквы.

Определение. Последовательность букв алфавита назы-
вается словами.

Определение. Присоединение к данному слову справа
второго слова называется умножением слов. Пустое слово —
нейтральный элемент, т. е. играет роль единицы.

Определение. Построенная таким образом полугруппа
называется свободной полугруппой, порожденной данным алфа-
витом.

Данная полугруппа группой не является, т. к. у не пустого
слова не может быть обратного.

Добавим S = {s1, s2, . . . , sm} — алфавит. Будем строить
слова в T = S ∪ S и введем в T отношение эквивалентности.

Определение. Вставкой в T назовем присоединение
между двумя буквами sisi или sisi .

Определение. Сокращением слова назовем исключение
из слова его части вида aiai или aiai .

Определение. Два слова назовем эквивалентными, если
от одного из них можно перейти ко второму посредством конеч-
ного числа вставок и сокращений.

Очевидно, что это отношение рефлексивно, симметрично и
транзитивно.
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Если A1 ∼ B1 и A2 ∼ B2 , очевидно, что A1A2 ∼ B1B2 .
Это позволяет ввести естественным образом умножение клас-
сов слов, считая произведением класса тот класс, который со-
держит произведение каких-либо слов из этих классов. Класс,
содержащий пустое слово, является единицей при этом умно-
жении.

Ассоциативность следует из ассоциативности умножения
слов.

Классы, содержащие si и si , взаимно обратные.
Для класса, содержащего любое слово, существует об-

ратное b1, b2, . . . , bk — слово содержащееся в классе bi ∈ T ,
то bk, . . . , b2, b1 — слово, содержащееся в обратном классе. Мно-
жество классов эквивалентных слов образуют группу.

Определение. Группа, построенная таким образом, на-
зывается свободной группой ранга m , Fm≈T/∼ .

Когда речь идет об обширных классах объектов, всегда
приятнее иметь дело с какими-либо стандартными представите-
лями из этих классов. Здесь роль таких представителей играют
несократимые слова.

Определение. Слово в алфавите T называется несокра-
тимым, если в нем не стоят рядом буквы si и si .

Теорема 11. В любом классе эквивалентных слов суще-
ствует одно и только одно несократимое слово.

Доказательство. То, что для любого слова найдется эк-
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вивалентное ему несократимое слово — факт очевидный, т. е. в
исходном слове нужно шаг за шагом сокращать соседними двой-
ки si и si . При этом длина слова, т. е. количество букв, будет
уменьшатся на две единицы, следовательно процесс сокраще-
ния должен закончится на несократимом слове после конечного
числа сокращений.

Остается доказать, что различные несократимые слова не
могут быть эквивалентны.

Докажем от противного.
Пусть A и B — несократимые слова. A ∼ B , т. е. суще-

ствует конечная последовательность слов

A = A0, A1, A2, . . . , Am−1, Am = B

таких, что каждое последующее слово получится из предыду-
щего вставкой или сокращением.

Так как A и B — несократимые слова, то переход от A0

к A1 только вставка, а от Am−1 к Am = B — сокращение.

Определение. Полной высотой перехода назовем сумму
длин всех промежуточных слов.

Пусть Ai — слово наибольшей длины среди

A0, A1, A2, . . . , Am−1, Am.

Оно не крайнее, ибо длина A1 > A0 и Am−1 > Am , следователь-
но у Ai имеется сосед слева Ai−1 и сосед справа Ai+1 .

Переход от Ai−1 к Ai — вставка; от Ai к Ai+1 — сокра-
щение.

73



Здесь может быть несколько случаев:

1. при переходе от Ai−1 к Ai вставим bb и при переходе от Ai

к Ai+1 эту пару сократим, следовательно Ai−1 = Ai+1 . Так
что мы можем исключить Ai и склеить Ai−1 и Ai+1 ;

2. от Ai−1 к Ai вставим bb и справа от этой вставки находил-
ся элемент b . При переходе от Ai к Ai+1 в тройке соседних
букв bbb сократили bb , следовательно Ai−1 и Ai+1 . То же
самое будет, если вставить bb направо от b и в тройке bbb

сократить bb ;

3. при переходе от Ai−1 к Ai вставим bb и при переходе от Ai

к Ai+1 сокращается cc , и эта пара не имеет общих элемен-
тов со вставкой bb . Тогда переход от Ai−1 и Ai можно
сделать по другому. Буквы c и c не были вставлены при
переходе от Ai−1 и Ai , следовательно пара cc уже присут-
ствовала в Ai−1 . Можно было вначале сократить cc , полу-
чив A′

i , затем вставить bb . Длина промежутка слева A′
i

на 4 меньше длины Ai , так что полная высота перехода
от A и B уменьшилась на 4.

Во всех случаях полная высота перехода может быть
уменьшена. Это невозможно, ибо среди переходов от A и B

должен существовать переход с наименьшей полной высотой,
следовательно эквивалентные несократимые слова равны, что
и требовалось доказать.
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Рассмотрим группу G = 〈g1, . . . , gn〉 , заданную системой
образующих. Пусть Fn — свободная группа ранга T/∼ . Зададим
отображение ϕ : Fn → G по следующему правилу:

ϕ(si) = gi ,
ϕ(si) = g−1

i

для всех i = 1, . . . , n .
Докажем, что это отображение является эпиморфизмом.

Доказательство. ϕ : T → G , где T — множество букв.
ω = . . . si . . . sj . . . . Вместо буквы si пишем gi .
ω1 ∼ ω2 , следовательно ϕ(ω1) = ϕ(ω2) . Это очевидно, т.к.

вставка ϕ(sisi) = gig
−1
i = e , а два слова эквиваленты, если от

одного можно перейти к другому за кончное число вставок и
сокращений.

Таким образом, ϕ — отображение из Fn ≈ T/∼ → G . Оче-
видно, что ϕ — гомоморфизм.

Если ω = ω1 ·ω2 , то ϕ(ω) = ϕ(ω1) ·ϕ(ω2) по построению ϕ .
Отображение ϕ сюръективно, т.к. ϕ(ω) = . . . gi . . . g

−1
i , а

любой элемент G можно было представить в виде такого про-
изведения gi .

Теорема 12. Конечно-порожденная группа есть фактор-
группа свободная.

Доказательство. Пусть ϕ : Fn → G — эпиморфизм.
По первой теореме об изоморфизме G≈Fn/Ker ϕ .

1. Ker ϕ = {e} , G ≈ Fn . Можно рассмотреть Fn = 〈s1 . . . sn〉
и произвести формальную замену s → s−1
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2. Ker ϕ 6= {e} . Рассмотрим, какие элементы переходят в еди-

ницу. Существует ω = a1 . . . am , ai =





si,

si.

ϕ(ω) = lG = 1 , ge1
i1

. . . gem
im

= 1 , ek =




−1,

1.

Определение. Равенства такого сорта называются соот-
ношениями в группе. (ge1

i1
. . . gem

im
) = 1 .

Произведение двух соотношений — соотношение. В группе
существует бесконечно много соотношений.

Определение. Система соотношений называется опреде-
ляющей системой соотношений, если из нее можно вывести лю-
бое соотношение в группе.

Образующие свободные от соотношений называются сво-
бодными образующими.

Если Ker ϕ = {e} , то в группе нет никаких отношений.
Порядок группы влияет на размерность отношений.

Пример 30. Пусть G = 〈x〉 — циклическая. G ≈ Z , ес-
ли |x| = ∞ .

F1
ϕ→ G , где F1 — алфавит s, s .

ϕ(s) = x , ϕ(s) = x−1 ;
Ker ϕ = {e} , т. к. если Ker ϕ 6= {e} , то было бы соотноше-

ние xn = 1 — противоречие.
Бесконечная циклическая группа есть свободная группа

ранга 1, следовательно Z — свободная группа ранга 1.
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Пример 31. G = 〈a, b〉 , a2 = 1 тогда и только тогда, когда
a = a−1 , b3 = 1 тогда и только тогда, когда aba = b2 .

Очевидным следствием из этих соотношений является
b = ab2a . Последние два соотношения можно записать в фор-
ме ba = ab2 и b2a = ab . Эти соотношения позволяют перено-
сить образующую a через b или b2 справа налево, заменяя b

на b2 и b2 на b . Это позволяет записать элемент группы в
форме akbm , k = 0, 1 и m = 0, 1, 2 .

Рассмотрим элементы этого вида формально с правилами
умножения, вытекающими из правила переноса a справа на-
лево и условии a2 = 1 и b3 = 1 . Любые элементы вида ak bm

образуют группу. Она конечна, ее порядок равен b . Легко ви-
деть, что она изоморфна S3 .

Пример 32. Группа задана двумя образующими a, c . Об-
разующая c — свободна, т. к. порождает бесконечную цикли-
ческую группу. Очевидное следствие acma = c−m для всех
m ∈ Z , т. е. преобразование сопряжения посредством a вызы-
вает в подгруппе, порожденной образующей c единственный
нетривиальный автоморфизм. Из соотношения acma = c−m

следует правило переноса образующей a справа налево, имен-
но cma = ac−m .

Это правило позволяет записать любой элемент группы в
виде akcm , k = 0, 1, 2, . . . , для всех m ∈ Z . Легко проследить,
что символы akcm при с правилами, обусловленными соотно-
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шениями a2 = 1 , cma = acm , действительно образуют группу

G = 〈a, |c/a2 = 1, aca = c−1〉.

Однако при задании группы образующих соотношений име-
ет место одна принципиальная неприятность. Если даны 2 эле-
мента группы, записанные через образующие, как узнать, рав-
ны они или нет? Вопрос легко решается, если соотношения тако-
вы, что существует каноническая форма записи. Однако такой
характер является скорее исключением, чем правилом.

Определение. Проблема распознавания равенства эле-
ментов группы, заданной образующими и определяющими соот-
ношениями называется проблемой тождества в теории групп.

Для свободной группы она решается благодаря канониче-
ской записи элементов виде несократимых слов. Проблема по-
лучила положительное решение для групп с одним соотноше-
нием.

Однако в 1952 году Новиков П.С. доказал, что не существу-
ет алгоритма для решения проблемы тождества в группе, за-
данной образующей и соотношением. При этом доказательство
потребовало точного определения того, что такое алгоритм. Ра-
зумеется не существования общего алгоритма для любых двух
элементов не означает, что задача не может быть решена инди-
видуальным приемом для заданной пары элементов. Из того,
что алгоритмически неразрешима массовая проблема, не сле-
дует не разрешимых индивидуальных проблем.

78



19. Свободные произведения групп

Определение. Пусть G1, G2, . . . , Gn — группы. Составим
слово из произвольных элементов групп G1, G2, . . . , Gn в любом
порядке. Для таких слов введем действие удлинения, заключа-
ющееся во вставке в любое место единицы любой группы и в за-
мене какого-либо элемента в слове равным ему произведением
двух элементов той же группы. Вставку единицы можно рас-
смотреть как частный случай замены элемента произведение,
если отождествить единицы всех групп, т. е. вставка единицы —
a1 . Обратные операции — сокращение.

Определение. Два слова называются эквивалентными,
если от одного к другому можно перейти за конечное чис-
ло вставок и сокращений: ω1 ∼ ω2 , ω3 ∼ ω4 , следовательно
ω1ω3 ∼ ω2ω4 .

Определение. Слово называется несократимым, если в
его составе нет единиц и нет соседних элементов из одной груп-
пы.

Определение. Умножение слов ассоциативно, роль еди-
ницы играет пустое слово, для каждого класса существует об-
ратный. Классы эквивалентных слов образуют группу.

Определение. Эта группа называется свободным произ-
ведением групп G1, G2, . . . , Gn .

Теорема 13. В каждом классе эквивалентных слов име-
ется единственное несократимое слово.
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Доказательство. Для построения этого несократимого
слова достаточно выкинуть все единицы и перемножить сосед-
ние элементы из одной группы. Остается доказать, что нерав-
ные несократимые слова не эквивалентны. Доказательство ана-
логично доказательству свободных групп.

A = A0, A1, . . . , AM−1, AM = B ;
A ∼ B — несократимые слова.
A = A0 и A1 — удлинение, AM1 и AM = B — сокращение.
Сумма длин слов — полная высота перехода. Пусть Ai —

слово наибольшей длины.
Ai 6= A0 = A , Ai 6= B ;
Ai−1 (удлинение) Ai (сокращение) Ai+1 .

1. От Ai−1 к Ai — b заменили на b1b2 ; от Ai к Ai+1 — b1b2

заменили на b . Ai−1 = Ai+1 , следовательно Ai можно
исключить. Высота перехода уменьшится.

2. От Ai−1 к Ai — b заменили на b1b2 ; от Ai к Ai+1 — b1

соединили с предшествующим элементом a той же группы
или со следующим за b2 элементом d1 , т. е. в Ai−1 бы-
ла последовательность ab(bd1) и в слове Ai+1 вместо нее
появилась последовательность cb2c = ab1 . Переход мож-
но было бы сделать иначе: сократить ab , потом удлинить,
вставив вместо ab = ab2 . A′

i будет короче Ai на 2, т. к.
полная высота уменьшится.

3. При переходе от Ai−1 к Ai — b заменили на b1b2 ; от Ai
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к Ai+1 — c1c2 заменили на c , не затрагивая b = b1b2 .
Переход от Ai−1 к Ai+1 можно заменить c1c2 на c , за-
менить b на b1b2 . A′

i будет короче Ai на 2, т. к. полная
высота уменьшится.

A ∼ B всегда можно уменьшить высоту перехода. Проти-
воречие, ибо безграничное уменьшение высоты невозможно, т. е.
любой элемент свободного произведения можно представить в
виде произведения несократимых слов.

Предложение. 〈a〉 и 〈b〉 — второго порядка. Несократи-
мые слова состоят из чередования букв abab . . . . Пусть ab = c ,
c−1 = ba , cm = abab . . . ab 6= 1 . C — порождает свобод-
ную циклическую группу. a и c — образующие, т. к. b = ac ,
ca = aba = ac−1 . Таким обрахом, свободное произведение
двух циклических групп второго порядка изоморфно группе
〈a, c|a2 = 1, aca = c−1〉 .

В параграфе 18 мы рассматривали группу, любой элемент
которой akcm , k = 0, 1 ; m ∈ Z . Эта группа имеет простую гео-
метрическую интерпретацию.

Рассмотрим на плоскости 2 параллельные прямые: x = 0

и x = c . Обозначим через a отражение относительно первой
прямой, через b — отражение относительно второй прямой.
a2 = b2 = 1 .

a переводит x в −x , b переводит x в c − x , ab пере-
водит x в c − (−x) = c + x , т. е. ab есть сдвиг на c . Группа
сдвигов на кратные c есть свободная циклическая группа. По-
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этому все произведения чередующихся букв a и b различны,
т. е. группа, порожденная отображениями от двух параллель-
ных прямых, есть свободное произведение двух циклических
групп второго порядка.

20. Группы подстановок

Определение. Подстановками называются взаимноодно-
значные отображения на себя конечных множеств.

Утверждение. Число всех перестановок n -элементов
равно n! .

Доказательство. Докажем методом математической
индукции.

Для n = 1 — очевидно. Пусть верно для n− 1 .
Совокупность перестановок n -элементов разобьем на n

частей по положению элемента n на первом, втором, . . . ,
n -ом месте. В каждой части будет (n − 1)! перестановок, т. к.
их число равно числу элементов 1, 2, . . . , (n− 1) .

n(n− 1)! = n! .
Пусть α1, α2, . . . , αn — некоторая перестановка

Определение. Пара (αi, αj) , i < j , образует инверсию,
если αj > αi .

Определение. Число всех пар элементов перестановки,
образующих инверсию, называется числом инверсий в переста-
новке inv (α1, α2, . . . , αn) .
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Определение. Перестановка, содержащая четное чис-
ло инверсий, называется четной. Перестановка, содержащая
нечетное число инверсий, называется нечетной.

Пример 33.

(
1 2 3 4 5

5 1 3 2 4

)
.

Определение. Подстановка называется транспозицией,
если она n− 2 элемента оставляет на своих местах, а остальные
два переставляет местами.

Пусть {1, 2, 3, . . . , n} — множество, на которое действует
подстановка. Пусть σ — некоторая подстановка.

1, σ1, . . . , σ
m−1 — циклическая группа, порожденная этой

подстановкой. Множество переставляемых элементов разбива-
ется на орбиты и подстановка вполне определяется тем, как она
действует на каждой орбите.

Пусть a0 — один из переставляемых элементов. a1 — по-
лучается из a0 подстановкой σ :

σ(a0) = a1 . . . σ2(a0) = a2 . . . σ(a1) = a2.

При продолжении этого процесса мы в конце концов вернем-
ся к a0 . (a0, a1, . . . , at−1) . Таким образом, элементы орбиты,
содержащей a0 , естественно располагаются в порядке, в ко-
тором σ переставляет элементы по кругу. Таким же образом
элементы располагаются на всех орбитах. Подстановка разби-
вается на циклы

σ = (a0, a1, . . . , at−1) (b0, b1, . . . , bm−1) . . . (c0, c1, . . . , cp−1).
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Если каждый цикл рассматривать как подстановку, цикличе-
ски переставляющую элементы a0, a1, . . . , at−1 и оставляющая
остальные на своих местах, то мы можем рассмотреть разло-
жение подстановки в произведение попарно не пересекающихся
циклов. Легко видеть, что цикл (a0, a1, . . . , at−1) допускает та-
кое разложение в произведение транспозиций:

(a0, a1, . . . , at−1) = (a0, a1) (a0, a2), . . . , (a0, at−1),

следовательно цикл нечетной длины — четная подстановка, а
цикл четной длины — нечетная. Поэтому четность или нечет-
ность подстановки совпадает с четностью или нечетностью ко-
личества циклов четной длины.

Предложение. σ — подстановка разложенная в произве-
дение попарно непересекающихся циклов. τ — другая подста-
новка. Тогда, чтобы получить подстановку τ−1στ , нужно сде-
лать подстановку τ в каждом цикле подстановки σ .

Доказательство. Пусть

σ = (a0, a1, . . . , at−1) (b0, b1, . . . , bm−1) . . . (c0, c1, . . . , cp−1), (1)

τ =

(
a0, a1, . . . , at−1, b0, b1, . . . , bm−1, c0, c1, . . . , cp−1

a′0, a
′
1, . . . , a

′
t−1, b

′
0, b

′
1, . . . , b

′
m−1, c

′
0, c

′
1, . . . , c

′
p−1

)
, (2)

τ−1 — строчки наоборот.
Проследим за действием подстановки τ−1στ на элемен-

ты a′0, a
′
1, . . . , a

′
t−1 . τ−1 : a′0 → a0 , σ : a0 → a1 , τ : a1 → a′1 ,

следовательно τ−1στ : a′0 → a′1 .
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Аналогично a′1 → a1 → a2 → a′2 .
a′t−1 → at−1 → a1 → a′1 следовательно (a′0, a

′
1, . . . , a

′
t−1) —

замыкается. То же самое происходит с остальными циклами.

Теорема 14. Для того, чтобы две подстановки были со-
пряжены, необходимо и достаточно, чтобы они имели разло-
жение на циклы одинаковых порядков.

Доказательство. Необходимость следует из доказанно-
го предложения. Достаточность из того, что в симметрической
группе существуют подстановки, переводящие любое располо-
жение элементов в любое другое.

В силу этой теоремы, число классов сопряженных элемен-
тов в группе Sn равно числу разбиения числа u на слагаемые,
порядок которых безразличен. Так, число 5 допускает разбие-
ния:

5 = 5, 5 = 4 + 1, 5 = 3 + 2, 5 = 3 + 1 + 1, 5 = 2 + 2 + 1,

5 = 2 + 1 + 1 + 1, 5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1,

следовательно в S4 — 7 классов сопряженных элементов.
Предложение.Пусть в некоторой перестановке σ сделана

транспозиция. Она равна произведению нечетного числа транс-
позиций соседних элементов.

Доказательство. (a, b, . . . , c, d, e, . . . , d, g, h, . . . , k, l) —
перестановка. Транспозиция (c, h) . Пусть m — число элемен-
тов, лежащие между c и h .
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Переставляем местами c и d , затем c и e , . . . , c и f ,
c и g . Получится a, b, . . . , d, e, . . . , f, g, c, h, . . . , k, l . После m

транспозиций, теперь переставим c и h :
a, b, . . . , d, e, . . . , f, g, h, c, . . . , k, l .
Перегоним h на место, где стояло c :
a, b, . . . , h, d, e, . . . , f, g, c, . . . , k, l . Как будто сделали одну

транспозицию. Всего m + 1 + m = 2m + 1 транспозиций со-
седних элементов.

Предложение. При перестановке соседних элементов чис-
ло инверсий в перестановке меняется на противоположную.

i1(a, b, . . . , c, d, e, f . . . , k, l) ;
i′1(a, b, . . . , c, d, e, f . . . , k, l) .
Сравним число инверсий.
i1 и i′1 — число инверсий в парах, не содержащих элемен-

тов d и e .
i2 и i′2 — число инверсий в парах, содержащих один из

элементов d и e .
i3 и i′3 — число инверсий в парах d , e .
Через i и i′ обозначим полное число инверсий.
i = i1 + i2 + i3 , i′ = i′1 + i′2 + i′3 .
i1 = i′1 — очевидно, i2 = i′2 , т. к. расположение d и e

относительно остальных элементов одинаково в обоих переста-
новках.

Пусть i3 = 0 , следовательно i′3 = 1 , и если i3 = 1 ,
то i′3 = 0 .

i′1 − i1 = ±1 .
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Следствие. Если в перестановке сделать транспозицию со-
седних элементов, то четность изменится на противоположную.

Следствие. Любая транспозиция меняет четность пере-
становки.

Утверждение. Число четных перестановок равно числу
нечетных.

Доказательство. Пусть число четных перестановок —
a , нечетных — b .

Рассмотрим множество четных перестановок. Совершив в
них одну и туже транспозицию (1, 2) , мы получим попарно раз-
личные нечетные перестановки, a 6 b , и наоборот, b 6 a , сле-
довательно a = b .

Следствие. Если во всех четных перестановках сделать
одну и туже транспозицию, то мы получим все нечетные пере-
становки.

Утверждение. Любая перестановка может быть полу-
чена из другой посредством нескольких транспозиций.

Доказательство. Докажем, используя метод математи-
ческой индукции.

n = 2 — очевидно, для n = 1 доказано.
Пусть n > 2 .
Пусть (α1, α2, . . . , αn) и (β1, β2, . . . , βn) — две длинные пе-

рестановки.
Если α1 = β1 , то от (α2, . . . , αn) и (β2, . . . , βn) в силу ин-
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дукционного предположения можно перейти от (α1, α2, . . . , αn)

к (β1, β2, . . . , βn) тем же способом.
Пусть α1 6= β1 . Тогда β1 = αi , i 6= 1 . Сделав в (α1, α2, . . . , αn)

транспозицию (α1, αi) , мы перейдем к новой перестановке, у ко-
торой на первом месте αi = β1 .

Утверждение. Любая подстановка может быть пред-
ставлена в виде произведений транспозиций.

21. Группы преобразований

Пусть M — множество точек на плоскости. G — группа
всех движений плоскости.

Стабилизатором точки является группа вращений вокруг
этой точки. Между точками плоскости и левыми классами
смежности группы всех движений по группе вращений вокруг
точки имеется изоморфное соответствие. Элементарная геомет-
рия изучает свойства геометрических фигур, остающиеся неиз-
менными при движении. Одно из основных понятий геомет-
рии — расстояние между двумя точками, можно рассмотреть
как инвариантную величину, связывающую пару классов смеж-
ности полной группы движений плоскости по подгруппе враще-
ний.

Пусть пара групп H ⊂ G определяет некоторую геомет-
рию, в которой точками являются левые классы смежности G

по H , а движениями — правые умножения классов смежности
на элементы из G . Взгляд на геометрию с точки зрения тео-
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рии групп был развит Клейном в конце 19-го века. Геометрия
Лобачевского укладывается в эту схему следующим образом.

Рассмотрим группу дробно-линейных преобразований

z → αz + β

γz + δ

комплексных чисел α, β, γ, δ ∈ R , αδ − βγ = 1 .
Верхняя полуплоскость оказывается однородным простран-

ством для этой группы. Действительно, пусть z = x + yi ,
y > 0 .

αz + β

γz + δ
=

αγ(x2 + y2) + (αδ + βγ)x + βδ + (αδ − βγ)yi

(γx + δ)2 + γ2y2
,

так что мнимая часть числа αz + β

γz + δ
равна

Im
αz + β

γz + δ
=

y

(γx + δ)2 + x2y2
> 0.

Легко проследить, что для любой пары z и z′ , Im > 0 .
Существуют α, β, γ, δ ∈ R , αδ − βγ = 1 такие, что

z′ =
αz + β

γz + δ
.

Пусть z′ = x′ + y′i , z = x + yi .

(x′ + y′i)
(
γ(x + yi) + δ

)
= α(x + yi) + β.

Пусть δ = 0 , тогда

α = γ
xy′ + x′y

y , β = −γ · y′(x2 + y2)
y ,

αδ − βγ =
γ2y′(x2 + y2)

y .
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Пусть γ =
√

y

y′(x2 + y2)
. Верхняя полуплоскость, в которой

движения определены как указанные дробно-линейные преоб-
разования, являются моделью Лобачевского. Она связана с мо-
делью Пуанкаре. Стабилизатором точки i является группа, об-
разованная преобразованием z → αz + β

− βz + α
, α2 + β2 = 1 . Та-

ким образом, точки плоскости Лобачевского находятся в изо-
морфном (по отношению к группе движений) соответствии с
левыми классами смежности группы дробно-линейных преобра-
зований z′ =

αz + β

γz + δ
с α, β, γ, δ ∈ R , αδ − βγ = 1 по подгруппе,

составленной из преобразований αz + β

− βz + α
при α2 + β2 = 1 .

22. Разрешимые группы

Определение. Пусть G — группа. Тогда следующая це-
почка подгрупп называется башней подгрупп

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn.

Определение. Башня подгрупп называется нормальной,
если для любого i = 0, 1, . . . , n− 1 , Gi+1 C Gi .

Определение. Нормальная башня называется абелевой,
если Gi/Gi+1

— абелева.

Определение. Нормальная башня называется цикличе-
ской, если для любого i Gi/Gi+1

— циклическая.

90



Определение. Пусть G — группа. Обозначим

G0 = G1, G1 = [G0, G0], . . . , Gi = [Gi−1, Gi−1],

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn.

Группа называется разрешимой, если башня обрывается на еди-
ничной подгруппе, т.е. существует n ∈ N : {e} = Gn .

Пример 34. Все абелевы группы разрешимы, т.к. башня
в этом случае выглядит следующим образом.

[G,G] = {e} ;
[G,G] ⊃ G .

Рассмотрим другие примеры разрешимости групп.

Пример 35. S3 ⊃ [S3, S3] = A3 ⊃ [A3, A3] = {e} .
Пример 36.

S4 ⊃ [S4, S4] = A4 ⊃ [A4, A4] = K4 ⊃ [K4, K4] = {e} .
Пример 37. Sn ⊃ [Sn, Sn] = An ⊃ [An, An] ⊃ . . . ,

при n > 5 — группа неразрешима.

Теорема 15. Группа G разрешима тогда и только то-
гда, когда в группе G существует абелева башня подгрупп,
образованная на единичной подгруппе

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn = {e}.

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть G —
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разрешима, по определению

G = G0 ⊃ [G0, G0] = G1 ⊃ [G1, G1] =

G2 ⊃ . . . ⊃ [Gn−1, Gn−1] = Gn = {e},

т. к. коммутант нормальная группа, то это нормальная и абеле-
ва башня (основное свойство коммутанта).

Gi/[Gi,Gi]
— абелева.

Докажем необходимость.
Пусть G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn = {e} — абелева

башня.
H0 = G0 , G0/G1

— абелева, следовательно G1 ⊃ H1 ;
H1 = [H0, H0] , G1/G2

— абелева, следовательно
G2 ⊃ [G1, G1] ⊃ [H1, H1] = H2 , следовательно G2 ⊃ H2 .
H2 = [H1, H1] , Hn ⊃ Gn = {e} , следовательно Hn = {e} .
Hn = [Hn−1, Hn−1] .

Теорема (Основное свойство коммутанта). G/T — абе-
лева тогда и только тогда, когда [G,G] ⊂ T .

Определение. Группа называется простой, если она не
имеет нетривиальных нормальных делителей.

Пусть G — простая, G ⊃ [G,G] =





G,

{e}.
Если G — не абелева, следовательно [G,G] = G не разре-

шима.
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Определение. Пусть G — группа Z(G) .

G1 = G/Z(G), G2 = G1/Z(G1), . . . , Gn = Gn−1/Z(Gn−1).

Если G = {e} , следовательно G называется нильпотентной.

Теорема 16. Нильпотентные группы разрешимы.

23. Конечно-порожденные абелевы группы

Рассмотрим группу G = 〈g1, . . . , gn〉 . Если количество
образующих данной группы конечно, то группа называется
конечно-порожденной.

В дальнейшем будем рассматривать только абелевы груп-
пы и пользоваться аддитивной формой записи групповой опе-
рации.

Так как группа G = 〈g1, . . . , gn〉 , то для любого g ∈ G мож-
но представить в следующем виде: g = x1g1 + x2g2 . . . + xngn ,
где ∀ i = 1, . . . , n , xi ∈ Z .

Если элемент g ∈ G имеет бесконечный порядок, то равен-
ство xg = 0 имеет место только тогда, когда x = 0 .

Если элемент g ∈ G имеет конечный порядок |g| = n ,
то nx = 0 .

Определение. Натуральное число m , для которого mg = 0 ,
называется аннулятором элемента g .

Докажите следующее утверждение самостоятельно.
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Утверждение. Минимальный аннулятор элемента ра-
вен его порядку.

Утверждение. Все аннуляторы элемента делятся на его
порядок.

Определение. Система образующих {g1, g2, . . . , gn} ко-
нечно-порожденной абелевой группы называется линейно-неза-
висимой над Z , если равенство

x1g1 + x2g2 + . . . + xngn = 0,

где xi ∈ Z возможно только при x1 = x2 = . . . = xn .

Определение. Линейно-независимая система образую-
щих называется базисом конечно-порожденной абелевой груп-
пы.

Теорема 17. Если группа G обладает базисом, то любой
ее элемент однозначно представляется в виде

g = x1g1 + x2g2 + . . . + xngn,

где {g1, g2, . . . , gn} — базис группы G , а x1, x2, . . . , xn ∈ Z .

Доказательство. Существование такого представления
вытекает из определения системы образующих. Поэтому необ-
ходимо доказать только единственность. Предположим, что
элемент g ∈ G можно представить двумя разными способами

g = x1g1 + x2g2 + . . . + xngn = y1g1 + y2g2 + . . . + yngn.
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Получаем следующее равенство:

(x1 − y1)g1 + (x2 − y2)g2 + . . . + (xn − yn)gn = 0.

Но так как {g1, g2, . . . , gn} — базис, то для любого i xi − yi = 0 ,
т.е. xi = yi , и представление элемента g возможно только един-
ственным способом. Таким образом, теорема доказана.

Следствие. Если группа G обладает базисом, то она рас-
кладывается в прямую сумму бесконечных циклических под-
групп.

Доказательство. Пусть G = 〈g1, . . . , gn〉 , и {g1, . . . , gn} —
базис группы G . Рассмотрим следующие циклические груп-
пы G1 = 〈g1〉, . . . , Gn = 〈gn〉 . Из доказанной выше теоремы
любой элемент g ∈ G представим в виде g = x1g1 + . . . xngn .
Но для любого i , xigi ∈ Gi .

Таким образом, мы доказали, что G = G1⊕ . . .⊕Gn . Оста-
лось доказать, что каждая Gi является бесконечной. Пусть
для какого-то i группа Gi конечна. Тогда существует mi ∈ N :
migi = 0 . Рассмотрим равенство

0 · g1 + 0 · g2 + . . . + mi · gi + . . . + 0 · gn = 0, mi 6= 0

Но существование такого равенства невозможно, так как
{g1, g2, . . . , gn} — базис. Следовательно, все gi имеют беско-
нечный порядок. Можно легко доказать, что для любого i ,
Gi ≈ Z , т.е.

G ≈ Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m штук
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Из данного утверждения вытекает, что если конечно-
порожденная группа имеет базис, то она является свободной
абелевой группой ранга n .

Теорема (основная или структурная теорема коне-

чно-порожденных абелевых групп). Любая конечно-по-
рожденная абелева группа может быть разложена в прямую
сумму циклических групп

G = G1 ⊕G2 ⊕ . . .⊕Gk ⊕Gk+1 ⊕ . . .⊕Gt,

где G1, G2, . . . , Gk — конечные циклические группы порядков
m1,m2, . . . , mk соответственно, причем m1|m2 . . . |mk ,
а Gk+1, . . . , Gt — бесконечные циклические группы.

Доказательство. Пусть G — конечно-порожденная абе-
лева группа. Рассмотрим два случая, когда G обладает бази-
сом, и когда G базисом не обладает.

Случай, когда G обладает базисом, вытекает из доказан-
ного выше. Осталось рассмотреть случай, когда G не облада-
ет базисом. Для доказательства будем использовать индукцию
по t , где t — количество элементов в минимальной системе
образующих группы G .

1) База индукции. Пусть t = 1 . В этом случае группа G

является циклической, G = 〈a1〉 , и теорема верна.
2) Индукционная гипотеза. Пусть теорема верна для любой

абелевой группы G , для которой минимальная система обра-
зующих состоит из t− 1 элементов.
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3) Индукционный переход. Пусть G — абелева группа, и ее
минимальная система образующих содержит t элементов. Так
как мы рассматриваем группу G , которая не содержит базиса,
следовательно минимальная система образующих {a1, . . . , at}
группы G является линейно зависимой. Рассмотрим

x1a1 + x2a2 + . . . + xtat = 0,

в котором существует хотя бы один xi 6= 0 . Выполнено также
следующее равенство:

−x1a1 − x2a2 − . . .− xtat = 0.

Таким образом, из двух этих комбинаций можно выбрать та-
кую, что xi 6= 0 еще и является положительной.

Существует набор целых чисел (x1, x2, . . . , xt) , в которых
какая-то компонента xi > 0 .

Определим множество таких наборов, как

X =
{

(x1, . . . , xt) | x1 . . . xt ∈ Z ∃{a1, . . . , at}
— минимальная система образующих, такая, что

x1a1 + . . . xtat = 0
}

.

Пусть m1 — минимальное целое положительное число, ко-
торое встречается в наборах из множества X . Можно считать,
что число m1 встречается как первая компонента. Таким об-
разом, существует набор (m1, x2, . . . , xt) ∈ X такой, что для
некоторой системы образующих {a1, a2, . . . , at}

m1a1 + x2a2 + . . . + xtat = 0.
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Докажем, что m1 делит xi для любого i .
i = 2, . . . , m , xi = m1 · qi + ri , 0 6 ri 6 mi .

m1(a1) + (m1q1 + r2)a2 + . . . + (m1qt + rt)at = 0,

m1(a1 + q2a2 + . . . + qtat) + r2a2 + . . . rtat = 0.

Обозначим b = a1 + q2a2 + . . . + qtat .

m1b + r2a2 + . . . + rtat = 0.

Если бы b1 = 0 , то a1 = −q2a2 − . . . − qtat , т.е. систе-
ма {a1, a2, . . . , at} являлась бы не минимальной системой об-
разующих. Следовательно, b1 6= 0 .

Мы получили систему образующих вида b1, a2, . . . , at для
которой существует набор (m1, r2, . . . , rt) ∈ X . В силу мини-
мальности m1 , r2 = . . . = rt = 0 . Так как m1b1 = 0 и m1 —
минимальный, то порядок b1 равен m1 .

Обозначим G1 = 〈b1〉 , а H = 〈a2, a3, . . . , at〉 . Дока-
жем, что G раскладывается в прямую сумму этих подгрупп,
т.е. G = G1 ⊕H .

1. Любой элемент g ∈ G действительно можно представить
в виде суммы элементов g1 ∈ G и h ∈ H , т.е.

G = 〈b1, a2, . . . , at〉 = 〈b1〉+ 〈a2, . . . , at〉 = G1 + H.

2. Докажем, что пересечение G1 и H содержит только ней-
тральный элемент, т.е. G1 ∩H = {0} .

Пусть y ∈ G1 ∩ H . Так как y ∈ G1 , а G1 = 〈b1〉 ,
то y = x1b1 ; причем 0 6 x1 < m1 .
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Так как y ∈ H , то y = x2a2 + . . . + xtat , следовательно
x1b1 = x2a2 + . . . + xtat , откуда x1b1 − x2a2 − . . .− xtat = 0 .

Таким образом, мы получили набор (x1, x2, . . . , xt) ∈ X ,
причем 0 < x1 < m1 ; но в силу минимальности m1 такого на-
бора в X не существует, следовательно x1 = 0 , и y1 = 0 .

Таким образом, мы доказали, что G = G1 ⊕ H . Рассмот-
рим подгруппу H = 〈a2, . . . , at〉 . Ее система образующих со-
стоит из t− 1 элемента. Заметим, что для этой группы H не
существует системы образующих из меньшего числа элементов.
К H применим индукционную гипотезу. Следовательно,

H = G2 ⊕ . . .⊕Gk ⊕Gk+1 ⊕ . . .⊕Gt,

а группа G в этом случае раскладывается в прямую сумму
следующим образом:

G = G1 ⊕H = G1 ⊕G2 ⊕ . . .⊕Gk ⊕Gk+1 ⊕ . . .⊕Gt,

где Gi , 1 6 i 6 k , имеют конечный порядок |Gi| = mi , а Gj ,
k + 1 6 j 6 t имеют бесконечный порядок. Осталось доказать,
что mi|mi+1 .

Проведем доказательство на примере i = 1 , т.е. докажем,
что m1|m2 . Рассмотрим набор (m1,m2, 0, . . . , 0) . Покажем, что
он принадлежит множеству X .

Для любого i , Gi = 〈bi〉 , m1b1 +m2b2 +0 ·b3 + . . .+0 ·bt = 0 ,
т.к. m1b1 = 0 и m2b2 = 0 , и т.к. {b1, b2, b3, . . . , bt} — система
образующих для G , то и (m1,m2, 0, . . . , 0) — набор из X .
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Разделим m2 на m1 с остатком: m2 = m1q1+r1 . Подставим
это в равенство

m1b1 + (m1q1 + r1)b2 + 0 · b3 + . . . + 0 · bt = 0;

m1(b1 + q2b2) + r1b2 + 0 · b3 + . . . + 0 · bt = 0.

Пусть b̃ = b1 + q1b2 6= 0 , т.к. {b1, b2, b3, . . . , bt} — ми-
нимальная система образующих. b1 = b̃ − q1b2 . Получили
новую систему образующих {b̃, b2, b3, . . . , bt} и новый набор
(m1, r1, 0, . . . , 0) ∈ X , но в силу минимальности m1 , r1 = 0 .

Определение. Абелева группа называется группой без
кручения, если она не имеет элементов конечного порядка.

24. Конечные абелевы группы

Основные свойства для этих групп выглядят аналогично
свойствам из предыдущего параграфа, поэтому приведем их без
доказательства.

Теорема 18. Пусть G — конечная абелева группа. То-
гда существует единственный набор целых положительных
чисел, больших единицы m1,m2, . . . , mk ∈ Z+ такой, что
G = G1 ⊕ . . . ⊕ Gk , где для любого i , Gi — циклическая груп-
па порядка m1 и m1|m2| . . . |mk , при этом порядок G равен
произведению mi : |G| = m1m2 . . .mk .

Определение. Набор (m1,m2, . . . , mk) , представленный в
предыдущей теореме, называется типом абелевой группы.
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Определение. Пусть n > 1 — целое. Разбиением чис-
ла n называется неубывающая (или невозрастающая) последо-
вательность целых положительных чисел (n1,mn, . . . , nk) , сум-
ма которых равна n .

Рассмотрим пример. Для n = 4 разбиения могут быть сле-
дующими:

4 = 1 + 1 + 1 + 1 , (1, 1, 1, 1) ;
4 = 1 + 1 + 2 , (1, 1, 2) ;
4 = 1 + 3 , (1, 3) ;
4 = 2 + 2 , (2, 2) .
Обозначим P (n) множество всех разбиений числа n .
Для n = 4 Это множество имеет вид
P (4) = {(1, 1, 1, 1); (1, 1, 2); (1, 3); (2, 2)} .
Утверждение. Существует взаимно-однозначное соот-

ветствие между всеми неизоморфными абелевыми группами
порядка pn , где p — простое число и множество разбиений
числа n .

Это утверждение можно сформулировать другим образом.

Утверждение. Число неизоморфных абелевых групп по-
рядка pn равно числу разбиений числа n .

Рассмотрим все неизоморфные между собой абелевы груп-
пы порядка 23 . Для этого запишем для каждой из них тип и
определим, какой цепочке прямых сумм Zmi

она соответствует.
В первую очередь выпишем все разбиения числа 3:
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3 = 3 ; 3 = 1 + 2 ; 3 = 1 + 1 + 1 .
Таким образом, P (3) = 3 , т.е. существует три неизоморф-

ные абелевы группы порядка 23 . И три их различных типа раз-
биения выглядят следующим образом:

(23) ≈ Z8 ; (2, 22) ≈ Z2 ⊕ Z4 ; (2, 2, 2) ≈ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 .

Определение. Пусть G — конечная группа |G| = m · pn ,
(p,m) = 1 . Если S ⊂ G — подгруппа группы G и |S| = pn ,
то S называется силовской подгруппой группы G .

Если H ⊂ G — подгруппа группы G и |H| = pα , то H

называется примарной подгруппой (или p -подгруппой) груп-
пы G .

Теорема 19. Пусть A — конечная абелева группа и
|A| = pn1

1 pn2
2 . . . pnk

k . Тогда A раскладывается в прямую сумму
своих силовских подгрупп, и это разложение единственное.

Следующая теорема дает ответ на вопрос о количестве
неизоморфных абелевых групп порядка m .

Теорема 20. Пусть m = pn1
1 pn2

2 . . . pnk
k . Тогда число всех

неизоморфных абелевых групп порядка m равно

k∏
j=1

|P (nj)|.

Рассмотрим пример, в котором выпишем все неизоморф-
ные абелевы группы порядка m = 360 . Найдем каноническое
разложение числа 360 :
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360 = 23 · 32 · 5 ;
|P (3)| = 3 ;
|P (2)| = 2 ;
|P (1)| = 1 ,
Их произведение 3 · 2 · 1 = 6 , т.е. существует шесть неизо-

морфных абелевых групп порядка 360 . Каждой соответствует
своя комбинация разложений 2, 3 и 1 . В этом случае вначале
рассмотрим цепочки прямых сумм Zmi

, а затем для каждой из
них определим тип.

H1 ≈ Z8 ⊕ Z9 ⊕ Z5 ;
H2 ≈ Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z9 ⊕ Z5 ;
H3 ≈ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z9 ⊕ Z5 ;
H4 ≈ Z8 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5 ;
H5 ≈ Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5 ;
H6 ≈ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z5 .
Для того, чтобы каждой Hi определить тип, вспомним, что

если (m1,m2, . . . , mk) — тип группы, то m1|m2| . . . |mk .
Для H1 ≈ Z8⊕Z9⊕Z5 ≈ Z360 , т.к. (8, 9, 5) = 1 , т.е. тип 360 .
Для H2 ≈ Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z9 ⊕ Z5 ≈ Z2 ⊕ Z180 , тип (2, 180) .
Для H3 ≈ Z2⊕Z2⊕Z2⊕Z9⊕Z5 ≈ Z2⊕Z2⊕Z90 , тип (2, 2, 90) .
Для H4 ≈ Z8 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5 ≈ Z3 ⊕ Z120 , тип (3, 120) .
Для H5 ≈ Z2⊕Z4⊕Z3⊕Z3⊕Z5 ≈ Z6⊕Z60 , тип (2, 2, 90) .
Для H6 ≈ Z2⊕Z2⊕Z2⊕Z3⊕Z5 ≈ Z2⊕Z6⊕Z30 , тип (2, 6, 30) .

Упражнение 84. Выпишите все неизоморфные абелевы
группы порядка m = 250 .
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