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r (x, y, z) ,Æ�½EÃ�¿�ºz·6ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�¸
υ (u, υ, w) ,

À�¶SÆzÉ�½E»�¸P½
p (r, t) ,

Å�É�ºz¿�»Pº�ÄE¿�Ú%Ñ�¸�ÀPÃ�º�ÄE¿�¸
ρ (r, t) ,¿�½EÅ�É�ºzÆ�¶SÍßØ�»P½E·�Ô�¸�Íf»�¶Õ½�ÀP¸�»�¸�¹�Öf¾/¶zÄ�ÄE¼

Q (r, t) ,
Æ�»P½EÁ6»�¸�ÒãÔ�·�¶SÆ�¸�¿�¶S¹�¸Pºz»�»�¼"Ò

ÅPºz¿�½E»�¹�¸�¶�É
ϕe (r, t) ,

Ô�·�¶SÆ�¸�¿�¶S¹�¸Pºz»�»�¶SÍ�ÅPº�ÄE¿�º;Í�»�»�¶SÍ
G.e3·�¸�Ä�º�ÄE¿�¶SÆzÉ�½E»�¸�¸�É�¶SÔ�·�¶S»�Ñ�¸�¶S»�¶�Ã�¸�»P½E¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�Ö�ÏáØ�»P½E·�Ô�¸�Ï,ÄsÉ�½�ÀPÖ�½E¿�Ìz·�¶S¿�Ú�Ä

º�ÀP»�¸P¾ÇÈ�»�¶SÃ�º�¾"Ð/¶�¿�½EÅ�É�ºzÆ�Ö�Ïi¸lÔ�·�¶SÆ�¸�¿�¶S¹�¸Pºz»�»�Ö�Ï�Ð^Ã�¶SÃÕ·�¶SÈ�»PºzÆ�¸�ÀP»Pº�ÄE¿�¸ÜÅPºz¿�½E»�Ù
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dm = ρ · dxdydz. åý:�<C:�ç
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Ô�¸�¸�Ð�Ã�ºz¿�ºz·�¶SÍWº�ÌzÖ�ÄsÉ�ºzÆzÉ�½E»�¶ Ä;¶z¾-ºzÔ�·�¶SÆ�¸�¿�¶S¹�¸P½EÒÝ¸WºzÅ�¸PÄE¼"Æ�¶z½E¿�Ä�ÍKÀPÆ�ºzÒ�»�¼@¾f¸�»�¿�½�Ù
Ô�·�¶�É�º�¾ÕÅPº6¾/¶zÄ�Ä�½�<�e3·�¸ º�Ì�ºzÈ�»�¶�ÊP½E»�¸�¸NÆ�¿�ºz·PºzÔ;º�Ø�É�½�¾-½E»�¿�¶�¾/¶zÄ�ÄE¼f¸ Ä�º�ºz¿�Æ�½E¿�ÄE¿�Æ�Ö�Ù
Ï%Û�½EÔ;º6·�¶�ÀP¸�Ö�Ä;¶�ÙþÆ�½EÃ�¿�ºz·�¶�ÊP½E·P½EÈ

m′ ¸
r
′ ¸�¿�ºzÔ;ºzÆ�¼"ÒNÅ�·Pºz¸�»�¿�½EÔ�·�¸�·PºzÆ�¶S»�»�¼"Ò�É�¶�Ù

Ô�·�¶S»�Ñ�¸�¶S»�Ð�¶6¿�ºzÊ�»P½�½1À�½EÒPÄE¿�Æ�¸P½1ÅPº�ê�¶z¾^¸�ÉPÚ�¿�ºz»�Ö�Ð�Æ�¼"Ô�ÉPÍ�ÀP¸�¿I¿�¶SÃ�û

S =

∫ {∫ [
1

2

(
dx

dt

)2

+
1

2

(
dy

dt

)2

+
1

2

(
dz

dt

)2

−Q (ρ) + ϕ

]
dm+

+
G

2

∫∫
dmdm′

|r − r
′|

}
dt.
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e3·PºzÆ�½E·�¸P¾ÿ¿�½EÅP½E·�ÚPÐ6Ê�¿�ºÇÆ�¶S·�Ú�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½f¸�»�¿�½EÔ�·�¶�É�¶ åý:�< 8�çWÀ�½EÒPÄE¿�Æ�¸�¿�½�ÉPÚ�»Pº
Å�·�¸�Æ�º�ÀP¸�¿×ÃÕ¸�È�Æ�½�ÄE¿�»�¼@¾,Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Í�¾ÇÀPÆ�¸�Ñ6½E»�¸�ÍÜ¸�À�½;¶�ÉPÚ�»PºzÒÜÑ�¸�ÀPÃ�º�ÄE¿�¸�<�e3·�¸
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Ø�¿�º�¾"Ð�Ã�¶SÃN¸�ÄsÉ�½�À�ºzÆ�¶�É�º�º;Ñ�¸�À�¶S¿�ÚPÐ�ÌzÖzÀ�½E¿�Î1¸�Ô�Ö�·�¸�·PºzÆ�¶S¿�Ú�¸NÆ�»�Ö�¿�·P½E»�»�¸�Ò�Ô�·�¶SÆ�¸�Ù
¿�¶S¹�¸Pºz»�»�¼"Ò×ÅPºz¿�½E»�¹�¸�¶�É

ϕi = G
∫ dm′

|r − r
′|
Ð�¿�¶SÃWÊ�¿�º]ÅPº�ÉP»�¼"Ò×Ô�·�¶SÆ�¸�¿�¶S¹�¸Pºz»�»�¼"Ò

ÅPºz¿�½E»�¹�¸�¶�ÉKÌzÖzÀ�½E¿�·�¶SÆ�½E»

Φ = ϕe +G

∫
dm′

|r− r
′| ,

åý:�< B�ç

¶6¿�¶SÃ�Ñ6½+¸PÄEÅPº�ÉPÚ�È�Ö�½E¿�Ä�Í�¿�½E·P¾-º�ÀP¸�»�¶z¾^¸�ÊP½�ÄEÃ�º�½�Ä�º�ºz¿�»PºzÁ�½E»�¸P½

dQ

dρ
=

p

ρ2
.

åý:�< D�ç

(1¾-½E»�»Pº�ÅPº�ÉPÖ�Ê�¶z½�¾

δS =

∫∫ [
dx

dt

(
δ
dx

dt

)
+
dy

dt

(
δ
dy

dt

)
+
dz

dt

(
δ
dz

dt

)
− p

ρ2
δp− δΦ

]
dmdt.
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aÓÉP¸�»P½EÒ�»Pº�¾ÕÅ�·�¸PÌSÉP¸�Ñ6½E»�¸�¸�ÐPÃ�ºz¿�ºz·Pº�½1¾^¼fÈEÀ�½�ÄEÚ�¸PÄEÅPº�ÉPÚ�È�Ö�½�¾ÓÅ�·�¸ ºzÅ�¸PÄ;¶S»�¸�¸
Æ�¸�·�¸�¶�ÉPÚ�»�¼�Ë�ÅP½E·P½�¾-½EÛ�½E»�¸�Ò�Ð Æ�¶S·�¸�¶S¹�¸�Í�ÅPº�ÉP»PºzÔ;º3ÅPºz¿�½E»�¹�¸�¶�É�¶

δΦ,
Ã�¶SÃ6É�½EÔ�Ã�º%Æ�¸�Ù

À�½E¿�ÚPÐ�Æ�ºzÈ�»�¸�Ã�¶z½E¿]¿�º�ÉPÚ�Ã�º]È�¶�ÄEÊP½E¿]Ä�¾-½EÛ�½E»�¸�Í)Ê�¶zÄE¿�¸�¹�¼áÆIÖ�Ñ6½&È�¶�À�¶S»�»Pº�¾àÅPº�É�½�Ä
ÅPº�ÉP»�¼@¾ÜÅPºz¿�½E»�¹�¸�¶�É�º�¾Çåý:�< B�ç�Ð�¿�º�½�ÄE¿�Ú

δΦ =
∂Φ

∂x
δx+

∂Φ

∂y
δy +

∂Φ

∂z
δz.
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�/É�º;Ñ�»P½�½�º�Ì�ÄE¿�ºz¸�¿NÀ�½�É�ºNÄ�Æ�¶S·�¸�¶S¹�¸�Í�¾^¸ÕÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�½EÒ�<_./ÄsÉP¸lÄ�¾-½EÛ�½E»�¸P½�Ã�º�ºz·�Ù
ÀP¸�»�¶S¿

(δx, δy, δz)
Ö�»�¶zÄ�È�¶�À�¶z½E¿�Ä�Í�Ã�¶SÃ]Î1Ö�»�Ã�¹�¸�ÍIÄ;¶z¾^¸�ËIÃ�º�ºz·�ÀP¸�»�¶S¿

(x, y, z)
¸

Æ�·P½�¾-½E»�¸
t
Ð	¿�ºNÅ�·�¸�·�¶SÛ�½E»�¸P½�ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�¸lÅPº�ÄEÆ�º�½�¾^ÖÝÄ�¾^¼@ÄsÉPÖÝÅ�·PºzÅPºz·�¹�¸Pºz»�¶�ÉPÚ�»Pº

Æ�½EÃ�¿�ºz·�»PºzÒK·�¶SÈ�»Pº�ÄE¿�¸WÄ�¾-½EÛ�½E»�¸�ÒWº�ÀP»PºzÒK¸�¿�ºzÒ)Ñ6½6Ê�¶zÄE¿�¸�¹�¼+Ð�¸P¾-½EÏ%Û�½EÒ)·�¶SÈ�»�¼@½
ÅPº�É�º;Ñ6½E»�¸�Í�Æ1¾-º�¾-½E»�¿�¼

t
¸
t+dt.

> Ã�¶SÈ�¶S»�»Pº�½�·�¶SÈEÉP¸�Ê�¸P½"»�¶�Ë�º�ÀP¸�¿+ÄEÆ�ºzÏß¶S»�¶�É�ºSÙ
Ô�¸�ÏãÆ�Ä�ºzÅPº�ÄE¿�¶SÆzÉ�½E»�¸�¸]É�ºzÃ�¶�ÉPÚ�»PºzÒ ¸ ÄE¿�ºzÃ�Ä�ºzÆ�ºzÒ Å�·Pºz¸�È�Æ�º�ÀP»�¼�Ë	<P�_¶SÃ�ºzÒ ÅPº�À�Ë�º�À�¸
ÄE¿�¶S»PºzÆ�¸�¿�Ä�Í Æ�ºzÈ;¾-º;Ñ�»�¼@¾ÓÆ�·P½EÈ�ÖzÉPÚ�¿�¶S¿�½3À�½�Î+ºz·P¾/¶S¹�¸�¸ Æ�Ä�½EÔ;º�Å�·Pº�ÄE¿�·�¶S»PÄE¿�Æ�¶�Æ�¾-½�Ù
ÄE¿�½+Ä3¿�·�¶z½EÃ�¿�ºz·�¸�Í�¾^¸�Ê�¶zÄE¿�¸�¹�¸ ¸�Ë ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�Í�¾^¸�<�e1º�ÉPÖ�Ê�¶z½�¾

δ
dx

dt
=

∂

∂t
δx+ u

∂

∂x
δx+ v

∂

∂y
δx+ w

∂

∂z
δx;

δ
dy

dt
=

∂

∂t
δy + u

∂

∂x
δy + v

∂

∂y
δy + w

∂

∂z
δy;

δ
dz

dt
=

∂

∂t
δz + u

∂

∂x
δz + v

∂

∂y
δz + w

∂

∂z
δz.
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$+¶SÃ�ºz»P½E¹�Ð	Æ�ºzÈ;¾^Ö�Û�½E»�¸P½�Å�É�ºz¿�»Pº�ÄE¿�¸×ºzÅ�·P½�À�½�ÉPÍ�½E¿�Ä�ÍÝ¸�È�Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸�ÍW»P½E·�¶SÈ�·�¼"Æ�»PºSÙ
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¾-½E¿�·�¸�ÊP½�ÄEÃ�º�¾iÅPº�À�Ë�º�À�½KÀ�º�ÉPÑ�»PºÓ·�¶zÄ�Ä�¾/¶S¿�·�¸�Æ�¶S¿�Ú�Ä�ÍãÃ�¶SÃãº�ÀP»PºÕ¸�ÈKÈ�¶�À�¶SÆ�¶z½�¾^¼�Ë
Ö�ÄsÉ�ºzÆ�¸�Ò�û

δρ = −ρ
(
∂δx

∂x
+
∂δy

∂y
+
∂δz

∂z

)
.

åý:�< ��ç

aà¸�¿�ºzÔ;½�ÐPÄ1Ö�ÊP½E¿�º�¾ãåý:�<C:�ç�Ð

δS =

∫∫ ∫∫ [
ρu

(
∂

∂t
δx+ u

∂

∂x
δx+ v

∂

∂y
δx+ w

∂

∂z
δx

)
+

+ρv

(
∂

∂t
δy + u

∂

∂x
δy + v

∂

∂y
δy + w

∂

∂z
δy

)
+

+ρw

(
∂

∂t
δz + u

∂

∂x
δz + v

∂

∂y
δz + w

∂

∂z
δz

)
+

+p

(
∂

∂x
δx+

∂

∂y
δy +

∂

∂z
δz

)
−

−ρ
(
∂Φ

∂x
δx+

∂Φ

∂y
δy +

∂Φ

∂z
δz

)]
dxdydzdt.

åý:�< ��ç

? ÉPÍÇÅ�·PºzÆ�½E·�Ã�¸jÖ�ÄsÉ�ºzÆ�¸�Ò,º�Ìz·�¶SÛ�½E»�¸�Í åý:�< ��çNÆf»�ÖzÉPÚß¾^¼ÿº�Ìz¼"Ê�»�¼@¾ÞÅ�Ö�¿�½�¾
¸�È;Ì�¶SÆzÉPÍ�½�¾-Ä�Íã¸�»�¿�½EÔ�·�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½�¾iÅPºÕÊ�¶zÄE¿�Í�¾iºz¿ÓÊ�É�½E»PºzÆÜÄKÅ�·Pºz¸�È�Æ�º�ÀP»�¼@¾^¸ÂÅPº
x, y, z, t,

¸�Ô�»Pºz·�¸�·�Ö�ÍÝÔ�·�¶S»�¸�Ê�»�¼@½IÊ�É�½E»�¼+Ð�½�ÄsÉP¸×Ñ�¸�ÀPÃ�º�ÄE¿�Ú)È�¶SÅPº�ÉP»�Í�½E¿�Æ�Ä�½�Å�·PºSÙ
ÄE¿�·�¶S»PÄE¿�Æ�º�<�å aÇÅ�·Pºz¿�¸�Æ�»Pº�¾ãÄsÉPÖ�Ê�¶z½�ÅPºzÅ�Ö�¿�»Pº]ÅPº�ÉPÖ�Ê�¶SÏ%¿�Ä�ÍWÖ�ÄsÉ�ºzÆ�¸�ÍW»�¶]ÄE¿�½E»�Ã�¶�Ë
¸�ÉP¸�ÄEÆ�º�Ì�º�ÀP»�¼�ËNÔ�·�¶S»�¸�¹�¶�Ë	< ç�e1º�ÉPÖ�Ê�¶z½�¾ÜÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Í]ÀPÆ�¸�Ñ6½E»�¸�ÍNÆ�¸�À�¶

∂

∂t
(ρ u) +

∂

∂x

(
ρ u2

)
+

∂

∂y
(ρ uv) +

∂

∂z
(ρ uw) +

∂ p

∂x
− ρ

∂Φ

∂x
= 0.

åý:�<C:;9�ç

e3·�¸lÀP¸PÎ+Î+½E·P½E»�¹�¸�·PºzÆ�¶S»�¸�¸ÕÅ�·Pºz¸�È�Æ�½�À�½E»�¸�ÒÜÆ�É�½EÆ�ºzÒÕÊ�¶zÄE¿�¸Ó¾^¼bÅPº�ÄsÉ�½�À�ºzÆ�¶�Ù
¿�½�ÉPÚ�»PºIÆ�¼�À�½�ÉPÍ�½�¾àÄ�º�¾^»Pº;Ñ�¸�¿�½�ÉP¸

ρ, ρ u, ρ v, ρw
<�� º�Ìz·�¶SÆ�Ê�É�½E»�¼áÄ+Å�·PºSÙ

¸�È�Æ�º�ÀP»�¼@¾^¸Âºz¿Ó»�¸�Ë	Ð Æ�¸�ÀP¸P¾"Ð�Ê�¿�ºÓÄ�ºzÆ�ºzÃ�Ö�Å�»Pº�ÄE¿�ÚÓØ�¿�¸�ËfÊ�É�½E»PºzÆÜº�Ìz·�¶SÛ�¶z½E¿�Ä�ÍßÆ
»�ÖzÉPÚ�Æ�ÄE¸�ÉPÖIÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Í]»P½E·�¶SÈ�·�¼"Æ�»Pº�ÄE¿�¸�ÐPÃ�ºz¿�ºz·Pº�½+Ä�½EÒ�Ê�¶zÄ�Ð�Æ�ºz¿;ÉP¸�Ê�¸P½+ºz¿�åý:�< ��ç�Ð
»�¶�À�É�½EÑ�¸�¿�Ìz·�¶S¿�Ú�Æ�Ø�Ò�É�½E·PºzÆ�ºzÒ)Î+ºz·P¾-½�û

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρ u) +

∂

∂y
(ρ v) +

∂

∂z
(ρw) = 0.

åý:�<C:�:�ç

#%ÄE¿�¶SÏ%¿�Ä�ÍNº�Ìz¼"Ê�»�¼@½+Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Í Ô�¸�ÀP·Pº�ÀP¸�»�¶z¾^¸�Ã�¸�û

∂ u

∂t
+ u

∂ u

∂x
+ v

∂ u

∂y
+ w

∂ u

∂z
= −1

ρ

∂ p

∂x
+
∂Φ

∂x
,

åý:�<C:;8�ç

¸�¶S»�¶�É�ºzÔ�¸�Ê�»Pº�À�ÉPÍ]ÀPÆ�Ö�Ë�ÀP·�Ö�Ô�¸�Ë]Ã�º�¾^ÅPºz»P½E»�¿S<



8�� � <se�<P21ºz»�ÀP·�¶S¿�Ú�½EÆ@Ð�a3<s�6<���»�¿�ºz»PºzÆ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<^=,:

ì�� î
	 ±�²��z³/´��²�ù�µ_ù�ú�²�ó��
a�½�ÄEÚ�¾/¶+»�¶SÔ�ÉPÍ�ÀP»Pº&Å�·Pº�À�½�¾-ºz»PÄE¿�·�¸�·PºzÆ�¶S¿�ÚI¾-½E¿�·�¸�ÊP½�ÄEÃ�¸�Ò ¾-½E¿�º�À]»�¶&Ì�½�Ä�ÄE¿�º�ÉPÃ�Ù

»PºzÆ�¸�¿�½�ÉPÚ�»�¼�ËNÈ�Æ�½EÈEÀP»�¼�ËNÄE¸PÄE¿�½�¾/¶�Ë	<�#�Å�Í�¿�Ú�¸PÄsË�º�ÀP¸P¾Ü¸�È+»P½EÃ�ºz¿�ºz·PºzÔ;ºIÄ�º�ÄE¿�º;Í�»�¸�Í
Ã�¶SÃ�º�ÄE»PºzÆ�»PºzÔ;º�Ð�Ë�¶S·�¶SÃ�¿�½E·�¸�È�Ö�½�¾-ºzÔ;º�Ä�½EÒ�Ê�¶zÄ+Î&¶SÈ;ºzÆ�ºzÒ Å�É�ºz¿�»Pº�ÄE¿�Ú�Ï

f (x, y, z, u, v, w, t) .

� ¾-½EÛ�½E»�¸P½�Ê�¶zÄE¿�¸�¹�¼
(δx, δy, δz)

¿�¶SÃ�Ñ6½%È�¶SÆ�¸PÄE¸�¿�ºz¿6Ä�½�¾^¸I¿�º�ÉPÚ�Ã�º6Ê�¿�º6Î1¸�Ô�Ö�·�¸�Ù
·PºzÆ�¶SÆ�Á6¸�Ë6¶S·�Ô�Ö�¾-½E»�¿�ºzÆP<S��»�¶�É�ºzÔ�¸�Ê�»Pº6åý:�< ��ç�»�¶�Ë�º�ÀP¸P¾)Æ"ÉP¸�»P½EÒ�»Pº�¾�Å�·�¸PÌSÉP¸�Ñ6½E»�¸�¸
¸�È;¾-½E»P½E»�¸P½&ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�¸�Å�·�¸NÆ�¸�·�¿�Ö�¶�ÉPÚ�»Pº�¾äÄ�¾-½EÛ�½E»�¸�¸

δu =
∂δx

∂t
+ u

∂δx

∂x
+ v

∂δx

∂y
+ w

∂δx

∂z
+
∂Φ

∂x

∂δx

∂u
+
∂Φ

∂y

∂δx

∂v
+
∂Φ

∂z

∂δx

∂w

å 8�<C:�ç

¸W¿S<�À�<�e3·�¸×Ä�º�ÄE¿�¶SÆzÉ�½E»�¸�¸×Æ�¶S·�¸�¶S¹�¸�¸ÝÉ�¶SÔ�·�¶S»�Ñ�¸�¶S»�¶ Æ À�¶S»�»Pº�¾ãÄsÉPÖ�Ê�¶z½�ºz¿�Å�¶�À�¶�Ù
½E¿�º�Ä�º�Ì�¶SÍ���¿�½EÅ�É�ºzÆ�¶SÍ��]Ø�»P½E·�Ô�¸�ÍÕå Ä�¾"<�Æ�¼"Á�½+Å�·�¸P¾-½E·)¸�È6Ô�¸�ÀP·Pº�ÀP¸�»�¶z¾^¸�Ã�¸�ç�Ð�Ö�Ñ6½
ÆzË�º�ÀPÍ�Û�¶SÍ Æ�Ã�¸�»P½E¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�Ö�ÏáØ�»P½E·�Ô�¸�Ïjºz¿;À�½�ÉPÚ�»�¼�ËNÈ�Æ�½EÈEÀ�ÐP¸ ¿�ºzÔ�À�¶�º�ÄE¿�¶z½E¿�Ä�Í

δS =

∫∫∫ [(
∂δx

∂t
+ u

∂δx

∂x
+ v

∂δx

∂y
+ w

∂δx

∂z
+
∂Φ

∂x

∂δx

∂u
+

+
∂Φ

∂y

∂δx

∂v
+
∂Φ

∂z

∂δx

∂w

)
u+ · · · + ∂Φ

∂x
δx+

∂Φ

∂y
δy +

∂Φ

∂z
δz

]
dtdm,

Ô�À�½�»P½EÖ�Ã�¶SÈ�¶S»�»�¼@½�Í�Æ�»Pº�Ê�É�½E»�¼ ºz¿;ÉP¸�Ê�¶SÏ%¿�Ä�ÍÓºz¿)Æ�¼"Å�¸PÄ;¶S»�»�¼�ËlÈ�¶z¾-½E»PºzÒ
δx

»�¶
δy

¸�ÉP¸N»�¶
δz
ÐP¶

u
»�¶

v
¸�ÉP¸N»�¶

w
Ð�Ø�É�½�¾-½E»�¿IÑ6½+¾/¶zÄ�ÄE¼ã·�¶zÄEÃ�·�¼"Æ�¶z½E¿�Ä�Í�Ã�¶SÃ

dm = f dx dy dz du dv dw.
å 8�< 8�ç

#%Ìz¼"Ê�»Pº�½+Æ�¶S·�Ú�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½+ÅPº
δx

Æ�½�À�½E¿�¿�ºzÔ�À�¶�Ã

∂

∂t
(fu) +

∂

∂x

(
fu2

)
+

∂

∂y
(fuv) +

∂

∂z
(fuw) +

∂

∂u

(
fu
∂Φ

∂x

)
+

+
∂

∂v

(
fu
∂Φ

∂y

)
+

∂

∂w

(
fu
∂Φ

∂z

)
− f

∂Φ

∂x
= 0,

Ê�¿�º6ÅPº�ÄsÉ�½1Ä�ºzÃ�·�¶SÛ�½E»�¸�Í]»�¶
u
ÄEÆ�º�ÀP¸�¿�Ä�Í Ã]¸�È�Æ�½�ÄE¿�»Pº�¾^Ö�Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Ï � º�ÉPÚ�¹P¾/¶S»�¶

å ÄEÆ�Í�È�¶S»�»Pº�¾^Ö]Ê�¶zÄE¿�º�¿�¶SÃ�Ñ6½+Ä1¸P¾-½E»�¶z¾^¸Ng1¸�Ö�Æ�¸�É�ÉPÍ ¸�ÉP¸�a�É�¶zÄ�ºzÆ�¶�ç�û

∂f

∂t
+ u

∂f

∂x
+ v

∂f

∂y
+ w

∂f

∂z
+
∂Φ

∂x

∂f

∂u
+
∂Φ

∂y

∂f

∂v
+
∂Φ

∂z

∂f

∂w
= 0.

å 8�< B�ç

(3»�¿�½E·P½�ÄE»Pº�Ð	Ê�¿�º�ÃK¿�¶SÃ�º�¾^Ö)Ñ6½�·P½EÈ�ÖzÉPÚ�¿�¶S¿�ÖKÆ�½�À�½E¿ ¸KÆ�¶S·�Ú�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½�ÅPº
δy

¸�ÉP¸
ÅPº

δz
<



')½E¿�º�À)¾-½E¿�·�¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÒ)Æ�¶S·�¸�¶S¹�¸�¸l<�<�< 8��
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<^=,:

a)À�¶S»�»PºzÒ&È�¶�À�¶�ÊP½/·�¶SÈ�»�¸�¹�Ö1Æ"ÅPº�À�Ë�º�À�½ Æ@ÄE·�¶SÆ�»P½E»�¸�¸�Ä-Ô�¸�ÀP·Pº�ÀP¸�»�¶z¾^¸�Ã�ºzÒ�¾-º;Ñ�Ù
»Pº�ÅPº;Í�ÄE»�¸�¿�ÚWÄsÉ�½�ÀPÖ�Ï%Û6¸P¾Çº�Ìz·�¶SÈ;º�¾"<^a,È�Æ�½EÈEÀP»�¼�ËlÄE¸PÄE¿�½�¾/¶�ËlÅ�·�¶SÃ�¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�¸Õ»P½E¿
ÄE¿�º�ÉPÃ�»PºzÆ�½E»�¸�Ò�Ð ¸ä¿�·�¶z½EÃ�¿�ºz·�¸�¸fºz¿;À�½�ÉPÚ�»�¼�ËäÈ�Æ�½EÈEÀf¾-º;Ñ�»Pºl¾^¼@ÄsÉ�½E»�»PºÕÄ�¾-½EÛ�¶S¿�Ú
»P½EÈ�¶SÆ�¸PÄE¸P¾-º º�ÀP»�Ö�ºz¿IÀP·�Ö�Ô;ºzÒ�<�aÂº�Ìz¼"Ê�»Pº�¾àÑ6½6Ôx¶SÈ;½&Ø�¿�º�Å�·�¸�Æ�½�É�º]Ìz¼ÇÃKºz¿�·�¼"Æ�Ö
ÀP·�Ö�Ô1ºz¿6ÀP·�Ö�Ôx¶&¿�·�¶z½EÃ�¿�ºz·�¸�Ò�ÄE¿�¶�ÉPÃ�¸�Æ�¶SÏ%Û6¸�Ë�Ä�Í Ê�¶zÄE¿�¸�¹�é�ÅPºzØ�¿�º�¾^Ö�¿�¶z¾×À�ºzÅ�Ö�ÄE¿�¸P¾
¿�º�ÉPÚ�Ã�º%Ì�º�É�½�½/Ö�È�Ã�¸�Ò&Ã�É�¶zÄ�Ä/Ä�¾-½EÛ�½E»�¸�Ò&¹P½�É�º�ÄE¿�»�¼�Ë&Ô�¸�ÀP·Pº�ÀP¸�»�¶z¾^¸�ÊP½�ÄEÃ�¸�Ë6Ø�É�½�¾-½E»�Ù
¿�ºzÆP<�e1º1¿�º�¾^Ö�Ñ6½�º�Ìz·�¶SÈ�¹�Ö�Ð�Ê�¿�º1¸IÆ1À�¶S»�»Pº�¾×Å�Ö�»�Ã�¿�½�Ð�Æ�¼"Æ�º�ÀP¸�¿�Ä�ÍIØ�Æ�º�ÉPÏ%¹�¸Pºz»�»Pº�½
Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸P½%À�ÉPÍ Ì�½�Ä�ÄE¿�º�ÉPÃ�»PºzÆ�¸�¿�½�ÉPÚ�»PºzÒKÅ�É�¶SÈ;¾^¼ãÄ3¸�È;¾-½E»P½E»�¸P½�¾Ó¿�º�ÉPÚ�Ã�º�»�¶SÅ�·�¶SÆzÙ
É�½E»�¸�ÍNÄE¸�ÉNÀ�¶�ÉPÚ�»Pº�À�½EÒPÄE¿�Æ�¸�Í	<

ì
��î °�ù��_ñ�ó%ñ��Eò�ú�²�õ-ö�´��²�±�µ_ð_µ_ò�õ-ö�´��²Nù�ñ�ñ�ú�´_ñ��W²�´_µ��
e3·�¸PÌSÉP¸�Ñ6½E»�»�¼@½WÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸�ÍàØ�Æ�º�ÉPÏ%¹�¸�¸fÅPº�ÉPÖ�Ê�¶S¿�Ä�Í	Ð"½�ÄsÉP¸

δx, δy, δz
ÄEÊ�¸�Ù

¿�¶S¿�Ú3»P½ Å�·Pºz¸�È�Æ�º�ÉPÚ�»�¼@¾^¸�Î1Ö�»�Ã�¹�¸�Í�¾^¸�Ðz¶�Æ�¼@Ìz·�¶S»�»�¼@¾^¸�¸�È Ã�ºz»�Ã�·P½E¿�»PºzÔ;º1Ã�É�¶zÄ�Ä;¶�Ð
Ã�ºz¿�ºz·�¼"ÒÝ¾^¼áÎ+ºz·P¾^¸�·�Ö�½�¾ä¸�È�Ì�º�É�½�½�¸�ÉP¸K¾-½E»P½�½6Å�·�¶SÆzÀ�ºzÅPº�À�º�Ìz»�¼�ËWÎ1¸�È�¸�ÊP½�ÄEÃ�¸�Ë
Ä�º�º�Ìz·�¶SÑ6½E»�¸�Ò�<�aÇÊ�¶zÄE¿�»Pº�ÄE¿�¸�Ð�À�ÉPÍ)Ñ�¸�ÀPÃ�¸�ËÝÄ;¶z¾-ºzÔ�·�¶SÆ�¸�¿�¸�·�Ö�Ï%Û6¸�ËWÃ�ºz»PÎ1¸�Ô�Ö�·�¶�Ù
¹�¸�ÒNÆ�º�¾^»PºzÔ�¸�ËNÄsÉPÖ�Ê�¶SÍ�Ë Ã�¶SÑ6½E¿�Ä�ÍNÅ�·�¸P½�¾_É�½�¾^¼@¾ÜÉP¸�»P½EÒ�»�¼"Ò�È�¶SÃ�ºz»

δx = α11x+ α12y + α13z;

δy = α21x+ α22y + α23z;

δz = α31x+ α32y + α33z,

å B�<C:�ç

Ô�À�½1Ã�ºzØ;Î+Î1¸�¹�¸P½E»�¿�¼
αi j

È�¶SÆ�¸PÄ�Í�¿I¿�º�ÉPÚ�Ã�ºIºz¿�Æ�·P½�¾-½E»�¸�<
��ºzÔ�À�¶�Ð�Ä�ºzÔ�É�¶zÄE»Pº)åý:�< ��ç�ÐP¸P¾-½�½�¾

δ
dx

dt
= α̇11x+ α̇12y + α̇13z + α11u+ α12v + α13w

¸]¿S<�À�<CÐ�¿�ºzÊ�Ã�¶6ºzÈ�»�¶�Ê�¶z½E¿�ÀP¸PÎ+Î+½E·P½E»�¹�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½3ÅPº
t
<�aáåý:�< A�ç-À�¶�É�½�½3ÅPº�À�ÄE¿�¶SÆzÉPÍ�Ù

½�¾"ÐPÄ�ºzÔ�É�¶zÄE»Pº)åý:�< ��ç�Ð
δρ = − (α11 + α12 + α13) ρ,

å B�< 8�ç
¶6Æ�½�ÉP¸�Ê�¸�»PºzÒ�¸�È;¾-½E»P½E»�¸�ÍNÔ�·�¶SÆ�¸�¿�¶S¹�¸Pºz»�»PºzÒ)Ø�»P½E·�Ô�¸�¸)ºzÃ�¶SÈ�¼"Æ�¶z½E¿�Ä�Ílå Ä�¾"<�åý:�< 8�çsç

δ
G

2

∫∫
dmdm′

|r − r′| =
G

2

∫∫
dmdm′

√ ∑
x,y,z

(x+ δx− x′ − δx′)2
−

−G
2

∫∫
dmdm′

√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

≈

≈ G

2

∫∫
∑

x,y,z

(x− x′) (δx− δx′)

|r − r′|3
dmdm′ = −G

2

∫∫
K

|r − r′|3
dmdm′,

å B�< B�ç



B�9 � <se�<P21ºz»�ÀP·�¶S¿�Ú�½EÆ@Ð�a3<s�6<���»�¿�ºz»PºzÆ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<^=,:

Ô�À�½1Æ�Æ�½�À�½E»�¶�Ã�Æ�¶�ÀP·�¶S¿�¸�Ê�»�¶SÍ�Î+ºz·P¾/¶

K = α11

(
x− x′

)2
+ α22

(
y − y′

)2
+ α33

(
z − z′

)2
+

+(α12 + α21)
(
x′ − x

) (
y′ − y

)
+ (α13 + α31)

(
x′ − x

) (
z′ − z

)
+

(α23 + α32)
(
y′ − y

) (
z′ − z

)
.

(3»�¿�½EÔ�·�¶�ÉP¼+ÐzÆzË�º�ÀPÍ�Û6¸P½ Å�·�¸�·�¶zÄEÅ�¸PÄE¼"Æ�¶S»�¸�¸
K
Æ%Å�·�¶SÆ�Ö�ÏÜÊ�¶zÄE¿�Ú�å B�< B�ç�ÐS¾-º;Ñ�Ù

»Pº&»P½�ÄEÃ�º�ÉPÚ�Ã�º�Ö�Å�·Pº�ÄE¿�¸�¿�Ú�È�¶&ÄEÊP½E¿�¸PÄEÅPº�ÉPÚ�È;ºzÆ�¶S»�¸�ÍNÄE¸P¾-¾-½E¿�·�¸�¸Nº�Ì�½E¸�Ë�¿�·Pº�½EÃ]Ã�ºSÙ
ºz·�ÀP¸�»�¶S¿Pû

1

2

∫∫
(x′ − x)2

|r − r′|3
dmdm′ =

1

2

∫∫
x′ (x′ − x) + x (x− x′)

|r − r′|3
dmdm′ =

=
1

2

∫∫
x (x′ − x)

|r − r′|3
dmdm′ = − 1

G

∫
x
∂Φ

∂x
dm.

? ¶�É�½�½�Ð�»�¶SÅ�·�¸P¾-½E·�Ð

1

2

∫∫
(x′ − x) (y′ − y)

|r − r′|3
dmdm′ =

1

2

∫∫
x′ (y′ − y) + x (y − y′)

|r − r′|3
dmdm′ =

=
1

2

∫∫
x (y − y′)

|r − r′|3
dmdm′ = − 1

G

∫
x
∂Φ

∂y
dm = − 1

G

∫
y
∂Φ

∂x
dm

åæÅPº�ÄsÉ�½�ÀP»P½�½]·�¶SÆ�½E»PÄE¿�Æ�º)»�¶SÅ�¸PÄ;¶S»Pº�»�¶�º�ÄE»PºzÆ�¶S»�¸�¸ÕÅP½E·�Æ�ºz»�¶�Ê�¶�ÉPÚ�»PºzÒäÄE¸P¾-¾-½E¿�·�¸�¸
Ã�º�ºz·�ÀP¸�»�¶S¿

x
¸
y
ç�<

$1½�ÄsÉ�º;Ñ�»Pº�½+Æ�¼"·�¶SÆ�»�¸�Æ�¶S»�¸P½+ÅPº�Î1Ö�»�Ã�¹�¸�Í�¾
αi j (t)

À�¶z½E¿�ÄE¸PÄE¿�½�¾^Ö��6Ö�·�¶SÆ�»P½�Ù
»�¸�Ò

d

dt

∫
xu dm =

∫
u2 dm+

∫
p dx dy dz +

∫
x
∂Φ

∂x
dm,

d

dt

∫
yu dm =

∫
uv dm+

∫
y
∂Φ

∂x
dm,

å B�< D�ç

¸×¿S< À�<�2 å B�< D�ç1Å�·�¸×»P½�º�ÌSË�º�ÀP¸P¾-º�ÄE¿�¸Ó¾-º;Ñ�»PºK½EÛ�½�Å�·�¸PÄ�º�½�ÀP¸�»�¸�¿�ÚW½�ÄE¿�½�ÄE¿�Æ�½E»�»�¼@½
Ã�¸�»P½�¾/¶S¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�¸P½&Ö�ÄsÉ�ºzÆ�¸�Í

d

dt

∫
x2 dm = 2

∫
xu dm,

d

dt

∫
xy dm =

∫
xu dm+

∫
yu dm.

å B�< A�ç

��¿�ºzÊ�»Pº�ÄE¿�Ú�Ï À�º,º�Ì�ºzÈ�»�¶�ÊP½E»�¸�Ò Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Í å B�< D�çl¸ å B�< A�çÓÄ�ºzÆ�Å�¶�À�¶SÏ%¿bÄ
¿�½E»�È;ºz·�»�¼@¾^¸lÆ�¸�·�¸�¶�ÉPÚ�»�¼@¾^¸lÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Í�¾^¸l0+¶S»�ÀP·�¶zÄ�½EÃ�Ë�¶S·�¶�<_��»�¶�É�ºzÔ�¸�Ê�»Pº À�ÉPÍ
È�Æ�½EÈEÀP»�¼�ËNÄE¸PÄE¿�½�¾äÌ�½E·P½�¾ÜÄ�¾-½EÛ�½E»�¸P½1Æ�Æ�¸�À�½

δx = α11x+ α12y + α13z + β11u+ β12v + β13w;

δy = α21x+ α22y + α23z + β21u+ β22v + β23w;

δz = α31x+ α32y + α33z + β31u+ β32v + β33w,



')½E¿�º�À)¾-½E¿�·�¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÒ)Æ�¶S·�¸�¶S¹�¸�¸l<�<�< B�:
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<^=,:

¿�ºzÔ�À�¶�Æ�ÄE¸�ÉPÖWå 8�<C:�ç

δu = α̇11x+ α̇12y + α̇13z +
(
β̇11 + α11

)
u+

(
β̇12 + α12

)
v +

(
β̇13 + α13

)
w+

+β̇11

∂Φ

∂x
+ β̇12

∂Φ

∂y
+ β̇13

∂Φ

∂z

¸Õ¿S<_À�<^a"¶S·�Ú�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½ ÅPº)Æ�Ä�½�¾ :��)Î1Ö�»�Ã�¹�¸�Í�¾
αi j (t)

¸
βi j (t)

Å�·�¸�Æ�º�ÀP¸�¿ÝÃ
Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Í�¾

d

dt

∫
xu dm =

∫
u2 dm+

∫
x
∂Φ

∂x
dm,

d

dt

∫
yu dm =

∫
uv dm+

∫
y
∂Φ

∂x
dm,

d

dt

∫
u2 dm = 2

∫
u
∂Φ

∂x
dm,

d

dt

∫
uv dm =

∫
u
∂Φ

∂y
dm+

∫
v
∂Φ

∂x
dm,

å B�< F�ç

¸&¿S< À�<CÐzÄE·P½�ÀP¸6Ã�ºz¿�ºz·�¼�Ë	ÐSÆ�Å�·PºzÊP½�¾"Ðz½�ÄE¿�Ú3¿�·�¸6Å�¶S·�¼ÕÄ�ºzÆ�Å�¶�À�¶SÏ%Û6¸�Ë	<S(3¿�¶SÃ�ÐS»�¶SÁã¾-½�Ù
¿�º�À�Å�·�¸�Æ�º�ÀP¸�¿6Ã�Å�·�¶SÆ�¸�ÉPÚ�»�¼@¾l·P½EÈ�ÖzÉPÚ�¿�¶S¿�¶z¾"û�Ä�º�ºz¿�»PºzÁ�½E»�¸�ÍKå B�< F�ç�Ð�À�ºzÅPº�ÉP»P½E»�»�¼@½
Ö�ÄsÉ�ºzÆ�¸�Í�¾^¸Õå B�< A�ç�Ð�Ë�ºz·PºzÁ�º�¸�È�Æ�½�ÄE¿�»�¼ÂÆ�ÉP¸�¿�½E·�¶S¿�Ö�·P½�<

ì��"î�� ò�õ���²)ô	ñ�õ-²! �ò�´_µ��ÓøÕµ	³/ô	ñ���ñ"��ð_ò�±�µ_ú�µ_ð$#�%'&W²!��ñ)(;õ_õ-µ�_ù�ñ�µ	³/ò
ë�¿�¶�È�¶�À�¶�Ê�¶Iºz¿�»Pº�ÄE¸�¿�Ä�Í)Ã�Ê�¸PÄsÉPÖ�ÄsÉ�º;Ñ�»�¼�Ë	<	e1º�ÉPÚ�È�Ö�Í�ÄEÚ�À�¶S»�»�¼@¾äÅPº�À�Ë�º�À�º�¾"Ð

Ä�½EÒ�Ê�¶zÄ�ÄsÉ�½�ÀPÖ�½E¿l¿�¶SÃÜÅ�·P½�À�ÄE¿�¶SÆ�¸�¿�ÚlÆ�¼"·�¶SÑ6½E»�¸�ÍäÅ�·�¶SÆ�¼�ËÜÊ�¶zÄE¿�½EÒáå B�< D�ç�¸Çå B�< F�ç�Ð
Ê�¿�º�Ìz¼áÆ�¸�¿�ºzÔ;½6ÅPº�ÉPÖ�Ê�¸�É�¶zÄEÚ È�¶z¾^Ã�»�Ö�¿�¶SÍKÄE¸PÄE¿�½�¾/¶�Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Ò�<�(bØ�¿�ºzÔ;º]¾^¼á¾-ºSÙ
Ñ6½�¾)À�º�Ìz¸�¿�Ú�Ä�Í	Ð�Å�·�¸�À�¶SÆ�¶SÍ�¾-½E¿�·�¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÒIÆ�¶S·�¸�¶S¹�¸�¸�Ì�º�É�½�½"Á6¸�·PºzÃ�Ö�ÏàÄ�Î+½E·�Ö1À�½EÒ�Ù
ÄE¿�Æ�¸�Í	Ð�º�Ë�Æ�¶S¿�¼"Æ�¶SÏ%Û6Ö�Ïß»P½@¿�º�ÉPÚ�Ã�º&Æ�¸�·�¿�Ö�¶�ÉPÚ�»�¼@½�Ð�»Pº1¸I·P½;¶�ÉPÚ�»�¼@½@À�½�Î+ºz·P¾/¶S¹�¸�¸
Î1¸�Ô�Ö�·�¼+<�aÜÊ�¶zÄE¿�»Pº�ÄE¿�¸�Ð�»�¸�Ñ6½3ÅPº�ÀN¿�¶SÃ�¸P¾^¸]À�½�Î+ºz·P¾/¶S¹�¸�Í�¾^¸ ÅPºz»�¸P¾/¶SÏ%¿�Ä�ÍNºzÅ�·P½�Ù
À�½�É�½E»�»PºzÔ;º�Ä�ºz·�¿�¶1Ã�º�É�½�Ì�¶S»�¸�Í]Ñ�¸�ÀPÃ�ºzÔ;º�Ä�Î+½E·Pºz¸�À�¶+'K¶SÃ�É�ºz·P½E»�¶6Ä@ÅPº�ÉPÖ�º�Ä�Í�¾^¸

A
Ð

A
Ð
C
<���ºzÊ�»P½�½�Ð�Ã�º�É�½�Ì�¶S¿�½�ÉPÚ�»Pº�½�Ä�º�ÄE¿�º;Í�»�¸P½�¾^¼@ÄsÉP¸�¿�Ä�ÍKÅ�·Pºz¸�È;ºzÁ�½�ÀPÁ6¸P¾f¸�È�ÄE¿�¶�Ù

¹�¸Pºz»�¶S·�»PºzÔ;º�ÅPº�ÄE·P½�À�ÄE¿�Æ�º�¾ÜÈ�¶z¾-½E»�¼ÂÃ�º�ºz·�ÀP¸�»�¶S¿

x = x0 + ax0 + by0;

y = y0 + cx0 − ay0;

z = z0,

åæDP<C:�ç

Ô�À�½-Ã�º�ºz·�ÀP¸�»�¶S¿�¼
x0, y0, z0

ºz¿�»Pº�Ä�Í�¿�Ä�Í+Ã+ÄE¿�¶S¹�¸Pºz»�¶S·�»Pº�¾^Ö&Ä�º�ÄE¿�º;Í�»�¸�Ï�Ð
x, y, z *Ã�Æ�ºzÈ;¾^Ö�Û�½E»�»Pº�¾^ÖI¸�È�¶S·�¶S»P½�½3Ö�Ê�¿�½E»�¶+»P½�Ä�Ñ�¸P¾/¶z½�¾-º�ÄE¿�Ú)åæÆ6ÉP¸�»P½EÒ�»Pº�¾lÅ�·�¸PÌSÉP¸�Ñ6½�Ù

»�¸�¸�ç3Ã�¶SÃlÅ�·Pº�À�½�¾-ºz»PÄE¿�·�¸�·PºzÆ�¶S»�»�¶SÍÓÆÕåæDP<C:�ç1ÄEÆ�Í�È�ÚK¾-½EÑ�ÀPÖKÀP¸�¶SÔ;ºz»�¶�ÉPÚ�»�¼@¾^¸ÓÃ�ºSÙ
Ø;Î+Î1¸�¹�¸P½E»�¿�¶z¾^¸�<P$1½EÆ�ºzÈ;¾^Ö�Û�½E»�»Pº�½+ÅPº�É�½+ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�½EÒ

u = −Ωy0, v = Ωx0, w = 0



B�8 � <se�<P21ºz»�ÀP·�¶S¿�Ú�½EÆ@Ð�a3<s�6<���»�¿�ºz»PºzÆ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<^=,:

Å�·P½�º�Ìz·�¶SÈ�Ö�½E¿�Ä�ÍNÀ�ÉPÍ]¿�ºzÒNÑ6½+Ä;¶z¾-ºzÒNÊ�¶zÄE¿�¸�¹�¼+Ð�Ä�ºzÔ�É�¶zÄE»Pº)å 8�<C:�ç�Ð�Æ

u = −Ωy0 + ȧx0 + ḃy0 + Ω(−ay0 + bx0) ,

v = Ωx0 + ċx0 − ȧy0 − Ω(cy0 + ax0) .

e1º�À�ÄE¿�¶SÆzÉPÍ�½�¾ÜØ�¿�¸ Æ�¼"·�¶SÑ6½E»�¸�Í Æ�º�Æ�Ä�½1¾-º�¾-½E»�¿�¼ãÆ�¿�ºz·PºzÔ;º�ÅPºz·�Í�ÀPÃ�¶�Ð�Å�·�¸�ÊP½�¾
Æ�¼"Ê�¸PÄsÉ�½E»�¸�Í	Ð	Ã�ºz»P½EÊ�»Pº�Ð	º�ÌSÉ�½EÔ�Ê�¶S¿�Ä�ÍÝÄE¸P¾-¾-½E¿�·�¸P½EÒ�<�aã¿�º�¾àÑ6½�Ä;¶z¾-º�¾äÉP¸�»P½EÒ�»Pº�¾
Å�·�¸PÌSÉP¸�Ñ6½E»�¸�¸)ÅPº�ÉPÖ�Ê�¶z½�¾ÜÆ�ºzÈ;¾^Ö�Û�½E»�¸�ÍN¾-º�¾-½E»�¿�ºzÆ

δ

∫
ux dm =

ȧA2

5
M, δ

∫
uy dm =

ḃA2

5
M ;

δ

∫
vx dm =

ċA2

5
M, δ

∫
vy dm = − ȧA

2

5
M

å ' * ¾/¶zÄ�Ä;¶WÄ�Î+½E·Pºz¸�À�¶�ç�<�a�ºzÈ;¾^Ö�Û�½E»�¸�ÍÓÔ�·�¶SÆ�¸�¿�¶S¹�¸Pºz»�»�¼�ËäÊ�É�½E»PºzÆÝÆàå B�< D�ç�¾^¼
Ä�ºzÅPº�ÄE¿�¶SÆzÉPÍ�½�¾×Ä »�¶zÌ�ºz·Pº�¾WÃ�ºzØ;Î+Î1¸�¹�¸P½E»�¿�ºzÆ+Æ1Å�·�¶SÆ�¼�Ë�Ê�¶zÄE¿�Í�ËNåæDP<C:�ç�Ð�Å�·P½�À�ÄE¿�¶SÆ�¸�Æ
¿�½3¸ ÀP·�Ö�Ô�¸P½1Æ�Æ�¸�À�½1¿�½E»�È;ºz·PºzÆ



δ
∫
x
∂Φ

∂x
dm δ

∫
x
∂Φ

∂y
dm

δ
∫
y
∂Φ

∂x
dm δ

∫
y
∂Φ

∂y
dm



¸ (

a b

c −a

)
.

åæDP< 8�ç

e1½E·�Æ�¼"Òß¿�½E»�È;ºz·�Ð�Ã�¶SÃã¾^¼ÞÆ�¸�ÀP¸P¾"Ð"ÄE¸P¾-¾-½E¿�·�¸�ÊP½E»�<@a ÄEÖ�Û6»Pº�ÄE¿�¸ãÄEÆ�Í�È�ÚÓ¾-½EÑ�ÀPÖ
º�Ì�ºz¸P¾^¸ ¿�½E»�È;ºz·�¶z¾^¸ * ¿�¶6Ñ6½�Ð�Ã�¶SÃ ¾-½EÑ�ÀPÖ�»�¶SÅ�·�Í�Ñ6½E»�¸P½�¾Ü¸�À�½�Î+ºz·P¾/¶S¹�¸P½EÒ Æ�¿�½�Ù
ºz·�¸�¸äÖ�Å�·�Ö�Ô;º�ÄE¿�¸äÅ�·�¸fº�Ìz¼"Ê�»�¼�ËÜÖ�ÄsÉ�ºzÆ�¸�Í�ËàÎ1¸�È�¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÒfÄE¸P¾-¾-½E¿�·�¸�¸�< e3·�¸�¿�º�¾
ÄsÉ�½�À ¿�½E»�È;ºz·�¶+À�½�Î+ºz·P¾/¶S¹�¸�Ò]Æ&À�¶S»�»Pº�¾ÕÄsÉPÖ�Ê�¶z½%·�¶SÆ�½E»]»�ÖzÉPÏ�<�(3¿�¶SÃ�Ð�º�ÄE¿�¶z½E¿�Ä�ÍIÀ�ºSÙ
Å�Ö�ÄE¿�¸�¿�Ú]Å�·PºzÅPºz·�¹�¸Pºz»�¶�ÉPÚ�»Pº�ÄE¿�ÚNÀPÆ�Ö�Ë�¿�½E»�È;ºz·PºzÆ]ÆÝåæDP< 8�ç�Ð�ÅPº�ÄsÉ�½�ÄE¸P¾-¾-½E¿�·�¸�È�¶S¹�¸�¸
Æ�¿�ºz·PºzÔ;º�¸�È�»�¸�Ë	Ð�Ä�»P½EÃ�ºz¿�ºz·�¼@¾áÄEÃ�¶�ÉPÍ�·�»�¼@¾ÂÃ�ºzØ;Î+Î1¸�¹�¸P½E»�¿�º�¾

E
å ¶S»�¶�É�ºzÔ]¾-ºSÙ

ÀPÖzÉPÍ,+,»�Ôx¶�ç�<
? ÉPÍ�ºzÅ�·P½�À�½�É�½E»�¸�Í�Ø�¿�ºzÔ;º+¾-º�ÀPÖzÉPÍ

E
º�Ìz·�¶S¿�¸P¾-Ä�Í�Ã�¸�È�Æ�½�ÄE¿�»Pº�¾^Ö�Æ�¼"·�¶SÑ6½E»�¸�Ï

ÅPºz¿�½E»�¹�¸�¶�É�¶�º�ÀP»Pºz·Pº�ÀP»PºzÔ;ºK¿�·P½�Ë�º�ÄE»PºzÔ;º�Ø�É�ÉP¸�ÅPÄ�ºz¸�À�¶)Ä�ÅPº�ÉPÖ�º�Ä�Í�¾^¸
A, B, C

Æ
Æ�¸�À�½

Φ =
3

4
GM

∞∫

0

(
1 − x2

a2 + s
− y2

b2 + s
− z2

c2 + s

)
ds√

(a2 + s) (b2 + s) (c2 + s)
.

��ºzÔ�À�¶�ÐPÆ�Ê�¶zÄE¿�»Pº�ÄE¿�¸�Ð

∫
x
∂Φ

∂x
dm =

3GM2A2

10

∞∫

0

ds√
(A2 + s)3 (B2 + s) (C2 + s)

.
åæDP< B�ç



')½E¿�º�À)¾-½E¿�·�¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÒ)Æ�¶S·�¸�¶S¹�¸�¸l<�<�< B�B
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a »�¶SÁ�½�¾ ÄsÉPÖ�Ê�¶z½ÝÀ�½�Î+ºz·P¾/¶S¹�¸�Í åæDP<C:�ç Å�·P½EÆ�·�¶SÛ�¶z½E¿fÅPº�ÉPÖ�º�ÄE¸
A B, C

Æ
A (1 + a) , A (1 − a) , C

<"e1º�ÄsÉ�½ÝÄ�º�ºz¿�Æ�½E¿�ÄE¿�Æ�Ö�Ï%Û�½EÒßÉP¸�»P½;¶S·�¸�È�¶S¹�¸�¸Â¸�ÈäåæDP< B�ç
ÄsÉ�½�ÀPÖ�½E¿

δ

∫
x
∂Φ

∂x
dm = −δ

∫
y
∂Φ

∂y
dm = Ea;

δ

∫
x
∂Φ

∂y
dm = −δ

∫
y
∂Φ

∂x
dm =

E (b+ c)

2
,

åæDP< D�ç

Ô�À�½

E = −3GM2A2

5

∞∫

0

s ds

(A2 + s)3
√
c2 + s

.
åæDP< A�ç

��½EÅP½E·�Ú6Ö6»�¶zÄ�½�ÄE¿�Ú&Æ�Ä�½�À�¶S»�»�¼@½"À�ÉPÍ�ÉP¸�»P½;¶S·�¸�È�¶S¹�¸�¸�Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸�ÒKå B�< D�ç�<�e1º�ÄsÉ�½
¸PÄEÃ�ÉPÏ%ÊP½E»�¸�Í

p
Æ�¼"Ê�¸�¿�¶S»�¸P½�¾ãÀP·�Ö�Ô�¸�È�ÀP·�Ö�Ôx¶�ÀPÆ�Ö�Ë)ÀP¸�¶SÔ;ºz»�¶�ÉPÚ�»�¼�ËÝÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Ò

å B�< D�ç ÅPº�ÉPÖ�Ê�¶z½�¾äÄE¸PÄE¿�½�¾^Ö

A2M

5
ä = −

Ω
(
ḃ+ ċ− 2Ωa

)
A2M

5
+Ea;

A2M

5
b̈ =

A2M

5
c̈ =

Ω [2ȧ+ Ω(b+ c)]A2M

5
+
E (b+ c)

2
.

åæDP< F�ç

? ÉPÍ]Ã�º�¾-Ìz¸�»�¶S¹�¸�¸

ξ = 2a+ i (b+ c)
åæDP< ��ç

»�¶�º�ÄE»PºzÆ�¶S»�¸�¸ÕåæDP< F�ç�É�½EÔ�Ã�º�»�¶SÒ�¿�¸NÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸P½

ξ̈ − 2 iΩξ =

(
2Ω2 +

5E

A2M

)
ξ.

åæDP< ��ç

? ÉPÍ�ºzÅ�·P½�À�½�É�½E»�¸�Í�Ê�¶zÄE¿�ºz¿�¼fÃ�º�É�½�Ì�¶S»�¸�Ò
ω
Æ�½�ÉP¸�Ê�¸�»�Ö

ξ
Æ&Ö�·�¶SÆ�»P½E»�¸�¸ÝåæDP< ��ç�Ð

Ã�¶SÃ�º�Ìz¼"Ê�»Pº�ÐPÄEÊ�¸�¿�¶z½�¾ÜÅ�·PºzÅPºz·�¹�¸Pºz»�¶�ÉPÚ�»PºzÒ
e−iωt

<���ºzÔ�À�¶

ω = −Ω ±
√

Ω2 +
5E

GM
.

åæDP< ��ç

g+½EÔ�Ã�º Å�·Pº�ÄsÉ�½�ÀP¸�¿�ÚPÐ�Ê�¿�º]¸�È;¾-½E»P½E»�¸P½�È�»�¶SÃ�¶�Å�·�¸
i
Æ×åæDP< ��ç�ÆzÉ�½EÊP½E¿NÈ�¶]Ä�º�Ì�ºzÒ

¸�È;¾-½E»P½E»�¸P½�º�ÌzÛ�½EÔ;º]È�»�¶SÃ�¶]Ö
ω
Ð�¿�¶SÃWÊ�¿�º]ÅPº�ÉPÖ�Ê�¶SÏ%¿�Ä�ÍWÀPÆ�½�Å�¶S·�¼,Ä�º�Ì�ÄE¿�Æ�½E»�»�¼�Ë

Ê�¶zÄE¿�ºz¿S< ? ÉPÍ&ÅPº�ÉPÖ�ÊP½E»�¸�Í�ÅPº�ÉP»PºzÒ�ÄE¸PÄE¿�½�¾^¼Ó¸�È
6
Ê�¶zÄE¿�ºz¿1º�ÄE¿�¶z½E¿�Ä�Í�È�¶z¾-½E¿�¸�¿�ÚPÐzÊ�¿�º

ÄE¸PÄE¿�½�¾/¶ÕåæDP< F�ç1ÖzÀ�ºzÆzÉ�½E¿�Æ�ºz·�Í�½E¿�Ä�ÍÓÅ�·�¸
ω = 0, b + c = 0

À�ÉPÍWÉP¸�»P½EÒ�»PºzÒÕÅPº
tÎ1Ö�»�Ã�¹�¸�¸

b (t)
é�Ø�¿�ºz¿&ÀPÆ�ºzÒ�»PºzÒ]Ã�ºz·P½E»�Ú6À�ÉPÍ

ω
Ä�º�ÄE¿�¶SÆzÉPÍ�½E¿6ÉP¸�Á6Ú&¿�·�¸�Æ�¸�¶�ÉPÚ�»�¼"Ò

ÅPºzÆ�ºz·Pºz¿IÄE¸PÄE¿�½�¾^¼ÂÃ�¶SÃN¹P½�É�ºzÔ;º�<



BSD � <se�<P21ºz»�ÀP·�¶S¿�Ú�½EÆ@Ð�a3<s�6<���»�¿�ºz»PºzÆ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<^=,:

(3È�åæDP< ��ç È�¶SÃ�ÉPÏ%Ê�¶z½�¾"ÐPÊ�¿�º�Å�·P½�À�½�É�ÀP¸�»�¶z¾^¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÒ)Ö�ÄE¿�ºzÒ�Ê�¸�Æ�º�ÄE¿�¸KÄ�Î+½E·Pºz¸�À�¶
'K¶SÃ�É�ºz·P½E»�¶]À�º�ÄE¿�¸�Ôx¶z½E¿�Ä�Ílº�Ìz·�¶SÛ�½E»�¸P½�¾ÂÅPº�ÀPÃ�ºz·P½E»�»PºzÔ;º)Æ�¼"·�¶SÑ6½E»�¸�Í×Æ�»�ÖzÉPÚPÐ	¿�º
½�ÄE¿�Ú�Å�·�¸NÆ�½�ÉP¸�Ê�¸�»P½1Ö�Ô�É�ºzÆ�ºzÒ)ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�¸

Ω2 = 3GM

∞∫

0

s ds

(A2 + s)3
√
c2 + s

.
åæDP<C:;9�ç

�ßÀP·�Ö�Ô;ºzÒÝÄE¿�ºz·Pºz»�¼+Ð	Æ�½�ÉP¸�Ê�¸�»�¶
Ω
ÄEÆ�Í�È�¶S»�¶]¸�È�Æ�½�ÄE¿�»�¼@¾ãº�Ìz·�¶SÈ;º�¾ßÄ6Ø�Ã�ÄE¹P½E»�¿�·�¸�Ù

ÄE¸�¿�½E¿�º�¾ÜÄ�Î+½E·Pºz¸�À�¶
e
ÅPº�Ö�ÄsÉ�ºzÆ�¸�ÏjÄE¿�¶S¹�¸Pºz»�¶S·�»Pº�ÄE¿�¸.- 8�é�B0/

Ω2 = 2πGρ

[√
1 − e2

e3

(
3 − 2e2

)
arcsin e− 3

e2

(
1 − e2

)
]
.

åæDP<C:�:�ç

� ºzÅPº�ÄE¿�¶SÆzÉ�½E»�¸P½�åæDP<C:�:�ç�Ä]åæDP<C:;9�ç"À�¶z½E¿�Ã�·�¸�¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�º�½�È�»�¶�ÊP½E»�¸P½�Ø�Ã�ÄE¹P½E»�¿�·�¸PÄE¸�Ù
¿�½E¿�¶]¾-½E·�¸�ÀP¸Pºz»�¶�ÉPÚ�»PºzÔ;º�Ä�½EÊP½E»�¸�Í

e∗ ≈ 0, 95289;
»P½EÖ�ÄE¿�ºzÒ�Ê�¸�Æ�º�ÄE¿�Ú�¸�È�Ö�Ê�¶z½�¾-ºzÔ;º

¿�¸�Å�¶ Å�·Pº;Í�ÆzÉPÍ�½E¿�Ä�Í×ÖWÌ�º�É�½�½IÄEÅ�ÉPÏ3ÄE»�Ö�¿�¼�Ë×Ä�Î+½E·Pºz¸�À�ºzÆP<^ë�¿�ºz¿N·P½EÈ�ÖzÉPÚ�¿�¶S¿)À�º�ÄE¿�¶�Ù
¿�ºzÊ�»PºKË�ºz·PºzÁ�ºK¸�È�Æ�½�ÄE¿�½E»�Ð-»PºKÖl»�¶zÄ ºz»ÓÆ�¼"Æ�º�ÀP¸�¿�Ä�ÍÜÃ�¶SÃäÌz¼ ¸�»�¼@¾áÍ�È�¼"Ã�º�¾"<�a
ÅP½E·PÄEÅP½EÃ�¿�¸�Æ�½+¿�¶6Ñ6½1¾-½E¿�º�ÀP¸�Ã�¶�¾-º;Ñ6½E¿IÅ�·�¸P¾-½E»�Í�¿�Ú�Ä�Í ¸ Ã »P½�º�ÀP»Pºz·Pº�ÀP»�¼@¾àÎ1¸�Ô�Ö�Ù
·�¶z¾"ÐPÀ�ÉPÍNÃ�ºz¿�ºz·�¼�ËKÄ�º�Ì�ÄE¿�Æ�½E»�»�¼@½6Ê�¶zÄE¿�ºz¿�¼Ç»P½&Æ�¼"·�¶SÑ&¶SÏ%¿�Ä�Í)¿�ºzÊ�»�¼@¾f¶S»�¶�ÉP¸�¿�¸�Ù
ÊP½�ÄEÃ�¸P¾×º�Ìz·�¶SÈ;º�¾"<�e3·P½E¸P¾^Ö�Û�½�ÄE¿�Æ�º&¾^¼ÜÆ�¸�ÀP¸P¾Ý¸�Æ1¿�º�¾"Ð�Ê�¿�º1Å�·�¸�»�¶SÁ�½�¾WÅPº�À�Ë�º�À�½
Ö�¾-½E»�Ú�Á�¶z½E¿�Ä�Í�ºzÅ�¶zÄE»Pº�ÄE¿�Ú]Î1¸�Ã�¿�¸�Æ�»PºzÒ�»P½�º�Ìz·�¶S¿�¸P¾-º�ÄE¿�¸�û�Æ�º�º�ÌzÛ�½1Æ�¶S·�¸�¶S¹�¸Pºz»�»�¼@½
¾-½E¿�º�ÀP¼ÂÅPº�ÄEÆ�º�½EÒNÅ�·�¸�·Pº�À�½&Å�·�¸�Æ�º�ÀPÍ�¿IÃNº�Ìz¼"Ê�»�¼@¾ÜÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Í�¾"<

ì�1 î�� ²�ó� �ð_ò�´_´_ò2�f´_²�#�ù�ú�ñ�÷3_µ_±�ñ�ù�ú�ö"��±�²��z³/´_ñ���ñ)³/µ_ù�ô�ò
e3·�¸P¾-½E·Pº�¾"ÐSÖ�Ñ6½/Æ�¼�Ë�º�ÀPÍ�Û6¸P¾�È�¶"·�¶z¾^Ã�¸6Å�·�¸P¾-½E»�¸P¾-º�ÄE¿�¸�Æ�¸�·�¸�¶�ÉPÚ�»�¼�Ë6¿�½E»�È;ºSÙ

·PºzÆPÐ�Í�ÆzÉPÍ�½E¿�Ä�Í]¸PÄ�ÄsÉ�½�À�ºzÆ�¶S»�¸P½&¾-½�¾-Ìz·�¶S»�»PºzÒN»P½EÖ�ÄE¿�ºzÒ�Ê�¸�Æ�º�ÄE¿�¸�È�Æ�½EÈEÀP»�¼�Ë ÄE¸PÄE¿�½�¾"Ð
Æ�ºzÈ�»�¸�Ã�¶SÏ%Û�½EÒ�ÐzÃ�ºzÔ�À�¶%ÀP¸PÄEÅP½E·PÄE¸�Í�ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�½EÒ�Æ3»�¶SÅ�·�¶SÆzÉ�½E»�¸�¸�»�¶S¸PÌ�º�ÉPÚ�Á�½EÔ;º1Å�·PºSÙ
ÄE¿�¸�·�¶S»�¸�ÍäÄE¸PÄE¿�½�¾^¼ ÄEÖ�Û�½�ÄE¿�Æ�½E»�»PºÝÅ�·P½EÆ�¼"Á�¶z½E¿ÝÀP¸PÄEÅP½E·PÄE¸�Ï ÆÝÅPºzÅP½E·P½EÊ�»Pº�¾d»�¶�Ù
Å�·�¶SÆzÉ�½E»�¸�¸�<�e3·�¸NØ�¿�º�¾ÓÅPº�ÀP·�¶SÈ�Ö�¾-½EÆ�¶z½E¿�Ä�Í	Ð�Ê�¿�º�ÅPºzÅP½E·P½EÊ�»�¼@½&·�¶SÈ;¾-½E·�¼ÂÃ�ºz»P½EÊ�»�¼
* ÄE¸PÄE¿�½�¾-½+½�ÄE¿�Ú�Ã�ÖzÀ�¶�¸�È�Ô�¸PÌ�¶S¿�Ú�Ä�Í	<

'�¼5·�¶zÄ�Ä�¾/¶S¿�·�¸�Æ�¶z½�¾,¾-º�À�½�ÉPÚ×ÄsÉ�º;Í	Ð-º�ÀP»Pºz·Pº�ÀP»PºzÔ;ºÝÆ
x− ¸

y− »�¶SÅ�·�¶SÆzÉ�½�Ù
»�¸�Í�Ë	<�å ')º;Ñ�»PºIÌz¼�É�ºIÌz¼ã¸PÄsË�º�ÀP¸�¿�Ú�¸�È+¹�¸�ÉP¸�»�ÀP·�¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÒÝ¾-º�À�½�ÉP¸ * ¿�ºzÔ�À�¶I¶S»�¶�Ù
É�ºzÔ�¸�Ê�»�Ö�Ïd»P½EÖ�ÄE¿�ºzÒ�Ê�¸�Æ�º�ÄE¿�Ú Å�·�¶SÆ�¸�ÉPÚ�»P½EÒÝÌz¼�É�º]Ìz¼á»�¶SÈ�Æ�¶S¿�Ú]»P½6¾-½�¾-Ìz·�¶S»�»PºzÒ�Ð�¶
Á&É�¶S»�Ô;ºzÆ�ºzÒ�< ç"��ºzÊ�»P½�½�ÐP·�¶zÄ�Ä�¾/¶S¿�·�¸�Æ�¶z½�¾à¾-º�À�½�ÉPÚIÄsÉ�º;Í�Ä�º�È�Æ�½EÈEÀP»PºzÒNÅ�É�ºz¿�»Pº�ÄE¿�Ú�Ï

ν =
ν0

ch2 z
h

,
å A�<C:�ç

Ô�À�½
ν0 * Å�É�ºz¿�»Pº�ÄE¿�Ú Æ Ä�½E·P½�ÀP¸�»�»PºzÒÝÅ�É�º�ÄEÃ�º�ÄE¿�¸

z = 0
Ð	¶IÅ�¶S·�¶z¾-½E¿�·

h
¸P¾-½�½E¿

Ä�¾^¼@ÄsÉIÅPº�ÉPÖ�¿�º�ÉPÛ6¸�»�¼àÄsÉ�º;Í	< ? ¶S»�»PºzÒ�Å�É�ºz¿�»Pº�ÄE¿�¸�Ð�Ä�ºzÔ�É�¶zÄE»Pº+º�ÀP»Pº�¾-½E·�»Pº�¾^Ö�Ö�·�¶SÆzÙ
»P½E»�¸�Ïje3Ö�¶zÄ�Ä�ºz»�¶

d2Φ

dz2
= −4πmGν



')½E¿�º�À)¾-½E¿�·�¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÒ)Æ�¶S·�¸�¶S¹�¸�¸l<�<�< B�A
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å
m * ¾/¶zÄ�Ä;¶�¿�¸�Å�¸�Ê�»PºzÒ�È�Æ�½EÈEÀP¼%ç�Ð�Ä�º�ºz¿�Æ�½E¿�ÄE¿�Æ�Ö�½E¿IÅPºz¿�½E»�¹�¸�¶�É

Φ = −4πnGh2ν0 ln ch
z

h

å A�< 8�ç

Ä�¿�ºzÊ�»Pº�ÄE¿�Ú�Ï�Ð�Ã�¶SÃfÆ�Ä�½EÔ�À�¶ÕÌz¼"Æ�¶z½E¿ÕÆÓº�ÀP»Pº�¾-½E·�»Pº�¾iÄsÉPÖ�Ê�¶z½�Ð�À�ºlÅ�·Pºz¸�È�Æ�º�ÉPÚ�»PºzÒ
¶�À�ÀP¸�¿�¸�Æ�»PºzÒãÅPº�ÄE¿�º;Í�»�»PºzÒ�<@e1º�É�½EÈ�»PºlÀ�ÉPÍäÀ�¶�ÉPÚ�»P½EÒ�Á�½EÔ;ºÓ¿�¶SÃ�Ñ6½K¸P¾-½E¿�ÚÓÆlÆ�¸�ÀPÖ
ÄEÅ�·Pº�½EÃ�¿�¸�·PºzÆ�¶S»�»�Ö�ÏjÅ�É�ºz¿�»Pº�ÄE¿�Ú

µ = m

∞∫

−∞

ν dz = 2ν0hm.
å A�< B�ç

? ÉPÍÂÆ�»�Ö�¿�·P½E»�»P½EÒ,Ä�ºzÔ�É�¶zÄ�ºzÆ�¶S»�»Pº�ÄE¿�¸,»P½�º�ÌSË�º�ÀP¸P¾-ºfÈ�¶�À�¶S¿�ÚßÎ&¶SÈ;ºzÆ�Ö�Ï Å�É�ºz¿zÙ
»Pº�ÄE¿�Ú

f = ϕ (E2) Γ (u) Γ (v) ,
å A�< D�ç

Ô�À�½1Æ�Æ�½�À�½E»N¸�»�¿�½EÔ�·�¶�É)Ø�»P½E·�Ô�¸�¸�Æ�½E·�¿�¸�Ã�¶�ÉPÚ�»�¼�ËNÃ�º�É�½�Ì�¶S»�¸�Ò

E2 =
ω2

2
− Φ(z)

å A�< A�ç

¸ Æ�ÄEÅPº�¾-ºzÔx¶S¿�½�ÉPÚ�»�¶SÍ)Î1Ö�»�Ã�¹�¸�Í

ϕ (E) =
ν0

σz

√
2π
e
− E

σ
2
z ,

å A�< F�ç

Ô�À�½

σ2
z = 2πmGh2ν0.

å A�< ��ç

4&Ö�»�Ã�¹�¸�Í]Ñ6½
Γ (u)

Å�·P½�À�ÄE¿�¶SÆzÉPÍ�½E¿IÄ�º�Ì�ºzÒ »Pºz·P¾^¸�·PºzÆ�¶S»�»Pº�½&¾/¶SÃ�ÄEÆ�½�É�É�ºzÆ�ÄEÃ�º�½
·�¶zÄEÅ�·P½�À�½�É�½E»�¸P½

Γ (u) =
1

σx

√
2π
e
− u

2

2σ2
x .

å A�< ��ç

(3»�¿�½EÔ�·�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½�ÅPº]Å�·Pº�ÄE¿�·�¶S»PÄE¿�Æ�ÖWÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�½EÒ�Ð�Ã�¶SÃKÉ�½EÔ�Ã�º Æ�¸�À�½E¿�ÚPÐ	Å�·�¸�Æ�ºSÙ
ÀP¸�¿]ÃWÆ�¼"·�¶SÑ6½E»�¸�Ï å A�<C:�ç�<�aÇºz¿;ÉP¸�Ê�¸P½�ºz¿]Æ�½E·�¿�¸�Ã�¶�ÉPÚ�»PºzÒÝÀP¸PÄEÅP½E·PÄE¸�¸ÝÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�½EÒ
σ2

z

Ð�Ã�ºz¿�ºz·�¶SÍ�Î1¸�Ã�ÄE¸�·�Ö�½E¿�Ä�Í Ø�¿�ºzÒ�Ä�ºzÔ�É�¶zÄ�ºzÆ�¶S»�»Pº�ÄE¿�Ú�Ï�Ð�Ô;ºz·�¸�È;ºz»�¿�¶�ÉPÚ�»�¶SÍ ÀP¸PÄEÅP½E·�Ù
ÄE¸�Í)ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�½EÒ

σ2
x

»P½&È�¶SÆ�¸PÄE¸�¿ ºz¿]º�ÄE¿�¶�ÉPÚ�»�¼�Ë)Å�¶S·�¶z¾-½E¿�·PºzÆNÄE¸PÄE¿�½�¾^¼+<�e3·�¸)¸�»�Ù
¿�½E·P½�ÄEÖ�Ï%Û�½�¾à»�¶zÄ6¸�È�Ô�¸PÌz»Pº�¾àÆ�ºzÈ;¾^Ö�Û�½E»�¸�¸Ý¾-º;Ñ�»Pº Ì�½EÈ�ºzÔ�·�¶S»�¸�ÊP½E»�¸�ÍÝº�ÌzÛ6»Pº�ÄE¿�¸
»�¶SÅ�·�¶SÆ�¸�¿�Ú×Æ�º�ÉP»PºzÆ�ºzÒàÆ�½EÃ�¿�ºz·ÜÅ�¶S·�¶�É�É�½�ÉPÚ�»Pºlº�ÄE¸à¶zÌ�ÄE¹�¸PÄ�Ä�Ð-¿�ºzÔ�À�¶KÀPÆ�¸�Ñ6½E»�¸�ÍäÆ
y− »�¶SÅ�·�¶SÆzÉ�½E»�¸�¸ Æ�º�º�ÌzÛ�½�»P½�¸�Ô�·�¶SÏ%¿�·Pº�ÉP¸�Ð�¶+¸�»�¿�½EÔ�·�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½3ÅPº y Æ+É�¶SÔ�·�¶S»�Ù
Ñ�¸�¶S»P½&å Ä�¾"<�»�¸�Ñ6½�ç-ÄE¿�¶S»PºzÆ�¸�¿�Ä�Í�¿�¶SÃ�Ñ6½@¸�ÈEÉP¸�Á6»�¸P¾"<�'�¼ÜÄ�º�Ë�·�¶S»�Í�½�¾Ý¿�º�ÉPÚ�Ã�º&»�¶S¸�Ù
Ì�º�É�½�½�Æ�¶SÑ�»Pº�½ Ä�¾-½EÛ�½E»�¸P½/Æ

z− »�¶SÅ�·�¶SÆzÉ�½E»�¸�¸�ÐS»Pº@»�¶�À�º�Å�·�¸�»�¸P¾/¶S¿�Ú%Æ�º@Æ�»�¸P¾/¶S»�¸P½
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½EÔ;º+È�¶SÆ�¸PÄE¸P¾-º�ÄE¿�ÚPÐ�Ã�·Pº�¾-½
x
¸
t
Ð�¿�¶SÃ�Ñ6½3ºz¿6ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�¸

u
<�$+¶SÅ�·Pºz¿�¸�ÆPÐ�È�¶SÆ�¸PÄE¸P¾-ºSÙ

ÄE¿�Ú�Ï5ºz¿
z
Å�·P½E»P½�Ìz·P½EÔx¶z½�¾"é�Æ�ºzÈ;¾^Ö�Û�½E»�¸P½�Ð	¿�¶SÃ�¸P¾Âº�Ìz·�¶SÈ;º�¾"Ð�ÄEÆ�º�ÀP¸�¿�Ä�Í×ÃÝÄ�¾-½EÛ�½�Ù

»�¸�ÏãÆ�Æ�½E·�ËI¸�ÉP¸]Æ�»�¸�È%¹P½�ÉP¼�Ë�ÄE¿�º�É�Ìz¸�Ã�ºzÆP<�� ºzÔ�É�¶zÄE»PºNå 8�<C:�ç-»�¶�Ë�º�ÀP¸P¾ÕÆ�ºzÈ;¾^Ö�Û�½E»�¸P½
Ä�º�ºz¿�Æ�½E¿�ÄE¿�Æ�Ö�Ï%Û�½EÒ)ÄEÃ�ºz·Pº�ÄE¿�¸

δω =
∂δz

∂t
+ u

∂δz

∂x
.

å A�< ��ç

e3·�¸N·�¶SÈEÉ�º;Ñ6½E»�¸�¸)Ã�¸�»P½E¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÒ)Ø�»P½E·�Ô�¸�¸�»�¶�½�ÀP¸�»�¸�¹�Ö ¾/¶zÄ�ÄE¼

u2 + v2 +
(
w + ∂δz

∂t
+ u∂δz

∂x

)2

2ÄE¿�¶S»PºzÆ�¸�¿�Ä�ÍKÍ�ÄE»Pº�Ð�Ê�¿�ºIÊ�É�½E»�¼áÅP½E·�Æ�ºzÔ;º]ÅPºz·�Í�ÀPÃ�¶IÅPº
δz

À�¶�ÀPÖ�¿]ÅPº�ÄsÉ�½6¸�»�¿�½EÔ�·�¸�Ù
·PºzÆ�¶S»�¸�Í×»�ÖzÉ�½EÆ�ºzÒÕÆ�Ã�É�¶�ÀlË�ºz¿�ÍlÌz¼d¸�ÈEÙþÈ�¶N»P½EÊP½E¿�»Pº�ÄE¿�¸ÕÅPº

w
<�e1ºz¿�½E»�¹�¸�¶�ÉPÚ�»�Ö�Ï

Ø�»P½E·�Ô�¸�Ï

1

2
Gm2

∫∫
ln

[(
x− x′

)2
+

(
z + δz − z′ − δz′

)2
]
dmdm′

(dm = ϕ (E2) Γ (u) dx dz du dw)

å A�<C:;9�ç

¾^¼àÄE·�¶SÈ�Ö�È�¶SÅ�¸PÄE¼"Æ�¶z½�¾ÕÄ"Ö�ÊP½E¿�º�¾ÝÀPÆ�Ö�¾-½E·�»PºzÔ;º]å É�ºzÔx¶S·�¸PÎ+¾^¸�ÊP½�ÄEÃ�ºzÔ;º�ç-Ë�¶S·�¶SÃ�¿�½E·�¶
ÅPºz¿�½E»�¹�¸�¶�É�¶�<�0%É�½E»�¼jÅP½E·�Æ�ºzÔ;º]ÅPºz·�Í�ÀPÃ�¶�ÅPº

δz
¸�ÉP¸

δz′
ÅPº�ÄsÉ�½�·�¶zÄEÃ�·�¼"¿�¸�Í)À�¶�Ù

Ï%¿�»�ÖzÉ�½EÆ�ºzÒÕÆ�Ã�É�¶�ÀÕÆÕå A�<C:;9�ç1¸�ÈEÙþÈ�¶N»P½EÊP½E¿�»Pº�ÄE¿�¸ÓÅPº�ºz¿�»PºzÁ�½E»�¸�ÏiÃÕº�Ìz·�¶SÛ�½E»�¸�Ï
z, z′ → −z,−z′. (3¿�¶SÃ�Ð�Æ�ºIÆ�Ä�½�Ë)ÄsÉPÖ�Ê�¶SÍ�ËKº�ÄE¿�¶z½E¿�Ä�Í�À�ÉPÍ�Æ�¶S·�Ú�¸�·PºzÆ�¶S»�¸�ÍW¿�º�ÉPÚ�Ã�ºÄ�ºzÆ�ºzÃ�Ö�Å�»Pº�ÄE¿�ÚIÃ�Æ�¶�ÀP·�¶S¿�¸�Ê�»�¼�ËNÊ�É�½E»PºzÆ

S = 1

2

∫∫ ∫∫ (
∂δz
∂t

+ u∂δz
∂x

)2
v (z) Γ (u) du dx dz dt+

+
Gm2

2

∫∫ ∫∫ ∫ ∫∫
v (z) v

(
z′

)
Γ (u) Γ

(
u′

)
×

× (x′ − x)2 − (z − z′)2

[
(x− x′)2 + (z − z′)2

]2

(
δz − δz′

)2
du du′ dx dx′ dz dz′ dt,

å A�<C:�:�ç

Å�·�¸�ÊP½�¾ãÆNØ�¿�º�¾ãÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸�¸Õ¾^¼dÄE·�¶SÈ�ÖWÅ�·PºzÆ�½�ÉP¸×¸�»�¿�½EÔ�·�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½�ÅPº4��Å�¶zÄ�ÄE¸�ÆzÙ
»PºzÒ5�]Ã�º�¾^ÅPºz»P½E»�¿�½

w
<�a"¶S·�Ú�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½6É�¶SÔ�·�¶S»�Ñ�¸�¶S»�¶Ýå A�<C:�:�ç"ÅPº]º�Ìz¼"Ê�»�¼@¾àÅ�·�¶�Ù

Æ�¸�É�¶z¾ÕÀ�¶z½E¿

δS = −
∫
v (z) Γ (u)

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)2

δz dz+

+2Gm2

∫∫ ∫∫
v (z) v

(
z′

)
Γ (u) Γ

(
u′

)
×

× (x− x′)2 − (z − z′)2

[
(x− x′)2 + (z − z′)2

]2

(
δz − δz′

)2
du′ dx′ dz dz′ = 0.

å A�<C:;8�ç
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2+¶SÃÓÎ1Ö�»�Ã�¹�¸�Ílºz¿
z
¸
t
ÆKÄE¸�ÉPÖlº�ÀP»Pºz·Pº�ÀP»Pº�ÄE¿�¸äÄE¸�¿�Ö�¶S¹�¸�¸�Ð^Æ�¶S·�¸�¶S¹�¸�Í

δzÀ�º�ÉPÑ�»�¶WÄ�º�À�½E·�Ñ&¶S¿�Úl¾^»Pº;Ñ�¸�¿�½�ÉPÚ
eλt+ikx

<^a ¼"ÅPº�ÉP»�¸�ÆlÄ�º�ºz¿�Æ�½E¿�ÄE¿�Æ�Ö�Ï%Û6¸P½]ÅPº�À�Ù
ÄE¿�¶S»PºzÆ�Ã�¸N¸ ¸�»�¿�½EÔ�·�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½�Ð�Å�·�¸�Æ�º�ÀP¸P¾ÜÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸P½Iå A�<C:�:�ç ÅPº�ÄsÉ�½+Ä�ºzÃ�·�¶SÛ�½E»�¸�Ò
Ã Æ�¸�ÀPÖ

− (λ+ iku)2 µδz + πGm2kθ (k) δ̂z = 0,
å A�<C:;B�ç

Ô�À�½1Æ�Æ�½�À�½E»�¼Çº�ÄE·P½�ÀP»P½E»�»Pº�½+È�»�¶�ÊP½E»�¸P½

δ̂z =

∫
Γ (u) δz du

å A�<C:ED�ç

¸NÎ1Ö�»�Ã�¹�¸�Í

θ (k) =

∫∫
v (z) v

(
z′

)
e−k|z−z′|dz dz′.

å A�<C:;A�ç

? Æ�ºzÒ�»PºzÒ�¸�»�¿�½EÔ�·�¶�ÉKÆ�Å�·�¶SÆ�ºzÒ�Ê�¶zÄE¿�¸lå A�<C:;A�ç�È�¶SÅ�¸PÄE¼"Æ�¶z½E¿�Ä�ÍKÄ1Ö�ÊP½E¿�º�¾ÜÎ1Ö�»�Ã�Ù
¹�¸�Ò

ν (z)
¸
ν (z′)

¸�ÈIå A�<C:�ç Æ�Æ�¸�À�½

θ (k) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

ν2
0

ch2 z
h

ch2 z′

h

e−k|z−z′|dzdz′.
å A�<C:;F�ç

aá¶zÄE¸P¾^Å�¿�ºz¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�º�¾ÂÅ�·P½�À�½�É�½�¾/¶�ÉP¼�Ë
k
¸�»�¿�½EÔ�·�¶�Éfå A�<C:;F�ç@É�½EÔ�Ã�º Æ�¼"Ê�¸PÄsÉPÍ�Ù

½E¿�Ä�Í ¸ ·�¶SÆ�½E»

θ (k) ≈ 4ν2
0h

2.
å A�<C:0��ç

aßÅ�·Pºz¿�¸�Æ�ºzÅPº�É�º;Ñ�»Pº�¾ÂÄsÉPÖ�Ê�¶z½�Ð�Æ]¶zÄE¸P¾^Å�¿�ºz¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�º�¾ßÅ�·P½�À�½�É�½�Ì�º�ÉPÚ�Á6¸�Ë
k
ÐPÅPºSÙ

ÉPÖ�Ê�¸P¾ÜÄsÉ�½�ÀPÖ�Ï%Û6¸�ÒN·P½EÈ�ÖzÉPÚ�¿�¶S¿Pû

θ (k) ≈ 2

k
ν2
0

∞∫

−∞

dz

ch4 z
h

=
8

3k
ν2
0h .

å A�<C:���ç

$1ºIÀPÆ�ºzÒ�»PºzÒW¸�»�¿�½EÔ�·�¶�Éàå A�<C:;F�ç%¾-º;Ñ�»Pº�Ð	ºzÃ�¶SÈ�¼"Æ�¶z½E¿�Ä�Í	Ð	Æ�¼"·�¶SÈ�¸�¿�ÚN¸)Æ]Ã�ºz»P½EÊ�Ù
»Pº�¾WÆ�¸�À�½�< ? ÉPÍ�Ø�¿�ºzÔ;º�Ð�Å�·P½EÑ�À�½@Æ�Ä�½EÔ;º�Ð�Å�·�¸�Æ�º�ÀP¸P¾×½EÔ;º1ÃIÄsÉ�½�ÀPÖ�Ï%Û�½�¾^Ö�º�ÀP»PºzÃ�·�¶S¿zÙ
»Pº�¾^Ö�¸�»�¿�½EÔ�·�¶�ÉPÖ�û

θ (k) = 8ν2
0h

2

∞∫

0

y ch y − sh y

sh3 y
e−hkydy.

å A�<C:���ç

7	¶S¿�½�¾ÓÈ�¶z¾-½E»PºzÒ

u = e−hky, dυ =
y ch y − sh y

sh3 y

å A�< 8�9�ç
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Ì�½E·P½�¾Â¸�»�¿�½EÔ�·�¶�Éãå A�<C:���ç1ÅPºNÊ�¶zÄE¿�Í�¾"é�Æ�¼"ÅPº�ÉP»�Í�Í×¿�¶SÃ�º�½�¸�»�¿�½EÔ�·�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½�ÅPºNÊ�¶�Ù
ÄE¿�Í�¾W½EÛ�½�ÀPÆ�¶�·�¶SÈ�¶�åæÅ�·�¸�ÊP½�¾KÃ�¶SÑ�ÀP¼"Ò�·�¶SÈ"Ì�½E·P½�¾

u = e−hky
ç�ÐSÆ3¸�¿�ºzÔ;½�ÅPº�ÉPÖ�Ê�¸P¾

θ (k) = 4ν2
0h

2

[
1 − hk +

1

2
h2k2 · ζ

(
0, 2, 1 +

hk

2

)]
,

å A�< 8�:�ç

Ô�À�½

ζ

(
0, 2, 1 +

hk

2

) å A�< 8�8�ç

ü1¸�È�Æ�½�ÄE¿�»�¶SÍ
ζ
Ù	Î1Ö�»�Ã�¹�¸�Í6ê	Ö�·�Æ�¸�¹�¶�åæ¸�ÉP¸�º�Ì�º�ÌzÛ�½E»�»�¶SÍ6ÀPÈ;½E¿�¶�Ù Î1Ö�»�Ã�¹�¸�Í�ç�< ? È;½E¿�¶�Ù

Î1Ö�»�Ã�¹�¸�Ïá¾-º;Ñ�»Pº�Æ�¼"·�¶SÈ�¸�¿�ÚIÊP½E·P½EÈ+Å�·Pºz¸�È�Æ�º�ÀP»�Ö�Ï,ºz¿�ÅPÄE¸�Ù Î1Ö�»�Ã�¹�¸�¸

ζ

(
0, 2, 1 +

hk

2

)
=

d

dz
ψ (z) =

Γ′ (z)

Γ (z)
, z = 1 +

hk

2
,

å A�< 8�B�ç

Å�·�¸�ÊP½�¾
Γ (z) * º�Ìz¼"Ê�»�¶SÍ)Ôx¶z¾-¾/¶�Ù Î1Ö�»�Ã�¹�¸�Í	<�aßÊ�¶zÄE¿�»Pº�ÄE¿�¸�Ð�¸�È å A�< 8�:�ç�ÄsÉ�½�ÀPÖ�Ï%¿

¸ ¸�È�Æ�½�ÄE¿�»�¼@½+»�¶z¾ä¶zÄE¸P¾^Å�¿�ºz¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�¸P½&Æ�¼"·�¶SÑ6½E»�¸�ÍÕå A�<C:0��ç ¸×å A�<C:���ç�<
? ¶�É�½�½�Ð�¸�È�å A�<C:;B�ç^É�½EÔ�Ã�º&Æ�¼"Æ�½�ÄE¿�¸ º�ÀP»Pº&¸�»�¿�½E·P½�ÄE»Pº�½3Ä�º�ºz¿�»PºzÁ�½E»�¸P½�<�a ¼"·�¶SÈ�¸P¾

δz
Ã�¶SÃN»P½E¸�È�Æ�½�ÄE¿�»�Ö�Ï�û

δz =
πGm2kθ (k)

(λ+ iku)2 µ
δ̂z,

å A�< 8SD�ç

¿�ºzÔ�À�¶�¸�»�¿�½EÔ�·�¸�·PºzÆ�¶S»�¸P½�Ð�Ä�ºzÔ�É�¶zÄE»Pº)å A�<C:ED�ç�Ð�Æ�½�À�½E¿�ÃNÖ�·�¶SÆ�»P½E»�¸�Ï

2πGm2θ (k)

∫
Γ (u) du

(λ+ iku)2
= µ,

å A�< 8�A�ç

Ã�ºz¿�ºz·Pº�½�Å�·�¸P¾-½E¿NÌ�º�É�½�½�ÖzÀ�º�Ìz»�Ö�ÏbÎ+ºz·P¾^ÖNÅPº�ÄsÉ�½�À�ºzÅPº�ÉP»�¸�¿�½�ÉPÚ�»PºzÔ;ºN¸�»�¿�½EÔ�·�¸�·PºSÙ
Æ�¶S»�¸�Í ÅPº�Ê�¶zÄE¿�Í�¾"û

2iπGm2θ (k)

∫ dΓ

du

λ+ iku
du = −µ. å A�< 8�F�ç

aÂÊ�¶zÄE¿�»Pº�ÄE¿�¸�Ð	Æ Å�·�¸PÌSÉP¸�Ñ6½E»�¸�¸l¾/¶�ÉP¼�Ë
k,

Ã�ºzÔ�À�¶
kh � 1

Ð�¸P¾-½�½�¾
θ (k) ≈

µ2
<���ºzÔ�À�¶�Ã�·�¸�¿�¸�ÊP½�ÄEÃ�º�½6Ä�º�ÄE¿�º;Í�»�¸P½&Ä

λ = 0
À�º�ÄE¿�¸�Ôx¶z½E¿�Ä�Í�Å�·�¸

k = k∗ ≡ 2πGµ

σ2x
.

å A�< 8���ç

6 6 6
7 � o�uEt��;�981�s���!:^�;p�{��;}�{�u�w�w��-q ��p�{�w�}�{����Õ��q��;�;w�{���{P�!; � ¯=<@{����	�;�;�x{���� 7?>0@0A ��B >0> �;�
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