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Для линейной стационарной управляемой системы, замкнутой по принципу линейной
неполной обратной связи, получены необходимые и достаточные условия разрешимости
задачи управления спектром в случае, когда коэффициенты имеют специальный вид.

1. Обозначения и определения. Пусть e i , . . . , e n - канонический базис в простран-
стве Е п , т.е. ei = col(l, 0, . . . , 0), . . . , еп = соЦО,..., 0,1); Мт>п - пространство веществен-
ных т х п-матриц; Мп := МП ] П; / = [ei,... , еп] € Мп - единичная матрица; * - операция
транспонирования вектора или матрицы; Jo := I; J\ - первый единичный косой ряд, т.е.
Ji •= Е"=1Х eiet+i € Мп; Jk := Jf, к е N (т.е. Jk = 0 е Мп при к > n ) ; x(^-l^) - характе-
ристический многочлен матрицы A; Sp A - след матрицы А.

Рассмотрим линейную стационарную управляемую систему

{x,u)eRnxRm, (1)

у = С*х, уеШк, (2)

заданную матрицей (А, В, С) G МП)П+т+к- Пусть управление в системе (1), (2) строится по
принципу линейной неполной обратной связи в виде и — Uy, где U € Мт^ - постоянная
матрица. Соответствующая замкнутая система будет иметь вид

х = (А + BUC*)x, хеШп. (3)

В настоящей работе исследуется задача управления спектром матрицы А + BUC* систе-
мы (3). Эта задача может формулироваться различными способами:

1) даны матрицы А, В, С (возможно, комплексные). Требуется для произвольного набора
{^}^1 комплексных чисел построить матричное (возможно, комплексное) управление U так,
чтобы собственные значения Xj(A + BUC*) матрицы А + BUC* совпадали с числами

2) даны вещественные матрицы А, В, С. Требуется для произвольного набора { / ^
комплексных чисел, замкнутого относительно операции комплексного сопряжения, построить
вещественную матрицу U, обеспечивающую равенства Xj(A + BUC*) = fj,j, j = 1,... ,п.

Будем считать, что матрицы А, В, С вещественные, и будем решать эту задачу во второй
формулировке; все утверждения и доказательства будут справедливы и для первой формули-
ровки.

Определение 1. Будем говорить, что задача управления спектром матрицы А + BUC*
разрешима, если для любого многочлена n-й степени р(Х) = Хп + 7i^ n ~ 1 + • • • + 7n c веще-
ственными коэффициентами 7г найдется постоянная вещественная матрица U 6 Мт к такая,
что характеристический многочлен x(A + BUC*; А) матрицы A + BUC* с этим управлением
совпадает с р(А).

Эту задачу называют еще задачей о размещении собственных значений [1, с. 159] или
задачей о модальном управлении [2, с. 435]. В случае С = I задача управления спектром раз-
решима тогда и только тогда, когда система (1) вполне управляема [3, с. 320; 4]. В случае, когда
т < п и к < п, эта задача исследовалась многими авторами. В работе [1, гл. III, § 7] приведен
подробный обзор известных достаточных и необходимых условий разрешимости данной зада-
чи. В настоящей работе получены новые условия разрешимости указанной задачи для системы
(3) с коэффициентами вида (4) (см. ниже), которые являются необходимыми и достаточными
условиями. Эти результаты обобщают результаты работ [5, 6].
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2. Результаты. Пусть коэффициенты системы (3) имеют следующий вид:

А = {dij}"j=i, Oi.i+i ^ 0, i = 1, n - 1; aij = 0, j > i + 1;

Ьу = 0, i = 1 , р - 1, j = l ,m; Cj/= 0, г = р + 1,тг, Z = l,fe; р б { 1 , . . . , п } .

Пусть An + aiA7 1"1 + . . . + ап := х(.А;А). Положим а:о := 1. Вычеркнем из матрицы А
последнюю строку и полученную матрицу обозначим через Q E Mn-iiH. Построим матрицу

. Тогда Si G Mn - нижняя треугольная матрица и detSi ^ 0. Для каждогоSi = е*

I = 2, . . . , п — 1 по матрице <Sj_i = {s^" 1 }?^ построим матрицу 5; = {s^-}"J-_1 следующим
образом: sl

n := 1, sL := sL :— 0, j — 2,n; s'- = s^J •_1, i, j = 2,n. Тогда для всех
/ = l , . . . , n — 1 матрицы Si нижние треугольные, невырожденные. Пусть S = Sn-i---S\.
Тогда S - также нижняя треугольная невырожденная матрица. Построим матрицу

г = 1

Теорема 1. Пусть дана система (3) с матрицами вида (4) и

Хп + лХп~г + ... + 7п := Х(Л + BUC*; Л).

Тогда коэффициенты 7г характеристического многочлена матрицы A + BUC* выраоюаются
через коэффициенты системы (3), (4) следующим образом:

7i = a i - S p ( 5 r B E 7 C * 5 r - 1 J i _ i G ) , i = l , . . . , n . (5)

Теорема 2. Задача управления спектром для системы (3) с матрицами вида (4) разре-
шима тогда и только тогда, когда матрицы

C*S-lJQGSB, C*S-'lJiGSB, ..., C*S~lJn-iGSB (6)

линейно независимы.
Доказательство теоремы 2. Мы докажем теорему 2 как следствие теоремы 1 и выпишем

в явном виде управление, приводящее характеристический многочлен к наперед заданному.
Пусть задан многочлен р(Л) = Лп + ъХп~г + • • • + 7п с вещественными коэффициентами 7г-
Требуется построить U так, чтобы х(А + BUC*\X) = р(Х), т.е. чтобы выполнялись равен-
ства (5): 7г = «г - SpiSBU^S^Ji^iG) = оц - Sp(UC*S-1Ji-iGSB)> г = 1,...,п. Это
система из п линейных уравнений с тк неизвестными ирд, р = l , . . . , m , q = 1,...,к,
элементами матрицы U. Введем в рассмотрение отображение vec : М^т —> Жкт, которое
"разворачивает" матрицу Н = {/г̂ -}, г = 1, . . . , к, j = 1,. . . , т, по строкам в вектор-столбец
vec Я := col (/in, • • •, himi ...,hki,---, hkm)- Очевидно, что для матриц Hi.Ei € М^т выпол-
нено равенство 3~р(ЩН2) — (vec Hi)*(vec H2)• Тогда систему линейных уравнений (5) можно
записать в векторном виде

a-P*v = 7 . (7)

Здесь Р = [vec С* S^JQGS'В,,,., vec С* S-lJn-XGSВ] е M f c m , n , a = col(ai , . . . ,ап) € Rn,
7 = col(711 • • • )7n) G Rni v = vecC/* 6 Шкт. Если матрицы (6) линейно независимы, то
гапкР = п. Тогда Р*Р невырождена, и для любого 7 система (7) разрешима и имеет, в част-
ности, решение v = P(P*P)~l(a—'y). Таким образом, задача управления спектром разрешима
и соответствующее управление имеет вид U = (vec"'1^)*. Если же матрицы (6) линейно зави-
симы, то гапкР < п, и для вектора ^ = а — (3, где /3 $• I m P * , система (7) неразрешима, а
следовательно, задача управления спектром неразрешима. Теорема доказана.
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Замечание 1. Из теоремы 2 вытекает, что для системы (3) с матрицами (4) необходи-
мым условием разрешимости задачи управления спектром является условие тк > п. Если
матрицы (6) линейно независимы и тк = п, то управление U, обеспечивающее равенство
х(А + BUC*]X) = р(Х), единственно, а если матрицы (6) линейно независимы и тк > п, то
такое управление неединственно.

Если среди матриц (6) существует I < n линейно независимых, то задача управления
спектром неразрешима. Тем не менее можно частично управлять спектром, а именно можно
обеспечить равенство х(А + BUC*; А) = р(Х) для любого 7 — (7ь • • • i7n)j принадлежащего
I -мерному линейному многообразию a — I m P * в Rn.

Следствие 1. Если матрицы (6) линейно независимы, то система (3), (4) стабилизи-
руема в классе постоянных матричных управлений U, т.е. для любого х > 0 существует
постоянная матрица U такая, что собственные значения Х{ матрицы А + BUC* удовле-
творяют условиям Re Aj < — х < 0, г = 1,. . . , п.

Замечание 2. Теоремы 1 и 2 имеют место для системы (3) с коэффициентами вида (4). Та-
кими системами не исчерпываются все возможные системы вида (3). Тем не менее класс таких
систем достаточно широк, в частности, он включает в себя следующий важный класс систем.
Рассмотрим объект, который описывается линейным обыкновенным дифференциальным урав-
нением n-го порядка с постоянными коэффициентами, на вход которого подается линейная
комбинация из т сигналов и их производных до порядка (п — р) включительно, а измерению
доступны к различных линейных комбинаций состояния объекта z и его производных до по-
рядка (р — 1) включительно (см. [6]). Управление построим по принципу линейной неполной
обратной связи. С помощью стандартной замены z = Xi, z — Х2, • • •, z^n~1^ = хп перейдем
от уравнения n-го порядка к системе дифференциальных уравнений. Тогда коэффициенты
полученной системы уравнений в точности будут иметь вид (4). Соответствующий результат -
теорема 2 для обыкновенного дифференциального уравнения - получен в работе [6].

3. Доказательство теоремы 1. Пусть матрица Q' € Mn_i получена из матрицы Si
вычеркиванием последней строки и последнего столбца. Построим матрицу А\ := 1

Лемма 1. Матрица А% имеет вид А\ = О Q'
* * *

здесь 0 € Е п 1 , а в последней

ст,роке стоят числа такие, что х{А\ А) = х(А\\ А).
В этой лемме утверждается следующее. Если умножить на матрицу А слева Si и спра-

ва S^ , то прямоугольный "несущий блок" Q £ МП_1 ] П матрицы А сдвинется по диагонали
вправо вниз, при этом последняя строка и последний столбец матрицы Q потеряются, по-
явится первый столбец (высотой п— 1), состоящий из нулей, и первая строка &\ (длиной п)\
последняя строка матрицы А изменится таким образом, что характеристический многочлен
сохранится. Формулировка леммы 1 корректна, поскольку по характеристическому многочле-
ну матрицы А\ ее последняя строка восстанавливается однозначно. Это будет вытекать из
следующего вспомогательного утверждения.

QЛемма 2. Пусть даны две матрицы Р = R =
Q
•ф такие, что характеристи-

А). Тогда последние строки этих

- •• ,rn) E Кп*. Построим матрицу

ческие многочлены этих матриц совпадают: %(Р; А) =
матриц совпадают.

Доказательство. Пусть £ = (p i , . . . ,рп) £ ̂ п *) Ф =
XI — Р. Обозначим через Д^, г = 1,...,п, главные диагональные миноры этой матрицы:
Ах = X — ац, А2 — (А — оц)(А — 022) — 0120211 • • •, Ап = det(A/ — Р ) . Заметим, что для всех
i = l,...,n степень многочлена Aj равна в точности г, старший коэффициент при Аг равен
единице. Разложим det(A/ — Р ) по последней строке, получим

Х(Р;А) =
n_i - (-pn-l)(-On-l,n)An-2 + (-Pn-2)(-an-l,n)(-On-2,n

(-an) =

= {X~ pn) An_x
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Аналогично

x(R;X) — (А — гп)Д„_1 — r n - i a n _ i ) n A n - 2 - r n_

, — Г\а,п-\,п • • • ПЦ.

Характеристические многочлены матриц совпадают. Вычтем из второго первый, получим

• • • + Ы - a 2 3 Ai + {pi - ri)an-i,n • • • a i 2 = 0.

Слева стоит многочлен от А степени не выше п— 1, справа нуль, следовательно, все коэф-
фициенты при Аг~\ где г = 1,... ,п, равны нулю. Поскольку коэффициент при А""1 равен
нулю, а среди многочленов A i , . . . , A n _ i лишь многочлен Д п _1 имеет степень п — 1, т.е.
содержит одночлен А""1, то коэффициент при An_i равен нулю, следовательно, рп = тп.
Далее будем рассуждать аналогичным образом. Из того, что все uktk+i ф 0 и все многочлены
Д* имеют разную степень, получим, что щ = п для всех г = 1,... ,п. Лемма доказана.

Доказательство леммы 1. Поскольку Si =

О € R71""1, I € M n _ i . Поэтому Q - 1

то = II ° I J

. Поскольку Si =

G М П _ 1 ) П ,

Q' | О
* * *

то
Q' о о I

* * *
о Q' . Лемма доказана.

Матрица А\ из леммы 1 имеет вид матрицы А из (4) (все элементы выше иаддиагона-
ли равны нулю, наддиагоиаль состоит из ненулевых элементов). Вычеркнем в матрице Ai
последнюю строку и припишем сверху первую строку е*. Получим матрицу S2. Постро-
им матрицу А-2 — S2A1S2 — SiSxAS^S^1 и применим лемму 1. В результате "несущий
блок" снова сдвинется по диагонали вправо вниз, характеристический многочлен не изменит-

о I Q[
ся, матрица Ai будет иметь вид

* * *
получена из матрицы Si вычеркиванием последней строки и последнего столбца. Применив

; здесь 0 € Rn l, а матрица Q[ £ Mn_i

п — 1 раз лемму 1, мы придем к матрице Ап-\ = Sn_i , 1
••••V-i =

0

* * *
0 € R71"1, I € Mn-i, причем х(Ап-1\ А) = х(А\ А)- Следовательно, в последней строке матри-
цы Ап-\ стоят коэффициенты щ характеристического многочлена матрицы А, и матрица
Ап-\ является сопровождающей матрицей для многочлена х(^>А). Обозначим А = SAS"1,
где S — 5n_i • • • Si, и ip = (—ап, — an-i,..., —ai) G Kn*. Тогда справедлива

Лемма 3. Матрица А имеет вид

А = J\ + enip.

Построим теперь матрицы В := SB, С* = С*3~г. Имеем

Х(А + BUC*\X) = х(3(А + BUC*)S-l;X) = BUC*;\).

Далее воспользуемся следующей леммой, доказательство которой будет приведено ниже.

Лемма 4. Пусть А имеет вид (8), D € Мп :

(8)

(9)

0

F

0
0

F 6 M n _ p + i ] P ; (10)

здесь р б {1,... ,n}. Пусть х{А + D;\) = An + 7iAn" 1 + . . . + 7 „ . Тогда 7г = Щ - Sp(DJj_iG)
для всех г = 1,... ,п.
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, где правый верхний угловой элемент матрицы F находится на главной диагонали.

+ BUC*; А) = Лп + 7iAn~1 + • • • + 7п. то для всех

В силу того что матрица S нижняя треугольная, матрицы В к С имеют такой же вид,
как и матрицы В и С, т.е. первые р— 1 строк матрицы В и последние п — р строк матрицы
С нулевые. Отсюда следует, что матрица BUC* имеет вид (10) матрицы D, т.е. блочный вид

0 0
F 0

Тогда из леммы 4 следует, что если
г = 1,..., п выполнены равенства

7г = оц - Sp(BUC* Ji_!

В силу равенства (9) будут выполнены равенства (5), и доказательство теоремы 1 тем самым
завершено. Остается доказать лемму 4.

4. Доказательство леммы 4. Докажем предварительно вспомогательное утверждение.
Лемма 5. Пусть даны две матрицы

НьН2€Мп:
0

я
0
0
0

о о
0 я

о

где Н = G M n _ P i P J £ = (hnl,..., hnp) eW*, p e { l , , . . , n - 1}. Тогда

( И )

Oin-ihi,n-s для всех s = n — p,..., n — 1, (12)

hn-1,1 • • • hn-i,p

$Y>(HiJsG) = Sp(H2JsG) для всех s = 0,.. . ,n -p - 1,

n

Sp(ffx JSG) =

т.е.

l=p

- Sp№J 0 G), . . . , Sp(#i Jn-p-iG) =

8р(Ях Jn_pG) = Sp(^2 Jn_pG) + (ao/&np + &ihn-\,p + . . . + an-phpp),

Jn-\G) + (ao^ni + ai/in-i,i + • • • + otn-php\).

(13)

Доказательство. Представим матрицу Н\ в виде суммы Hi = Н' + Н", где матрицы

ТТ/ __

0 I 0

H \ 0
0 0

, Н" =
0
0

0
0
0

. Тогда Sp(#iJSGQ = Sp(ff'J eG) + Sp(ff"J eG). Найдем

сначала S-p(H"JsG). Заметим, что J^ei — e^+i при /с -И < гг и J^ei = 0 € Rn при k + i > п,
а также, что Sp(ejej) = 5у, где 5у - символ Кронекера. Матрицу Я " мол<но представить в
виде Н" = ]Cj=i h7ijenej. Имеем

" JSG) = Js) = Sp
fc=Q

П - 1

i e j + s I — :

Если s < n — p — 1, то j + s < 7i — 1, поскольку j < p. Поэтому Sp(e n e | + S ) = 0 для любого
j < p, следовательно, yc\ — 0. Если s 6 {n—p,..., n—1}, то j ' + s совпадает с n при j = 71 —s,
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а при остальных j Е {1,. . . ,р} \{п— s] имеем Sp(ene*+ S) = 0. Поэтому к\ = hntn-s&o- Таким
образом,

S p ( # " J s G ) = 0 для всех s = 0,... ,п -р - 1, (14)

S - p ( H " J s G ) = h n > n - s a Q д л я в с е х s = п — р , . . . , п — 1 . (15)

Рассмотрим теперь матрицы Яг и Н'. Матрицу Н' можно представить в виде

п-1 р

г=р j=l

где Рц — &ie*y a
п-1 р

Яг, — Х~^ V^ ь..„- р,,

г=р j = l

Выясним, как будут отличаться Sp(Pjj JSG) и Sp(Pj + l j - + i J S G) для различных s. Имеем

• П—l \ /П— 1 \ П—1

= Spf )
fc=o ^ ^ fc=o ^ it=o

Если s 6 {0,... ,i—j — 1}, то j + s < г < /c+i, следовательно, хг = 0. Если s € {i—j, •.. ,n—j},
то 0 < s — i + j < n — «<гг — 1. Тогда равенство к + г = j + s выполняется при к = s — г + j ,
поэтому >с% — as~i+j. Если s Е {п — j + 1, . . . , п — 1}, то j + s > п, следовательно, е*л Js = 0,
поэтому Х2 = 0. Далее,

—1 \ П—1

(
Yi.—J. v П—1

^ afc Jfcei+ ie |+ 1 J s J = ^ ak5k

k=o ' fe=o

J
k=o ' fe=o

Если s G {0,..., i — j — 1}, то j + s + 1 < г + 1 < /с + i + 1, следовательно, лгз = 0. Если
s Е {г — j , . . . ,п — j — 1}, то 0 < s — i + j < n — г — 1 < п — 1. Тогда равенство к + ъ + 1 = j + s + l
выполняется при /с = s—i+j, поэтому ж% = a3^i+j. Если s E {n—j,..., п—1}, то j+s + 1 > п,
следовательно, е^+1 J3 = 0, поэтому щ = 0. Итак, мы имеем

JSG) = S p ( P m , i + i JSG) = 0, s E {0,..., i - j - 1},

Sp(Py JaG) = S p ( P i + i ] i + i JaG) = a s _ i + i , s € {i ~ j , . . . , n - j - 1},
(16)

- 0, s = n-j,

y JSG) = S p ( P i + i J + i JaG) = 0 , s G {n - j + 1 , . . . , n - 1}.

Таким образом, Sp(PyJ<,G) и *&${J?i+\j+\JaG) отличаются только при s — n — j .
Пусть S G { 0 , . . . , n — p — 1}. Тогда для всех j Е {1,... ,р} имеем s < n — p — 1 < n — j — 1.

В силу первых двух строк из (16) имеем

п - 1 Р п - 1 V

следовательно, Sp(iJ'JSG) = 3p(H2JsG), и с учетом (14) получаем (11).
Пусть теперь s Е {п—р,... ,п—1}. Значение s = n — j попадает в этот промежуток, когда

j пробегает от 1 до р. В силу (16) имеем

V V

2 ^ hij S])(PijJsG) = 22 hij Sp(Pi+l,j+lJsG) + hi,n~sOin-i =*•
3=1 j=l
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7 1 - 1 n - 1 p n—1

i=p j = l г=р

Отсюда следует, что S p ( # ' J s G ) = S^(H2JsG) + YZ=p hi,n-sotn-i- Сложив последнее равенство
и равенство (15), получим равенство (12). Лемма 5 доказана.

Продолжим доказательство леммы 4. Рассмотрим номер к строки, в которой находится
правый верхний угловой элемент левого нижнего блока F матрицы D. Проведем доказа-
тельство индукцией по к. изменяющемуся от п до 1. База индукции: пусть к = п. Тогда

п = (dni,..., dnn) € Ш1*, следовательно,D =

Х ( А + D-X)=Xn + (аг - d n n ) X n ~ l + ... +

Отсюда имеем 7г = аг ~ dn,n-i+\- Далее для всех г — 1,. . . , п

- dm).

fc=O j = l

~ S p

n - 1

(epi-i?)=Sj>(f_ = ^ dnj5nij+i-i = dn,n-i+i.

База доказана. Предположение индукции: пусть утверждение леммы верно для любо-
го к € {р + 1,... ,п}. Докажем, что оно справедливо и для к = р. Рассмотрим матри-
цу D из (10). В силу предположения индукции р < п. Введем следующие обозначения:

dpi . . . dpp

Е Mn-PtP, a = ( d m , . . . , dnp) € №?*, -ф = (dnl,..., dnp, 0 , . . . , 0) €L =
dn-i,i • • •

Тогда D -

D" =

0
L
a

0
0
0

. Представим D в виде D = D' + D", где D' =
0

L 0

0
0
a

0
0
0

. Пусть D := J{D =
0 0
L 0 € Mn, D :=

0

ем

Далее положим К :=
0

<Р
<Е Мп, где if = (-ап,..., - a i ) € W1*. Тогда А = Ji+K. Матри-

ца A + D является матрицей вида (4). Построим для матрицы A + D матрицу Т так же, как

строили для матрицы А матрицу S\ : вычеркнем из А + D последнюю строку и припишем
L 0

сверху первую строку е*. Тогда Т = I + D —
L

, Ip е Мр, 7п_р € Мп-Р. Отсюда

следует, что T г = I — D. Умножим на матрицу (А + D) справа матрицу Т 1 , а слева -

матрицу Г. Имеем (A + D)T~l = {A + D)(I-D) =A + D~AD-DD. В матрице D первые
р строк нулевые, а в матрице D последние п — р столбцов нулевые, поэтому DD — 0. Далее

AD = {Ji+K)D = JtD + KD, но JXD = D', поэтому D-AD = D-D'-KD = D"-KD. Та-
ким образом, (A + D)T-X = A + D"-KD = A + K1} где KY = °

Далее,

T{A + D)T~l = (I + D)(A + Ki) =A + Ki +DA + DK1.

С
eMn, ( = i>- ъп*

Поскольку p < n, последний столбец матрицы D нулевой, а так как в матрице К\ первые
п - 1 строк нулевые, то DK\ = 0. Далее, DA = D(J\ + К) = DJ\ + DK. Имеем DJ\ = f l u
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DK = 0, поскольку в матрице К первые п—1 строк нулевые. Таким образом, T(A+D)T~1 —

= А + К\ + D. Обозначим А := А + К\. Тогда

-X =A + D.

Далее, А — J\ + К + К\, т.е. матрица А имеет такой же вид, как и матрица А, отличаясь
лить последней строкой. Пусть (р = (—S n , . . . , —Si) £ М71* - последняя строка матрицы А.
Тогда ф—p + ( = ip + ip — ipD. Умножив обе части последнего равенства на — 1, получим
—(р — —ip — ip + <pD. Запишем это равенство покоординатно, начиная с последней координаты.
Получим

а\ = a i , . . . . ап-р = а п -р,

п
®n-p+i ~ "тр — a>idn-i,p — . . . — an-pdpp = a n _ p + i — у j an-idip, . . . , (17)

i=p

n

= an - dm d ^ d

Пусть An + TiA'^J1 + . . . + 7,1 :— x(^4 + D; А). Матрицы A + D и A + D подобны, поэтому

x(A+D; A) = x(-A+D; А). По предположению индукции утверждение леммы 4 справедливо для

матрицы А + D, поскольку правый верхний угловой элемент левого нижнего блока || О L ||

матрицы D лежит па диагонали в (р + 1) -й строке. Следовательно, имеют место равенства

71 = Si - Sp(S j 0 G), . . . , 7n = On - S p ( 5 j n _ ! G ) . (18)

Матрица Z? имеет вид матрицы Hi, a D имеет вид матрицы Н^ из леммы 5. Поэтому в
силу (13) имеют место равенства

Sp(DJ 0G) = Sp(Z>J0G), . . . , Sp( JDJn_p_ 1G) = S p ( 5 J n _ p _ x G ) ,

pG) = Sp(5j n _pG) + (aodnp + a id n _i ) P + . . . + Q!n_pdpp), . . . , (19)

Sp(DJ n _iG) - S p ( 5 j n _ x G ) + (aodni + a i 4 - i , i + • • • + an-pdpi).

Подставив (17), (19) в (18), получим

7i = Si - MD J a G) = a i - Sp(D J0G), . . . ,

7n_p = on-p - S p ( 5 j n _ p - 1 G ) = a n _ p - Sp(DJ n _ p _ 1 G),

7n-p+i = an-p+x - Sp(D Jn-pG) = ( Q!n-p+i ~ X ] an-idiP J - f Sp(D J n _ p G ) -

л ( \ (
7,x = an - Sp(D Jn-iG) = Ып-^2 an-idn J - f Sp(D Jn_xG) -

= a n - S p ( D J n _ 1 G ) .

Лемма 4 доказана.
Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (проекты 06-01-

00258, 09-01-403).
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