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XVII Всероссийская научно-методическая конференция "Телематика'2010"  

 
  

МЕСТО И ВРЕМЯ ПРОВЕДЕНИЯ 

Конференция будет проводиться 21-24 июня 2010 г. в Санкт-
Петербурге 
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К ВОПРОСУ О ЛИНЕЙНОЙ ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ МИНИМАЛЬНОЙ 
РАЗМЕРНОСТИ 

Г.Г. Исламов, А.Г. Исламов 
Удмуртский государственный университет, г. Ижевск 
Тел.: (3412) 91-60-90, e-mail: ggislamov@udm.net 

1. Актуальность и постановка проблемы. Пусть H  – сепарабельное гильбертово пространство со 
скалярным произведением ),( ⋅⋅ , G  есть линейный компактный оператор, действующий в этом 

пространстве. Рассмотрим экстремальную задачу ε≤−→ KGKrank min, , которая состоит в 

минимизации ранга конечномерного оператора HHK →: , аппроксимирующего G  с точностью ε  по 
норме пространства ограниченных операторов. Минимальное значение функционала в этой задаче равно 

минимальному значению натурального n , при котором аппроксимативное число KGGs
nKrankn −=

≤+ inf)(1  не 

превосходит погрешности аппроксимации ε . Причём, если )(* εnn =  есть решение последней задачи, то 

решение K  исходной экстремальной задачи даётся отрезком длины *n разложения Шмидта 
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jjj GsG ψϕ  оператора G  [1]. Здесь ∞
=1}{ jjϕ  и ∞

=1}{ jjψ  – две системы ортонормированных 

векторов гильбертова пространства H . Заметим, что при замене компактного оператора G  конечномерным 

оператором ∑
=
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jjj GsK  мы получим дискретную модель процесса минимальной размерности 

при выбранной погрешности модели ε . Далее, при фиксированном j  величины jjjs ψϕ ,,  образуют тройку 

),,( ψϕs , которая может быть найдена из спектральной задачи ψϕϕψ *,2 GGs == , где *G  – 
сопряженный оператор. 

2. Основные результаты и научная новизна. Необходимые для численного решения полученной выше 
спектральной задачи математические и алгоритмические конструкции вытекают из следующего утверждения 
об эквивалентности этой задачи бесконечномерной системе уравнений. 

Теорема. Пусть ∞
=1}{ iie – произвольный ортонормированный базис гильбертова пространства H  и R  – 

вещественная прямая. Тогда исходная спектральная задача эквивалентна нахождению тройки 
HHRs ××∈),,( ψϕ  с ненулевыми компонентами следующей системы уравнений 

,...2,1),*,*(),(),,(),( 22 === ieGGesGeGes iiii ψψϕϕ
 

Замечание. Относительно коэффициентов Фурье ),( jj eϕα =  и ),( jj eψβ =  можно получить две 

системы с симметричными матрицами бесконечной размерности. Эти матрицы положительно определены 
для инъективного оператора G . После усечения этих матриц до конечной длины l  применяется алгоритм 
приближённого построения общего спектра усечённых матриц и соответствующих собственных векторов 

)...,,( 1 lαα  и )...,,( 1 lββ . Эффективность предложенного подхода иллюстрируется на примере оператора 

m - кратного интегрирования dssx
m

sttGx
t

a

m

)(
)!1(

)())((
)1(

∫ −
−

=
−

, рассматриваемого в пространстве ],[2 baL  

квадратично суммируемых на отрезке ],[ ba  скалярных функций. В тестовой программе, использующей 
универсальную операцию над матричными структурами [2] и технологию многопоточного программирования 
CUDA[3], рассмотрены случаи 2,1=m , для которых известны аналитические результаты. 
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