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Для билинейной стационарной управляемой системы получены необходимые и достаточ-
ные условия разрешимости задачи управления спектром в случае, когда коэффициенты
имеют специальный вид.

Пусть Шп - евклидово пространство размерности п, e i , . . . , e n - канонический базис
в Ш.п, т.е. е\ — col(l, 0 , . . . ,0), . . . , еп — col(0,. . . ,0,1); Мт)П -пространство веществен-
ных т х п -матриц; Мп : = М П ) П ; I = [ e i , . . . , еп] 6 Мп - единичная матрица; * - операция
транспонирования вектора или матрицы; если х € Е п -вектор-столбец, то х* б К п * -вектор-
строка; Jo : = /; J i - первый единичный косой ряд, т.е. J\ := Y^i=x e i e i + i e ^ n ! Jk '•— J\,
A; € N (т.е. Jk = 0 € Mn при fc > n ) ; x(^4;A) - характеристический многочлен матрицы А\
Sp Л - след матрицы А.

Рассмотрим линейную управляемую систему

х = A(t)x + B{t)u, y = C*(t)x, (t,x,u,y) €ШхШп хШт хШк. (1)

Пусть управление в системе (1) строится по принципу линейной неполной обратной связи в
виде и — Uy. Тогда система (1) перейдет в однородную систему

B{t)UC*{t))x. (2)

Наряду с системой (2) рассмотрим билинейную управляемую систему

{t) +... + urAr(t))x, щей, (3)

Всякую систему вида (2) можно записать в виде (3), если положить г := тк, в качестве щ,
I — 1,г, взять коэффициенты матрицы U, в качестве матриц A[(t), I = l,r, - матрицы
bi(t)tij(t) € Мп, где bi(t), г = 1,т, - столбцы матрицы B(t) и Cj(t), j = l,k, - столбцы
матрицы C(t) :

т к
X -—-

г = 1 j = l

Системы вида (2) изучались в работах [1-8], системы вида (3) - в [7, 9-11]. В работе [1]
введено свойство согласованности для системы (2), в работе [9] - для системы (3). Это свой-
ство исследовалось в работах [1, 4, 5, 7, 9]. Свойство согласованности использовалось для
доказательства локальной управляемости показателей Ляпунова системы (2) [2-6], устойчиво-
сти показателей Ляпунова системы (2) [3], локальной достижимости и локальной ляпуновской
приводимости системы (3) [9-11], локальной управляемости показателей Ляпунова [10] и по-
казателей Изобова системы (3) [11].

В настоящей работе рассматриваются стационарные системы вида (2) и (3)

х = (А + BUC*)x, х е Шп, (4)

х = (А + uiAi + ... + urAr)x, xeRn. (5)

В случае стационарных систем асимптотическое поведение системы характеризуется спектром
матрицы системы. Нами исследуется задача о глобальном управлении спектром.
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Определение 1. Будем говорить, что задача управления спектром матрицы
А + u%Ai + ... + urAr системы (5) разрешима, если для любого многочлена тг-й степени
р(Х) — А™ + 7i А"1""1 + . . . + 7п с вещественными коэффициентами 7г найдется постоянное
управление и = col(ui,. . ., ur) G Мг, обеспечивающее для характеристического многочлена х
матрицы коэффициентов системы равенство

Х(А + щАг + ...+ urAr; А) = Ап + 71 А""1 + . . . + j n . (6)

По-другому эта задача называется также задачей о размещении (назначении) собственных
значений [12, с. 159]. В случае С — I задача управления спектром в системе (4) разрешима
тогда и только тогда, когда система (1) вполне управляема [13, 14]. В работе [12, с. 179-181]
приведен обзор известных достаточных и необходимых условий разрешимости этой задачи для
системы (4). В работе [15] получены новые условия разрешимости этой задачи для системы (4),
отличные от условий, приведенных в [12], которые являются необходимыми и достаточными.
В настоящей работе результаты работы [15], полученные для системы (4), обобщаются на
систему (5).

Пусть коэффициенты системы (5) имеют вид: матрица А имеет форму Хессенберга, а в
матрицах А\, I = 1,г, первые р — 1 строк и последние п — р столбцов равны нулю, т.е.

i = 1 , 7 1 - 1 ; CLij = O, j > i + l\

0, i = TJ=l, j = M; (7)

Обозначим через An + aiAn l + . . . + an характеристический многочлен матрицы А.
По матрице А = {а^-}"-=1 построим матрицу S так же, как в работе [15]. А именно

сначала построим матрицу

Далее для каждого I = 2,п по матрице Si-i = {sb1}" ;._1 построим матрицу Si = {в^}";-=1

с элементами s[x := 1, sL := s'^ := 0, j — 2,n; s'j := s ^ -_l9 i , j = 2,n. Положим
S1 = SnSn-i • • • Si. Все матрицы Si я S нижние треугольные, невырожденные. Далее постро-
им матрицы Щ := SAiS~l, г = 1,г,_и_Я := SAS'1. Тогда матрицы Я;, г = 1, г, имеют
такой же вид, как и матрицы Ai, г = 1,г, т.е. первые р— 1 строк и последние п — р столбцов
матриц Hi, г = 1, г, нулевые. Матрица Я имеет следующий вид [15, лемма 3]: Н = Л + еп£,
где £ = (—am • • •, — ац) € Rn*. Имеем

+ щАг + ... + игАг; А) = х(Я + ^Ях + ... + г4гЯг; А). (8)

Построим матрицу G := YH=I
 аг-1Л*-1> г Д е а о :== 1-

Пусть /г*- G R n - j-Vs. столбец матрицы Hi, i = 1,г. По матрицам Hi = [/г̂ , /г^,... ,hl

n],
i = 1,г, построим n x г-матрицы Pi = [h\,... ,h\], ..., Pn = [/г^,...,/г£]. Затем построим
п х г-матрицу Q = JQGPI + J1GP2 + • • • + Jn-iGPn.

Теорема 1. Пусть дана система (5) с матрицами (7) и

Хп + 71 А""1 + .. • + 7п := Х(А + UiAi + ...+ иТАТ;А).

Тогда коэффициенты 7г характеристического многочлена матрицы, А + щА1 + • • • -Ь щАг

выражаются через коэффициенты системы (5), (7) следующим образом:

7 = а - Qu, (9)

где 7 = col(7i,...,7n), а = col(ai, . . . , а п ) .
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Теорема 2. Задача управления спектром для системы (5) с матрицами (7) разрешима
тогда и только тогда, когда строки матрицы Q линейно независимы, при этом управле-
ние и, приводящее х(Л + u\Ai + • •. + игАТ\ А) к заданному многочлену р(Х) с коэффициен-
тами 7*1 находится из системы (9).

Теорема 2 очевидно вытекает из теоремы 1. Действительно, если строки матрицы Q линей-
но независимы, то для любого 7 линейная система уравнений (9) относительно и разрешима,
и решение и этой системы обеспечивает равенство (6). Если же строки матрицы Q линей-
но зависимы, то не для всякого 7 система (9) разрешима, следовательно, задача управления
спектром неразрешима. Остается доказать теорему 1.

Замечание 1. Из теоремы 2 следует, что необходимым условием разрешимости задачи
управления спектром в системе (5) является условие г >п.

Замечание 2. Среди матриц Pi, г = 1,п, последние п — р матриц нулевые, поэтому в
качестве Q можно брать матрицу Q = JQGP\ + J\GP% + .,. + JV-\GPV.

Доказательство теоремы 1. Для доказательства нам понадобится лемма 4 [15].
Пусть дана система (5) с матрицами (7) и выполняется равенство (6). Построим по мат-

рицам A, Ai, г = 1,7-, матрицы Н, Hi, г = 1,г. В силу равенства (8) получаем, что
х(Н + и\Н\ + ... + игНг; А) = An + 7i^"~ 1 + • • • + In- Таким образом, по лемме 4 [15] мы
получаем равенства

(10)

Равенства (10) можно записать в векторном виде ^ = а — Ти. Здесь Г G Мп>г,

Т = ||Sp(#; Ji-iG)||, t = u j=I7F.

Остается показать, что Т — Q. Введем в рассмотрение отображение vec : Мп —» Шп ,
которое "разворачивает" матрицу F € Мп, F = {fij}, i,j = l,n, по строкам в вектор-столбец

vecF := col(/ n , • •., /in, • •., fm, • • •, fnn) € ^ •

Очевидно, что Sp(i^ i^) = (vec Fi)*(weeF%) = (vecF2)*(vecFi). Рассмотрим первую строку
матрицы Т. Тогда для всех I = 1,7- имеем Sp(H[JaG) = (vec(JoG))*(vec(H*)). Аналогично
для второй строки матрицы Т выполнено равенство

и т.д. для г-й строки матрицы Г (г = 1,тг) имеем равенства

Sp(H/Jj_iG) =

Построим матрицы

(vec(JoG))*

L = e Mn2tr.

Тогда Т = LN.
Рассмотрим матрицы JjG. Имеем

J0G=

1
«1

OJ2

Л - 1

0
1

он

Otn-2

0
0
1

«n-3

. . . 0

. . . 0

. . . 0

. . . 1

JXG =

ai

a2

0

1
ai

Oin-2

0

.. . 0

.. . 0

... 1

.. . 0

Jn-\G —
0

0

... 1

... 0

... 0
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Развернем эти матрицы по строкам в вектор-столбцы, транспонируем их в строки и составим
из них матрицу L. Тогда можно заметить, что эта матрица будет иметь блочный вид:

L = | |[J0G], [J iG], . . . , [Jn-iG}\\ e Мп,„2.

Рассмотрим теперь матрицу N. Имеем

vec(#r*) = N =

Pi

Рп

Следовательно, Т = LN = JQGP\ + J\GPi + . . . + Jn-\GPn = Q. Теорема 1 доказана.
Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (проект 06-01-

00258).
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