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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèéñÿ ðàçäåë ñîâðåìåííîé ìà-
òåìàòèêè. Â äàííîé òåîðèè èññëåäóþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷å-
ñêèìè ïðîöåññàìè â óñëîâèÿõ êîíôëèêòà, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò íàëè-
÷èå äâóõ èëè áîëåå ñòîðîí, ñïîñîáíûõ âîçäåéñòâîâàòü íà ïðîöåññ ñ ïðî-
òèâîïîëîæíûìè èëè íåñîâïàäàþùèìè öåëÿìè. Äèíàìè÷åñêèå ïðîöåñ-
ñû, îïèñûâàåìûå îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè,
íàçûâàþò òàêæå äèôôåðåíöèàëüíûìè èãðàìè.

Ðàçâèòèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñòèìóëèðîâàëîñü íàëè÷è-
åì ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, èìåþùèõ âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ìåõàíè-
êè, ýêîíîìèêè, âîåííîãî äåëà, ðàäèîýëåêòðîíèêè, áèîëîãèè è íåêîòîðûõ
äðóãèõ îáëàñòåé.

Ñòàíîâëåíèå ýòîé òåîðèè ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèÿìè Ð. Àéçåêñà,
À. Áðàéñîíà, Ó. Ôëåìèíãà, Þ. Õî, Á. Í. Ïøåíè÷íîãî, Ë. À. Ïåòðîñÿíà.

Â Ñîâåòñêîì Ñîþçå àêòèâíàÿ ðàçðàáîòêà òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èãð íà÷àëàñü ïîñëå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò Í. Í. Êðàñîâñêîãî
è Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýòó ðàçðàáîòêó âíåñëè
Â. Ä. Áàòóõòèí, Ð. Â. Ãàìêðåëèäçå, Í. Ë. Ãðèãîðåíêî, Ï. Á. Ãóñÿòíè-
êîâ, Â. È. Æóêîâñêèé, Ì. È. Çåëèêèí, À. Ô. Êëåéìåíîâ, À. Â. Êðÿæèì-
ñêèé, À. Á. Êóðæàíñêèé, Â. Í. Ëàãóíîâ, À. À. Ìåëèêÿí, Å. Ô. Ìèùåíêî,
Ì. Ñ. Íèêîëüñêèé, Þ. Ñ. Îñèïîâ, À. Ã. Ïàøêîâ, Í. Í. Ïåòðîâ,
Ã. Ê. Ïîæàðèöêèé, Å. Ñ. Ïîëîâèíêèí, Í. Þ. Ñàòèìîâ, À. È. Ñóááîòèí,
Í. Í. Ñóááîòèíà, Â. Å. Òðåòüÿêîâ, Í. Ò. Òûíÿíñêèé, Â. È. Óõîáîòîâ,
Â. Í. Óøàêîâ, À. Ã. ×åíöîâ, Ô. Ë. ×åðíîóñüêî, À. À. ×èêðèé è ìíîãèå
äðóãèå àâòîðû.

Èç çàðóáåæíûõ àâòîðîâ ìîæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèòü ðàáîòû
Ë. Áåðêîâè÷à, Ä. Áðåéêâåëëà, Í. Êàëòîíà, À. Ôðèäìàíà, Ð. Ýëëèîòà,
Äæ. Ëåéòìàíà, Ð. Ï. Èâàíîâà è äðóãèõ àâòîðîâ.

Îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ÿâëÿ-
þòñÿ çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ-óáåãàíèÿ ñ ó÷àñòèåì ãðóïïû óïðàâëÿåìûõ
îáúåêòîâ, õîòÿ áû ñ îäíîé èç ïðîòèâîáîðñòâóþùèõ ñòîðîí. Ïðè ýòîì
ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü îñëîæíåíà íàëè÷èåì îãðàíè÷åíèé íà ñîñòîÿíèÿ
îáúåêòîâ.

Îäíà èç ïåðâûõ çàäà÷, ëèíåéíàÿ ãëîáàëüíàÿ çàäà÷à óêëîíåíèÿ, áûëà
ïîñòàâëåíà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíûì è Å. Ô. Ìèùåíêî1.

1Ïîíòðÿãèí Ë. Ñ., Ìèùåíêî Å. Ô. Çàäà÷à îá óáåãàíèè îäíîãî óïðàâëÿåìîãî îáú-
åêòà îò äðóãîãî// ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1969, Ò. 189, �4, Ñ. 721-723
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Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ðàáîòû À. Àçàìîâà,
Ì. Ñ. Ãàáðèýëÿíà, Â. Ë. Çàêà, À. Â. Ìåçåíöåâà, Â. Â. Îñòàïåíêî,
Â. Ñ. Ïàöêî, È. Ñ. Ðàïïîïîðòà, Á. Á. Ðèõñèåâà, Ñ. È. Òàðëèíñêîãî è
äðóãèõ àâòîðîâ.

Íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü äëÿ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à êîí-
ôëèêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ãðóïïàìè óïðàâëÿåìûõ îáú-
åêòîâ234. Ñïåöèôèêà ýòèõ çàäà÷ òðåáóåò ñîçäàíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ èõ
èññëåäîâàíèÿ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � èçó÷åíèå çàäà÷ ïðåñëåäîâàíèÿ-óáåãàíèÿ
ñ ó÷àñòèåì ãðóïïû óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ, õîòÿ áû ñ îäíîé èç ïðî-
òèâîáîðñòâóþùèõ ñòîðîí, è íàõîæäåíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè â ýòèõ
çàäà÷àõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè
è ñíàáæåíû ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè:

1. Äëÿ ïðèìåðà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà è êîëåáàòåëüíîãî êîíôëèêòíî
óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ñ ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè ó÷àñòíèêîâ ïîëó÷å-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîèìêè ãðóïïîé ïðåñëåäîâàòåëåé îäíîãî óáå-
ãàþùåãî ïðè äèñêðèìèíàöèè ïîñëåäíåãî.

2. Äëÿ ïðèìåðà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà è êîëåáàòåëüíîãî êîíôëèêòíî
óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ñ ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè ó÷àñòíèêîâ ïîëó÷å-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîèìêè ãðóïïîé ïðåñëåäîâàòåëåé çàäàííîãî
÷èñëà óáåãàþùèõ, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî óáåãàþùèå âûáèðà-
þò ñâîè óïðàâëåíèÿ íà [0,∞), à êàæäûé ïðåñëåäîâàòåëü ëîâèò íå áîëåå
îäíîãî óáåãàþùåãî.

3. Ïîñòðîåíî ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ìÿãêîå óáå-
ãàíèå âñåõ óáåãàþùèõ, èñïîëüçóþùèõ îäèíàêîâîå óïðàâëåíèå, îò ãðóï-
ïû ïðåñëåäîâàòåëåé, îáëàäàþùèõ ìåíüøåé ìàíåâðåííîñòüþ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-
òè÷åñêèé õàðàêòåð. Âñå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñî ìíîãèìè
ó÷àñòíèêàìè.

2×èêðèé À. À. Êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1992
3Ïåòðîâ Í. Í., Ïåòðîâ Í. Íèêàíäð. Î äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå "êàçàêè-

ðàçáîéíèêè"// Äèôô. óðàâíåíèÿ, 1983, Ò. 19, �8, Ñ. 1366-1374
4Ãðèãîðåíêî Í. Ë. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ íåñêîëüêèìè äèíàìè÷å-

ñêèìè ïðîöåññàìè. Ì.: ÌÃÓ, 1990

4



Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü
è îáñóæäàëèñü:

� íà Ðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ" (Èæåâñê, 2002)

� íà Øåñòîé Ðîññèéñêîé óíèâåðñèòåòñêî-àêàäåìè÷åñêîé íàó÷íî-ïðà-
êòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè (Èæåâñê, 2004)

� íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç íåóñòîé-
÷èâûõ çàäà÷" (Åêàòåðèíáóðã, 2004)

� íà Òðåòüåé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ïðîáëåìû ñî-
âðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ÂÓÇàõ è øêîëàõ Ðîññèè"
(Êèðîâ, 2004)

� íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà
è èíôîðìàòèêè" (Óçáåêèñòàí, Òàøêåíò, 2004)

� íà Èæåâñêîì ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ (Èæåâñê, 2004)

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ôåäåðàëüíûì àãåíòñòâîì ïî îáðàçîâàíèþ
(ãðàíò À04-2.8-60) è ïðîãðàììîé "Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè" (ãðàíò 34126).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
10 ðàáîòàõ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
2 ãëàâ, 8 ïàðàãðàôîâ, 7 ðèñóíêîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû
105 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 175 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ñäåëàí îáçîð èññëåäîâàíèé äðóãèõ àâòîðîâ è èçëàãàåòñÿ
êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî ïàðàãðàôàì.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò 6 ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà çàäà÷àì ãðóïïî-
âîãî ïðåñëåäîâàíèÿ îäíîãî è íåñêîëüêèõ óáåãàþùèõ.

Ïåðâûé ïàðàãðàô íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð, çäåñü äîêàçàíû
íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà
è ïðèâåäåíà òåîðåìà Õîëëà î ñóùåñòâîâàíèè ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ñòàâèòåëåé.

Âñå ïðèâåäåííûå íèæå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ðàññìàòðèâàþòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå Rν(ν > 2).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà Γ
n + 1 ëèö: n ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn è óáåãàþùåãî E. Äâèæåíèå
êàæäîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
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x
(l)
i + a1x

(l−1)
i + a2x

(l−2)
i + · · ·+ alxi = ui, ui ∈ V, (1)

çàêîí äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî E èìååò âèä

y(l) + a1y
(l−1) + a2y

(l−2) + · · ·+ aly = v, v ∈ V. (2)

Ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x
(q)
i (0) = Xq

i , y(q)(0) = Y q, ïðè÷åì X0
i 6= Y 0 äëÿ âñåõ i, Z0 = (Xq

i , Y q).

Çäåñü è äàëåå xi, y, ui, v ∈ Rν , a1, a2, . . . , al ∈ R1, V � ñòðîãî âûïóêëûé
êîìïàêò Rν òàêîé, ÷òî IntV 6= ∅, i ∈ I = {1, 2, . . . , n}, q = 0, 1, . . . , l − 1.

Âìåñòî (1), (2) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z
(l)
i + a1z

(l−1)
i + a2z

(l−2)
i + · · ·+ alzi = ui − v, z

(q)
i (0) = Zq

i = Xq
i − Y q.

Îïðåäåëåíèå 1. Â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà, åñëè ñóùåñòâóåò ìî-
ìåíò T0 = T0(Z0), ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ v(t) íàé-
äóòñÿ äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ

ui(t) = ui(t, Z0, v(s), 0 6 s 6 t)

òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ τ ∈ [0, T0], α ∈ I âûïîëíåíî zα(τ) = 0.
×åðåç ϕq îáîçíà÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ω(l) + a1ω
(l−1) + a2ω

(l−2) + · · ·+ alω = 0

ω(0) = 0, . . . , ω(q−1)(0) = 0, ω(q)(0) = 1, ω(q+1)(0) = 0, . . . , ω(l−1)(0) = 0.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λl + a1λ
l−1 + a2λ

l−2 + · · ·+ al = 0

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è ÷èñòî ìíèìûìè.
Ïóñòü äàëåå,

ξi(t) = ϕ0(t)Z0
i + ϕ1(t)Z1

i + · · ·+ ϕl−1(t)Zl−1
i .

Ñ÷èòàåì, ÷òî ξi(t) 6= 0 äëÿ âñåõ i, t > 0, èáî åñëè ξα(τ) = 0 ïðè
íåêîòîðûõ α ∈ I, τ > 0, òî ïðåñëåäîâàòåëü Pα ëîâèò óáåãàþùåãî E ê
ìîìåíòó τ, ïîëàãàÿ uα(t) = v(t), t ∈ [0, τ ].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hi êðèâûå

Hi = {ξi(t), t ∈ [0,∞)}.

Óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóþò h0
i ∈ Hi òàêèå, ÷òî

0 ∈ Intco{h0
i }.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèå 1 è óñëîâèå 1.
Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà.

Óñëîâèå 2. Íà÷àëüíûå ïîçèöèè ó÷àñòíèêîâ òàêîâû, ÷òî

0 ∈ Intco{Z0
i }.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèå 1 è óñëîâèå 2.
Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà.

Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, ν = 2 è n = 2.
Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà èç ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïîçèöèé.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà Γ n + m ëèö: n ïðåñëå-
äîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn è m óáåãàþùèõ E1, E2, . . . , Em. Äâèæåíèå êàæ-
äîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1), çàêîí äâèæåíèÿ
êàæäîãî óáåãàþùåãî Ej èìååò âèä

y
(l)
j + a1y

(l−1)
j + a2y

(l−2)
j + · · ·+ alyj = vj , vj ∈ V. (3)

Ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x
(q)
i (0) = Xq

i , y
(q)
j (0) = Y q

j , ïðè÷åì X0
i 6= Y 0

j äëÿ âñåõ i, j, Z0 = (Xq
i , Y q

j ).

Çäåñü è äàëåå yj , vj ∈ Rν , j ∈ J = {1, 2, . . . ,m}.
Öåëü ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé � "ïîéìàòü" íå ìåíåå r (1 6 r 6 m)

óáåãàþùèõ, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñíà÷àëà óáåãàþùèå âûáèðàþò ñâîè óïðàâ-
ëåíèÿ ñðàçó íà [0,∞), à çàòåì ïðåñëåäîâàòåëè, íà îñíîâå èíôîðìàöèè î
âûáîðå óáåãàþùèõ, âûáèðàþò ñâîè óïðàâëåíèÿ, è, êðîìå òîãî, êàæäûé
ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò "ïîéìàòü" íå áîëåå îäíîãî óáåãàþùåãî. Ñ÷èòàåì,
÷òî n > r.

Âìåñòî (1), (3) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z
(l)
ij + a1z

(l−1)
ij + a2z

(l−2)
ij + · · ·+ alzij = ui − vj , z

(q)
ij (0) = Zq

ij = Xq
i − Y q

j .
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Îïðåäåëåíèå 2. Â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà, åñëè ñóùåñòâóåò ìî-
ìåíò T0 = T0(Z0), ÷òî äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè äîïóñòèìûõ óïðàâëå-
íèé vj(t) íàéäóòñÿ äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ

ui(t) = ui

(
t, Z0, vj(s), s ∈ [0,∞)

)

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà

N ⊂ I, M ⊂ J, |N | = |M | = r

òàêèå, ÷òî êàæäûé óáåãàþùèé Eβ , β ∈ M ëîâèòñÿ íå ïîçäíåå T0

íåêîòîðûì ïðåñëåäîâàòåëåì Pα, α ∈ N, ïðè÷åì åñëè ïðåñëåäîâàòåëü
Pα ëîâèò óáåãàþùåãî Eβ, òî îñòàëüíûå óáåãàþùèå ñ÷èòàþòñÿ èì íå
ïîéìàííûìè. Âûðàæåíèå "ïðåñëåäîâàòåëü Pα ëîâèò óáåãàþùåãî Eβ"
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ταβ ∈ [0, T0] âûïîëíåíî zαβ(ταβ) = 0.

Ïóñòü

ξij(t) = ϕ0(t)Z0
ij + ϕ1(t)Z1

ij + · · ·+ ϕl−1(t)Zl−1
ij .

Ñ÷èòàåì, ÷òî ξij(t) 6= 0 äëÿ âñåõ i, j, t > 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hij êðèâûå

Hij = {ξij(t), t ∈ [0,∞)}.
Óñëîâèå 3. Äëÿ êàæäîãî k ∈ {0, 1, . . . , r − 1} âåðíî ñëåäóþùåå:

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà N ⊂ I, |N | = n − k íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæå-
ñòâî M ⊂ J, |M | = r − k, ÷òî äëÿ âñåõ β ∈ M

0 ∈ Intco{Hαβ , α ∈ N}.
Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèå 1 è óñëîâèå 3.

Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà.
Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Ïóñòü m = r = 1, âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1,

ν = 2 è n = 1. Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà èç ëþáûõ íà÷àëüíûõ
ïîçèöèé.

Óñëîâèå 4. Äëÿ êàæäîãî k ∈ {0, 1, . . . , r − 1} âåðíî ñëåäóþùåå:
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà N ⊂ I, |N | = n − k íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæå-
ñòâî M ⊂ J, |M | = r − k, ÷òî äëÿ âñåõ β ∈ M

0 ∈ Intco{Z0
αβ , α ∈ N}.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèå 1 è óñëîâèå 4.
Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà.
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Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà Γ
n + 1 ëèö: n ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn è óáåãàþùåãî E. Äâèæåíèå
êàæäîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋi = Axi + ui, ui ∈ V, (4)

çàêîí äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî E èìååò âèä

ẏ = Ay + v, v ∈ V. (5)

Ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

xi(0) = X0
i , y(0) = Y 0, ïðè÷åì X0

i 6= Y 0 äëÿ âñåõ i, Z0 = (X0
i , Y 0).

Çäåñü è äàëåå A � ïîñòîÿííàÿ êâàäðàòíàÿ ïîðÿäêà ν ìàòðèöà.
Âìåñòî (4), (5) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

żi = Azi + ui − v, zi(0) = Z0
i = X0

i − Y 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà, åñëè ñóùåñòâóåò ìî-
ìåíò T0 = T0(Z0), ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ v(t) íàé-
äóòñÿ äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ

ui(t) = ui(t, Z0, v(t))

òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ τ ∈ [0, T0], α ∈ I âûïîëíåíî zα(τ) = 0.
Ïóñòü Φ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû

ω̇ = Aω

òàêàÿ, ÷òî Φ(0) = I. Ñ÷èòàåì, ÷òî Φ(t)Z0
i 6= 0 äëÿ âñåõ i, t > 0.

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det(A− λI) = 0

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è ÷èñòî ìíèìûìè.
Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèå 2 è óñëîâèå 2.

Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà.
Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà Γ n+m ëèö: n ïðåñëåäîâà-

òåëåé P1, P2, . . . , Pn è m óáåãàþùèõ E1, E2, . . . , Em. Äâèæåíèå êàæäîãî
ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (4), çàêîí äâèæåíèÿ êàæ-
äîãî óáåãàþùåãî Ej èìååò âèä

ẏj = Ayj + vj , vj ∈ V. (6)
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Ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

xi(0) = X0
i , yj(0) = Y 0

j , ïðè÷åì X0
i 6= Y 0

j äëÿ âñåõ i, j, Z0 = (X0
i , Y 0

j ).

Öåëü ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé � "ïîéìàòü" íå ìåíåå r (1 6 r 6 m)
óáåãàþùèõ, ïðè óñëîâèè óêàçàííîì â òðåòüåì ïàðàãðàôå.

Âìåñòî (4), (6) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

żij = Azij + ui − vj , zij(0) = Z0
ij = X0

i − Y 0
j .

Âîçìîæíîñòü ïîèìêè â èãðå Γ ïîíèìàåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.
Ñ÷èòàåì, ÷òî Φ(t)Z0

ij 6= 0 äëÿ âñåõ i, j, t > 0.
Ò å î ð å ì à 5. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèå 2 è óñëîâèå 4.

Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà.
Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöè-

àëüíàÿ èãðà Γ n + m ëèö: n ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn è m óáåãàþ-
ùèõ E1, E2, . . . , Em. Äâèæåíèå êàæäîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

ẋi = ui, ‖ui‖ 6 1, (7)

çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî óáåãàþùåãî Ej èìååò âèä

ẏj = vj , ‖vj‖ 6 γ, γ > 1. (8)

Ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

xi(0) = X0
i , yj(0) = Y 0

j , ïðè÷åì X0
i 6= Y 0

j äëÿ âñåõ i, j, Z0 = (X0
i , Y 0

j ).

Öåëü ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé � "ïîéìàòü" íå ìåíåå r (1 6 r 6 m)
óáåãàþùèõ, ïðè óñëîâèè óêàçàííîì â òðåòüåì ïàðàãðàôå.

Âîçìîæíîñòü ïîèìêè â èãðå Γ ïîíèìàåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2,
ãäå âûðàæåíèå "ïðåñëåäîâàòåëü Pα ëîâèò óáåãàþùåãî Eβ" îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîãî ταβ ∈ [0, T0] âûïîëíåíî xα(ταβ) = yβ(ταβ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aij ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rν , êîòîðûå
ïðåñëåäîâàòåëåì Pi ìîãóò äîñòèãàòüñÿ íå ïîçæå, ÷åì óáåãàþùèì Ej . Îò-
ìåòèì, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Aij � çàìêíóòûé øàð. Äàëåå,
Aj(N) =

⋃
α∈N

Aαj � ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rν , êîòîðûå õîòÿ
áû îäíèì èç ïðåñëåäîâàòåëåé Pα, α ∈ N äîñòèãàþòñÿ íå ïîçæå, ÷åì
óáåãàþùèì Ej .

Ïóñòü `j � ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå Y 0
j , ρj � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ ñ

íà÷àëîì â òî÷êå Y 0
j òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà L

íàéäåòñÿ òî÷êà ρ ∈ ρj , äëÿ êîòîðîé ‖ρ− Y 0
j ‖ > L.
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Ïðåäïîëîæåíèå 3. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ N ⊂ I è β ∈ J ñóùåñòâó-
åò êðèâàÿ ρβ , äëÿ êîòîðîé Aβ(N) ∩ ρβ = ∅, òî ñóùåñòâóåò ëó÷ `β

òàêîé, ÷òî Aβ(N) ∩ `β = ∅.
Óñëîâèå 5. Äëÿ êàæäîãî k ∈ {0, 1, . . . , r − 1} âåðíî ñëåäóþùåå:

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà N ⊂ I, |N | = n − k íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæå-
ñòâî M ⊂ J, |M | = r − k, ÷òî äëÿ âñåõ β ∈ M è `β

Aβ(N) ∩ `β 6= ∅.

Ò å î ð å ì à 6. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 3. Â èãðå Γ
âîçìîæíà ïîèìêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 5.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ, â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ
çàäà÷è óêëîíåíèÿ âñåé ãðóïïû æåñòêî ñêîîðäèíèðîâàííûõ óáåãàþùèõ
îò ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà Γ n+m ëèö: n ïðåñëåäî-
âàòåëåé P1, P2, . . . , Pn è m óáåãàþùèõ E1, E2, . . . , Em. Äâèæåíèå êàæäî-
ãî ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

x
(ni)
i = ui, ‖ui‖ 6 1, (9)

çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî óáåãàþùåãî Ej èìååò âèä

y
(mj)
j = v, ‖v‖ 6 γ, γ ∈ (0, 1), (10)

ãäå ni > mj > 1 äëÿ âñåõ i, j. Ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x
(αi)
i (0) = Xαi

i , y
(βj)
j (0) = Y

βj

j , ïðè÷åì X
βj

i 6= Y
βj

j äëÿ âñåõ i, j, βj .

Çäåñü è äàëåå αi = 0, 1, . . . , ni − 1, βj = 0, 1, . . . ,mj − 1.
Îïðåäåëåíèå 4. Â èãðå Γ âîçìîæíî ìÿãêîå óáåãàíèå, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ui(t) íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå

v(t) = v
(
t, x

(αi)
i (t), y

(βj)
j (t)

)

òàêîå, ÷òî x
(βj)
i (t) 6= y

(βj)
j (t) äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞).

Äåéñòâèÿ óáåãàþùèõ ìîæíî òðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: èìååò-
ñÿ öåíòð, êîòîðûé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ïî âåëè÷èíàì{
x

(αi)
i (t), y

(βj)
j (t)

}
äëÿ âñåõ óáåãàþùèõ Ej âûáèðàåò îäíî è òîæå óïðàâ-

ëåíèå v(t).
Ò å î ð å ì à 7. Â èãðå Γ âîçìîæíî ìÿãêîå óáåãàíèå èç ëþáûõ

íà÷àëüíûõ ïîçèöèé.
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Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà Γ n+m ëèö: n ïðåñëå-
äîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn è m óáåãàþùèõ E1, E2, . . . , Em. Äâèæåíèå êàæ-
äîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (9), ãäå ni > 2 äëÿ âñåõ
i, çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî óáåãàþùåãî Ej èìååò âèä (10), ãäå mj = 1
äëÿ âñåõ j. Ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x
(αi)
i (0) = Xαi

i , yj(0) = Y 0
j , ïðè÷åì X0

i 6= Y 0
j äëÿ âñåõ i, j.

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óáåãàþùèé Ej íå ïîêèäàåò ïðå-
äåëû øàðà D(Y 0

j , r0), ãäå r0 ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Îïðåäåëåíèå 5. Â èãðå Γ âîçìîæíî óêëîíåíèå îò âñòðå÷è â øàðå,

åñëè äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ui(t) íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå
óïðàâëåíèå

v(t) = v
(
t, x

(αi)
i (t), yj(t)

)

òàêîå, ÷òî xi(t) 6= yj(t) è yj(t) ∈ D(Y 0
j , r0) äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞).

Ò å î ð å ì à 8. Â èãðå Γ âîçìîæíî óêëîíåíèå îò âñòðå÷è â øàðå
èç ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïîçèöèé.
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