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Продолжая исследования работ [1],[2], мы рассматриваем ряд новых задач, связанных со
свойствами статистических характеристик асимптотического поведения множеств достижимости
управляемых систем. Рассматриваются системы, правая часть которых параметризована с помощью
топологической динамической системы (S, /i*) и имеет замкнутые, но не обязательно компактные
образы. Для исследования поведения решений таких систем в работе [1] введено пространство
clos (Шп) непустых замкнутых (но не обязательно ограниченных) подмножеств пространства W1. и
подпространство в clos(R.ra), состоящее из выпуклых замкнутых подмножеств, которое обозначается
через clcv(Kra). В пространстве clcv (К") определена метрика, которая названа метрикой Хаусдорфа-
Бебутова; такая метрика принимает только конечные значения и сходимость в этой метрике означает
сходимость, равномерную на компактах в W1.

Рассмотрим топологическую динамическую систему (S, /г*) с полным метрическим фазовым
пространством Е и однопараметрической группой преобразований hl пространства £ в себя,
непрерывной по (£,<т) и удовлетворяющей начальному условию /i4<r|t=0 = о. Для заданного множества
U С Rm рассмотрим пространство с мерой (£/, 21,77)1 гДе 21 — борелевская сигма-алгебра подмножеств [/,
г/ — мера Радона, сосредоточенная на множестве U. Мерой Радона с носителем U называется конечная
регулярная счетно-аддитивная функция г] : А —+Ж множеств А £ 21.

Предполагаем, что задана непрерывная функция f{a,x,u) переменных (а, х,и) 6 Е х Rn x Шт

и функция U{а, х) со значениями в пространстве clcv(Rm), полунепрерывная сверху в смысле метрики
Хаусдорфа-Бебутова при всех (<т, х) 6 S x W1. Мы исследуем статистически инвариантные множества
управляемой системы, порожденной динамической системой (Е, /i*) и функциями / и U. Эта система
задаётся при каждом а £ Е множеством допустимых процессов, определенных следующим образом.
Допустимым процессом управляемой системы при каждом фиксированном а £ Е называется всякая
функция t —> (ip(t,a),r]t) переменного t, определённая на [0, s) и удовлетворяющая следующим
условиям: 1) управление i —*• 77* является измеримой по Лебегу мерозначной функцией со значениями
в пространстве rpm([/o(£)) вероятностных мер Радона с носителем Uo(t) == и(Ь,г<т, (f(t, <т)); 2) функция
t —+ <p(t, ет) является абсолютно непрерывным решением системы

± { t ) = f / ( Л Ч х ( * ) , и ) % ( < * и ) , t€[O,s), (1)
JU0(t)

где [0, s) — правый максимальный интервал существования решения ip системы (1).
По функциям / и U построим дифференциальное включение

(2)
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где coG — замыкание выпуклой оболочки множества G.
Для каждого X Е clcv (Rn) и момента времени t ^ 0 обозначим через A(t.a,X) множество

достижимости системы (1) в момент t из начального множества X. Предположим, что задана
непрерывная функция А : R x fl —> clcv(Rn) переменных (t,u>), где и) — (а, X), удовлетворяющая
следующим условиям:

A(t,u))\t=Q=X, A(t + s,u>)=A(t,hsa,A(s,u))), t,sER+. (3)

Для фиксированного множества XQ Е clcv(Rn) рассмотрим множество

a(ti,ui) = {te [О, 0] : A(t,ш) С A{t,w0)}, w0 = (а, Хо).

v с i \ • т mesa(^,w)

Характеристику rreq(^) = hm ^ будем называть относительной частотой поглощения
тЗ—юо и

множества достижимости A(t,u>) системы (1) заданным множеством A(t,u>o). Если указанный
предел не существует, то рассматриваются характеристики freq*(aj) и freq^o;) — верхняя и нижняя
относительные частоты поглощения множества достижимости A(t, ш) системы (1) множеством A(t, UIQ).
Обозначим

й(ст) = {(t,x) e l + x R " :xEA{t,u>0)}, ш0 = [cr,X0),
аг(<т) = {(t,x) e l + x l " : psn (x,A(t,LJo)) < r(t,a)}, < B » = 2lr(a) \2l(a),

где r(t,a) — неотрицательная непрерывная функция переменных (t,cr) 6 R + x E.
Скалярную функцию V(cr,x) будем называть функцией Ляпунова в области 2Г(<т), если она

локально липшицева по (а, х) равномерно относительно а на £ и для каждого а Е £ выполнены
условия: У(Н1а,х) < 0 при всех (t,x) S 21(<т), У(кга.х) > 0 для всех (£,х) G *Вг(сг). Обозначим через
V°(a,x;q) обобщенную производную функции V(rr,х) в точке (<т,х) по направлению вектора (l,q) E
Ш х Шп, через V^^a, х) = maxg6/r(CT x)l/o(cr, x; gr) — верхнюю производную функции V в силу включения
(2).

Теорема 1. Фиксируем множества XQ.X 6 clcv(Rn), X С Хо, функцию A(t,ui0), где
IJJQ, — (сг,Хо), удовлетворяющую условиям (3) и множество достгюкимости A(t,u>) системы (1),
со — (<т, X). Пусть существуют непрерывные скалярные функции V(o~, x) и w(a.z) переменных
(a, i ) e E x Rn и (a, z) e T, х Ш такие, что:

1. Для каждого а верхнее решение Z*(4,CT) задачи

z = w(hla, z), 2(0) = 0, t^Q,

определено при всех t > 0.
2. Для каждого а £ £ бесконечно большая функция V(<7, x) является функцией Ляпунова в

области 211+г(<т), г<?е г = r(i,ir) = тах{.г*(£,ст), 0} и при есех (£,:с) G 211+г((г) выполнено неравенство

Тогда множество достиэюимости A(t,u>) существует для всех О 0 « для каждого а £ S
выполнены неравенства freq*(w) ^ х*(<т), freqt(6i;) ^ ^»(<т), г^е

ЕСЛИ freq(o;) = 1 для каждого а Е Е, то множество 21(<т) называется статистически
инвариантным относительно управляемой системы (1). Также получены условия, при которых
множество 21(сг) является статистически слабо инвариантным относительно системы (1). Это
означает, что для любой точки хо Е Хо найдется такое решение ip(t,a) включения (2), что tp(t,a)
определено при всех t ^ 0, <р(0, а) — хо и верхняя относительная частота попадания данного решения
в множество A(t,a)o) равна единице.
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