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 Пусть HB   и H  - конечномерные вещественные гильбертовы пространства 
размерности соответственно   и  , причём   . Пусть, далее, HB  :  - 

линейное инъективное отображение и BH  :*  - сопряжённый с ним оператор. 
Следующее утверждение очевидно. 
 Лемма. Самосопряжённый оператор BBS  :*  положительно 
определён и обратим,  HHSP   :*1  - ортогональный проектор. Кроме того, 

операторы BHS  
 :*1  и  HBS   :1*  есть обобщённые обратные 

отображения к операторам соответственно к   и * , т. е.   и ****   . 
 Введём каноническое представление произвольного элемента Hx . Имеем: 
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 . Нетрудно видеть, что система элементов 

 uu ,...,1  в этом представлении принадлежит пространству H , образует базис ядра 
оператора   и биортогональна системе функционалов  rr ,...,1 . Далее, так как PI   
есть ортогональный проектор, то в качестве второго слагаемого канонического 
разложения можно взять спектральное разложение этого проектора, т. е. считать, что 
система  uu ,...,1  ортонормирована и   ...,,1),,()( juxxr jj . Всюду ),(   
обозначает скалярное произведение в гильбертовом пространстве H . Ввиду условия 

   разность    может оказаться достаточно большой. Поэтому целесообразно 

ввести более узкое пространство )}(:{
1
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  , в котором мы 

будем далее рассматривать линейные уравнения с дополнительными линейными 
ограничениями. Нетрудно видеть, что это пространство имеет размерность 

)(   nn  и получается в результате расширения образа B  оператора   за 
счёт первых n  элементов ядра оператора  . При этом элементы nuu ,...,1  образуют 
базис ядра сужения оператора   на линейное многообразие D . В пространстве D  

введём норму 
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)( . Каноническая форма представления элементов из 

D  позволяет получить канонические представления для линейных операторов и 
функционалов, определённых на D . Пусть BDL :  есть линейный ограниченный 
оператор. В силу указанной выше факторизации тождественного оператора 
построенного пространства D  имеет место следующее представление 
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),( . Здесь BBLQ  :  есть линейный оператор, а элементы 

njLuq jj ...,,1,   принадлежат гильбертову пространству B . 
Приведём критерий разрешимости в пространстве D  уравнения fLx   с 

линейными неравенствами mixl ii ...,,1,)(   , где BfDli  ,* . В терминах 

atv
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канонических представлений оператора 
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функционалов 
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место следующий аналог теоремы Фредгольма о разрешимости уравнения с линейными 
неравенствами [3]. Пусть вещественные числа mii ...,,1,   таковы, что система 
неравенств mixl ii ...,,1,)(    совместна.  

Теорема. Для того чтобы существовало решение Dx  уравнения fLx   с 
линейными неравенствами mixl ii ...,,1,)(    необходимо и достаточно, чтобы для 
любых By  и неотрицательных m ...,,1 , удовлетворяющих системе уравнений
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выполнялось неравенство 
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 Рассмотрим теперь задачу на собственные значения для проектора 

 HHSP   :*1 . При численных расчётах все операторы заменяются 

представляющими их матрицами. Спектр P  состоит из нуля и единицы. Поэтому 
собственные векторы находятся из уравнений 0*  u  и uPu  . Из первого уравнения 
находим необходимую нам систему линейно независимых элементов nuu ,...,1  из H . 

Для этого к транспонированной матрице *  применяется алгоритм поиска базисного 
минора матрицы [2], в основе которого лежит универсальная операция над матричными 
структурами [1]. Все решения второго уравнения uPu   даются формулой Pzu  , где 
z - произвольный вектор из H . Следовательно, для произвольного базиса ff ,...,1  

пространства H  решения ii fx   в пространстве D  уравнений 

 ...,,1;...,,1,0)(,  injxrfx ji  дают базис собственного подпространства, 

отвечающего единице, самосопряженной матрицы P . Численные расчёты матриц 1S , 
P  и базисных векторов nuu ,...,1  выполнены на системе графических процессоров, 
поддерживающих технологию многопоточного программирования CUDA [4].  
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