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АННОТАЦИЯ

6 первой чести статьи решается задача о нахождении потенциала

неоднородного эллипсоида, в которой слои рэвноИ плотности предотбв-

лены семейством соосных, в общей случае не подобных друг другу

эллипсоидов. Доказывается, что найденный потенциал имеет все свой-

ства ньютоновского потенциала. Получены выражения ялн механических

и динамических характеристик эллипсоида. Во BTODOH части исследует-

с я влияние внутренней структуры конфигурации - расппе деления веще-

ства и профиля сплюснутости слоев равной плотности - на динамиче-

ские свойства неоднородных эллипсоидов. Рассматриваются и сравни-

ваются модели, у которых слои имеют форму сжатого и вытянутого

сфероидов. Учет влияния внутренней структупы ня линчмику сжатого

сфероида ставит под сомнение старое представление о, том, что все.

эллиптические галактики со сжатием больше K'l НОУНТОЯЧИВЫ относи-

тельно образования трехосного бара .



The potentials and dynamics of heterogeneous ellipsoid,

by B.P.Kondratjev. In the first part of the paper the problem

of determination of the potential of heterogeneous ellipsoid

in which constant density strata are presented by family of co-

axial, in general nonsimllar ellipsoids, Is colved. The derived

potential has all the properties of a atandart potential
»
 The

mechanical and dynamical characteristics fof the ellipsoid

are found. In the second part the influence of intrinsic struc-

ture - the mass distribution and the elliptiolty profil of

strata - on the dynamical properties of ellipsoids is Inves-

tigated. The models with the strata having the form of oblate

and prolate spheroids are analiaed. Taking into account the

influence of internal structure on the dynamics of oblate

spheroid leads to refinement of early concept that all

E-galaxies with elliptieity йоге than B4 are non-stable with

reepect to formation of 3-axial buldge.



I . Введение.
~ x)

Определение потенциала сил притяжения эллипсоидальных

является одной иа основных задач теории потенциала. Исторически

первнш были исследованы однородные эллипсоида, для которых потел;

пиалы во внутренней и внешней точке с координатами Х^ соответст-

венно равны:

' (I)

18)

где GL ̂ GL>GL - полуоси эллипооида, а символ А равен

А в формуле (2) - это эллипсоидальная координата уа(;ем.':пуиьс;е~

май точка относительно граничной поверхнорти эллипюида,

положительным горнем уравнения
3 г

Последующим предметом исследований стали неоднородные и

да, для которых в постановку задачи входит задание рукой

ления плотности. Феррерс первым поставил задачу о потенпиалах эллин

х) В небесной механике используется такие термин "силонах

функция".
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соида, плотность которого является степенной функщвй координат (см,,

например, Цуратов [ l ] ) • Для прикладных целей важно исследовать

другой тип неоднородного эллипсоида (так называемого словсто-

нерднородиого), у которого плотность постоянна на эллипсоидальных

поверхностях, но изменяется от слоя к слов. Задача определения потен-

циалов таких конфигураций значительно упрощается в том случав, ког-

да слоя равной плотности представляют собой эллипсоВДы, подобные

и юниентричаские с граничным эллипсоидом. Причина упрощения яэнеч-

но в том, что вклад, вносимый в общий потенциал of элементарной

гомеоидальяой оболочл», хорошо нзвества. Вираже*в для потенциала

элдипооида с подобным слоям» было получено в ряде работ (Няцетш

[г] , Чаплыгин [3], Дубошин U1 ) , (ЪствжтячвскоЦр изложению резуль-

татов исследование во данному вопросу посвящена глава о потенциа-

лах в монографии Чандрасвгосара [б] . Распрадвлвние плотноотя у та-

мого эллипсоида является функцией голью одного параметра РЖР™ К

ГДЕ 1П= V- 4 i есть уравнение слоя равной плотности. Потенциалы

во внутренней и внешней точке с координатами ^[ лаются

ми:

(Б)

(6)

г , л >п»(и.)
где функция Wtftl) находятся из уравнения

Tit (7)



- 3 -
а Л и Л имеют тот ле смысл, что и для однородное зллииооидэ

(формулы СЗ) и (4) ) . Полонив в (5) и (6) 0=CO*is£ , получим

выражения для потенциалов однородного эллипсоида (I) и ( 2 ) .

Часто, однако, при решении задач физики и асгрономии нельзя

считать слои подобными друг другу и требуется знать потенциалы

таких слоисто-неоднородных эллипсоидов, у которых сплюснутость слоев

равной плотности меняется от одного слоя к другое» Наглядный пример

из астрономии: эллиптические галактики, об изменении сплюснутости

слоев у которых известно из наблюдений. О необходимости исследовать

эллипсоиды с перемен ной сплюснутостью слоев говорят и теоретические

аргументы. Нспомним известную теорию Клеро, согласно которой измене-

ние сплюснутости эллипсоидальных слоев у медленно вращающихся конф-

гураций есть общая закономерность.

Впервые задачу наховдения потенциалов слоисто-неоднородных

эллипсоидов с переменной сплюснутостью слоев поставил ^обертс (б]«

По-прежнему, задавал закон плотности в виде Q- О(ГП ) , он запи-

сывает уравнение слоя следующим образом

з г
3 | | T l » (в)

где 0 Ц 7 \ Ц У \ с • Заметим, что CLJiifti) в (8) не являются полу-

осями эллипооида. Для нахождения потенциала тела, Роберте, делит

его яа элементарные эллипсоидальные оболочки и оригинальным опособом

оценивает вклад от одной таиэй оболочки, ограниченной поввркяоетяш

dim. • » (9)
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гле f %tt) - потенциал однородного эллипсоида единичной плотности

о граничной поверхностью oftrt.) • Сумдируя по оболочкам, он нахо-

дат полный потенциал тела

ff
Далее общей формулы (10) Роберте, однако, не пошел и потенциа-

лы эллипсоида им не били получены. Следует заметить, что сама форму-

ла (10) является правильной только при определении потенциала эллип-

соида во внешней точке, но не верна для случая внутренней топки.

Данная статья разделена на две части. В периоИ части получояи точ-

нне выражения для потенциала слоисто-неоднородного эллипсоида во

внешен • внутренней точке Iглава 1} » В главе П доказывается, что

найденные потенциалы имеют все необходимее в достаточные свойства,

которым должен удовлетворять потенциал. В главе Ш получены механи-

ческие характеристики эллипсоида. Найдено, в частности, точное вы-

ражение тензора вириала для эллипсоида-подснстены. Показано, что

Еияни [ 7 ] допустил при нахождения тензора вириала подсястеш серь-

езную неточность. В остальной частя работы исследуется динамка

вллипсоида (глава 17 в далее). Отдельно обсуждается вопрос о том,

что эллипсоид расоютренпого типа при описания днямини вращающих-

ся кояфигурапий является только приближенной юдельо »

Часть I .

I . Потенциалы слоисто-неоднородного эллипсоида.

Пусть 0*1 обозначают полуоси граничного ЭЛЛИПСОИД р., а

уравнение слоя равной плотности представляет собой эллипсоид с

полуосями tTVoC,(ht)-Ct^
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( I I )

где jTt - параметр, непрерывно изменяющийся от нуля до единипы

(для сплошного эллипсоида) или от некоторого нижнего предела до

единицы (для эллипсоидальной оболочки). Рассматриваются неоднород-

ные эллипсоида с распределением плотности

Формулой 4 1 ) описывается однопараметрическое семейство концентри-

ческих эллипсоидов, не подобных друг другу в общем случае зависимо-

сти фрикций <£. от Yfl . Функции оОАп) должны удовлетворять следую-

щим условиям:

а ) . Онм непрерывны вместе со своими первыми производными;

в) Поверхности равной плотности ( I I ) не должны пересекаться

друг о другом;

с) На граничной поверхности эллипсоида сС^(т=1)= i .

Частный случай эллипсоида с подобными СЛОЯМИ МЫ получим, положив

в (It) £L(№)=:4 .

Теорема I . Потенциал в точке fy, > внешней по отношению к неод-

нородному эллипсоиду описанного типа, равен
ОО 1 8

га)
где функция fti(u) неявно определяется уравн ением

у
Z



- 6 -

А есть эллипсоидальная координата точки %i относительно гра-

ничного эллипсоида, являющаяся положительным корнем уравнения

(4) , а символ Д равен

Доказательство. Рассмотрим сплошной эллипсоид как состоящий

из серии бесконечно тонких эллипсоидальных оболочек,, Вносимый в

общий потенциал вклад от одной алементарной оболочки, ограниченной

поверхностям S^ и o ( b t + u h x ) , пропорционален разности вкла-

дов от однородных эллипсоидов с полуоснш [)1 cLftri)U£ и

(СП+с1т)о£^Ы«6»#'0^' З т о т вклад Равен а * р и дается формулой

(9), где в качестве Iffftt) нужно взять данный в (2) потенциал l f e ,

предварительно заменив там СЦ на полуоси промежуточного эллип-

соида \YldL(yn)Ol£ » Тогда л в формуле (2) является аллипооидаль-

ной координатой точки Xi относительно промежуточного вллнпооида

(ее мы обозначим через Д(№ ) ) , причем определяется последняя

как положительный корень, уравнения

X

а символ

_ 5 ' '" ' • (17)
Полагая

И Aim/L . . . у . , ( ш )

•
где М(Уи) неявно определяется уравнением
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запишем выражение для

В формуле (20)

(9) и интегрируя по Ж

ного потенциала

дано в (15) о Подставляя (20) в

, получим выражение для пол

Рассмотрим теперь на рис.1 область интегрирования в равенстве

(21). Легко видеть, что в двойном интеграле южно изменить порядок

интегрирования и вместо прежних пределов считать, что 16 изменя-

ется от A(*n=i) до о° , а |АП - ОТ определяемого уравнением

(14) значения 1ГП.(и.| до I . Поскольку k(tti=l) есть положитель-

ный корень уравнения (4) , то изменение порядка интегрирования в

(21) приводит к требуемому результату (13).

Замечание I . Потенциал в точке на граничном эллипсоиде

(для которой A ( ^ i = i ) - О ) равен .

Замечание 2 . Потенциал во внешней для эллипсоида точке,

данный в (13), зависит от ее координат Х< явно и неявно ( в ноо

леднем случае через нижние пределы интегрирования ,А • и |7l{U.) ), •
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Замечание 3 . Полагая в (13),(14) и (15) сС^Щв i , полу.-

чше уже иввеотное выражение (6) для потенциала эллипсоида с подоб-

ным» олоями. &то есть необходимое (но не достаточное) условие того,

что Ф из (13) действительно является потенциалом слоиото-неод-

нородного эллипсоида. В главе П показано, что найденный потенциал

обладает всеми свойствами обычного потенциала*

Теорема 2. Потенциал во внутренней точке Х(, неоднородной

эллипсоидальной оболочки, ограниченной эллипсоидами о полуосями

иСИ^ Иtb'tCM)'CLi , дается выражением

о & ащмяМЛ fci£to$0 (28,
Доказательство. Вклад в потенциал Ф от внешней для Х(

элементарной оболочки мы получим, если в формулу (9) в качестве

фШ подставим данннй в (I) потенциал однородного эллипсоида Ф^ ,

заменив там &£ на полуоси промежуточного эллипсоида

чим

[
Полагая 2Г—ft U. , получим

( 2 4

где Д Щ и / определено в (15)• Подставляя (24) в (9) и интег-

рируя по \П ( от И до 1+ находим полный потенциал

Ивменив порядок интегрирования в (25) (что легко сделать, т.к*

пределы по УУ1 не зависят от Ц, ) , мы получим требуемый
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результат (23)О

Замечание 4 . Если сплюснутость слоев изменяется о раоагоя-

нием, потеадиал эллипсоидальной оболочки во внутренней точке яано

зависит от ее координат Х(, «В частном случае подобных слоев

потенциал не зависит от fy и становится равным некоторой шстода-

ной с

Теорема 3. Потенциал во внутренней точке #£ неоднородной)

эллипсоида рассмотренного типа дается выражением

Доказательство. Полный потенциал во внутренней точке склады-

вается из вклада от сплошного эллипсоида, для которого рассматривае-

мая то .да не является внутренней, и вклада от эллипсоидальной обо-

лочки, для которой точка Xi не является внешней. Пусть Ift

есть полуоси эллипсоида равной плотности, проходящей через точку

« Тогда» в силу равенств (22) и (23), эти вклады равны

где P (ht*U) - интегрируемая, функция. Складывая потенциа-

лы У и Ч> * , получим формулу (26).

Замечание б . Потенщал во внутренней точке эллипооида

(8в) вавишт от ее координат Xi двояким образом: явно, • неявно

через нижний предел интегрирования
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Замечание 6» Полагая в формуле (26) оС^(1т)в £ , получим

потенциал эллипсоида с подобными слояш во внутренней точке ( 5 ) .

П, свойства потенциала.

I » Докажем, что потенциал эллипсоида во внешней точке (13)

удовлетворяет уравнению Далласа

Щ (27)
Вначале из уравнения (14) находим, что

( 2 8 )

где для краткости обозначено

ЬЫ'к
Дифференцируя If из (13) no Xl и учитывая, что tTi (U=A)= i

(это дает возможность считать Л постоянной при взятии произ-

водной от интегралов типа \ dlL\ t ) t ) находим

3

(30)

Дифференцируя по {̂ выражение (30) и учитывая формулу (28),

а также тождество ) = I и равенство | n ^ U = - \ / = i ,

находим (опуская элементарные промежуточные преобразования)
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где О = p(ms£) . Проводя суммирование вторых производных по

Ь и учитывая выражения (юторие нетрудно доказать)

- оЬпУ)
"" duT

д?

V
y( л/т,а) da

/a) 1 . j a i l / 7 «

Поэтому ^34) можно представить в виде
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Херя по частям внтеграл в фигурных .ояобик.

(85)

Обратям теперь внимание на то, что

а Д (38)

Действительно, при (i .-0° 4 * 0 , а при &=А U * - } 4

что и доказывает равенство (36). Оставшийся в (35) интеграл дает,

как легко видеть

(37)

С учетом (36) и (37) № приходим в (35) к Доказательству теоремы

Лапласа (27).

2) Допаяем, что потеншал эллипсоида .во внутренней точке (26)

д е т в о р я а т уравнении Цуаооона:

(38)

Учитывая равенство (28), находим первую производную



ft J
Ж W 4 И /

Дифференцируя (39) no Д^ „ суммадгя полученные производные £

учитывая равенства (28),(31) и (32) мы„ совершенно как и вше, полу-

чаем выражение для лапласиа

Нетрудно видеть, что

Действительно, при Ц.-00 Д - . Q t a црв вн е C е й

Д = OL CLCL y\ оС.(щ! I вследствие ч

Щ
что и доказывает равенство (41).

Окончательно, получаем

что и доказывает теорему Пуаосона (38) .

Замечание 7. Потенциал <Р являетоя непрерывной

ей координат Xt, во всвм проотранотве. Это следует из орав-
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нения формул (22) и (26) о

Замечание 8. Найденный потенциал эллипсоида sf всюду в

пространстве имеет непрерывные первые производные. В частности,

величины * - £ не имеют разрыва на границе эллипсоида, что

следует яа сравнения выражений (30) (где нукяо положить к — О )

и (39 h

Замечание 9. Потенциал эллипсоида во внешней точке (13)

в его частные производные ^30) на бесгонечности обращаются в нулв,

т.к. при ХГ*"0 нижний предел интегрирования \ — + оо &

становится равным верхнему пределу»

Мн доказали, что найденный потенодал слоисто-неоднородного

вллипсоида имеет все свойства iньютоновского потенциале.

Ш. Механические характеристики эллипсоида.

Для практического применения модели неоднородного эллипсои-

да важно знать его механические характерношки. Некоторые К8 них

мы сейчас получим*

а) Масса и моменты инерции. Масса ММ и тензор инерции

( в главных ооях) Ji j(to) промежуточного эллипсоида, ограни-

ченного поверхностью равной плотности hdto) ( И ) суть

$

После преобразований находим
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Ниже понадобятся также разности моментов инерции

= 1 . 2 , 3 . (44)

б). Тенвор гравитационной энергии» Выражение для гравитацион-

ной внергии "| | | исследуемого аллипооида имеет самый простой вид

в том случае, когда конфигурация ообирается из слоев равной плот-

ности, начиная с наружного. Символическая формула, выражающая;

это* опоооб, выглядит так [ 6 J

г д в а\Р($\ и з ( 9 ) х причем в качестве КуЦН) нужно

взять потенциал однородного еллипсоида во внутренней точке (24).

Заменяя в формуле (9) потенциал ^Р°(т) тензорным штенща-

лом однородного эллипсоида во внутренней точке f5J

Ft
и используя тензорное обобщение выражения (45)

получим формулу для тензора гравитационной внергии
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Введвннне Чавдрасекхаром [5] символы Д^. опредвляотся равен-

ством ©р

bidfl
" (48)

и удовлетворяют тождествам (по дважды встречающемуся индексу сую-

игрования нет)

(49)

С помощью (47) и (49) мэяно найти и полцую граш тащонную

энергию эллипсоида

(50)

V I • (51)

в) Тензор вириала эллипсоида-подсистема» Тензором вириала

промежуточного эллипсоида с граничной поверхностью равной

плотности o f t n ) (II) называется величина
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В случае, когда сила притяжения в точке л создается распределе-

нием вещества внутри того же объема, на который распространено ин-

тегрирование в (52), имеет место следующее равенство (Чандрасекхар

[б] , стр.27 )

(53)

В нашей случае потенциал в точке X» создается массой всего эллип-

соида о границей §{\тя{) , а интегрирование в (52) распростра-

нено на объем промежуточного эллипсоида. Удобно представить полный

потенциал V в (52) суммой

где Vf * и If - вклады соответственно от сплошного эллипсоида

с граничной поверхностно $(ш1 и о т эллипсоидальной оболочка,

ограниченной поверхностями S(M) и /o(fllxi) . Тогда для перво-

го из двух членов, входящих в /МШ) • имеем (согласно равенству

(58 ) )

Стоящеа оправа в атом равввотва выражение есть не что шюа,

как тензор гравдтащониой энергии эллипсоида - подсистемы ею

снятой «ершей odoдочкой. Сразу получяем

(54)

где ~№fj/W»/ находятоя по формуле (47), предварительно заменив

там верхний предел интегрирования с I на
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Второй член тензора нириала равен

vesw "•> ( 5 5 )

где в яачяотве \£)Ж^\ нудно взять потеншал оболочки

Запишем Ч' (У) о помотыо равенстя (48) и (51) в виде

Дифференцируя потенциал V5S) по Xr , подучим выражение
тг 1 J .

<57)

после подстановки которого в (55)^находим

(58)

Окоячательпо, объединяя (54) и (56), находим

Из форели (48) легю видеть, что величины Д{, завяоят

ио от отношений полуосей промежуточного элднпооида. Удобно ввестж

эксцентриситеты сечений промежуточных эллипсоидов гоордиватннш

плоскостями

от которых только и зпвисят f\jT . Тогда

I
+

в dm1
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Если слои равной плотности подобны д р у г другу, то Щ Д Ц =м1
и, следовательно, % J jn = ^ • Поэтов для подобных слоев член

/ WJ , данный в ^58), также равен нулю. Ш приходам к заключе-
1* • 7 / 1

нию, что тензор вириала д ij№ эллипооида-пбдсистемы у ионфагу-

рации с подоивши слоями в точности равен тензору гравитационной

энергии VCrOit/ 'этой подсистемы без верхней оболочки.,

Итак, в двух случаях тензор вириала становится точно равным

тензору гравитационной энергии системы; а) когда рассматривается

конфигурация в целом; в ) когда рассматривается подсистема конфа-

гурадии о подобными слоями равной плотности.

Если же слои не подобны, то 1?;Т(И1/ состоит из двух членов

и дается в ( 5 9 ) х ' . Отметим, что знак компоненты силы притяжения

материальной точки оболочкой * * - из (57) и, следовательно,
—-*Ж J

знак /•,. из (58), ваш
от энана производных '~J 'Z;c С

Найденные выше потенциалы я маханичесше характеристики

неоднородного эллипсоида обусловлены только распределением ввцест-

ва внутри нонфигураоди. При этом не требовалось вводить дополнитель-

ного предположения 6 равновесном состоянии системы.

ПГ, Энергия вращения.

Предположим теперь, что система, находится в равновесном сос-

тоянии. Энергия вращения есть динамическая характеристика конфигу-

рации и для ее нахождения воспользуемся тензорной теоремой, вириала.

х)
Таким образам, нельзя отождествлять тензор вириала подоиоте-

иы ~Z-iJ^ ° е ё твнзорои гравитационной энергии \

как дрл&ет Биини в статье [? ] . . В целом же. эта статор Бинни

интересной.
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Попуская, в общем случае , анизотропность,давления, эта теорема в

гпарциальной системе отсчета имеет вид

(62)

где | ^j есть тензор кинетической энергии угорядоченного даиже-

ния вещества, а I | составляет 2/& полкой внутренней энергии

;лут)айного даижения частиц. Анизотропия лавлешя учитнваетоя тенэо-

f/j , с л ед которого равен нулю. Предыололим, что мврйдаонал*-

« Энергая

ром

нпя одркуллвдя вещества отоутотвует, т ,в . Tj1)

«.рчщония равна

"Г —Т
Ы hi «2

(63)

Без ограничения общности примем, что я момент Ъ~О

с-ояпадарт с осип 0%% инврщальной пистемн отсчета^

пощооь

Т?ДР W ~ угловая скорппть вра1Ц|?га1яуч замртии, что слупяй i x )

учитывается). Иэ [62) и предыдущей фор^лы следует

2 T n f W *

Из (<М) лег"о получим формулу (полагая П<(~ H. j

(65)
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вид которой не зависит от того, имеет конфигурация только жест-

кое вращение или только вихревые движения, или то и другое одно -
х)

временно ' .

Согласно (65), сплюснутость слоев равной плотности обуслов-

лена как вращением, так и анизотропией давления. Эта форлр приме-

няется в статье [9] для исследования эллиптических галактик.»;

Считая далее давление изотропным, положим теперь П й -

В этом случае сплюснутость слоев обусловлена только вращением ХХК,

Приведем выражение для энергии вращения к удобной аналитической

форме. Подставляя в (65) компоненты Ш - из (47), после преобра-

зований с использованием тождеств (48), получим

г д в

х) Первым, по-видимому, этот важный для исследования динамики

Е - галактик момент отметил Бинни-feJ (однако не для энергии

вращения, а для наблюдаемого отношения средней скорости: враще-

ния к средней дисперсии скоростей.

хх)Вакно отметить, что строго эллипсоидальные фигуры вращения

для неоднородной жидкости невозможны и применение слоието-

неоднородаого эллипсоида в качестве динамической модели тре-

бует невэторого разъяснения (см.главу 7 ) . Автор признателен

В.А.Антонову за привлечение внимания к этой проблеме.
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При изучении эллипсоидальных (|игур со сложной внутренней

структурой полезно опираться на хорошо известные у однородных

эллипсоидов величины. Так, можно ввести квадрат угловой скорости

классического однородного эллипсоида с P = f

и величины

фззический смысл которых прост: это нормированные разности грави-

тационных весов элементарных столбов вещества вдоль осей вллипоон-

да единичной плотности и полуосяш lYVrfv(fn)Cli, .

Пользуясь иэвестныки в теории классических фагур равновесия соот-

ношенияма, связывающими между собой уксцентриситетн ортогональных

овчений эллипсоида, удобно будет записать

Не ограничивая обащости, цоложим теперь <aCg(M)Ctc- 4. .

Используя введенные обозначения, запишем (57) в конечной форме

(71)

Из анализа формул (71) следует, что наибольший вклад в вели-

чину энергии вращения дает член 7i • Член 7£ очень мал в ши-

роком интервале сплюснутостей слоев (на практике всегда Т%~ О )

постольку малы производные типа а с м ! * ^ • * * / •
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Чнсяшше расчета вюделей с широкий диапазоном ввутрвннш: струк-.

тур показали, что член i \ теише тж - аа одва ИЛИ два порядка

меньше члена Tf . J А -

Для конфагуращй о подобными опоят "Г;— — 0 , повтор

в (71) Т " Ц ~0 • Для танах неоднородных элдиЛоовдов

и (согласно форг^ле (50) )

Ь- lWт.е. отношение t - Цо^/|]^Г/ вообще не зашоит от распределения

плотности вещества. Этот Факт замечателен: отношашв анерпш вра~

щевия к дравитационаой анергии у неоднородных адлыюоидадьншс коа-

фцуращй, соотоядях на подоОшд одоев, в точности совпадает о

одноименным отношением для кяасшчееаад однородных фихур вращения

и является функцией Только оплюонутоотд слоя.

•У. Эллипсоид как динамическая модель..

Применение олоиото-неоднородного эшлипоонда в качестве дрна-

шчесяой шдеди авеадннх систем требует разъяснения того, когда

южно применять формулу для внерпш крашения (66).

Известно, что тодью однородная жидкая маоса может иметь вх-

липооидальную фигуру равновесия (я только при жестюм вращении)i

Для неодаородной жидкости строго эллипсоидальные фигурн невозимда

(что относится и к слоям равной плотности). Серьезна дя погрешаовть
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пря исследования 13-галактик (см.статью [ э ] ) применять модель с

яллипсоядальннщ слоят?

Точными наблюдениями установлено, что в большинстве Е-галактик

•вофоты является правильными эллипсами Картер [IOJJRAHT [ l l ] ,

Пля внутренних, наиболее плотных и поэтов важных в динамике слоев

отклонений от эллипсоидальное !» в пределах точности наблюдений

пообще не замечено. Отношение n | L мало изменяется по телу галак-

тик этого типа, поэтому форма слоев равной плотности также есть

эллипсоидыо Поэтому Е-галактики являются подходящим объектом моде-

лирования.

Влияние неоднородности маосн на степень отклонения формы

слоев от эллипсоидальной не столь сильное, как тжвт показаться с

первого взгляда. Отклонение от эллипсоидальяоети мало у слоев даже

в модели Рота , у иоторой вся масса сосредоточена в центре. Правда,

в предельной фигуре этой серии ( пря r ^ L g — 0,36) граничная

поверхность линзовидная, но и тогда внутренние слои очень мало от-

личатся от эллипсоидов вращения. Бели концентрация вещества не

отоль большая, как в описанном случае, то отклонение формы слоев

от ЙЛЛИПСОИДОВ должно быть еще меньше. Укажем на иссладовчнные Джин-

сом [ig j врадащиеся голитропы, граничная поверхность которых т а т е

чщется в форме, мвло отклоняющейся от эллипсоидальной»

Исключая некоторые специальные случаи,слои у фи?овых динамиче-

ских моделей также почти эллипсоидальны (см.,нэпример,Вилсоя Р*У

В пользу модели о эллипсоидальными слоями служит тот факт, что

она широко применяется при исследования структуры вращвпядахпя масс.

"тметим, например, основательную работу Робертса [&] , где метод
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эллипсоидальных слоев применен для изучения структуры и динамики

вращающихся политроп, а также статью БиННИ [ ? ] . Следовательно,

как приблиневный метод модель слоисто-неоднородного эллипсоида

вполне допустима для исследования 'динамики вращающейся конфигурации.

Именно втот вопрос и рассматривается во второй чаоти.

Часть П .

Во второЁ части исследуются общие свойства влияния внутренней

структуры на динамяву неоднородных эллипсоидов с изотропным давле-

нием. Для упрощения расчетов мы выбрали два простейших типа эллип-

соидов. 7 первого слои имеют форму сжатого, а у второго - вытяну-

того сфероидов.

7 1 . Динамика моделей сжатого и вытянутого сфероидов.

В этой главе мы конкретизируем полученные в первой части форм/-

лн на двух частных формах эллипсоидальных фигур.

Vjf,/ Сжатый сфероид,

В уравнении слоя равной плотности ( I I ) без потери общности

полагаем .

тогда полуоси промежуточного сфероида суть:

пг , m m ( 4 d j
Здесь 2(Ш)~ £^Ш^Вп(т) есть эксцентриситет ЭТОГО

сфероида, функция С(\т) описывает профиль сплюснутости слоев

равной плотпости в «одели.
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Maoca п \ Щ и компонента гензора инерции

«у точного сфероида равда,( из форьцгл (43) ) :

(75)

Виражения для гравитационной энергии и энергии вращения,

согласно формулам (50) и (?1), равны

(76)

Коэффициенты /U суть [ь\

/9*(^в формулах (7?) является известным в теории классиче-

ских однородных фигур равновесия выражением квадрата угловой

онорости сфероидов Маклорена о О~{. ( см.форисглу (68) ) .
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Основной вклад в энергию вращения дает член T i • a %

мал, *•«• ^Г51>Яо(е)/^ \ ~ О в широком интервале
сплюснутостей. Заметим, что ™Д^ и подинтегральное

выражение в | * имеет тот же знак, что л
/В частном случае подобия слоев

Имеем ^1
=0

4d = ^-о

Под интегралом СО i (см.формулы (75) ) , поэто*у

(79)

о возрастанием сшшонутости

, а только пока 04&£ 0,813.

с возрастанием 0 уже

-О выполняется в

Анализ (79) показал, что

увеличивается, но не при всех €

Если же €& 0,813 , то

уменьшается. Замечательно, что

той сгияой точке £в = 0,813 (или £ о = 0,417 ) , гото.рая

является точкой бифуркации последовательности сфероидов Маклорена

и трехосншс эллипсоидов Яноби. Далее мы увидим, что подобное

свойство энергии вращения встречается и у моделей с изменяющейся

сплюснутостью слоев.

Как отмечалось в первой части, в случае подобных олэев отно-

шение T t f f / / ) » | не зависят от распределения плотности, а у

данной модели оно в точности совпадает с одноименным отношением

для классического сфероида Маклореня и равно:
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У1. 2. Вытянутий сфероид.

Эаа фигура является простейшим примером эллапсседа, не имею-

щего симметрии относительно оси вращения. При больших сплюснутое-

тях свойства вытянутого сфероида близки к свойствам более сложных

tpt оных эллипсоидов.

Полагаем в уравнении (II)

i\t
)

тогда полуоси промежуточного сфероида суть

) , Ж , ЫГ- АИЛ) .

Здесь -С У— ^g^(i^) есть профиль сплюснутости модели.

Масса и компоненты тензора инерции равны (ср. с формулами

(75) для сжатого сфероида )

| %

Отметим, что /i(fM/ и J^tlhf B ^двля вытянутого сфероида

зависят от структуры слоев сильнее, чем в модели сжатого сфероида.

Гравитационная энергия и энергия вращения даются формулами

(83)
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4 1 = i f y ^

Следует отметить, что для данной модели нет аналоге ореди од-

нородных фигур равновесия, поэтому Л 9 1 * ) yie нельзя (pp. со

сягатнм сфероидом) понимать как угловую скорость однородного вытянуто

го сфероида и формулы (84) следуют из (67), а не ия (71) .

Коэффициенты ттенцаалы суть Г 5 ]

(85)

В силу того,что H(Wi) и (V(HJ/ ШОДЛТ В выражения для

y f , то (ом.внше) и гравитащониая энергия внтяи.утого оферояда

сильнее, чем у сжатого, зввисит от профллп силпспутости оловв^

Так как& и к < 0 , то ггдиптегрздьнор т'нражеяив в Та

тот же знак, что и Щ^- «

otw cfe - п т т-1
В частном случае Ц~- ~ V им<*ем /•= 1 |= '

«В'> показать, что с увеличенном сплюснутпрти модели ее

ррпщчиия возрастает при О $ £ £ 0,2К , но начинает

РГЗЛИ £ > 0 , 2 й .

У?1, Соотношение unit Jo .

Гпсс«.1трим одно из возможных применений пятметрп t ~'

к э,1)Л1«!1ТИт?п(:ким галпктикам. У нас есть формулы длг? MrflJWKM t
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по известным из ваблвденвй данным фотометрии. С другой стороны,

тайке ив наблюдений, мы знаем вэмпоненту дисперсии скоростей на

луче зрения и максимальнов значение скорости вращения галактики

1Х*я£ «Считая распределение скоростей изотропным и Ь

постоянной оо галактике ••', оценим енергию хаотичеокого движения

звезд равной f fib { U - масса всех звезд). Кривые вращения

у многих В - галактик почт иоские, пентод Tvts i Mli^)

Фактнчвсщ, ш имеем дело оо оредними по галактике внач

Ь и V%d . Иэ теоремы внрнала/WlW(i '^U) + ^ *
легко ааходим йеною а ооотношвниа

(87)

В данной статье отношещ •. **Uyp рассматривается как допол-

нительная характеристика моделей.

х) Согласно наблвдениям (Янг и др. [8J , Шехтер и Ган

дисперсия скоростей в большинстве Е-галактик незначительно

изменяется от центра к крав.

хх) Здесь ^ < % воладотвии того, что Vttt есть frtCtX.

окорооти вращения. Среднее значение ^ , найденное по несколь-

нвм известным из найлюдешй кривым вращениям, равно 0,87.
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ЛИ. Численные расчеты.

Структуру слоев равной плотности у обеих моделей зададим

следующим профилем сплюснутости

S (88)

Согласно (88) , сплюснутость слоев увеличивается от центра (при

l = 0 - это сферы) к крас, и достигает максимума па граяич-

яоЯ поверхности при ffl = I . С изменением параметра в меняется

в провяль сплюснутости слоев..В частности, при ^=0 слои ста-

новятся подобными друг другу, а с возрвстанием ^ (принималось

J = 0, 0,3, 0,6, 0,9, 1,2, 2, 0 ) увеличивается отклонение про-

4иля сплюснутоста от линии С ' СОНЯ ж слои при данном С$

в среднем сильнее оферизуются.

Для изотропных коифгурпцлй с жестким вращеняом воэрастапие

сплюснутости от внутренних слоев к внешним является единственно

возможным, если только плотность в них к центру увеличивается х ' i

Это ваялое свойство £(№) следует из урашевия Клеро

(см.. например, Буллен ,

4^̂ )
где t~PW/?»P - средняя плотность вещества внутри сфе-

роида оо средним радиусом % . Кроме того, возрастание,

сплюснутости слоев можно объяснять и просто из анализа гидро-

статического равновесия неоднородной
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Б реальных звездных сисгеипх последнее условие выполняется, однаиэ

отсутстше жесткого вращения, а танке принципиальная возможность

существования анизотропии дисперсия скоростей является причиной

того, что у них профиль сплюснутости изофэт может и не быть моно-

тонной функцией \flfl . Примером таких систем являются Е - галакти-

ка, профили изофот у которых имеют самый различный характер к еда-

выы загоном не описываются (см., например, Кинг [ll] ) .

Мы югли вы исследовать конфигурация, в которых % т | " <О

(am вообще £ ( Ш | э моютонна), однако э то привело бы к значи-

тельному увадичеи'М) объема статьи» Для выяснения основных свойств

моделей достаточно р.;осмотреть внутреннюю структуру, описываемую

профилем (88).

Просаль ПЛ0П&С1И зададим загоном:

Л
согласно котором у№ г ранице модели г ~& •

Фориулами 188) и (89) аадаетая внутренняя структура исследуе-

мых моделей. Эти выражения авалвтячеош простыв, что позволяет

взбежать двойного чиоленяого интегрирования в расчетах.

Выодсшвжя для сяатопо а вытянутого офероадов проюдялмсь по

одинаковой схеме. Интегралы, выражающие п ( ^ ) , компонент теазоре

шерфи J^j(N я $№) ( формулы (76) для сяатого и (88) и для

вытянутого сфероидов приводились к квадратурам > подставлялись ,

например, в подинтегральныв внрахения для'ц ^1\ ж 1 J (формулы

(7?) и (84). Затем интегралы (77) я (64) находились численно по
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методу Оимпсона. Требуемая точность достигалась подбором шага интег-

рирования (использовались шаги Л Ш = 0,02, и °,01).

П?и заданном профиле плотности ( ft, менялось от I до 8 с

шагом I ) , для данных Е$ ( £$ изменялось от 0 до 0,7 с шагом

0,1) и j$ 0 вычислялись отношения 'Vdtnffl и V^tet/S , полная

масса М z m̂ l lgt . Часть полученных результатов приводится на

рисунках статьи.

XX. Обсуждение результатов численных расчетов.

На рис. 2 приведены результаты вычислений массы, гравитацион-

ной энергии и энергии вращения модели сжатого сфероида.

При Л.=- 8 и изменении fj от 0 до 1.2, И и I " | увели-

чиваются примерно в 1,5 и 2 раза, соответственно, a ""fo^t уменьшает-

ся в два раза. Б то яе время, при Пи а 3 зависимэсть характеристик

«доли от й менее сильная, чем при П , = 8 : М и | п | увелв-

чиваятся только в 1,38 и 1в8 раза, а 1 ^ уменьшается от I до

0,8. Тенденция к уменьшению зависимости характеристик от величины

В с убыванием И. наблюдается и у модели вытянутого сфероида

(рис.3). Заключаем,* чем быстрее убывает плотность в конфигурации,

тем эффективнее влияние структуры слоев равной плотности на меха-

нические характеристики модели х ^ . С уменьшением ft, распределение

х' Обращение этой закономерности также не тривиально: различие в

законах плотности тем сильнее отражается иа динамических свойствах

обеих моделей, чем больше величина В . Это хорошо видно, напри-

мер, на рис.5, где сплошная и пунктирная кривые ТчлфТП. прш

JJ=0,3 различаются не столь сильно, как при ]8 = 0,9. Сметам,что
обсуждаемая тенденция справедлива при 08<i
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вещества становится все более однородным, и наконец, при ti~Q

слоя вырождаются и влияние их структуры на свойства моделей исче-

вает.

В шаровых скоплениях и эллиптических галактиках концентрация

вещества к центру очень большая ' и, следовательно, влияние

отруктуры взофэт на их динамику будет аффективным и обязательно

должно учитываться в расчетах. Вое характеристики галактики -

ее массу, момент инерции, гравитационную энергию, а также отно-

яеаия nrifcjjWl и Vzc&lh следует находить с учетом структуры

иэофот (заметим, что две последние величины зависят также в от

анизотропии дисперсии скоростей звезд).

Как показано на рис.3, М и |W| вытянутого сфероида воа-

раотают (при увеличении ft от 0 до 1,2 и Ji = 8 ) в z , 2 и

4 раза, чаю явно больше изменения п и |W| у сжатого сфе-

роида» Это подтверждает теоретический вывод (раздел У1.2) о том,

что влияние структуры слоев равной плотности на массу и грави-

тационную энергии эффективнее в модели вытянутого сфероида, чей

в ооесвымвтричнон модели.

Вше было установлено, что в моделях с подобными слоями

•яергия вращения не является монотонной функцией от £ , но что

гх) Об втом можно судить уже из того, что подгонка (грубая)

распределения плотности в Б- галактиках возможна толью при

sesiraanep законе ('89:) примерно равной 80 4 90 .
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Для сжатого сфероида £с - £о = 0,417, для вытянутого £е = °,26

(рио.4). Тагов свойство энергии вращения не тривиально и проявляет-

ся в любопытном (на первый взгляд - даже странном) характере зави-

симости Ttot от у У вытянутого сфероида на рис.3 - величина

Tl*t при J = 0,3 больше, чем при ф-0 . Интуитивно следова-

ло бы ожидать, что о увеличением р величина T-wt всегда бу-

дет уменьшаеться (так как слои в среднем сферизуются), вак например,

у сжатого сфероида на рис. 2 . Но существование критического сжатия

Ес = 0,26 проясняет, что на рио.З с увеличением Д от 0 до,0,3

сжатие слоев в среднем уменьшается и, оставаясь больше критичесио-

го ( т . к . Cs = 0,4 ) , приближается к нему, и вследствие условия

<0 увеличивается T J ^ . На рис.2 ореднее сжатие сло-

ев не превышает критичесиого с с ~ 0,42 , потому с увеличением в

величина щЛ уменьшается. Ясно, что если бы мы строили график

для сжатого сфероида о £ - * 0,5 > £с » картина была бы анало-

гичной рис.3. Следовательно, с с воть ФУНКЦИЯ ОТ профиля

сплюснутости слоев. С увеличением р величина Се увели-

чивается, я у обеих моделей при достаточно большом ф критиче-

ская точка для Trot исчезает (ср. графики JJ-0 м гра-

фики J3 * 0,3 на рис.4 U

Важным овойством вытянутых сфероидов является то, что отно-

шения t '• Ttutlb У них всегда меньше, чем у' сжатых

сфероидов (разумеется, при одинаковой внутренней структуре). Это

Хорошо видно иэ обсуждаемых рисунков 5,6,7,8 и 9 . Из последне-

го рисунка также видно, что степень различия графиков



- 36 -

для обеих моделей уменьшается с увеличением у . Так, при fi =

2,0 различие графиков значительно меньше, чем при £=О . Сле-

довательно, различие величин H R o t / I V ^ f (at£df/£ ) у

сжатого и вытянутого сфероидов с одинаковыми профилеЖи-отностя

и сплюснутости зависит от структуры слоев равной плотности и стано-

вится менее заметным в том случае, когда профиль сплюснутости силь-

но отличается от £=-£§-С°№* , это и понятно, т . к . последнее

означает большую сферизацию внутренних слоев и, вместе с втим,

уменьшение геометрических различий слоев в обеих моделях*

Из рио.2 и 3- также следует, что о увеличением f уменьша-

ются важные динамические величины - отношения X в

Viet/», Параметр Пидлоа-Острайкара t , характеризующий устой-

чивость ооесимметричной модели к образованию трехосного бара [I7J ,

зависит от внутренней структуры конфигураций.

Подробнее обсудить зависимость Ь и и^Л/Ь от внутренней

структуры можно на рио.5,6,7,8,9 . При любом с$ эти отношения
. • . ' • • • • • ' • • . • • .

о увеличением у уменьшаются, и уменьшение тем заметнее, чем силь-

нее в моделях концентрация вещества к центрус И только при $-0

профиль плотноси вообще не влияет на значения этих величин (точное

совпадение функций TwtfVf l классического однородного сфероида

Маклорена и неоднородного сжатого сфероида, слои одинаковой плотнот

оти которого подобны друг другу, отмечалооь выше).

Сплюснутость Е - галакшк клаосифицируется по сплюснуто-

сти максимально сжатой изофоты индексами от Е0 до В7 . Имея в

ваду, что офероиды Изморена неустойчивы вековым образом при

сплюснутостях £ > С в = 0,417 ( т . е . при t ^ °Д4 ) . некоторые



- 37 -

авторн (см., например Шехтер и Гая [1б] ) переносят это свойство

на в л т ш т ч в с т е галактики н полагают, что если индекс галактики

больше Е 4, то эта галактика уже не имеет осесимметричной формн

относительно оси вращения и форма ее трехосная. Но при этом не

учитывается, что динамику Б-галактик характеризует не ее индекс ,

а профиль сплюснутости изофот в целом. Поэтому, хотя амплитуда про-

филя и равна у какой-то галактики, скажем, £^лк " 0,50, но

асли средняя сплюснутость изофот мала, то величина Ь для этой

галактики будет все же меньше критического значения 0,14, т .е .

критерий устойчивости Пнблоа-Острайкера выполняется х \ Оценку

параметра t для каждой галактики нужно проводить с конкретнымв

профилями плотности и сплюснутости изофот, определяемых наблюде-

ниями»

X. Резюме численного анализа.

Рассмотрено влияние внутренней структуры на динамические

свойства сжатого и вытянутого сфероида. Все трехосные модели за-

нимают промежуточное место по геометрическим и динашчеоквм свой-

ствам между этими крайними случаями* Кратно основные выводы южно

сформулировать следующим образом:

I . Бели слои равной плотности в моделях является подобными

друг другу, то отношения энергии вращения к модулю гравитацион-

ной энергии Т ы / t W i и максимума скорости вращения к дисперсии

х) Численные расчеты для Б-галактик, выполненные в

что подтверждают.
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скоростей iwt/o вообще не зависят от затона распределения ве-

щества. Энергия вращения не является мэнотонной функцией от сплюс-

нутости - сжатый сфероид имеет критическую точку Ее = 0,417,

в которой А У* —О ( э т а точка совпадает с точшй би-

а£

фуркации последовательности сфероидов Маклорена с эллипсоидами

Яиэби £ 0 ж 0,412 ) „ Для вытянутых сфероидов $( = 0,26»

2„ Если сплюснутость слоев равной плотности изменяется от

внутренних слоев к внешним, то все характеристики моделиг масса,

гравитационная энергия, энергия вращения, отношения T i o t / / } * /

и Vxtitlo зависят от конкретных для данной модели проблей
• J. х)

плотности в сплюснутости поверхностей O-Coh&l . Иныш словаки,

если профиль сплюснутости слоев отличается от линии S-COhst

то характеристики моделей зависят от ожатия как внутренних, так и

внешних слоев, т .е . от профиля сплюснутости в целом.

Значение критичеенэй точки для энергии вращения существенно

8авиоит от профиля сплюснутости - если средняя сплюснутость сло-

ев превышает & е = 0,417 для сжатого и £*с = 0,26'для вытяну-

того, то критическая точка исчезает и Txot монотонно увеличи-

вается о возрастанием £s .

Основные свойства влияния профилей плотности и сплюснутости

на данашлу моделей следующие:

а) характеристики моделей тем сильнее зависят от профаля

оплюснутости, чем больше в них концентрация вещества к центру.х) Напомним, что мы изучаем только изотропные модели. В против-

ном олучае, X/ и и м ^ б у д е т зависеть танже от степени анизо-

тропии дисперсии скоростей.
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В эллиптических галактиках и шаровых скоплениях концентрация веще-

ства очень высокая, и вследствие этого, влияние профлля сплюовуто-

оти на их динамику будет эффективным .

в) Влияние профиля сплюснутости на массу, гравитационную энер-

гию и энергию вращения эффективнее в модели вытянутого сфероида,

чем в осесимметричной модели. Напротив, его влияние ва*Тхю|1г7

и ичЛ/ф заметнее у сжатого сфероида.

с) При одинаковых профилях плотности и сплюснутости изопбверх-

ностей, величины TAdt/lW / и UtHfO у вытянутого сферов-

да всегда меньше, чем у сжатого. Однаю это различие уменьшается

с возрастанием концентрации вещества и степени отклонения профиля

сплюснутости от линии c e C 0 ^ L , Вопрос об эффективности замены

модели сжатого сфероида на мэдель вытянутого сфероида для гонкрет-

ной эллиптической галактики должен решаться о учетом ее внутренней

структуры» Можно заключить, однаю, что для галактик замена одной

юделн на другую даст меньший аффект ( в смысле изменения ТиЛ/ПП

и Vtfit/b ) t чем при искусственном условии подобия друг другу

слоев равной плотности.

3 . Тчет влияния внутренней структуры на динамику моделей ста-

вит под сомнение старое представление о том, что эллиптические

галактики со сжатием, большим критического ( с с в 0«41?) не-

устойчивы относительно образования крупномасштабного трехооного

бара.
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XI. Заключение.

Отметим, что выражения для потенциалов ( а также и другие

характеристики слоисто-неоднородного эллипсоида) могут найти

приманенае не тошно в астрофизике, во и в геофизике, физике

плазмы в других областях.

Автор признателен Г.Н«Дубошну, В.А.Антошву и Л.М.

за ценные и критические замечания по содержанию рукописи.
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Рис» I » Область интегрирования в дюйном интеграле



Р и с . 2 . Зависимость |"MTj , ывооыМ в энергии вращения

от параметра^ f характеризующего профиль солюонутооя.

слоев равной плотнооя, у сжатого сфероида с с^= 0,4.

Для сравнешя приведены графив с двумя црофиштп лотности

Вое валичинн выражены в относи тельных единицах»



1.0

0.0 0.3 0.6 0.9 f 1.2

Рис.3. То же, что на рис.2, но для модели вытянутого сфероида.



O.I 0-2 3,0 0.4 0.5 0.6 £ 0.7
0.0

Рис.4, ЗавлсимостьТ гА0 от £ g У схптоге я вытянутого офвровдов.

отиечепи критические точя» с с •
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Р я с . 5 . Завясгмоста TZdL/fl&l от максимальной сялюсвутоси

сфероида C j . Параметр ̂  характеризует пробель

слоев равной плетнеста. Для сраввення шяввлавн гоафгва с

двух профилях плэтвоста ft, = 3 a fl - 6 . Грайик l e s e n с

г-згйпь"?1 слоям* п'имчви ятпяг-яучкягеои.



юсть от ыаксишхздой сплюсяугостя cxatozo

сфщровда. Скисл: параметра^ , гатдпддяу я цуидаршн ЛЖЯЕЙ

«от же, чтр_и за рас.5.
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Рдс.7. Зависимость 4tijt//W7 от гакпималъной сплюснутости вытяну-

того сфероида. Обозначения те же, что на рис.5.



э.а

LBS

0.6

0 . 4

0 , 2

гасили MOD
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Рис.8. Зависиюсть Vxet/O от твситльной сшаюнутооти вытяцр-

того сфероида. Обозначения те же, что на рис5*.



0.2 -

0.0

Рис.9. Зависимость Utttl^ о т макси»влшой сплюснутосш для

сжатого ( сплошная) и вытянутого (пунктир) сфероидов.

Профиль платности в обеах мод елях tb = 5 .
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