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АННОТАЦИЯ

6 первой чести статьи решается задача о нахождении потенциала

неоднородного эллипсоида, в которой слои рэвноИ плотности предотбв-

лены семейством соосных, в общей случае не подобных друг другу

эллипсоидов. Доказывается, что найденный потенциал имеет все свой-

ства ньютоновского потенциала. Получены выражения ялн механических

и динамических характеристик эллипсоида. Во BTODOH части исследует-

с я влияние внутренней структуры конфигурации - расппе деления веще-

ства и профиля сплюснутости слоев равной плотности - на динамиче-

ские свойства неоднородных эллипсоидов. Рассматриваются и сравни-

ваются модели, у которых слои имеют форму сжатого и вытянутого

сфероидов. Учет влияния внутренней структупы ня линчмику сжатого

сфероида ставит под сомнение старое представление о, том, что все.

эллиптические галактики со сжатием больше K'l НОУНТОЯЧИВЫ относи-

тельно образования трехосного бара .



The potentials and dynamics of heterogeneous ellipsoid,

by B.P.Kondratjev. In the first part of the paper the problem

of determination of the potential of heterogeneous ellipsoid

in which constant density strata are presented by family of co-

axial, in general nonsimllar ellipsoids, Is colved. The derived

potential has all the properties of a atandart potential
»
 The

mechanical and dynamical characteristics fof the ellipsoid

are found. In the second part the influence of intrinsic struc-

ture - the mass distribution and the elliptiolty profil of

strata - on the dynamical properties of ellipsoids is Inves-

tigated. The models with the strata having the form of oblate

and prolate spheroids are analiaed. Taking into account the

influence of internal structure on the dynamics of oblate

spheroid leads to refinement of early concept that all

E-galaxies with elliptieity йоге than B4 are non-stable with

reepect to formation of 3-axial buldge.



I . Введение.
~ x)

Определение потенциала сил притяжения эллипсоидальных

является одной иа основных задач теории потенциала. Исторически

первнш были исследованы однородные эллипсоида, для которых потел;

пиалы во внутренней и внешней точке с координатами Х^ соответст-

венно равны:

' (I)

18)

где GL ̂ GL>GL - полуоси эллипооида, а символ А равен

А в формуле (2) - это эллипсоидальная координата уа(;ем.':пуиьс;е~

май точка относительно граничной поверхнорти эллипюида,

положительным горнем уравнения
3 г

Последующим предметом исследований стали неоднородные и

да, для которых в постановку задачи входит задание рукой

ления плотности. Феррерс первым поставил задачу о потенпиалах эллин

х) В небесной механике используется такие термин "силонах

функция".
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соида, плотность которого является степенной функщвй координат (см,,

например, Цуратов [ l ] ) • Для прикладных целей важно исследовать

другой тип неоднородного эллипсоида (так называемого словсто-

нерднородиого), у которого плотность постоянна на эллипсоидальных

поверхностях, но изменяется от слоя к слов. Задача определения потен-

циалов таких конфигураций значительно упрощается в том случав, ког-

да слоя равной плотности представляют собой эллипсоВДы, подобные

и юниентричаские с граничным эллипсоидом. Причина упрощения яэнеч-

но в том, что вклад, вносимый в общий потенциал of элементарной

гомеоидальяой оболочл», хорошо нзвества. Вираже*в для потенциала

элдипооида с подобным слоям» было получено в ряде работ (Няцетш

[г] , Чаплыгин [3], Дубошин U1 ) , (ЪствжтячвскоЦр изложению резуль-

татов исследование во данному вопросу посвящена глава о потенциа-

лах в монографии Чандрасвгосара [б] . Распрадвлвние плотноотя у та-

мого эллипсоида является функцией голью одного параметра РЖР™ К

ГДЕ 1П= V- 4 i есть уравнение слоя равной плотности. Потенциалы

во внутренней и внешней точке с координатами ^[ лаются

ми:

(Б)

(6)

г , л >п»(и.)
где функция Wtftl) находятся из уравнения

Tit (7)
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а Л и Л имеют тот ле смысл, что и для однородное зллииооидэ

(формулы СЗ) и (4) ) . Полонив в (5) и (6) 0=CO*is£ , получим

выражения для потенциалов однородного эллипсоида (I) и ( 2 ) .

Часто, однако, при решении задач физики и асгрономии нельзя

считать слои подобными друг другу и требуется знать потенциалы

таких слоисто-неоднородных эллипсоидов, у которых сплюснутость слоев

равной плотности меняется от одного слоя к другое» Наглядный пример

из астрономии: эллиптические галактики, об изменении сплюснутости

слоев у которых известно из наблюдений. О необходимости исследовать

эллипсоиды с перемен ной сплюснутостью слоев говорят и теоретические

аргументы. Нспомним известную теорию Клеро, согласно которой измене-

ние сплюснутости эллипсоидальных слоев у медленно вращающихся конф-

гураций есть общая закономерность.

Впервые задачу наховдения потенциалов слоисто-неоднородных

эллипсоидов с переменной сплюснутостью слоев поставил ^обертс (б]«

По-прежнему, задавал закон плотности в виде Q- О(ГП ) , он запи-

сывает уравнение слоя следующим образом

з г
3 | | T l » (в)

где 0 Ц 7 \ Ц У \ с • Заметим, что CLJiifti) в (8) не являются полу-

осями эллипооида. Для нахождения потенциала тела, Роберте, делит

его яа элементарные эллипсоидальные оболочки и оригинальным опособом

оценивает вклад от одной таиэй оболочки, ограниченной поввркяоетяш

dim. • » (9)
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гле f %tt) - потенциал однородного эллипсоида единичной плотности

о граничной поверхностью oftrt.) • Сумдируя по оболочкам, он нахо-

дат полный потенциал тела

ff
Далее общей формулы (10) Роберте, однако, не пошел и потенциа-

лы эллипсоида им не били получены. Следует заметить, что сама форму-

ла (10) является правильной только при определении потенциала эллип-

соида во внешней точке, но не верна для случая внутренней топки.

Данная статья разделена на две части. В периоИ части получояи точ-

нне выражения для потенциала слоисто-неоднородного эллипсоида во

внешен • внутренней точке Iглава 1} » В главе П доказывается, что

найденные потенциалы имеют все необходимее в достаточные свойства,

которым должен удовлетворять потенциал. В главе Ш получены механи-

ческие характеристики эллипсоида. Найдено, в частности, точное вы-

ражение тензора вириала для эллипсоида-подснстены. Показано, что

Еияни [ 7 ] допустил при нахождения тензора вириала подсястеш серь-

езную неточность. В остальной частя работы исследуется динамка

вллипсоида (глава 17 в далее). Отдельно обсуждается вопрос о том,

что эллипсоид расоютренпого типа при описания днямини вращающих-

ся кояфигурапий является только приближенной юдельо »

Часть I .

I . Потенциалы слоисто-неоднородного эллипсоида.

Пусть 0*1 обозначают полуоси граничного ЭЛЛИПСОИД р., а

уравнение слоя равной плотности представляет собой эллипсоид с

полуосями tTVoC,(ht)-Ct^
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( I I )

где jTt - параметр, непрерывно изменяющийся от нуля до единипы

(для сплошного эллипсоида) или от некоторого нижнего предела до

единицы (для эллипсоидальной оболочки). Рассматриваются неоднород-

ные эллипсоида с распределением плотности

Формулой 4 1 ) описывается однопараметрическое семейство концентри-

ческих эллипсоидов, не подобных друг другу в общем случае зависимо-

сти фрикций <£. от Yfl . Функции оОАп) должны удовлетворять следую-

щим условиям:

а ) . Онм непрерывны вместе со своими первыми производными;

в) Поверхности равной плотности ( I I ) не должны пересекаться

друг о другом;

с) На граничной поверхности эллипсоида сС^(т=1)= i .

Частный случай эллипсоида с подобными СЛОЯМИ МЫ получим, положив

в (It) £L(№)=:4 .

Теорема I . Потенциал в точке fy, > внешней по отношению к неод-

нородному эллипсоиду описанного типа, равен
ОО 1 8

га)
где функция fti(u) неявно определяется уравн ением

у
Z
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А есть эллипсоидальная координата точки %i относительно гра-

ничного эллипсоида, являющаяся положительным корнем уравнения

(4) , а символ Д равен

Доказательство. Рассмотрим сплошной эллипсоид как состоящий

из серии бесконечно тонких эллипсоидальных оболочек,, Вносимый в

общий потенциал вклад от одной алементарной оболочки, ограниченной

поверхностям S^ и o ( b t + u h x ) , пропорционален разности вкла-

дов от однородных эллипсоидов с полуоснш [)1 cLftri)U£ и

(СП+с1т)о£^Ы«6»#'0^' З т о т вклад Равен а * р и дается формулой

(9), где в качестве Iffftt) нужно взять данный в (2) потенциал l f e ,

предварительно заменив там СЦ на полуоси промежуточного эллип-

соида \YldL(yn)Ol£ » Тогда л в формуле (2) является аллипооидаль-

ной координатой точки Xi относительно промежуточного вллнпооида

(ее мы обозначим через Д(№ ) ) , причем определяется последняя

как положительный корень, уравнения

X

а символ

_ 5 ' '" ' • (17)
Полагая

И Aim/L . . . у . , ( ш )

•
где М(Уи) неявно определяется уравнением
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запишем выражение для

В формуле (20)

(9) и интегрируя по Ж

ного потенциала

дано в (15) о Подставляя (20) в

, получим выражение для пол

Рассмотрим теперь на рис.1 область интегрирования в равенстве

(21). Легко видеть, что в двойном интеграле южно изменить порядок

интегрирования и вместо прежних пределов считать, что 16 изменя-

ется от A(*n=i) до о° , а |АП - ОТ определяемого уравнением

(14) значения 1ГП.(и.| до I . Поскольку k(tti=l) есть положитель-

ный корень уравнения (4) , то изменение порядка интегрирования в

(21) приводит к требуемому результату (13).

Замечание I . Потенциал в точке на граничном эллипсоиде

(для которой A ( ^ i = i ) - О ) равен .

Замечание 2 . Потенциал во внешней для эллипсоида точке,

данный в (13), зависит от ее координат Х< явно и неявно ( в ноо

леднем случае через нижние пределы интегрирования ,А • и |7l{U.) ), •
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Замечание 3 . Полагая в (13),(14) и (15) сС^Щв i , полу.-

чше уже иввеотное выражение (6) для потенциала эллипсоида с подоб-

ным» олоями. &то есть необходимое (но не достаточное) условие того,

что Ф из (13) действительно является потенциалом слоиото-неод-

нородного эллипсоида. В главе П показано, что найденный потенциал

обладает всеми свойствами обычного потенциала*

Теорема 2. Потенциал во внутренней точке Х(, неоднородной

эллипсоидальной оболочки, ограниченной эллипсоидами о полуосями

иСИ^ Иtb'tCM)'CLi , дается выражением

о & ащмяМЛ fci£to$0 (28,
Доказательство. Вклад в потенциал Ф от внешней для Х(

элементарной оболочки мы получим, если в формулу (9) в качестве

фШ подставим данннй в (I) потенциал однородного эллипсоида Ф^ ,

заменив там &£ на полуоси промежуточного эллипсоида

чим

[
Полагая 2Г—ft U. , получим

( 2 4

где Д Щ и / определено в (15)• Подставляя (24) в (9) и интег-

рируя по \П ( от И до 1+ находим полный потенциал

Ивменив порядок интегрирования в (25) (что легко сделать, т.к*

пределы по УУ1 не зависят от Ц, ) , мы получим требуемый
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результат (23)О

Замечание 4 . Если сплюснутость слоев изменяется о раоагоя-

нием, потеадиал эллипсоидальной оболочки во внутренней точке яано

зависит от ее координат Х(, «В частном случае подобных слоев

потенциал не зависит от fy и становится равным некоторой шстода-

ной с

Теорема 3. Потенциал во внутренней точке #£ неоднородной)

эллипсоида рассмотренного типа дается выражением

Доказательство. Полный потенциал во внутренней точке склады-

вается из вклада от сплошного эллипсоида, для которого рассматривае-

мая то .да не является внутренней, и вклада от эллипсоидальной обо-

лочки, для которой точка Xi не является внешней. Пусть Ift

есть полуоси эллипсоида равной плотности, проходящей через точку

« Тогда» в силу равенств (22) и (23), эти вклады равны

где P (ht*U) - интегрируемая, функция. Складывая потенциа-

лы У и Ч> * , получим формулу (26).

Замечание б . Потенщал во внутренней точке эллипооида

(8в) вавишт от ее координат Xi двояким образом: явно, • неявно

через нижний предел интегрирования
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Замечание 6» Полагая в формуле (26) оС^(1т)в £ , получим

потенциал эллипсоида с подобными слояш во внутренней точке ( 5 ) .

П, свойства потенциала.

I » Докажем, что потенциал эллипсоида во внешней точке (13)

удовлетворяет уравнению Далласа

Щ (27)
Вначале из уравнения (14) находим, что

( 2 8 )

где для краткости обозначено

ЬЫ'к
Дифференцируя If из (13) no Xl и учитывая, что tTi (U=A)= i

(это дает возможность считать Л постоянной при взятии произ-

водной от интегралов типа \ dlL\ t ) t ) находим

3

(30)

Дифференцируя по {̂ выражение (30) и учитывая формулу (28),

а также тождество ) = I и равенство | n ^ U = - \ / = i ,

находим (опуская элементарные промежуточные преобразования)
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где О = p(ms£) . Проводя суммирование вторых производных по

Ь и учитывая выражения (юторие нетрудно доказать)

- оЬпУ)
"" duT

д?

V
y( л/т,а) da

/a) 1 . j a i l / 7 «

Поэтому ^34) можно представить в виде
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Херя по частям внтеграл в фигурных .ояобик.

(85)

Обратям теперь внимание на то, что

а Д (38)

Действительно, при (i .-0° 4 * 0 , а при &=А U * - } 4

что и доказывает равенство (36). Оставшийся в (35) интеграл дает,

как легко видеть

(37)

С учетом (36) и (37) № приходим в (35) к Доказательству теоремы

Лапласа (27).

2) Допаяем, что потеншал эллипсоида .во внутренней точке (26)

д е т в о р я а т уравнении Цуаооона:

(38)

Учитывая равенство (28), находим первую производную



ft J
Ж W 4 И /

Дифференцируя (39) no Д^ „ суммадгя полученные производные £

учитывая равенства (28),(31) и (32) мы„ совершенно как и вше, полу-

чаем выражение для лапласиа

Нетрудно видеть, что

Действительно, при Ц.-00 Д - . Q t a црв вн е C е й

Д = OL CLCL y\ оС.(щ! I вследствие ч

Щ
что и доказывает равенство (41).

Окончательно, получаем

что и доказывает теорему Пуаосона (38) .

Замечание 7. Потенциал <Р являетоя непрерывной

ей координат Xt, во всвм проотранотве. Это следует из орав-
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нения формул (22) и (26) о

Замечание 8. Найденный потенциал эллипсоида sf всюду в

пространстве имеет непрерывные первые производные. В частности,

величины * - £ не имеют разрыва на границе эллипсоида, что

следует яа сравнения выражений (30) (где нукяо положить к — О )

и (39 h

Замечание 9. Потенциал эллипсоида во внешней точке (13)

в его частные производные ^30) на бесгонечности обращаются в нулв,

т.к. при ХГ*"0 нижний предел интегрирования \ — + оо &

становится равным верхнему пределу»

Мн доказали, что найденный потенодал слоисто-неоднородного

вллипсоида имеет все свойства iньютоновского потенциале.

Ш. Механические характеристики эллипсоида.

Для практического применения модели неоднородного эллипсои-

да важно знать его механические характерношки. Некоторые К8 них

мы сейчас получим*

а) Масса и моменты инерции. Масса ММ и тензор инерции

( в главных ооях) Ji j(to) промежуточного эллипсоида, ограни-

ченного поверхностью равной плотности hdto) ( И ) суть

$

После преобразований находим
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Ниже понадобятся также разности моментов инерции

= 1 . 2 , 3 . (44)

б). Тенвор гравитационной энергии» Выражение для гравитацион-

ной внергии "| | | исследуемого аллипооида имеет самый простой вид

в том случае, когда конфигурация ообирается из слоев равной плот-

ности, начиная с наружного. Символическая формула, выражающая;

это* опоооб, выглядит так [ 6 J

г д в а\Р($\ и з ( 9 ) х причем в качестве КуЦН) нужно

взять потенциал однородного еллипсоида во внутренней точке (24).

Заменяя в формуле (9) потенциал ^Р°(т) тензорным штенща-

лом однородного эллипсоида во внутренней точке f5J

Ft
и используя тензорное обобщение выражения (45)

получим формулу для тензора гравитационной внергии
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Введвннне Чавдрасекхаром [5] символы Д^. опредвляотся равен-

ством ©р

bidfl
" (48)

и удовлетворяют тождествам (по дважды встречающемуся индексу сую-

игрования нет)

(49)

С помощью (47) и (49) мэяно найти и полцую граш тащонную

энергию эллипсоида

(50)

V I • (51)

в) Тензор вириала эллипсоида-подсистема» Тензором вириала

промежуточного эллипсоида с граничной поверхностью равной

плотности o f t n ) (II) называется величина
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В случае, когда сила притяжения в точке л создается распределе-

нием вещества внутри того же объема, на который распространено ин-

тегрирование в (52), имеет место следующее равенство (Чандрасекхар

[б] , стр.27 )

(53)

В нашей случае потенциал в точке X» создается массой всего эллип-

соида о границей §{\тя{) , а интегрирование в (52) распростра-

нено на объем промежуточного эллипсоида. Удобно представить полный

потенциал V в (52) суммой

где Vf * и If - вклады соответственно от сплошного эллипсоида

с граничной поверхностно $(ш1 и о т эллипсоидальной оболочка,

ограниченной поверхностями S(M) и /o(fllxi) . Тогда для перво-

го из двух членов, входящих в /МШ) • имеем (согласно равенству

(58 ) )

Стоящеа оправа в атом равввотва выражение есть не что шюа,

как тензор гравдтащониой энергии эллипсоида - подсистемы ею

снятой «ершей odoдочкой. Сразу получяем

(54)

где ~№fj/W»/ находятоя по формуле (47), предварительно заменив

там верхний предел интегрирования с I на
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Второй член тензора нириала равен

vesw "•> ( 5 5 )

где в яачяотве \£)Ж^\ нудно взять потеншал оболочки

Запишем Ч' (У) о помотыо равенстя (48) и (51) в виде

Дифференцируя потенциал V5S) по Xr , подучим выражение
тг 1 J .

<57)

после подстановки которого в (55)^находим

(58)

Окоячательпо, объединяя (54) и (56), находим

Из форели (48) легю видеть, что величины Д{, завяоят

ио от отношений полуосей промежуточного элднпооида. Удобно ввестж

эксцентриситеты сечений промежуточных эллипсоидов гоордиватннш

плоскостями

от которых только и зпвисят f\jT . Тогда

I
+

в dm1


