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Рассмотрено стационарное движение осесимметричного вихревого кольца в несжимаемой среде, в которой ско-
рость−→v и плотность ρ удовлетворяют уравнениям div−→v = 0, −→v · ∇ρ = 0. Второе уравнение позволяет рассмотреть
движение вихревого кольца с распределенной в пространстве плотностью. В работе показано, что плотность несжи-
маемой среды может быть неоднородной только в области вихревого движения, и является постоянной величиной
в области потенциального движения. С учетом этого обстоятельства установлено, что скорость кольца и форма его
атмосферы определяются не только геометрическими размерами вихревого ядра и величиной циркуляции скорости,
но и пространственным распределением плотности в вихревом ядре.

Ключевые слова: несжимаемая среда, вихревые кольца, вихрь Максвелла, распределенная
плотность в вихревой области

O. K. Cheremnykh
On the motion of vortex rings in an incompressible media

The paper deals with the motion of an axisymmetric vortex ring in an incompressible media whose velocity −→v and
density ρ satisfy the equations div−→v = 0,−→v ·∇ρ = 0. The second equation allows us to consider the case when the density
varies across the ring. It is shown that the media’s density can vary only in the vicinity of the flow possessing vorticity and
must be constant if the flow is potential. Thus, the ring’s velocity and the shape of its atmosphere depend not only on the
size of the vortex core and circulation but also on the spatial distribution of the density across the ring.
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1. Введение

В статье изложены некоторые результаты теоретических исследований, связанные со струк-
турой и движением осесимметричных вихревых колец. Последние известны достаточно давно,
легко реализуются и наблюдаются в экспериментальных условиях [1, 2]. В конце девятнадцатого
века это гидродинамическое явление интенсивно исследовалось в связи с попытками создания
вихревой модели атома [3]. Затем интерес к нему был обусловлен необходимостью исследова-
ния динамики образующихся при взрыве больших зарядов характерных грибовидных облаков,
структура которых аналогична структуре вихревого кольца [4]. В последнее время [5] вихре-
вые образования рассматриваются как возможные генераторы корональных выбросов массы из
Солнца [6, 7].

Замечательной особенностью всех наблюдаемых вихревых колец является их свойство по-
чти стационарно двигаться в однородной среде в течение длительного времени. Проблема опи-
сания такого движения давно привлекала внимание многих теоретиков [8]. Работа Кельвина [9]
в их ряду занимает наиболее выдающееся историческое положение: в 1867 г. в замечании к пе-
реводу Тэйта статьи Гельмгольца [10] он представил без доказательства верный результат для
скорости V движения вихревого кольца с «однородной» завихренностью внутри вихревого ядра

V = Γ
4πR

[
ln 8R

a −
1
4

]
,

где Γ — циркуляция скорости во внешнем потоке около кольца,R, a— большой и малый радиу-
сы тора. Применительно к тонкому однородному кольцу результат Кельвина позднее подтвердил
Хикс [8, 11, 12], который также вывел формулу скорости движения полого вихревого кольца

V = Γ
4πR

[
ln 8R

a −
1
2

]
.

В 1970 г. три исследователя независимо получили решения для скорости распространения
вихревого кольца малого поперечного сечения с произвольным распределением завихренности
внутри вихревого ядра: Сэффмен [13], который для нахождения решения использовал теоремы
об энергии и импульсе вихря и преобразование, предложенное Ламбом [11]; Френкель [14], ко-
торый нашел для незакрученного вихревого кольца асимптотическое решение, используя инте-
гральное выражение для функции тока, и Блисс [15], который получил решение методом сращи-
вания асимптотических разложений. В частности, Сэффменом была получена следующая фор-
мула для скорости вихревого кольца

V = Γ
4πR


ln 8R

a −
1
2

+ 2π2 a
2v2
ω

Γ2
− 4π2

a2v2
ϕ

Γ2


 .

Здесь черта сверху обозначает усреднение по сечению ядра вихревой нити, vω, vϕ — полоидаль-
ная скорость и скорость закрутки. Видно, что закрутка замедляет движение кольца, и, в принци-
пе, при достаточно больших ее значениях движение может изменить направление движения.

Несмотря на большое количество работ, посвященных вихревым кольцам, один интересный
вопрос, связанный с их движением и структурой, до сих пор не изучен. Это вопрос о распре-
делении плотности и давления в движущемся вихревом кольце и в его атмосфере. Необходимо
отметить, что все полученные к настоящему времени результаты по вихревым кольцам пред-
полагают плотность среды внутри кольца и в его атмосфере постоянными. Это предположение
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с математической точки зрения существенно упрощает проблему описания движения вихря, но
одновременно и существенно ограничивает класс возможных решений. Исследованию вопроса
существования и движения вихревых колец с распределенной в пространстве плотностью и дав-
лением посвящена настоящая работа.

2. Исходные уравнения

Если пренебречь вязкостью среды и рассмотреть установившееся движение несжимаемой
среды, то исходными для анализа являются уравнения [1, 2, 11]:

ρ(−→v · ∇)−→v = −∇p, (1)

div−→v = 0, (2)
−→v · ∇ρ = 0. (3)

Из этих уравнений следует, что из трех компонент скорости −→v , фигурирующих в уравнении дви-
жения (1), только две независимы. Третья компонента скорости находится из уравнения (2).
Уравнение (3) определяет плотность среды. Давление среды является пассивной функцией
и определяется одной из компонент уравнения (1). Уравнение, связывающее между собой плот-
ность и давление, в этом случае может быть опущено, поскольку эти величины определяются
независимо из уравнений (1) и (3).

В цилиндрических координатах R, z, ϕ, в случае аксиальной симметрии, когда ∂
∂ϕ

= 0,

уравнения (1)–(3) представляются в виде:

vR = 1
R
∂Ψ
∂z

, vz = − 1
R
∂Ψ
∂R

, Rvϕ = W (Ψ),

ωR = 1
R
∂W
∂z

, ωz = − 1
R
∂W
∂R

, Rωϕ = −div∇Ψ

R2
= 1
R
∂Ψ
∂R
− ∂2Ψ

∂R2
− ∂2Ψ

∂z2
,

(4)

ρ div

(
∇Ψ

R2

)
+

(
ρW 2

2

)′
−R2p∗′ + 1

2
ρ′R2v2

⊥ = 0,

−→w ≡ rot−→v , p∗ ≡ p+
ρ−→v 2

2
= p∗(Ψ),

ρ = ρ(Ψ), v2
⊥ = v2

R + v2
z , (. . .)′ ≡ d

dΨ
.

Уравнения (4) являются исходными для анализа как вихревого, так и потенциального дви-
жения среды.

В дальнейшем нам понадобится функция тока Ψ для круговой вихревой нити с циркуляци-
ей Γ. Пусть эта нить лежит в плоскости z = 0, так что ее центр расположен на осиR = 0, а радиус
кольца равен R0. В этом случае

ωϕ = Γδ(R −R0)δ(z)

и из (4) (см. подробнее [2, 8]) получаем

Ψ =
Γ(RR0)

1/2

2π

[(
2
k
− k
)
K(k)− 2

k
E(k)

]
. (5)

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА, 2008, Т. 4, № 2, с. 417–428



420 О. К. Черемных

Здесь K(k) и E(k) — полные эллиптические интегралы первого и второго рода, где

k2 =
4RR0

[z2 + (R+R0)2]
.

Покажем также, что в области потенциального течения (rot−→v = 0) несжимаемой среды, плот-
ность среды постоянна. В этом случае давление, плотность и скорость, как следует из (4), свя-
заны между собой уравнением

dp∗

dΨ
=
v2
⊥
2

dρ

dΨ
.

Это уравнение можно качественно представить следующим образом

F (Ψ) = g(Ψ, R, z)f(Ψ),

где F, f, g — произвольные функции. Поскольку функции F и f зависят только от Ψ и g 6= const
то существует единственная возможность удовлетворить это уравнение, положив

F (Ψ) = 0, f(Ψ) = 0,

что в физических переменных приводит к интегралу Коши–Лагранжа [1, 2, 11] с постоянной
плотностью среды

p+ ρv
2

2
= const, ρ = const.

Заметим, что в области вихревого течения среды уравнение для плотности, давления и скорости
качественно можно представить в виде

F (Ψ) +G(Ψ, R, z) = g(Ψ, R, z)f(Ψ),

которое, очевидно, имеет решения c функциями F и f отличными от нуля.
Таким образом, интересующая нас задача о движении вихревого тора сводится к исследо-

ванию пространственного распределения плотности в вихревом ядре и пространственного рас-
пределения скорости и давления как в вихревом ядре, так и в области потенциального течения.

3. Внутренняя задача

Следуя Максвеллу [8, 11], полагаем, что вихревое кольцо имеет вид тора (см. рис. 1). Счи-
таем, что тор движется в окружающей его безграничной несжимаемой среде со скоростью V ,
которая определяется его собственными характеристиками (геометрическими размерами и ве-
личиной завихренности).

При малой тороидальности вычисления удобно проводить в ортогональной системе коорди-
нат r, θ, ϕ, связанной с круговой осью R = R0, z = 0 (см. рис.1). В этом случае

R = R0(1− kr cos θ), z = r sin θ, Φ = ϕ, k ≡ 1/R0, (6)

а также

vr = 1
rR

∂Ψ
∂θ

, vθ = − 1
R
∂Ψ
∂r

, vϕ =
W (Ψ)

R
,

ωr = 1
rR

∂W
∂θ

, ωθ = − 1
R
∂W
∂r

, ωϕ = −1
r
∂
∂r

r
R
∂Ψ
∂r
− 1

r2
∂
∂θ

1
R
∂Ψ
∂θ

,

(7)
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Z

j

V

a

R

Рис. 1. Вихрь Максвелла

r ∂
∂r

(
r∂Ψ
∂r

)
+ ∂2Ψ

∂θ2
= kr sin θ∂Ψ

∂θ
− kr2 cos θ∂Ψ

∂r

+ r2

ρ

{
R2

(
dp∗

dΨ
−
v2
⊥
2

dρ

dΨ

)
− d
dΨ

(
ρV 2

2

)}
.

В первом приближении по малому отношению r/R можно считать

Ψ = Ψ0(r) + f(r) cos θ. (8)

Из (7) при этом следует

∂p0

∂r
= ρ0

v2
θ0
r , p0 = p0(r), ρ0 = ρ0(r),

∂Ψ0

∂r
= −R0vθ0(r), (9)

vw0
r

∂
∂r

(
ρ0r

∂f

∂r

)
− f
r
∂
∂r

(
ρ0r

∂vw10

∂r

)
= 3ρ0(vθ0)2 + r ∂

∂r
(ρ0v

2
θ0) + r ∂

∂r
(ρ0v

2
ϕ0). (10)

Замечая, что решением однородного уравнения (10) является функция f = vθ0(r) находим ре-
шение неоднородного уравнения в виде

f = vθ0g,

g(r) =
(r2 − a2)

2
+

∫ r

a

dr′

r′ρ0v
2
θ0

∫ r′

0
r′′ρ0v

2
θ0 dr

′′

+

∫ r

a

dr′

r′ρ0v
2
θ0

∫ r′

0
r′′2 d

dr′′
(ρ0v

2
ϕ) dr′′.

Таким образом, в рассматриваемом приближении r
R0

< 1 функция тока Ψ определена для

произвольных пространственных распределений давления и плотности в вихревой области
(r 6 a).

Для описания внутренней структуры вихря удобно перейти от переменной r, описывающей
семейство окружностей r = const, к переменной l, описывающей семейство линий тока Ψ =
= const. Разлагая функцию тока (7) в ряд

Ψ = Ψ0(l) +
∂Ψ0

∂r

∣∣∣∣
r=l

(r − l) + f(l) cos θ
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и полагая Ψ = Ψ0(l) = const получаем

r − l = −f(l) cos θ

∂Ψ0

∂r

∣∣∣∣
r=l

=
g(l)

R0
cos θ = ξ cos θ. (11)

Уравнение (11) совпадает с уравнением окружности радиуса l, центр которой сдвинут от геомет-
рического центра тора на величину ξ = g/R0 (на рис. 2 положительные смещения направлены к
оси симметрии, т. е. влево от точки R = R0). Таким образом, уравнение (11) описывает семей-
ство вложенных круговых линий тока. Причем на границе тора смещение отсутствует, т. е.
ξ(l = a) = 0.

R

R
0

r

q

Рис. 2. Квазицилиндрические координаты

Прямыми расчетами легко убедиться, что в координатах l, θ, ϕ физические величины внутри
тороидального шнура имеют вид

vl = 0, vθ = vθ0(l)

[
1 +

(
kl − ∂ξ

∂l

)
cos θ

]
,

vϕ = vϕ0(l)(1 + kl cos θ), ρ = ρ(l),

p = p0(l) +

[
p(l)v2

θ0

(
∂ξ

∂l
− kl

)
− ρ(l)v2

ϕ0kl

]
cos θ

(12)

и полностью описывает внутреннюю конфигурацию вихревого тора. Фигурирующее в (12) сме-
щение ξ имеет вид

ξ(l) =
(l2 − a2)

2R0
+

∫ l

a

dr′

r′R0ρv
2
θ0

∫ r

0
r′′ρv2

θ0 dr
′′

+

∫ l

a

dr′

r′R0ρv
2
θ0

∫ r

0
r′′2 d

dr′′
(ρv2

ϕ0) dr′′.

(13)

Легко видеть, что ξ(l) < 0, т. е. скоростные поверхности сдвигаются вправо (наружу) от геомет-
рического центра вихря.

В частности, если рассмотреть «однородный» вихрь без закрутки
(
vθ0 = Γl

2πa2
, vϕ0 = 0,

ρ = const

)
то из (13) получаем результат Френкеля [14]

ξ(l) = 5
8

(l2 − a2)

R0
.
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Скоростные поверхности (линии тока) в этом случае имеют внутреннюю структуру, изображен-
ную на рис. 3. Максимальное смещение центров скоростных поверхностей

ξ(0) = −5
8
a2

R0
,

как и следовало ожидать, направлено вправо от центра геометрического поперечного сечения
тора.

R
0

a

x(0)

Рис. 3. Линии тока внутри вихревого кольца

4. Внешняя задача

В этом разделе рассмотрим потенциальное течение среды вокруг вихревого тора, двигающе-
гося противоположно оси z со скоростью V . Рассматриваемая задача полностью эквивалентна
задаче об обтекании неподвижного тора потоком, имеющим на бесконечности скорость V и за-
данное значение циркуляционной скорости Γ на поверхности тора. Поэтому, как и в предыдущем
разделе для описания внешнего потенциального течения будем использовать систему координат
r, θ, ϕ, связанную с тором. Как ранее было показано в разделе 2, потенциальное течение вне вих-
ревого кольца описывается интегралом Коши–Лагранжа (17) с постоянной плотностью и урав-
нением ωϕ = 0 которое в координатах r, θ, ϕ имеет вид:

r ∂
∂r

(
r∂Ψ
∂r

)
+ ∂2Ψ

∂θ2
= kr sin θ∂Ψ

∂θ
− kr2 cos θ∂Ψ

∂r
. (14)

Используя малость величины r/R0, легко убедиться прямыми расчетами, что решение уравне-
ния (14) имеет вид

Ψ = A+

(
Br + C

r

)
cos θ +D

(
ln r − r

2R0
ln r cos θ

)
+ 1
R0

(
Er + F

r

)
cos θ,

где A,B,C,D,E, F — неизвестные произвольные постоянные. Эти постоянные ищем из следу-
ющих соображений. Искомую функцию тока Ψ представим в виде суммы трех функций: одно-
родного прямолинейного потока Ψ1, вихревой круговой нити Ψ2 и неизвестной функции тока Ψ3

Ψ = Ψ1 + Ψ2 + Ψ3.

В отсутствие вихревого кольца уравнение (14) описывало бы стационарное однородное те-
чение жидкости со скоростью V в направлении оси z. Функцию Ψ1, описывающую такое течение,
в цилиндрических координатах можно написать в виде

Ψ1 = −1
2
V R2.
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Учитывая связь (6) между цилиндрическими и квазицилиндрическими координатами, вблизи то-
ра функцию Ψ1 в квазицилиндрических координатах можно переписать следующим образом

Ψ1 = −1
2
V R2

0(1 − 2kr cos θ).

Видно, что с точностью до слагаемых, пропорциональных (kr)2, функция (Ψ1) является решени-
ем уравнения (14).

Функция Ψ2(r, ω) для круговой вихревой нити была приведена в разделе 2 и имеет вид (5).
В окрестности вихревого кольца, когда R ∼ R0, z ∼ 0, k ∼

√
1− ε2/4, k′ =

√
1− k2 ∼ ε/2,

ε = r/R0, а асимптотические выражения для эллиптических интегралов имеют вид

K = ln 4
k′

+ 1
4

(
ln 4
k′
− 1

)
k′2 + . . . , E = 1 + 1

2

(
ln 4
k′
− 1

)
k′2 + . . . ,

из (5) получаем

Ψ ≈ Ψ2 =
ΓR0

2π

[
ln

8R0
r − 2− 1

2

(
ln

8R0
r − 1

)
r
R0

cos θ

]
.

Видно, что функция Ψ2 с рассматриваемой точностью также является решением уравнения (14).
И, наконец, при решении граничной задачи об обтекании тонкого вихревого кольца функ-

цию тока необходимо дополнить дипольным слагаемым, пропорциональным cosω, убывающим
на бесконечности

Ψ3 = C
R0r

cos θ.

Постоянную C определим из условий сшивки на поверхности тора.
Из вышеизложенного получаем, что решение уравнения (14) имеет вид

Ψ =− 1
2
V R2

0(1− 2r
R0

cos θ) +
ΓR0

2π

[
ln

8R0
r − 2− 1

2

(
ln

8R0
r − 1

)
r
R0

cos θ

]

+ C
R0r

cos θ.

(15)

Из условия постоянства функции тока на поверхности тора и условия непрерывности поло-
идальных компонент скорости на поверхности тора находим

V = Γ
4πR0

[
ln

8R0
a − 1

2
+ ∆

]
, Γ = 2πavθ(a), (16)

где

∆ = 1

ρ(a)v2
θ0(a)a

[∫ a

0
r′ρv2

θ0 dr
′ +
∫ a

0
r′2 d
dr′

(ρv2
ϕ0) dr′

]
.

В случае «полого вихря» (vθ0 = vϕ0 = 0, ωϕ0 = 0,∆ = 0) из (16) получаем результат Хик-
са [11, 12]

V = Γ
4πR0

[
ln

8R0
a − 1

2

]
.

Если же вихрь «однороден»
(
vθ0 = Γr

2πa2
, vϕ0 = 0, ωϕ0 = Γ

πa2
, ρ = const, ∆ = 1

4

)
, то из (16)

следует результат Кельвина [9]

V = Γ
4πR0

[
ln

8R0
a − 1

4

]
.
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При ρ = const и vϕ0 = 0 из (16) следует результат Френкеля [14], а при ρ = const — результат
Сэффмена [13]. Таким образом, решение (16) является обобщением ранее полученных решений
на случай произвольных зависимостей ρ = ρ(r), p0 = p0(r), vθ0 = v0

θ0(r) и vϕ0 = vϕ0(r).
Из (15) и (16) получаем, что поле скоростей вокруг тора описывается выражениями:

vr = Γ
4πR0

{
ln ar −

(
1
2

+ ∆

)(
1− a2

r2

)}
sin θ,

vω = Γ
2πr

{
1 + r

2R0

[
1− ln ra −

(
1
2

+ ∆

)(
1 + a2

r2

)]
cos θ

}
,

vϕ = 0,

(17)

а плотность и давление среды во внешнем потоке среды можно представить в виде

ρ = ρ(a) = const,

p = p0(r)−
ρ(a)v2

θ0(r)

2
r
R0

[
1− ln ra −

(
1
2

+ ∆

)(
1 + a2

r2

)]
cos θ

p0(r) = p0(a) +
ρ(a)v2

θ0(a)

2

(
1− a2

r2

)
, vθ0(r) = vθ0(a)ar .

(18)

С учетом того обстоятельства, что на границе вихря справедливы уравнения

∂ξ

∂l

∣∣∣∣
l=a

= ka+ ∆, vϕ0(l = a) = 0.

из (12), (17) и (18) получаем непрерывность всех физических величин при r = a и поэтому рас-
сматриваемый вихрь является «гладким». На рис. 4 и 5 изображено распределение плотности
и давления внутри и вблизи вихревого кольца.

5. Атмосфера вихря

Определенный интерес для динамики вихревого кольца представляет увлекаемая им об-
ласть потенциального течения жидкости, которую называют вихревой атмосферой [1, 2]. В дви-
жущейся вместе с тором системе отсчета незавихренная жидкость, увлекаемая вихревым коль-
цом, сосредоточена в объеме, ограниченном поверхностью тока, которой принадлежат внешние
застойные точки (расположенные вне «тела» кольца). Известно, что в зависимости от характе-
ристик кольца, существуют либо две такие точки, либо одна. В первом случае они расположены
на оси кольца, на которой скорость течения жидкости превышает скорость движения кольца,
а поперечное сечение области захваченной незавихренной жидкости имеет форму замкнутого
овала. Во втором случае единственная застойная точка располагается между «телом» кольца
и его осью, а увлекаемая кольцом область незавихренной жидкости имеет форму кольца. Каче-
ственно атмосфера вихря изображена на рис. 6. Область вихревого кольца выделена на рисунке
более темным цветом по сравнению с атмосферой. Известно [1], что вихри в виде тороидаль-
ных колец не реализуются, поэтому практический интерес представляет только вихревое кольцо,
изображенное на рис. 6б.

Радиус поперечного сечения кольца, при котором происходит перестройка структуры тече-
ния, можно оценить из формулы (15), заменяя вихревое кольцо круговой вихревой нитью. Ис-
пользуя соотношения между эллиптическими интегралами

dK
dk

= E

k(1− k2)
− K
k
, dE

dk
= E
k
− K
k
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Рис. 4. Распределение плотности внутри и вблизи вихревого кольца
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Рис. 5. Распределение давления внутри и вблизи вихревого кольца

из (5) получаем:

vr = Γ
2πR

z

[(R +R0)2 + z2]
1/2

[
−K(k) +

R2 +R2
0 + z2

(R−R0)2 + z2
E(k)

]
,

vω = Γ
2πR

z

[(R +R0)2 + z2]
1/2

[
K(k) +

R2 −R2
0 − z2

(R−R0)2 + z2
E(k)

]
,

vϕ = 0.
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Рис. 6. Схема линий тока в случаях тонкого (а) и толстого (б) вихревых колец

На оси симметрии (R = 0) скорости течения равны

vr = 0, vz = ΓR2
0/2(z2 +R2

0)
1/2 .

Тогда в движущейся вместе с кольцом системе отсчета координаты ±z0 застойных точек опре-
деляются из уравнения

ΓR2
0

2(z2
0 +R2

0)
3/2

= Γ
4πR0

(
ln

8R0
a − 1

2
+ ∆

)
(19)

и зависят от распределения плотности в вихревом ядре.

Для однородного вихря (∆ = 1
4

) уравнение (19) имеет решения в интервалах 1 < R0/a 6 86,

−14 < z/a 6 14 которые приведены на рис. 7. При таких значениях этих величин R0/a среда
в центре кольца движется вместе с ним. Обычно атмосфера вихря имеет ограниченные размеры
и близка к эллипсу. В случаеR0/a > 86 атмосфера вихря имеет вид тора и изображена на рис. 6а.

10

5

Z a/

-5

-10

20 40 60 80

R a/

Рис. 7. Положение застойных точек для толстого вихревого кольца в зависимости от величины R/a
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6. Основные результаты

В работе получены следующие результаты:
— Показано, что скорость вихревого кольца зависит от распределения плотности и давле-

ния в вихревом ядре.
— Получено выражение (16) для скорости вихревого кольца в несжимаемой среде, обоб-

щающее ранее полученные решения работ [15] на случай распределенных плотности и давления.
— Для скорости, плотности и давления получены выражения (28), (29) для течения внутри

кольца и выражения (17), (18) для внешнего течения среды вблизи кольца.
— Получено уравнение (19) для атмосферы вихря, с помощью которого можно исследовать

ее форму. Показано, что форма атмосферы зависит от распределения плотности в вихревом ядре.
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