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��Ì�Í�Î�Ï�Ð�Ñ³ÏAÒeÌ\ÓaÐÔ	�_Ò¶Õ�Ð�Ör×�ÓaÐ}Ó�ÏAØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖ�ÏAÚ�Ï�ÛAØ}ÓaÎ�Ï�Ü�Ý�Ï�Þ�Ï�×pÖ�Ú}ÔßÙ\ÔßÝrÞ�Ó�à�Ö	Ì\Ï#Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�ÖUáWÞ�Ï�ÛpÜ	ÔQâ
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« Óa×nÌÂÔaÒ�Ù�Ó7ÒpÓaÐ�Þ�ÏpåZÏ�ÙrÙrÑ³åCÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ\Ï�ÙrÖrârå¥¬ ��á=~��á�Ý�Ï�Þ�ÏeäÓpÕ*ÌÂÔaå_ÖrÙ\ÔQÞrÙ�Óa×�Ó�Ý	Ì\Ó�Ò�Ü�ÓQê�Ý\ÔQÞ\ÔOÌrÌ\ÏeÌ�èaê

Ù�Óa×�Ó7Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ
Vx = U(y)

Ð7Ø�æ�Þ�ÚaæOÌ\Ï�ÙrØ�Ù�Ó�Ï¼ÒpÓ�Ò�Ø}Ó�â	ÙrÖ�Ï8® épØ}Ó7å_Ù�Óa×�Ó�Ò�ØaÔOÕ�ÖrçrÙrÑ¬ç4ÝrÞ�Óaã�ÏpÒpÒ�á�Ù\Ô,Ü	Ô�¯,ê
Õ\Ó�åCépØaÔQÝ�Ï�Ü�ÓaØ}ÓaÞ�Óa×�Ó7Ò�Ø�Þræ�ÜrØ�æ�Þ\Ô�Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâSÝ�Ó�ÒeÌ\ÏeÕ\ÓaÐÔQØ}ÏeÌ�è�Ù�Ó#æ}ÒeÌ\Ó�¯�ÙrârÏ�Ø}Ònâzá�ÖSÐ}Ó�å_Ù�Óa×pÖ	ä*ÒeÌ�æ�Î\ÔQâ�ä
ØaÔQÜ�ÓaçËÝrÞ�Óaã�ÏpÒpÒßÙ\ÔpÎrÖrÙ\ÔaÏ�Ø}Ònâ ÒSÙ�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�ÖU
�°!ÓaÞ�Ó ±,Ó'ÖrÛpÐ}ÏpÒ�Ø�Ù�Ón¬ ���á_ÎrØ}Ó'ÝrÞrÖ Ú�ÓQÌ�è;±�Ö	ä ÎrÖ�Òeê
ÌÂÔOä�²WÏ�çrÙ�ÓQÌ�èaÕ\Ò�Ô

Re
Ð#Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ�ä9ÓpÕ�Ù�ÓaÞ�ÓpÕ�Ù�Óaç'Ù�ÏpÒ3¯�Ö�å�ÔaÏpåZÓaç³¯�Ö	Õ�Ü�Ó�Ò�Ø�Ö'Ò¼Ø}ÓaÎrÜ	Ôaå_Ö4Ý�Ï�Þ�Ï�×pÖ�Ú}Ô7Ù\Ô

ÝrÞ�Ó�à�Ö	Ì\Ï¬Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�Ö�´¯ØaÔQÜrÖ	ä,Ü	ÔQÜ#ÒeÌ\ÓaÖ7ÒpåZÏ)±,Ï�ÙrÖrâzá�Ò�Ø�Þræ�Ö�Ö�ÒeÌ\ÏeÕ�ÑsµUÕ\Ó�å_ÖrÙrÖrÞræ}Ï�Ø¼Ù�Ï�Ð�â	ÛpÜ	ÔQâ,Ù�Ï�æ}Ò�Ø}Óaç	ê
ÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�è¼Ò©Ð�Þ�ÏpåZÏ�ÙrÙI¶Ñ³å'ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ}Ó�å

γ = O(U0/Λ)
áa×nÕ\Ï

U0
Ö

Λ
®ûä�ÔQÞ\ÔQÜrØ}Ï�ÞrÙrÑ³Ï¬Ð}ÏeÌ�ÖrÎrÖrÙ\Ô!Ö�å�ÔaÒeê

±�ØaÔaÚAÖrÛ�åZÏ�Ù�Ï�ÙrÖrâ'Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�ÖUáUÔ#ÐAØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ�ä4Ú�Ï�Û,Ø}ÓaÎ�Ï�Ü4Ý�Ï�Þ�Ï�×pÖ�Ú}Ô³´¯Ý�Óa×pÞ\ÔQÙrÖrÎrÙrÑ�ä'ÒeÌ\Ó�â�äzáÂØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ�ä
Ð,Ø�Þræ	Ú}ÔOäzáÜ	ÔQÙ\ÔOÌÂÔOäSÖAØQ
lÕv
 µ�Ð}ÏeÕ�æ6·�ÔQâAÞ�ÓQÌ�è,ÝrÞrÖrÙ\ÔOÕrÌ\Ï)¯�ÖrØ�Ð�â	ÛpÜ�Óaç*Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö>ÒpÓ¼ÛpÙ\ÔpÎrÖrØ}ÏeÌ�èaê
Ù�Ó�åZÏ�Ùrè;±�Ö�å�ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ}Ó�å¬á	æ	ÚaÑ¬ÐÔQÍs·�Ö�å�Ü#Ø}Ó�å_æ$¯�Ï�ÒEÞ�Ó�Ò�Ø}Ó�å

Re

6¸ Ó�Ú�ÓaÖ	äAÒeÌ�æ�Î\ÔQâ�ä7Ý�Ï�ÞrÐ�ÖrÎrÙ\ÔQâ

Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�è*ÝrÞrÖrÐ}ÓpÕ�ÖrØAÜ>ÝrÞ�Ï�Ö�å_æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Ó�å_æ>Þ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�ÖrÍ Õ�Ð�æ	åZÏ�ÞrÙrÑ�ä¹´¯Ù�Ï¼ÛOÔQÐ�Ö�ÒnâD·�Ö	ä>ÓaØ
z
µ

Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrçUá}ÔEÝrÞrÖ�Ò�æ6·�ÔQâ,Ø�æ�Þ�ÚaæOÌ\Ï�ÙrØ�ÙrÑ³å4Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrârå4Ø�Þ�ÏeäråZÏ�ÞrÙ\ÔQâ�Ò�Ø�Þræ�ÜrØ�æ�Þ\Ô!àuÓaÞ�å_ÖrÞræ}Ï�Ø}Ònâ,Ð!Þ�Ïeê
ÛpæOÌ�èOØaÔQØ}Ï�Õ\Ï�ç�Ò�Ø�Ð�ÖrâßÞ\ÔQÛ�Ì�ÖrÎrÙrÑ�äßÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ�äßåZÏeä�ÔQÙrÖrÛ�åZÓaÐ�¬ ~rá	� �


��Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐÔQâAÒ�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrâSÒ�Þ�ÏeÕ�Ñ Ò�Ý�Ó�ÒpÓ�ÚaÙ\ÔuÛOÔaåZÏ�Ø�Ù�Ó¼ÖrÛ�åZÏ�ÙrÖrØ�è�épØ�æ�Ü	ÔQÞrØ�ÖrÙræ}
D¸�ÓQê�Ý�Ï�ÞrÐ�Ñ�äzá
Ù�Ï�Ð�â	ÛpÜ	ÔQâ>Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�èSÒ�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÙ�Óa×�ÓAØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ*Ð}ÓaÛ�åZÓ�¯�Ù\Ô7ÖßÝrÞrÖ9ÓaØ}Ò�æ�Ø}Ò�Ø�Ð�ÖrÖ>Ø}ÓaÎ�Ï�Ü
Ý�Ï�Þ�Ï�×pÖ�Ú}Ô�Ù\Ô'ÝrÞ�Ó�à�Ö	Ì\Ï>Ï�×�Ó�Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�Öº¬ �	á©���
�¸�ÓQê�Ð�Ø}ÓaÞrÑ�äzá¿ÚQÌÂÔQ×�ÓpÕÂÔQÞâÉÛOÔQÐ�Ö�Ò�Ö�åZÓ�Ò�Ø�Ö ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØaÔ
ÓaØ#Õ\ÓaÝ�ÓQÌ�ÙrÖrØ}ÏeÌ�è�Ù�Óa×�Ó*Ý\ÔQÞ\ÔaåZÏ�Ø�Þ\ÔK® ×nÌ\Ó�Ú}ÔOÌ�è�Ù�Óa×�Ó*ÎrÖ�ÒeÌÂÔK²ZÖrÎ\ÔQÞ}Õ\ÒpÓaÙ\Ô

J
áÂÓaØ�Þ\Ô�¯,ÔQÍs·,Ï�×�ÓSÒ�Ø}Ï�Ý�Ï�Ùrè

Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÖ�Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâzáP® ÐAÞ�Ï�ÛpæOÌ�èOØaÔQØ}Ï�Ý�Ï�ÞrÐ�ÖrÎrÙ�Óaç�Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö�åZÓa×pæ�ØSÙ\ÔQÞ\ÔaÒ�ØaÔQØ�è*×nÌÂÔQÐaê
ÙrÑ³åûÓ�ÚaÞ\ÔQÛ�Ó�å Ø�Þ�ÏeäråZÏ�ÞrÙrÑ³Ï#Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâz
B¸©Ý�Ï�ÞrÐ�Ñ³Ï7ØaÔQÜræ�Í Ð}ÓaÛ�åZÓ�¯�Ù�Ó�Ò�Ø�è4ÝrÞ�ÓpÕ\ÏpåZÓaÙ�Ò�Ø�ÞrÖrÞ�ÓaÐÔOÌ�Ö
« å_ÖrØ,ÖI»�ÏeÌ�Ø�è}ÏL¬ z�ÂÙ\ÔuÝrÞrÖ�åZÏ�Þ�Ï�Ð�â	ÛpÜ�Óa×�Ó

(Re < 500)
ÒeÌ\Ó�âSÒpåZÏ)±,Ï�ÙrÖrâAÒ³Õ\ÓaÐ}ÓQÌ�è�Ù�Ó�Ð�Ñ³ÒpÓaÜrÖ�å�æ�Þ�ÓaÐaê

Ù�Ïpå Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÖm´
J > 0.25

µeázÐSÜ�ÓaØ}ÓaÞ�Ó�å Ð}Ï�ÞrØ�ÖrÜ	ÔOÌ�è�ÙrÑ³Ï#å�ÔaÒ)±�ØaÔaÚaÑ ÖrÛ�åZÏ�Ù�Ï�ÙrÖrâ�Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�Ö
ΛÖßÝ	Ì\ÓaØ�Ù�Ó�Ò�Ø�Ö

`
Ò�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Ó�Þ\ÔQÛ�Ì�ÖrÎ\ÔQÍ�Ø}Ònâ

(Λ/` = 3)



¼�ÏeÕÂÔQÐ�Ù�Ó½¬ ¾	áD¿	áÂ��|�zÚaÑ�ÌÂÔuÖ�ÒpÒeÌ\ÏeÕ\ÓaÐÔQÙ\Ô�Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙ\ÔQâAæ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�è�Ü	ÌÂÔaÒpÒ�Ô¼Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrç*Ö	Õ\Ï�ÔOÌ�è�Ù�ÓaçUá
Ù�ÏpÒ3¯�Ö�å�ÔaÏpåZÓaçUáZæ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó'Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÙ�Óaçk¯�Ö	Õ�Ü�Ó�Ò�Ø�ÖUá_Ð9Ü�ÓaØ}ÓaÞrÑ�ä Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�è

U(y)
åZÓaÙ�ÓQê

Ø}ÓaÙrÙ�Ó�Þ\ÔaÒ�Ø}Ï�Ø�´ Ú�Ï�ÛßØ}ÓaÎ�Ï�Ü Ý�Ï�Þ�Ï�×pÖ�Ú}Ô�µ,Ð�Ð}Ï�Þ}äzá©ÓaØ�ÙræOÌ�â Ù\Ô4Õ�Ù�ÏSÕ\Ó�Ù�Ï�Ü�ÓaØ}ÓaÞ�Óa×�Ó
U0

ÝrÞrÖ
y → ∞ áÔSÝ	Ì\ÓaØ�Ù�Ó�Ò�Ø�è
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¸ûÝ�ÓQÌ�æ�ÝrÞ�Ó�Ò�Ø�Þ\ÔQÙ�Ò�Ø�Ð}Ï
y > 0

Þ\ÔaÒpÒpå�ÔQØ�ÞrÖrÐÔaÏpåûÒ�ØaÔQãrÖ�ÓaÙ\ÔQÞrÙ�Ó�Ï7Ý	Ì\Ó�Ò�Ü�ÓQê�Ý\ÔQÞ\ÔOÌrÌ\ÏeÌ�è�Ù�Ó�Ï#Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖ�Ï
æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÙ�Óaç�Ð�Ø}ÓaÙrÜ�Ó�å'ÒeÌ\Ó�Ï¿Ù�ÏpÒ3¯�Ö�å�ÔaÏpåZÓaç$¯�Ö	Õ�Ü�Ó�Ò�Ø�Ö�Ò©Ú�ÓQÌ�è;±�Ö�å_Ö,ÎrÖ�ÒeÌÂÔaå_Ö
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²WÏ�çrÙ�ÓQÌ�èaÕ\Ò�Ô7Öh»!Þ\ÔQÙ	Õ�Ø�Ì�âz
"!Z×�Ó7Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�èAåZÓaÙ�ÓaØ}ÓaÙrÙ�Ó7Þ\ÔaÒ�Ø}Ï�Ø#Ò�Ð�Ñ³ÒpÓaØ}ÓaçßØaÔQÜUá�ÎrØ}Ó
U(0) = 0, U ′(0) = 1, lim

y→∞
U(y) = 1; U ′(y) > 0, U ′′(y) < 0.

�!ÐÔOÕ�Þ\ÔQØ#Î\ÔaÒ�Ø}ÓaØ�Ñ¥À©Þ�Ï�ÙrØaÔ$#6¸©â	ç�Ònâ�Ì�â>ÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐ�Ö�åËÐ�Ð�Ö	Õ\Ï

Ω2(y) ≡ − g
ρ0

dρ0

dy
= J n(y), n(y) = d

dy

(
ln ρ0(y)

ln ρ2

)
> 0,

×nÕ\Ï
g
®5æ}Ò�Ü�ÓaÞ�Ï�ÙrÖ�Ï¼Ò�Ö	Ì�Ñ ØOâD¯�ÏpÒ�Ø�ÖUá\Ô

J
®5×nÌ\Ó�Ú}ÔOÌ�è�Ù�Ó�ÏuÎrÖ�ÒeÌ\ÓJ²ZÖrÎ\ÔQÞ}Õ\ÒpÓaÙ\Ô	
�÷¼æ�ÙrÜrãrÖrâ

n(y)
Ì\ÓaÜ	ÔOê

Ì�ÖrÛ�ÓaÐÔQÙ\Ô�Ð7ÒeÌ\Ó�Ï�Ø}ÓQÌZ·�ÖrÙrÑ
`� 1

Ò�ã�Ï�ÙrØ�Þ�Ó�å Ð
yN
á

yN =

∞∫

0

dy y n(y),

∞∫

0

dy n(y) = 1,
´	~�µ

Ö�åZÏpÏ�ØCÏeÕ�ÖrÙ�Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙrÑ¬ç å�ÔQÜ�Ò�Ö�å_æ	å5Ö ÚaÑ³Ò�Ø�Þ�Óa´¯Ý�Ó�ÜrÞ\ÔQçrÙ�Ï�ç åZÏ�Þ�Ï�á�épÜ�Ò�Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrãrÖ\ÔOÌ�è�Ù�ÓGµSÒ�Ø�Þ�Ïpå_ÖrØ}Ònâ
Ü�ÙræOÌ�Í ÛOÔ*ÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌÂÔaå_ÖCépØ}Óa×�Ó9ÒeÌ\Ó�âz
 « Ôaå ÒeÌ\Óaç�Þ\ÔaÒ�Ý�ÓQÌ\Ó�¯�Ï�Ù ØaÔQÜUávÎrØ}Ó9Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�è4Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ�Ð>Ù�Ïpå¬á
UN = U(yN )

á�Ù�Ï³ÚQÌ�ÖrÛpÜ	Ô�ÙrÖ7Ü7ÙræOÌ�Í,áaÙrÖ7Ü#ÏeÕ�ÖrÙrÖrã�Ï�
G¸ Ó�Ò�ØaÔOÌ�è�Ù�Ó�åÒ¯�Ï¬ÝrÞ�Ó�à�Ö	Ì�Ö#Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�ÖAÖ7Ý	Ì\ÓaØaê
Ù�Ó�Ò�Ø�Ö�ÝrÞ�ÓaÖrÛpÐ}ÓQÌ�è�ÙrÑu
;²WÏ�ÛpæOÌ�èOØaÔQØ�ÑÉÔQÙ\ÔOÌ�ÖrÛOÔ!ÚaæOÕ\Ïpå9Ö	ÌrÌ�Í!Ò�Ø�ÞrÖrÞ�ÓaÐÔQØ�è�ÎrÖ�ÒeÌ\Ï�ÙrÙrÑ³å_Ö7Þ\ÔaÒ�Î�Ï�ØaÔaå_Ö,ÕrÌ�â
åZÓpÕ\ÏeÌ�è�Ù�Óa×�Ó#Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ

U(y) = 1− e−y, n(y) = 1
`
√
π

exp

[
−
(
y − yN
`

)2
]

; ` = 0.01, yN = 0.5.
´	��µ

K

1E 5-

1E 4-

1E 3-

1E 2-

0.1

1

1E+1

1E+2

1E+3

J

K

0 .001 .01 .1 1 2 0 .001 .01 .1 1 2

Unstable

Unstable

(a) (b)

1E 5-

1E 4-

1E 3-

1E 2-

0.1

1

1E+1

1E+2

1E+3

J

J K0

(+)
( ;0)

J K0

( )-

( ;0)

J K1

(+)
( ;0)

J K1

( )-

( ;0)

ßCàGá�â %;â'&�(�ð6è�á3é�à4ñ�æ*)�á3é�î,+�ê�à.-�î�á3é�à4á3î,(�á3é$-�æ�ñ�ñ./<å4ç�î10 ò32 ó m = 0
àÞò54 ó m = 1

é�æ�ê�æ�ñ�à76 ò38 ó â
²_ÔaÒpÒpåZÓaØ�ÞrÖ�å ÜrÞ\ÔQØ�Ü�Ó*Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙræ�Í Ø}ÏpÓaÞrÖrÍ æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö�ØaÔQÜrÖ	ä�Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrçUáUÝ�Ó�Ò�Ü�ÓQÌ�è�Üræ}áWÜrÞ�Ó�åZÏ

Ù\ÔQç	Õ\Ï�ÙrÙrÑ�ä*Ð ¬ ��|�z×pÞ\ÔQÙrÖrã>Ó�ÚQÌÂÔaÒ�Ø}Ï�çßÙ�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�ÖUá\Ù\ÔaåCÙræ6¯�ÙrÑûÒ�Ð}ÏeÕ\Ï�ÙrÖrâßÓ,Ò�Ð}Óaç�Ò�Ø�ÐÔOäßÒ�Ôaå_Ö	ä
Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ�Ñ�ä�Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrçU
>¸ ÝrÞrÖ�ÚQÌ�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖÚÀ©æ}ÒpÒ�ÖrÙ�ÏpÒ�Ü	Ô*Ð}Ï�ÞrØ�ÖrÜ	ÔOÌ�è�Ù\ÔQâ�Ü�Ó�å_Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrØaÔßÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ïeê
ÙrÖrâßÒ�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�ÖUá

v = −ikBg(y) exp[iK(x cos θ + z sin θ)− iωt] áræOÕ\ÓaÐaÌ\Ï�Ø�Ð}ÓaÞârÏ�Øv´ åZÓpÕ�Ö�à�ÖrãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙ	ê
Ù�Ó�å_æZµ©æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrÍºÄvÏ�ç	Ì\ÓaÞ\Ô$# 9�ÓQÌrÕ\Ò�Ø}Ï�çrÙ\Ôv¬ ��WÒ!×pÞ\ÔQÙrÖrÎrÙrÑ³å_Ö>æ}ÒeÌ\ÓaÐ�Örârå_Ö

d2g

dy2
+

[
K2J n(y)

(ω − kU)2
+ kU ′′

ω − kU −K
2

]
g = 0,

g(0) = 0, |g(∞)| <∞,

´¯�6µ

�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$�C�G�6�6�Z�P�:���=���c�=�����1���G� ���;�D�



�;�;: �/���c�4���;�P�P�P �¡

×nÕ\Ï
k = K cos θ


È��Óa×nÕÂÔ
y → ∞ á n(y)

Ö
U ′′(y)

Ò�Ø�Þ�Ïpå_â	Ø}Ònâ�Ü4ÙræOÌ�Í,áÈØaÔQÜ�ÎrØ}Ó
g(y) ∼ exp(−Ky)



»�ÓaépØ}Ó�å_æ�Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖ�ÏSåZÓ�¯�Ù�Ó9Þ\ÔaÒpÒpå�ÔQØ�ÞrÖrÐÔQØ�è'Ü	ÔQÜ�×�ÓaÞrÖrÛ�ÓaÙrØaÔOÌ�è�ÙrÑ¬ç Ð}ÓQÌ�Ù�ÓaÐ}ÓpÕvá�Ô>Ï�×�Ó9ÒpÓ�Ú�Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙrÑ³Ï
Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrâc® Ü	ÔQÜ Ð}ÓQÌ�Ù�ÓaÐ}ÓpÕ�ÙrÑ³Ï4åZÓpÕ�Ñu
:¼uÔpÎrÙ�Ïpå ÒSÕ�Ð�æ	åZÏ�ÞrÙrÑ�äËÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrç ´

θ = 0
á
K ≡ k

µ
ÖÉÞ\ÔaÒpÒpåZÓaØ�ÞrÖ�å Ò�Ý�Ï�ÞrÐÔ�Ù�Ï�çrØ�Þ\ÔOÌ�è�ÙrÑ³Ï4Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrâzá¬Ó�Úa×�ÓaÙrâ	Ís·�Ö�Ï9Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖ�Ï�á�ØQ
¶Ï�
©Ö�åZÏ�Ís·�Ö�Ï4à¼ÔQÛ�ÓQê
Ð�æ�Í Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�è

c = ω/k > 1

�»!ÞrÖ�ÛOÔOÕÂÔQÙrÙrÑ�ä

c
Ö
K > 0

ÛOÔOÕÂÔpÎ\ÔÒ´¯�6µ�Ö�åZÏpÏ�Ø>Ò�Î�Ï�Ø�Ù�Ó�Ï7å_Ù�Ó�¯�ÏpÒ�Ø�Ð}Ó
ÒpÓ�Ú�Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙrÑ�ä�ÛpÙ\ÔpÎ�Ï�ÙrÖrç

J = Jm(K; c)
áUÙræ	åZÏ�Þræ}Ïpå_Ñ�ä�ÎrÖ�ÒeÌ\Ó�å

m = 0, 1, 2, . . .
æ�Û�Ì\ÓaÐ>ÒpÓ�Ú�Ò�Ø�Ð}Ï�Ù	ê

Ù�Óaç�à�æ�ÙrÜrãrÖrÖ'Ý�ÓSÐ}Ï�ÞrØ�ÖrÜ	ÔOÌ�ÖU
BÃzÔaåZÏ�Ø�Ö�å¬ázÎrØ}Ó
Jm

åZÓaÙ�ÓaØ}ÓaÙrÙ�Ó*Þ\ÔaÒ�Ø�æ�ØßÒ
K
Ö
c
áÈÝ�ÓaépØ}Ó�å_æ9ÙrÖ=¯�Ù�Ï�ç

×pÞ\ÔQÙrÖrã�Ï�ç
m
ê�×�Ó#ÒpÏpåZÏ�ç�Ò�Ø�ÐÔ7Õ�Ö�Ò�Ý�Ï�Þ�Ò�Ö�ÓaÙrÙrÑ�ä9ÜrÞrÖrÐ�Ñ�ä>Ù\Ô

(K,J)
ê�Õ�Ö\ÔQ×pÞ\ÔaåZåZÏ7ÒeÌ�æ6¯�ÖrØ#ÜrÞrÖrÐÔQâ

J =
= Jm(K; 1)

ávÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ�Ís·�ÔQâ�Ù�Ï�çrØ�Þ\ÔOÌ�è�ÙrÑ³åûÜ�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrârå¬ávÞ\ÔaÒ�ÝrÞ�Ó�Ò�Ø�Þ\ÔQÙrâ	Ís·�Ö�åZÒnâCÒ�ÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�èaê
Ù�ÓaçCÕrÌ�â�Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�è�Í

c = 1

Z�uÔQÜCÝ�ÓaÜ	ÔQÛOÔQÙ�Ó�Ðk¬ ��|��á_épØaÔ�¯�ÏSÜrÞrÖrÐÔQâCâ	ÐaÌ�ârÏ�Ø}ÒnâCÐ}Ï�Þ}ä	Ù�Ï�ç

×pÞ\ÔQÙrÖrã�Ï�ç
J = J

(+)
m (K; 0)

Ó�ÚQÌÂÔaÒ�Ø�Ö�Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ�Ñ�ä�Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrçUávÝrÞrÖrÙ\ÔOÕrÌ\Ï)¯,Ô�·�Ö	ä�Ø}ÓaçÒ¯�Ïh´
m
ê�çPµ

åZÓpÕ\Ï ´¯Ð�Ø}ÓaÞ�Óaç�ÔQÞr×pæ	åZÏ�ÙrØSæ
J

(+)
m

æ�Ü	ÔQÛpÑ¬ÐÔaÏ�Ø*Ù\Ô#Ø}ÓráÂÎrØ}Ó
θ = 0

µe
 « ÙrÖrÛpæ9Ó�ÚQÌÂÔaÒ�Ø�è*Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö
Óa×pÞ\ÔQÙrÖrÎ�Ï�Ù\Ô*ÜrÞrÖrÐ}Óaç

J = J
(−)
m (K; 0) > 0

´ Òpå¬
ÈÞrÖ�Ò�
C~�µeáÈÜ�ÓaØ}ÓaÞ\ÔQâ'ÝrÞrÖ
K = 0

Òpå_Ñ¬Ü	ÔaÏ�Ø}Ònâ�Ò,Ð}Ï�Þ}ä�ê
Ù�Ï�ç#×pÞ\ÔQÙrÖrã�Ï�çUá

J
(−)
m = J

(+)
m = O

[
max(1, m2/`)

] 
G»!ÞrÖ
K > 0 J

(+)
m (K; 0)

åZÓaÙ�ÓaØ}ÓaÙrÙ�Ó¼Ð}ÓaÛpÞ\ÔaÒ�ØaÔaÏ�Ø
Ò
K
á}Ô
J

(−)
m (K; 0)

Ò�Ý�Ï�ÞrÐÔ!Þ�Ï�ÛpÜ�Ó�æ	ÚaÑ¬ÐÔaÏ�ØI´¯Ù\ÔaÒ�Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó¼Þ�Ï�ÛpÜ�Órá�ÎrØ}Ó�Ð�ÖrÛpæÔOÌ�è�Ù�Ó¼ÏpÏ�×pÞ\Ôaà�ÖrÜ�Î\ÔaÒ�Ø�ÖrÎrÙ�Ó
ÒeÌ�ÖrÐÔaÏ�Ø}Ònâ>ÒuÓ�Ò�è�Í ÓaÞ}Õ�ÖrÙ\ÔQØ6µeá�Õ\Ó�Ò�Ø�Ör×�ÔaÏ�ØAå_ÖrÙrÖ�å_æ	å�Ô	á

min J
(−)
0 (K; 0) = J∗ = O(`2)

ÝrÞrÖ
K = K∗ = O(1),

min J
(−)
m (K; 0) = O(m2`)

ÝrÞrÖ
K = O(`/m), m > 1,

´���µ

Ö�ÛOÔQØ}Ïpå åZÏeÕrÌ\Ï�ÙrÙ�Ó9Þ\ÔaÒ�Ø}Ï�Ø9Ò
K

B»!ÞrÖ

J < J
(−)
m (K; 0)

ÒpÓ�Ú�Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙrÑ�ä�Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrç
m
ê�ç�åZÓpÕ�ÑuávÝ�ÓQê

Ð�Ö	Õ�Ö�åZÓ�å_æ}á©Ù�ÏßÒ�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð�æ}Ï�ØQ
©��ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrâ åZÓpÕ�Ñ
m = 0

Ö�åZÏ�Í�Ø�ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ�Ñ
γ0 = O(1)

á¿Ð�Ø}Ó�å
ÎrÖ�ÒeÌ\Ï�á�Ö*Ð�ÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ\Ï

` = 0
árÐ�Ø}Ó,Ð�Þ�Ïpå_â*Ü	ÔQÜ>æSåZÓpÕ9Ò

m > 0 γm = O(`/m)



»�Ï�Þ�Ï�ç	Õ\Ïpå ÓaØ�Õ�Ð�æ	åZÏ�ÞrÙrÑ�ä ´
θ = 0

µ�Ü Ü�Ó�Ò�Ñ³å ´
θ 6= 0, π

µ�Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrârå5Ò>Ý�Ó�åZÓ ·�è�Í ÝrÞ�Ïeê
Ó�ÚaÞ\ÔQÛ�ÓaÐÔQÙrÖrâ « ÜrÐÔQçrÞ\Ôc¬ z�áE��~��
?»!ÞrÖËépØ}Ó�å ×pÞ\ÔQÙrÖrãrÑ Ó�ÚQÌÂÔaÒ�Ø}Ï�çËÙ�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�ÖÉÖËÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ�Ñ
ÝrÞ�ÏpÓ�ÚaÞ\ÔQÛpæ�Í�Ø}Ònâ>ÒeÌ\ÏeÕ�æ�Ís·�Ö�å Ó�ÚaÞ\ÔQÛ�Ó�å¬�

J (±)
m (K; θ) = J (±)

m (K; 0) cos2 θ, γm(K, J ; θ) = γm(K, J sec2 θ; 0) cos θ.
´���µ

�uÏ�×pÜ�Ó Ð�Ö	Õ\Ï�Ø�è�á³ÎrØ}Ó Þ\ÔaÒpÒpå�ÔQØ�ÞrÖrÐÔaÏpå�ÔQâûÙ�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�è Ù�Ï'Ö�åZÏpÏ�ØËÝ�ÓaÞ�Óa×�Ô Ý�Ó Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÖ
Ö#Õ\Ï�ç�Ò�Ø�Ð�æ}Ï�Ø�Ù\ÔuÐ}ÒpÏeä7ÕrÌ�ÖrÙ\ÔOäAÐ}ÓQÌ�Ù*Ò�Þ\ÔQÛpæ}
���Ï�ç�Ò�Ø�Ð�ÖrØ}ÏeÌ�è�Ù�ÓrárÝrÞrÖAÌ�Í!ÚaÑ�ä

J > 0
Ö
K > 0

Ù\ÔQç	Õ�æ�Ø}Ònâ
ØaÔQÜrÖ�Ï

m
Ö
θ
á�ÎrØ}Ó

J
(−)
m (K; θ) < J < J

(+)
m (K; θ)

ázÔ#Ø}ÏpåÉÒ�Ôaå_Ñ³åÉÖ'ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ�Ís·,ÏpÏ,Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖ	ê
Ð}Ó�Ï,Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖ�Ï�
B¸�ÓQê�Ð�Ø}ÓaÞrÑ�äzáÈépØ}ÓI® Ò�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Ó*Ø�Þ�ÏeäråZÏ�ÞrÙ\ÔQâ4Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�è�
B²_ÔaÒpÒpåZÓaØ�ÞrÖ�åûÏpÏ
Ò�Ð}Óaç�Ò�Ø�ÐÔ�Ý�ÓpÕ�Þ�Ó�ÚaÙ�ÏpÏuÐ7Ù\ÔQÖ�Ú�ÓQÌ\ÏpÏ�ÖrÙrØ}Ï�Þ�ÏpÒ�Ù�Ó�å ÒeÌ�æ�Î\ÔaÏ

J = O(`2)



À¿ÌÂÔQ×�ÓpÕÂÔQÞâ>åZÏeÕrÌ\Ï�ÙrÙ�Ó�å_æSÖrÛ�åZÏ�Ù�Ï�ÙrÖrÍ
J

(−)
0 (K; 0)

Ð}ÚQÌ�ÖrÛpÖ>å_ÖrÙrÖ�å_æ	å�Ô	árÐ,épØ�æSÓ�ÚQÌÂÔaÒ�Ø�è�árÙ\ÔQÞâ�Õ�æ
Ò�Î\ÔaÒ�Ø�è�Í=<OÝ�ÓQÌ\Ó�Ò�Ñ�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö?>

0 < J < J
(−)
0 (K; 0)

ázÝ�ÓaÝ\ÔOÕÂÔaÏ�ØßÕ\ÓaÐ}ÓQÌ�è�Ù�Ó ±�ÖrÞ�ÓaÜrÖrç�Ò�Ý�Ï�ÜrØ�Þ
´
`1/2 < K < `−1/2 µEÙ�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ�Ñ�ä9Õ�Ð�æ	åZÏ�ÞrÙrÑ�ä4Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrçUáUÝrÞrÖrÙ\ÔOÕrÌ\Ï)¯,Ô�·�Ö	ä�åZÓpÕ\Ï m = 0

´ Òpå¬

ÞrÖ�Ò�
<~;[�µe
>¼�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ�Ñ³åûÕ�Ð�æ	åZÏ�ÞrÙrÑ³å Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrâråûÕ�Þræ�×pÖ	ä�åZÓpÕ ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ�Í�Ø9×�ÓaÞ\ÔQÛ�Õ\Ó4Ú�¶ÓQÌ�èaê
±�Ö�Ï

J
´ Òpå¬
�´���µ¬Ö9ÞrÖ�Ò�
�~�µ³Ö4Ò�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�ÓSåZÏ�Ùrè;±�Ö�Ï¼ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ�ÑuáÈÜ�ÓaØ}ÓaÞrÑ³Ï�Ò�ØaÔQÙræ�Ø*Ï)·,Ï�åZÏ�Ùrè;±,Ï

Ð¼Þ�Ï�ÛpæOÌ�èOØaÔQØ}Ï�ÝrÞ�ÏpÓ�ÚaÞ\ÔQÛ�ÓaÐÔQÙrÖrâ³´���µe
G»�ÓaépØ}Ó�å_æ7ÝrÞrÖ#ØaÔQÜ�Ó�å�æ�Þ�ÓaÐ�Ù�ÏEÒ�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÖ*Ú�Ï�Ûpæ}ÒeÌ\ÓaÐ�Ù�ÓuÕ\ÓQê
å_ÖrÙrÖrÞræ}Ï�ØßåZÓpÕÂÔ

m = 0
á\Ü�ÓaØ}ÓaÞræ�Í å_Ñ Ö'ÚaæOÕ\ÏpåËÖrÛpæ�Î\ÔQØ�è�
C÷¼ÖrÜ�Ò�ÖrÞræ}Ïpå

K

P»!ÞrÖ

θ = 0
ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ

γ
´¯ÖrÙ	Õ\Ï�Ü�ÒL|�ÕÂÔOÌ\ÏpÏ¼ÓaÝræ}Ò�Ü	ÔaÏpå�µ³Ó�ÚaÞ\Ô�·�ÔaÏ�Ø}Ònâ>Ð#ÙræOÌ�è7ÝrÞrÖ

J = J
(±)
0 (K; 0)

áÂÔ�Ð7ÝrÞ�Ó�åZÏ)¯�æ�Ø�Ü�Ï¼Ö�åZÏpÏ�ØQá
Ð}Ó�Ó�Ú ·,Ï¼×�ÓaÐ}ÓaÞâzáÂÓpÕ�ÖrÙ4å�ÔQÜ�Ò�Ö�å_æ	åA@I´¯ÞrÖ�Ò�
���µe
 « Ý�Ó�åZÓ ·�è�Í ÝrÞ�ÏpÓ�ÚaÞ\ÔQÛ�ÓaÐÔQÙrÖrâk´���µ�Ø�Þ\ÔQÙ�ÒpàuÓaÞ�å_ÖrÞræ}Ïpå

B ÁS^ajcw�geb�ge�OÇzÆ�`lhQf�k��i��Æ7É ^��n¸a�Odaq�jc��Qjc`lhQd!^��©¸a�Qg�tvdQhaj
U(y)

jc`cbe·³b�gikawOd�^Qfihajl��gis�wQ�OdQ�edaol^QÇDC EGF Ê q\�iw�`ldaqrfOq�gi�q�gn¾�jcb³»iÇUbe·�^ajc`cw�gihQ·�w�gO�

�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$���G�6�6�Z���:���=���c�=�P���M���G� ���;�D�
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J

0

1

2

10 -5 10 -4 10 -3 10 -2 0.1 1 2

g
?1

0
2

J0

( )-

J0

(+)

ßCàGá�â;8�â H=è$-�àGá3àGç�î�á3é$Isà�ñ�ë�í�æ�ç�æ�ñ�é�è1î�é
J

òeé�æ�ê�æ�ñ�à�æ7ò38 óKJ m = 0 L K = K∗ = 0.4196, θ = 0 ó â
ÛOÔQÐ�Ö�Ò�Ö�åZÓ�Ò�Ø�è

γ
ÓaØ
J
ÝrÞrÖ

θ = 0
Ð�ÛOÔQÐ�Ö�Ò�Ö�åZÓ�Ò�Ø�èAÓaØ

θ
ÝrÞrÖ

J = const
´¯ÞrÖ�Ò�
r�6µe
=»�ÓaÜ	Ô�Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔOê

ãrÖrâM<�Õ\ÓaÜrÞrÖrØ�ÖrÎ�ÏpÒ�Ü	ÔQâN>Ú´
J < J

(−)
0 (K; 0)

áÈÜrÞrÖrÐÔQâ
a
Ù\ÔAÞrÖ�Ò�
Â�6µeáÈÖ�åZÏpÏ�Ø}ÒnâM<OÜ�ÓaÙræ}Ò�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö?>

0 6 θ < θ0
´¯Ù\Ô'ÞrÖ�Ò�
Z�

θ0 = π/4
µeá�ØaÔQÜËÜ	ÔQÜËÙ�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ�Ñ Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó�Ø}ÏßÜ�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrâzá¿æ�Ü�ÓaØ}ÓaÞrÑ�ä

cos2 θ < cos2 θ0 = J/J
(−)
0 (K; 0)


_��Óa×nÕÂÔ
J > J

(−)
0 (K; 0)

ávÐ9Ò�Ý�Ï�ÜrØ�Þ�ÏAÙ�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ�Ñ�ä�Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrç
ÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ\Ï�ÙrÑ æ6¯�ÏuÐ}ÒpÏ

θ
árÙ�Ó7ÝrÞrÖ

J = O(`2)
Ü�Ó�Ò�Ñ³Ï¼Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâßÐ}ÒpÏ�Ï)·,Ï�Þ\ÔaÒ�Ø�æ�ØSÚaÑ³Ò�Ø�Þ�ÏpÏuÕ�Ð�æê

åZÏ�ÞrÙrÑ�ä¥´¯ÜrÞrÖrÐ�Ñ³Ï
b
Ö
c
µeá�Ò*ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ}Ó�å

γ = O(`)

�ÃzÔaåZÏ�Ø�Ö�å¬á�ÎrØ}Ó�Ò*Þ�Ó�Ò�Ø}Ó�å

J
ÛpÙ\ÔpÎ�Ï�ÙrÖ�Ï

θ∗
á

ÝrÞrÖ Ü�ÓaØ}ÓaÞ�Ó�å ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ'Õ\Ó�Ò�Ø�Ör×�ÔaÏ�Ø�å�ÔQÜ�Ò�Ö�å_æ	å�Ô	áZåZÏeÕrÌ\Ï�ÙrÙ�Ó'æ	ÚaÑ¬ÐÔaÏ�ØQá_Ù�Ó9ÜCÙræOÌ�Í Ù�ÏSÒ�Ø�Þ�Ïpå_ÖrØaê
Ònâa´¯Ð9Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrÖ ´	��µ

θ∗
Ó�Ò�ØaÔaÏ�Ø}Ònâ Ú�ÓQÌ�è;±,Ï

40◦
µeávÝrÞrÖ�épØ}Ó�åûÙ\ÔQÜ	Ì\ÓaÙ

γ(θ)
Ð>ÖrÙrØ}Ï�ÞrÐÔOÌ\Ï

0 < θ < θ∗æ	åZÏ�Ùrè;±�ÔaÏ�Ø}Ònâz

!�ÒeÌ�Ö4æ�Ð}ÏeÌ�ÖrÎrÖrÐÔQØ�è

J
ÕÂÔOÌ�è;±,Ï�á\Ø}Ó#ÝrÞrÖ

J = O(`3/2)
Ù\Ô7ÝrÞ�Ó�à�Ö	Ì\Ï

γ(θ)
Ó�ÚaÞ\ÔQÛpæ}Ï�Ø}Ònâ�±�ÖrÞ�ÓaÜ�Ó�Ï

Ý	ÌÂÔQØ}Ón´¯ÜrÞrÖrÐÔQâkW�µeáWÝ�Ó�ÒeÌ\ÏSÎ�Ï�×�Ó
θ∗
Ò�Ü	ÔpÎrÜ�Ó�å�Ó�ÚaÞ\Ô�·�ÔaÏ�Ø}ÒnâCÐ4ÙræOÌ�è�áWÙ\ÔQÜ	Ì\ÓaÙ ×pÞ\Ôaà�ÖrÜ	Ô4Ò�ØaÔQÙ�ÓaÐ�ÖrØ}Ònâ

ÓaØ�ÞrÖrã\ÔQØ}ÏeÌ�è�ÙrÑ³å¬á¿Ô*Õ�Ð�æ	åZÏ�ÞrÙrÑ³ÏAÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâÒ® Ù\ÔQÖ�Ú�ÓQÌ\ÏpÏSÙ�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ�Ñ³å_Ö¥´¯ÜrÞrÖrÐÔQâ
e
µe
�ÃzÔQØ}Ïpå¬á

ÝrÞrÖ¼ÝrÞrÖ�ÚQÌ�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖ
J
Ü
J

(+)
0 (K; 0)

Ò�ÙrÖrÛpæ}áOÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ!åZÓpÕ�Ñ
m = 0

ÚaÑ³Ò�Ø�Þ�ÓEæ	ÚaÑ¬ÐÔaÏ�ØQáOÖuÜ�Óa×nÕÂÔ�ÒZÙ�Ï�ç
Ù\ÔpÎrÖrÙ\ÔQÍ�Ø�Ü�ÓaÙrÜræ�ÞrÖrÞ�ÓaÐÔQØ�è,Ü�Ó�Ò�Ñ³ÏEÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâAåZÓpÕ�Ñ

m = 1
á}Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�è,Ð�Ù�ÓaÐ�è�Ò�ØaÔQÙ�ÓaÐ�ÖrØ}Ònâ

Ø�Þ�ÏeäråZÏ�ÞrÙ�Óaç>Ö*ØQ
lÕv


O8£QPR���	���/©�H¦�ST�VU���¨W�X�4ª ªY���B©�H¦/©Z�§[�\
�H¦/©L§<©4ª��
¸ Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrÖ Ò

J = `2J̃ = O(`2)
Þ\ÔaÒpÒpåZÓaØ�ÞrÖ�å ÛOÔOÕÂÔpÎræ�Ó9ÒeÌÂÔaÚ�ÓQê�Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óaç épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖ

Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâzá¬ÝrÞrÖrÙ\ÔOÕrÌ\Ï)¯,Ô�·,Ï�×�Ó Ù\ÔQÖ�Ú�ÓQÌ\ÏpÏ'Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Óaç ÝrÞrÖ ØaÔQÜ�Ó�å æ�Þ�ÓaÐ�Ù�Ï�Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÖ
åZÓpÕ\Ï

m = 0
Ö*Ö�åZÏ�Ís·,Ï�×�Ó�Ð�Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�å ÝrÞrÖ�ÚQÌ�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖ9Ð�Ö	Õ9Ú�Ï�×pæ6·,Ï�ç*Ý�Ó

x
ÖßÒ�Ø}Ó�â	Î�Ï�ç>Ý�Ó

z
Ð}ÓQÌ�ÙrÑuá

v = −ik B(t) g(y) exp(ikx− iωt) cos qz + c.c., k = K cos θ, q = K sin θ
´'z;µ

´2d�
 d�
ÂÓ�Ú�ÓaÛpÙ\ÔpÎ\ÔaÏ�Ø*Î	Ì\Ï�ÙrÑuá\Ü�Ó�å_Ý	Ì\Ï�Ü�Ò�Ù�Ó*ÒpÓaÝrÞâD¯�Ï�ÙrÙrÑ³Ï,Ð�Ñ¬ÝrÖ�Ò�ÔQÙrÙrÑ³å�µeázÒ
K = O(1)

´¯ØQ
¶Ï�
ÂÙ�Ï¼ÒeÌ�Ö=±¼ê
Ü�Ó�å ÕÂÔOÌ\Ï�ÜrÖ�å ÓaØ

K∗
µ!Ö

θ
áÈÕ\Ó�Ò�ØaÔQØ}ÓaÎrÙ�Ó'ÚQÌ�ÖrÛpÜrÖ�åûÜ

θ∗
áUÎrØ}Ó>Ó�Ú�ÏpÒ�Ý�Ï�ÎrÖrÐÔaÏ�Ø4Ù\Ô*Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙ�ÓaçCÒ�ØaÔOÕ�ÖrÖ

Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�è>Þ�Ó�Ò�ØaÔ
γ = O(`)


U�uÔQÜ'Ý�ÓaÜ	ÔQÛOÔQÙ�Ó>Ð ¬ ��|��ázÐ}ÓSÐ}ÒpÏpå ÖrÙrØ}Ï�Þ�ÏpÒ�æ�Ís·,Ïpå Ù\ÔaÒ,Õ�Ö\ÔQÝ\ÔQÛ�ÓaÙ�Ï�ÕrÌ�ÖrÙ
Ð}ÓQÌ�ÙUáÂÔ,Ø}ÓaÎrÙ�ÏpÏ�á�ÝrÞrÖ

`1/2 � K � `−1 árÜrÞrÖrØ�ÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖrç9æ�Þ�ÓaÐ}Ï�Ùrè y = yc
Þ\ÔaÒ�Ý�ÓQÌ\Ó�¯�Ï�Ù9Ð�Ùræ�Ø�ÞrÖ9Ò�Ø�Þ\ÔOê

Ø�Ö�à�ÖrãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÙ�Óa×�Ó�ÒeÌ\Ó�âzáZÎrØ}Ó'ÐaÌ\Ï�Î�Ï�Ø�ÛOÔ4ÒpÓ�Ú�Óaç Õ�ÐÔ4ÐÔ�¯�ÙrÑ�ä ÒeÌ\ÏeÕ\Ò�Ø�Ð�Örâz
�¸�ÓQê�Ý�Ï�ÞrÐ�Ñ�äzá�Ü	ÔQÜ æ6¯�Ï
ÓaØ}åZÏ�Î\ÔOÌ\Ó�Ò�è#Ð}Ó�Ð�Ð}ÏeÕ\Ï�ÙrÖrÖUá�� « ÒpÓ�Ò�Ø}ÓaÖrØ�ÖrÛuÒpÓ�Ú�Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Ó�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎ�ÏpÒ�Ü�Óa×�ÓAÒeÌ\Ó�âSÖßÒ�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙ	ê

�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$�C�G�6�6�Z�P�:���=���c�=�����1���G� ���;�D�
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b
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d

e

0.7

0.6
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0.4

0.3

0.2

0.1

0
g
/l

p/4 p/2
qßCàGá�â ]Gâ'H=è$-�àGá3àGç�î�á3é$I

γ/`
î�é

θ
ì�í�à

K = K∗
àJíGè$^3ðGà�ê�ñ./<å^�ñGè)ê�æ�ñ�à76;å

J
òeé�æ�ê�æ�ñ�à�æ4ò38 óKL m = 0 óK_ a ` J =

= J∗/2 = 4.050 · 10−5 L b ` J = 1.1 J∗ L c ` J = 2 J∗ L d ` J = 0.001(≈ 12 J∗) L e ` J = 0.002
â

Ù�Óa×�ÓSÒeÌ\Ó�âzáÂÜ�ÓaØ}ÓaÞrÑ³Ï�Ò�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�ÓAÝ�Ï�Þ�Ï�ÜrÞrÑ¬ÐÔQÍ�Ø}Ònâz
�¸�ÓQê�Ð�Ø}ÓaÞrÑ�äzáÈÜ�Ó�å_Ý	Ì\Ï�Ü�Ò�ÙrÑ³Ï7à¼ÔQÛ�ÓaÐ�Ñ³Ï�Ò�Ü�ÓaÞ�ÓQê
Ò�Ø�ÖSÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrç*épØ}Óa×�Ó¼Õ�Ö\ÔQÝ\ÔQÛ�ÓaÙ\Ô�ÚQÌ�ÖrÛpÜrÖSÜ

UN
á |c−UN | = O(`)


D»�ÓaépØ}Ó�å_æ#Ð�Ò�Ö�Ò�Ø}ÏpåZÏ�ÓaØ}Ò�Î�Ï�ØaÔ	á
Õ�Ð�Ö=¯�æ6·,Ï�ç�ÒnâAÒpÓuÒ�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�è�Í

UN
á�Ö7Þ\ÔaÒ�ÝrÞ�Ó�Ò�Ø�Þ\ÔQÙ�Ï�ÙrÖ�Ï�Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâ#Ò³à¼ÔQÛ�ÓaÐ}ÓaçAÒ�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�è�Í,áÖ7Þ�Ó�Ò�Ø

Ï�×�Ó�Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕ�Ñ ´¯Ð'Ø}Ó�å ÎrÖ�ÒeÌ\Ï�áZÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬çPµ,åZÓ�¯�Ù�Ó�ÓaÝrÖ�Ò�ÔQØ�è�Ù\Ô9â	ÛpÑ¬Ü�ÏßåZÏeÕrÌ\Ï�ÙrÙ�Óa×�Ó'Ð�Þ�ÏpåZÏ�ÙrÖ
τ = `t


Z¸©Ð}ÏeÕ\Ïpå ØaÔQÜ=¯�Ï�Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕ�ÙrÑ¬ç9Ý\ÔQÞ\ÔaåZÏ�Ø�Þ
0 < ε � 1

á�ØaÔQÜ�ÓaçUá\ÎrØ}Ó
B(t) = εA(τ)

Ö
A(τ) =

= O(1)

 « Ð�â	Ûpè9åZÏ)¯,Õ�æ

ε
Ö
`
´ Ò�Ü�Ï�ç	Ì�ÖrÙr×�µ�Ð�Ñ¬Ð}ÏeÕ\ÏpåûÐßÝ�ÓpÕ�Þ\ÔQÛ�Õ\ÏeÌ\ÏA��
 ��
C²WÏ)±,Ï�ÙrÖ�ÏAÚaæOÕ\Ïpå Ò�Ø�Þ�ÓaÖrØ�è

åZÏ�Ø}ÓpÕ\Ó�å Ò�Þ\Ô�·�ÖrÐÔaÏpå_Ñ�ä>ÔaÒ�Ö�å_ÝrØ}ÓaØ�ÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ	ä*Þ\ÔQÛ�Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖrçUá\ØQ
¶Ï�
	Ù\ÔQç	Õ\ÏpåCÞ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâSÐ�Ùræ�Ø�ÞrÖß� « ÖSÐ}Ó
Ð�Ù�Ï)±�ÙrÖ	äSÓ�ÚQÌÂÔaÒ�ØOâ�äAØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâzárÔ�ÛOÔQØ}Ïpå¬á	Ò)±�ÖrÐÔQâAÖ	ä7Ð�Ý�Óa×pÞ\ÔQÙrÖrÎrÙrÑ�ä*Ó�ÚQÌÂÔaÒ�ØOâ�ä³´

`� |y− yN | � 1
µeá

Ý�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�ån¼7þ_� Ü	ÔQÜ>æ}ÒeÌ\ÓaÐ�Ö�ÏuÒ)±�ÖrÐ�ÜrÖU

õ�Ò�Ü	Ì�Í�Î\ÔQâ¼ÕÂÔQÐaÌ\Ï�ÙrÖ�Ï�á�ÛOÔQÝrÖ=±,Ïpå9æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ�×pÖ	Õ�Þ�ÓpÕ�ÖrÙ\Ôaå_ÖrÜrÖ#Ð!ÝrÞrÖ�ÚQÌ�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖKÀ©æ}ÒpÒ�ÖrÙ�ÏpÒ�Ü	ÔL¬ ��

Ð#Ò�Ö�Ò�Ø}ÏpåZÏuÓaØ}Ò�Î�Ï�ØaÔ	árÕ�Ð�Ö=¯�æ6·,Ï�ç�Ònâ>ÒpÓ�Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�è�Í
UN
�

D
Dt

∆v − U ′′ ∂v
∂x

+ J

(
∂2ρ

∂x2
+
∂2ρ

∂z2

)
= ν∆2v −∆

(
u∂v
∂x

+ v∂v
∂y

+ w∂v
∂z

)
+

+ ∂
∂y

[(
∂u
∂x

)2

+

(
∂v
∂y

)2

+

(
∂w
∂z

)2

+ 2∂u
∂y

∂v
∂x

+ 2∂u
∂z

∂w
∂x

+ 2∂v
∂z

∂w
∂y

]
,

(8 a)

D
Dt

ρ− n(y)v = −
(
u
∂ρ

∂x
+ v

∂ρ

∂y
+ w

∂ρ

∂z

)
, (8 b)

D
Dt

G+ U ′ ∂v
∂z

= ν∆G+ ∂
∂x

(
u∂w
∂x

+ v∂w
∂y

+ w∂w
∂z

)
− ∂
∂z

(
u∂u
∂x

+ v∂u
∂y

+ w∂u
∂z

)
, (8 c)

∂u
∂x

+ ∂w
∂z

= −∂v
∂y
, G = ∂u

∂z
− ∂w
∂x

, (8 d, e)

×nÕ\Ï
D/Dt = ` ∂/∂τ + (U −UN ) ∂/∂x

á
v = (u, v, w)

Ö
ρ
®�Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâSÒ�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�Ö*ÖAÝ	Ì\ÓaØ�Ù�Ó�Ò�Ø�ÖUá

∆
® ÌÂÔQÝ	ÌÂÔaÒ�Ö\ÔQÙCø\Õ�Ö�àuà�æ�ÛpÖ�Ï�ç>Ý	Ì\ÓaØ�Ù�Ó�Ò�Ø�Ö4ÝrÞ�Ï�Ù�ÏpÚaÞ�Ï�×�ÔaÏpå¬
Ò²WÏ)±,Ï�ÙrÖ�Ï�æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrçn´	¾�µ�ÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ�â�ê

�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$���G�6�6�Z���:���=���c�=�P���M���G� ���;�D�
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Ï�Ø}Ònâ*Ü	ÔQÜ9Ò�æ	åZå�Ô�×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜUá

v = v0(τ, y, z) +
[
v1(τ, y, z)eikx + v2(τ, y, z)e2ikx + . . . + c.c.

]
,

´	¿�µ
×nÕ\Ï�Ü	Ô�¯,Õ\Ó�Ï

vn(τ, y, z)
Ð�Ñ¬ÎrÖ�ÒeÌ�ârÏ�Ø}Ònâ>Ð�Ð�Ö	Õ\Ï�Þ\ÔQÛ�Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖrâ>Ý�Ó

ε
á
`
Ö
ν
á

v1 = εv
(1)
1 + `εv

(2)
1 + . . . .

¸©Ùræ�Ø�ÞrÖ>� « æOÕ\Ó�ÚaÙ�Ó�Ð�Ð}ÏpÒ�Ø�ÖßÙ�ÓaÐ�Ñ³Ï�Ý�Ï�Þ�ÏpåZÏ�ÙrÙrÑ³Ï

Y = (y − yN )/`, N(Y ) = ` n(y); v = εV, (u, w, ρ, G) = ε`−1(U , W, P, Γ),
´c��|�µ

ØaÔQÜ>ÎrØ}Ó ´ Ò�Ø}ÓaÎrÙ�Ó�Ò�Ø�è�Í Õ\Ó�épÜ�Ò�Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrãrÖ\ÔOÌ�è�Ù�ÓAå�ÔOÌ�Ñ�ä*Î	Ì\Ï�Ù�ÓaÐ�á\Ò�ÞU
rÒK´	~�µ#µ
∞∫

−∞

dY N(Y ) = 1,

∞∫

−∞

dY Y N(Y ) = 0,
´c����µ

Ô³æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâÞ´	¾�µÈÝrÞrÖ�å_æ�Ø�Ð�Ö	Õ ´ ÒpÓpä	Þ\ÔQÙrârÏpå9Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó�Ù�ÏpÓ�ÚpäÓpÕ�Ö�å_Ñ³Ï©ÕrÌ�â�ÕÂÔOÌ�è�Ù�Ï�ç=±,Ï�×�Ó�ÔQÙ\ÔOÌ�ÖrÛOÔEÐ�Ü	ÌÂÔOê
Õ�Ñ8øUÝrÞ�ÓaÖrÛpÐ}ÓpÕ�ÙrÑ³ÏSÝ�ÓßÝ�Ï�Þ�ÏpåZÏ�ÙrÙrÑ³å

τ, x, z, Y
Ó�Ú�ÓaÛpÙ\ÔpÎ\ÔaÏpå ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ�Ís·�Ö�å_Ö�ÙrÖ=¯�ÙrÖ�å_Ö�ÖrÙ	ê

Õ\Ï�Ü�Ò�Ôaå_ÖUá
fN ≡ f(yN )

µe�
(
∂
∂τ

+ U ′NY
∂
∂x

)
VY Y = −`J̃(Pxx + Pzz) + `U ′′NVx −

`U ′′N
2

Y 2VY Y x + ν`−3VY Y Y Y +

+ε`−2 ∂
∂Y

[
U2
x + V 2

Y +W 2
z + 2UY Vx + 2UzWx + 2VzWY − ∂

∂Y
(UVx + V VY +WVz)

]
,

(12 a)

(
∂
∂τ

+ U ′NY
∂
∂x

)
P −N(Y )V = −`U

′′
N

2
Y 2Px − ε`−2

(
UPx + V PY +WPz

)
, (12 b)

(
∂
∂τ

+ U ′NY
∂
∂x

)
Γ + U ′NVz = −`U ′′NY Vz −

`U ′′N
2

Y 2Γx + ν`−3ΓY Y +

+ε`−2

[
∂
∂x

(UWx + VWY +WWz)− ∂
∂z

(UUx + V UY +WUz)
]
,

(12 c)

Ux +Wz = −VY , Γ = Uz −Wx. (12 d, e)

b £¥¤MZ�¦��>¨ ©L§c�Lª4©L§��4©��d	�Ve>¦����gfih4ª�/©4©��d	�j�\
�H¦/©L§<©4ª��
k ìmlzìonqp�rtsMp�rtrvu�rtsMrtp�w�rxwzy'{�rt|X}�w�p�~

¸�Ó�Ð�Ù�Ï)±�ÙrÖ	äSÓ�ÚQÌÂÔaÒ�ØOâ�ä*Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ ´ |y− yN | � `
µ¿Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrâzárÐ�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�è7ÖSÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�ç	ê

Ù�Ó�Ò�Ø�èuÕÂÔQÍ�Ø!Ì�Ö=±�èuÙ�Ï�ÛpÙ\ÔpÎrÖrØ}ÏeÌ�è�ÙrÑ³ÏEÝ�ÓaÝrÞ\ÔQÐ�ÜrÖ#Ü7Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrÍ,
�¸�×nÌÂÔQÐ�Ù�Ó�å�Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü�ÏL´
O(ε)

µ_Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù�Óaç

�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$�C�G�6�6�Z�P�:���=���c�=�����1���G� ���;�D�



�;�6� �/���c�4���;�P�P�P �¡

´¯Ý�Ï�ÞrÐ}ÓaçPµ#×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜrÖUá�ÐCÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�ÖrÖ ÒÚ´'z;µeá
v

(1)
1± = −ikA(τ)g±(y) cos qz

´¯ÖrÙ	Õ\Ï�Ü�Ò
+/− ÒpÓ�ÓaØaê

Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ}Ï�Ø9Ó�ÚQÌÂÔaÒ�Ø�Ö�Ù\ÔOÕN�OÝ�ÓpÕ
yN

µeáÈ×nÕ\Ï
g±(y)

æOÕ\ÓaÐaÌ\Ï�Ø�Ð}ÓaÞâ	Í�Ø9æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrÍ ²WÏeÌ\Ï�â�Ò�×pÞ\ÔQÙrÖrÎrÙrÑ³å_Ö
æ}ÒeÌ\ÓaÐ�Örârå_ÖÚ´ Ò�ÞU
�Ò$´¯�6µ#µ

d2g±
dy2

−
(

U ′′(y)

U(y)− UN
+K2

)
g± = 0;

g−(0) = 0, |g+(∞)| <∞.

´c����µ

« Ó�Ú�Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ\ÔQâ*à�æ�ÙrÜrãrÖrâ
g(y)

Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrçUárÝrÞrÖrÙ\ÔOÕrÌ\Ï)¯,Ô�·�Ö	ä*åZÓpÕ\Ï
m = 0

á�Ð�Ùræ�Ø�ÞrÖ*� « ÖrÛ�åZÏ�ÙrârÏ�Ø}Ònâ
Ù�Ï�ÛpÙ\ÔpÎrÖrØ}ÏeÌ�è�Ù�ÓrázÝ�ÓaépØ}Ó�å_æ>ÐA×nÌÂÔQÐ�Ù�Ó�å Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü�Ï

g+(yN + 0) = g−(yN − 0) = g∗

�»�ÓQÌÂÔQ×�ÔQâ

g∗ = 1
á

Ý�ÓQÌ�æ�Î\ÔaÏpå ÝrÞrÖ |y − yN | ≡ `|Y | � 1
Þ\ÔQÛ�Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖ�ÏÞ´ Òpå¬
C¬ ��2µ

v
(1)
1± = −ikA(τ)

[
1 + `

(
U ′′N
U ′N

ln |`Y |+ a±

)
Y +O(`2|Y | ln |`Y |)

]
cos qz.

´c���6µ

��Óaé�àuà�ÖrãrÖ�Ï�ÙrØ�Ñ
a+

Ö
a−

Ð}Ï)·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙrÑuá_ÛOÔQÐ�Ö�Ònâ	Ø�ÓaØ
K
ÖCåZÓa×pæ�Ø'ÚaÑ¬Ø�è4Ù\ÔQç	Õ\Ï�ÙrÑ Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó4Ð9Þ�Ïeê

ÛpæOÌ�èOØaÔQØ}Ï�Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâ9ÛOÔOÕÂÔpÎrÖn´c����µe
�»�ÓpÕ�Î�Ï�ÞrÜrÙ�Ïpå¬ázÎrØ}Ó#ÝrÞrÖ9Ì�Í!Ú�Ó�å
K
à�æ�ÙrÜrãrÖrÖ

g+
Ö
g−

®�� �,���t�X�
Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâCæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâk²WÏeÌ\Ï�âzáZØaÔQÜ Ü	ÔQÜ Ý�Ó9Ø}ÏpÓaÞ�ÏpåZÏ ²WÏeÌ\Ï�âCÐ�ÓpÕ�Ù�ÓaÞ�ÓpÕ�Ù�Ó�å Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrÖËÒ

U ′′(y) < 0ÒpÓ�Ú�Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙrÑ�ä>Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrç>Ù�Ï�ØQ
 �7»�ÓaépØ}Ó�å_æ}á\ÚaæOÕ�æ�ÎrÖ9ÔQÙ\ÔOÌ�ÖrØ�ÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ9ÝrÞ�ÓpÕ\ÓQÌZ¯�Ï�ÙrÑ Ð7ÙrÖ=¯�ÙrÍ�Í Ý�ÓQÌ�æê
Ý	Ì\Ó�Ò�Ü�Ó�Ò�Ø�èAÜ�Ó�å_Ý	Ì\Ï�Ü�Ò�Ù�Óa×�Ó

y
árÓaÙrÖ*Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó7Ù�Ï�ÛOÔQÐ�Ö�Ò�Ö�å_Ñuá�Ö*Ö	ä*Ð�Þ�ÓaÙ�Ò�ÜrÖ\ÔQÙ

a∗(K) = g+(y) g′−(y)− g′+(y) g−(y) = a− − a+ + iπU ′′N/U
′
N 6= 0.

´c����µ
�,ÔOÌ\ÏpÏ�árÖrÛuæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrç¹´	¾<d�á Wzá R�µ�Ù\ÔOäÓpÕ�Ö�å¬á�ÎrØ}Ó

u
(1)
1± =

(
dg±
dy

cos2 θ +
U ′g±
U − UN

sin2 θ

)
A cos qz −→

y→yN

[
sin2 θ
`Y

+O(ln |`Y |)
]
A cos qz,

w
(1)
1± = i

2

(
dg±
dy
− U ′g±
U − UN

)
A sin 2θ sin qz −→

y→yN

[
− i

2`Y
+O(ln |`Y |)

]
A sin 2θ sin qz.

´c����µ

÷�ÓaÞ�å�ÔOÌ�è�Ù�Ó�épØ�ÖSÜ�Ó�å_Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrØ�ÑûÒ�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�Ö*Ö�åZÏ�Í�Ø,ÝrÞrÖ
Y = 0

Ó�ÒpÓ�Ú�Ï�ÙrÙ�Ó�Ò�Ø�è�Ð,Ð�Ö	Õ\Ï�Ý�ÓQÌ�Í!Ò�ÔÞ´
v

(1)
1±
Ø}ÓQê

¯�Ï¬Ö�åZÏpÏ�ØuÓ�ÒpÓ�Ú�Ï�ÙrÙ�Ó�Ò�Ø�è�á}Ù�Ó�Ú�ÓQÌ\ÏpÏ¬ÒeÌÂÔaÚaæ�Í,áaÐ�Ö	ÕÂÔ
Y lnY

áaÒpå¬
Z´c���6µ#µe
}��ÓaÙ�Ï�ÎrÙ�Órá�Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ï¬Ð�Ùræ�Ø�ÞrÖ7� «
Þ�Ï�×pæOÌ�â	ÞrÙ�ÓráaÙ�Ó�å�ÔQ×pÙrÖrØ�æOÕ�Ñ Ï�×�Ó!Ü�Ó�å_Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrØuÞ\ÔQÛ�Ì�ÖrÎrÙrÑ Ö,Ù\ÔQÝrÞârå_æ�ÍÉÒ�Ð�â	ÛOÔQÙrÑËÒ©Ù\ÔOÌ�ÖrÎrÖ�Ïpå4Ö�Ø�ÖrÝ�Ó�å
<QÒ�ÖrÙr×pæOÌ�â	ÞrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö?>,ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ�Ís·,Ï�ç#Ü�Ó�å_Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrØ�Ñu
6¼uÔQÝrÞrÖ�åZÏ�ÞUá

u1
á
v1
Ö
w1
Ö�åZÏ�Í�ØuÝ�ÓaÞâ�Õ\ÓaÜ

O(ε)Ð}Ó#Ð�Ù�Ï)±�ÙrÖ	ä9Ó�ÚQÌÂÔaÒ�ØOâ�ä9Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâzáÈÔ7Ð�Ùræ�Ø�ÞrÖ4� «
v1 = O(ε)

á\ÐAØ}Ó#Ð�Þ�Ïpå_â>Ü	ÔQÜ
u1
Ö
w1
Ö�åZÏ�Í�ØSå�ÔQ×�ê

ÙrÖrØ�æOÕ�æ
O(ε/`)

á}ÎrØ}ÓuÖ#æ�ÎrØ}Ï�Ù�ÓuÐI´c��|�µe
 « à�ÖrÛpÖrÎ�ÏpÒ�Ü�ÓaçAØ}ÓaÎrÜrÖ#ÛpÞ�Ï�ÙrÖrâzáN<QÒ�ÖrÙr×pæOÌ�â	ÞrÙ�Ó�Ò�Ø�è�>�ÓaØ�Þ\Ô�¯,ÔaÏ�Ø
Þ�Ï�Û�ÓaÙ\ÔQÙ�Ò�ÙrÑ¬çSä�ÔQÞ\ÔQÜrØ}Ï�ÞSÐ�ÛOÔQÖ�åZÓpÕ\Ï�ç�Ò�Ø�Ð�Örâ*Ð}ÓQÌ�ÙrÑ Ò³Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖ�ÏpåCÖUá}Ü	ÔQÜSÝ�ÓaÜ	ÔQÛpÑ¬ÐÔaÏ�Ø#ÔQÙ\ÔOÌ�ÖrÛJ¬ ��z�áÂ��¿��á
Ör×pÞ\ÔaÏ�Ø#Ü	Ì�Í�Î�Ï�Ð�æ�Í Þ�ÓQÌ�è7Ð7àuÓaÞ�å_ÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÖrÖ>Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ�äßÐ�Ü	ÌÂÔOÕ\ÓaÐ7ÐK¼7þ_�³


¸�Ï�ÞrÙ�ÏpåZÒnâ*Ø}Ï�Ý�Ï�Þrè�ÜSÐ}Ï�ÞrØ�ÖrÜ	ÔOÌ�è�Ù�Óaç>Ü�Ó�å_Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrØ}ÏuÒ�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�Ö
v1

D»!ÞrÖrÞ\ÔQÐ�ÙrÖrÐÔQâßÒ�Ü	ÔpÎ�ÓaÜ>ÏpÏ�ÝrÞ�ÓQê

ÖrÛpÐ}ÓpÕ�Ù�Óaç>Î�Ï�Þ�Ï�Û¼� « ´ Òpå¬
B´c���6µ#µ¿ÖrÛ�åZÏ�Ù�Ï�ÙrÖrÍ Ð�Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü�Ï
O(`)

ÝrÞ�ÓaÖrÛpÐ}ÓpÕ�Ù�Óaç9Ð}Ï�ÞrØ�ÖrÜ	ÔOÌ�è�Ù�Óaç>Ü�Ó�å_Ý�ÓQê
Ù�Ï�ÙrØ�ÑûÒ�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�Ö

V1
Ð�Ùræ�Ø�Þ�Ï�ÙrÙ�Ï�×�Ó7Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâzárÝrÞrÖ	äÓpÕ�Ö�åËÜ*æ}ÒeÌ\ÓaÐ�ÖrÍ Ò)±�ÖrÐ�ÜrÖ

(a+ − a−)A(τ) = 2i
k`

〈
cos qz

∫
−dY V1Y Y

〉
,

´c��z;µ
�K� �¿da`cwOhaÃvkajl^Qdajcq,^ajl¸a�Qjc�OÇz�e^agiµ¶g�`l¸ajcwQb��a�¿be�iw³^��iolÇz�p�ijcqrÇzÆ�q�gc½uÁÈ�n^Q¹3���iqr¸ajl^��¶m��Zjlsao¶���a`cqz�;C � � ��G�GFº�

�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$���G�6�6�Z���:���=���c�=�P���M���G� ���;�D�



ËJÌ)�P��Í�Ì�Î�Í�Ï�ÐÒÑ�¡G ��PÓ1Ô��PÐÒÍ�Ì��DÕ�ÖI �Î�×���¡GØ%ÙÚÖL�PÌ�ÙPÛ7Ì��PÍ�Ø%Ù¹¡G ;Ü Û7�DÝÞÌ�Í���Î �;�6�

×nÕ\Ï
〈
. . .
〉

=
q

2π

π/q∫

−π/q

dz
(
. . .
)
,

∫
−dY ( . . . ) = lim

R→∞

R∫

−R

dY ( . . . ).

¸©Ñ¬ÎrÖ�ÒeÌ�ÖrÐAÏ�×�Ó�ÝrÞ\ÔQÐ�æ�Í Î\ÔaÒ�Ø�è�á�å_Ñ Ö*Ý�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�å Ö�Ò�Ü�Ó�åZÓ�Ï4¼7þ_�³

ÃzÔaåZÏ�Ø�Ö�å¬áUÎrØ}ÓSÐßÞ\ÔaÒpÒpå�ÔQØ�ÞrÖrÐÔQÐ;±�Ö	äÒnâ�Þ\ÔQÙ�ÏpÏ�ÛOÔOÕÂÔpÎ\ÔOäc´ Òpå¬
 ázÙ\ÔQÝrÞrÖ�åZÏ�ÞUá�¬ ��¿	áB~;|	áC~	��áB~;~	áC~���2µ

Ò�Ü	ÔpÎ�ÓaÜËÝrÞ�ÓaÖrÛpÐ}ÓpÕ�Ù�ÓaçËÐ}ÓaÛpÙrÖrÜ	ÔaÏ�Ø�Ù�ÏSÐ4×nÌÂÔQÐ�Ù�Ó�å Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü�Ï
O(ε)

Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù�Óaç ×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜrÖËÐ�Ù�Ï)±�Ù�Ï�×�Ó
Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâzáÂÔ�Ð7Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü�Ï

O(ε`)
á�ÓaÝrÖ�Ò�Ñ¬ÐÔQÍs·,Ïpå Ý�ÓaÝrÞ\ÔQÐ�Üræ*Ù\Ô�Ù�ÏpÒ�ØaÔQãrÖ�ÓaÙ\ÔQÞrÙ�Ó�Ò�Ø�èÒ´

`
Û�Õ\ÏpÒ�è#ÒeÌ\ÏeÕ�æ}Ï�Ø

Ý�ÓaÙrÖ�å�ÔQØ�èCÜ	ÔQÜÉå�ÔaÒ)±�ØaÔaÚC� « µeá¿ÖUá¿ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Órá�æ�Þ\ÔQÐ�Ù�ÓaÐ}Ï)±�ÖrÐÔaÏ�Ø}Ònâ ÖrÛ�åZÏ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ïpå ÝrÞ�ÓaÖrÛpÐ}ÓpÕrê
Ù�Óaç

V1
Ð�Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü�Ï

O(`2)
á	ÎrØ}Órá�ÓaÎ�Ï�Ð�Ö	Õ�Ù�Órá\Ò�Ü	ÔQÛpÑ¬ÐÔaÏ�Ø}Ònâ>Ù\Ô�Ò�Ü�Ï�ç	Ì�ÖrÙr×�ÏI´ Òpå¬
rÙrÖ=¯�Ï�µe


¸©Ùræ�Ø�Þ�Ï�ÙrÙ�ÏpÏ³Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ï�ÕÂÔaÏ�Ø¼Ð�ÝrÞ\ÔQÐ�æ�ÍÉÎ\ÔaÒ�Ø�èÞ´c��z;µWÜ	ÔQÜ7Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ³Ï�á}ØaÔQÜ#Ö�Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ³ÏEÝ�Ó
A(τ)Ð�Ü	ÌÂÔOÕ�Ñu
?»�Ó�ÒpåZÓaØ�ÞrÖ�å¬áZÜ	ÔQÜ ÓaÙrÖ àuÓaÞ�å_ÖrÞræ�Í�Ø}Ònâz
<»!Þ�ÏeÕ�Ý�ÓQÌ\Ó�¯�Ö�å¬á�ÎrØ}Ó

ε/`2 � 1
á_ØQ
¶Ï�


LN � Lt
á

Òpå¬
�´c��µe
PÄvÓa×nÕÂÔAÞ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ï�æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrçc´c��~�µ³åZÓ�¯�Ù�Ó*Ò�Ø�Þ�ÓaÖrØ�èSÐSÐ�Ö	Õ\Ï¼Þ\ÔQÛ�Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖrâ'Ý�ÓSå�ÔOÌ�Ñ³å Ý\ÔQÞ\ÔOê
åZÏ�Ø�Þ\Ôaå

`
á
ν/`3

Ö
ε/`2


�¸'×nÌÂÔQÐ�Ù�Ó�å>Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü�Ï�á
O(1)

áQÏpÒ�Ø�è�Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó³Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬ç,Ý�Ó
A(τ)

Ð�Ü	ÌÂÔOÕ,Ð!Ó�Ò�Ù�ÓaÐaê
Ùræ�Íû×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜræ}
 « Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrâßÖSÐ�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�è�ÕÂÔQÍ�Ø�Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ³Ï�Ý�Ó

A
Ý�ÓaÝrÞ\ÔQÐ�ÜrÖßÜSÙ�Ïpå_æAÝ�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô

O(`)
Ö
O(ν/`3)

ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�ÓÞ´ Òpå¬
Z´c��~�[�µ#µe
�¼�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ³Ï³Ý�Ó
A
Ð�Ü	ÌÂÔOÕ�Ñ Ð}Ó�Ð�Ùræ�Ø�Þ�Ï�ÙrÙ�ÏpÏ¬Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ï

Ð}ÓaÛpÙrÖrÜ	ÔQÍ�ØSÐ#ÝrÞ�Óaã�ÏpÒpÒpÏ�<O×�Ï�Ù�Ï�Þ\ÔQãrÖrÖ4×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜ?> ´¯Ý�ÓpÕ�Þ�Ó�ÚaÙ�ÏpÏ�Òpå¬
 á�Ù\ÔQÝrÞrÖ�åZÏ�ÞUáÂÐ�¬ ��¿�2µe
\��Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ
×pÖ	Õ�Þ�ÓpÕ�ÖrÙ\Ôaå_ÖrÜrÖ>Ö�åZÏ�Í�Ø,ÜrÐÔOÕ�Þ\ÔQØ�ÖrÎrÙræ�ÍûÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è�árÝ�ÓaépØ}Ó�å_æ#Ù\Ô¼Ý�Ï�ÞrÐ}Ó�åÚ±�ÔQ×�ÏEépØ}Óa×�Ó�ÝrÞ�Óaã�ÏpÒeê
Ò�ÔAÝ�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�å ÜrÐÔOÕ�Þ\ÔQØ�ÖrÎrÙrÑ³Ï7Ý�Ó

A
Ð�Ü	ÌÂÔOÕ�Ñ Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô

O(ε/`2)
Ð}ÓSÐ�Ø}ÓaÞræ�Í5Ö'ÙræOÌ\Ï�Ð�æ�Í�×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜrÖ

´¯Ù\Ô*â	ÛpÑ¬Ü�Ï�<OÐ�Ù�Ï)±�ÙrÖ	äN>>Ý�Ï�Þ�ÏpåZÏ�ÙrÙrÑ�ä�épØ}Ó>ÓaÛpÙ\ÔpÎ\ÔaÏ�ØQáWÎrØ}ÓßÐ�Ùræ�Ø�ÞrÖ�� «
v2
Ö
v0
Ö�åZÏ�Í�Ø9å�ÔQ×pÙrÖrØ�æOÕ�æ

O(ε2/`2)
á}Ô
u2
á
w2
á
u0
Ö
w0

®
O(ε2/`3)

á�Òpå¬
Z´c��|�µ#µe
�¼uÔ!ÒeÌ\ÏeÕ�æ�Ís·,Ïpåv±�ÔQ×�Ï�Ð�ÛOÔQÖ�åZÓpÕ\Ï�ç�Ò�Ø�Ð�Ö�ÏEÐ�Ø}ÓaÞ�Óaç
ÖSÙræOÌ\Ï�Ð}ÓaçS×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜ>Ò!Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù�ÓaçSÕÂÔaÒ�Ø,Üræ	ÚaÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ�Ï!Ý�Ó

A
Ð�Ü	ÌÂÔOÕ�Ñ Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô

O(ε2/`4)
Ð�Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ùræ�Í

Ö�Ø�Þ�Ï�Ø�è�ÍÉ×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜrÖU
 « Ì\ÏeÕ\ÓaÐÔQØ}ÏeÌ�è�Ù�Órá}×nÌÂÔQÐ�ÙrÑ¬ç#Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬ç#Ð�Ü	ÌÂÔOÕ#Ð�ÝrÞ\ÔQÐ�æ�Í Î\ÔaÒ�Ø�èK´c��z;µWÖ�åZÏpÏ�Ø
Ý�ÓaÞâ�Õ\ÓaÜ

O(ε2/`4)
Ö>åZÓ�¯�Ï�Ø#Ü�ÓaÙrÜræ�ÞrÖrÞ�ÓaÐÔQØ�èSÒ�Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ³å ´

O(`)
µ©Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó7Ð�Ø}Ó�å ÒeÌ�æ�Î\ÔaÏ�á�ÏpÒeÌ�Ö

ε2 = `5.
´c��¾�µ

»!ÞrÖ�<QÓ�ÚaÑ¬ÎrÙ�Ó�å�>8¯�Ï�Ò�Ý�Ó�ÒpÓ�Ú�Ï¬àuÓaÞ�å_ÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÖrâ,Ì\Ï�Ð}Óaç ´¯ØQ
¶Ï�
�<OÐ�Ù�Ï)±�Ù�Ï�ç?>6µvÎ\ÔaÒ�Ø�Öh´c��z;µ:´ Òpå¬
aÐ�Ñ/±,Ï�µUÝ�ÓQê
Ì�æ�Î\ÔaÏ�Ø}Ònâ½¬ ��¿	á;~	��á;~;~�rÒ�Ü�Ï�ç	Ì�ÖrÙr×

ε2 = `6
áQÎrØ}Ó!ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ}Ï�ØuÚ�ÓQÌ\ÏpÏ�ÙrÖrÛpÜ�Ó�å_æ¼Ý�ÓaÞ�Óa×pæ¼Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö

´
BN = O(γ3)

á	ÔuÙ�Ï
O(γ5/2)

á	Òpå¬
�´	~;¾�µ#µe
DÄvÏpå�Ù�Ï�åZÏ�Ù�ÏpÏ�á�Ð,Ó�Ú�ÓaÖ	äAÒeÌ�æ�Î\ÔQâ�ä
LN � Lt

áÖAÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ\ÔQâ
épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrâ¼Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrç¼Ö	Õ\Ï�Ø�Ð³Þ�Ï)¯�Ö�åZÏ¿Ù�ÏpÒ�ØaÔQãrÖ�ÓaÙ\ÔQÞrÙ�Óa×�Ó�� « áOÙ�Órá�Ü	ÔQÜ,å_Ñ�æ�Ð�Ö	Õ�Ö�å¬á�Ý�Ó³Ù�ÏpÒ�Ü�ÓQÌ�è�Ü�Ó
Þ\ÔQÛpÙrÑ³å ÛOÔQÜ�ÓaÙ\Ôaå¬


¸4Þ\ÔaÚ�ÓaØaÔOäI¬ ~;|	á�~	��Ý�ÓpÕ�Î�Ï�ÞrÜrÖrÐÔOÌ\Ó�Ò�è�áaÎrØ}Ó³Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ï¿Ð�ÛOÔQÖ�åZÓpÕ\Ï�ç�Ò�Ø�Ð�Ö�Ï©×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜ,Ð�Ùræ�Ø�ÞrÖ�� «
Ý�ÓaÞ�Ó�¯,ÕÂÔaÏ�Ø ´¯Ð#Ø}Ó�å ÎrÖ�ÒeÌ\Ï�á\ÖßÐ}Ó7Ð�Ù�Ï)±�ÙrÖ	ä>Ó�ÚQÌÂÔaÒ�ØOâ�äßØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ�µ³åZÓpÕ�æOÌ�ÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÙ�Ó�Ï�Ý�Ó

z
´ ∼ cos 2qz

µ
ÖrÛ�åZÏ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ï*Ò�Þ�ÏeÕ�Ù�Ï�×�Ó4Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ

u0 = O(ε)
áWØQ
¶Ï�
WØ}Óa×�Ó�¯�ÏAÝ�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô	á_ÎrØ}Ó9ÖCÓ�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù\ÔQâ�´ Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙ\ÔQâ�µ

Î\ÔaÒ�Ø�è7Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâz
t�EÙ\ÔOÌ\Óa×pÖrÎrÙ�Ó�ÏuÖrÛ�åZÏ�Ù�Ï�ÙrÖ�ÏuÝrÞ�ÓaÖ�Ò¶äÓpÕ�ÖrØAÖßÐ�Ù\Ô�±,Ï�çßÛOÔOÕÂÔpÎ�Ï�árÙ�ÓrárÐ�Ð�Ö	Õ�æSÞ\ÔQÛ�Ì�Ö	ê
ÎrÖrâ*Ð7Ò�Ü�Ï�ç	Ì�ÖrÙr×�ÔOäzá\Û�Õ\ÏpÒ�è

u0 = O(ε4/5)� ε



k ì��_ìonqpX�A�Nu�rtp�p�rtrvu�rtsMrtp�w�r
« Óa×nÌÂÔaÒ�Ù�ÓI´	¿�µeá�Ð�Ùræ�Ø�Þ�Ï�ÙrÙ�ÏpÏ³Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ï¬Ö=·,Ïpå'Ð�Ð�Ö	Õ\Ï³Ò�æ	åZå_Ñ ×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜUá	Ô�Ü	Ô�¯,Õ�æ�ÍÉ×�ÔQÞ�åZÓQê

ÙrÖrÜræI® Ð�Ð�Ö	Õ\Ï�Þ\ÔQÛ�Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖrâ>Ý�Ó7å�ÔOÌ�Ñ³å Ý\ÔQÞ\ÔaåZÏ�Ø�Þ\Ôaå
`
á
ε/`2

Ö
ν/`3


ZÄWÔQÜUá�Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù\ÔQâß×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜ	Ô
(
U1, V1,W1, P1,Γ1

)
=
(
U (1)

1 , V
(1)

1 ,W
(1)
1 , P

(1)
1 ,Γ

(1)
1

)
+ `
(
U (2)

1 , V
(2)

1 ,W
(2)
1 , P

(2)
1 ,Γ

(2)
1

)
+ . . . .

ÿ�Ò�ØaÔOÌ�è�ÙrÑ³Ï�×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜrÖßÓ�Ú�â	ÛOÔQÙrÑ Ò�Ð}ÓaÖ�å�ÝrÞ�ÓaÖ�Ò¶äÓ�¯,Õ\Ï�ÙrÖ�Ïpå Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�Ößæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrç ´c��~�µ�ÖUá�Ü	ÔQÜ
Ý�ÓaÜ	ÔQÛOÔQÙ�Ó¼Ð�Ñ/±,Ï�áaÖ	ä�åZÓ�¯�Ù�ÓuÐ�Ñ¬ÎrÖ�ÒeÌ�ÖrØ�è�åZÏ�Ø}ÓpÕ\Ó�å�Ý�Ó�ÒeÌ\ÏeÕ\ÓaÐÔQØ}ÏeÌ�è�ÙrÑ�ä7ÖrØ}Ï�Þ\ÔQãrÖrçU
G¼uÔQç	Õ\Ïpå�Ù�ÏpÓ�ÚpäÓQê
Õ�Ö�å_Ñ³Ï!Î	Ì\Ï�ÙrÑ Þ\ÔQÛ�Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖrâßÐ�Ùræ�Ø�Þ�Ï�ÙrÙ�Ï�×�Ó,Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâzá	ÝrÞ�ÏeÕ�Ý�ÓQÌÂÔQ×�ÔQâzá�Ü	ÔQÜßÓ�ÚaÑ¬ÎrÙ�ÓrárÎrØ}Ó�Ð�ÝrÞ�Ó ±¼Ì\Ó�å¬á
ÝrÞrÖ

τ → −∞ á�Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖ�Ï�Õ\Ó�Ò�ØaÔQØ}ÓaÎrÙ�Ó#ÚaÑ³Ò�Ø�Þ�Ó#Ò�Ø�Þ�Ïpå_ÖrØ}ÒnâßÜ*ÙræOÌ�Í,
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� M
O(1)

Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù�Óaç>×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜrÖU

õ!Ûuæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâÒ´c��~�[�µ©Ù\ÔOäÓpÕ�Ö�å¬�

L̂1V
(1)

1Y Y = 0, L̂n = ∂
∂τ

+ inkU ′NY,

ÒeÌ\ÏeÕ\ÓaÐÔQØ}ÏeÌ�è�Ù�Órá
V

(1)
1Y Y = 0


 « ±�ÖrÐÔQâßÒ�Ð�Ù�Ï)±�ÙrÖ�å Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ïpå¥´c���6µeárÝ�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�å

V
(1)

1 = −ikA(τ) cos qz.
´c��¿�µ

»�ÓpÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ�â	â>Ðh´c��~>qPµeá�ÝrÞrÖ	äÓpÕ�Ö�å Ü*æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrÍ

L̂1P
(1)
1 = N(Y )V

(1)
1 = −ikN(Y )A(τ) cos qz,

Ü�ÓaØ}ÓaÞ�Ó�ÏuÖ�åZÏpÏ�Ø7Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ï
P

(1)
1 = −ikN(Y )A(τ, Y ) cos qz,

×nÕ\Ï�Ð�Ð}ÏeÕ\Ï�ÙrÑ Ó�Ú�ÓaÛpÙ\ÔpÎ�Ï�ÙrÖrâ

An(τ, Y ) =

∞∫

0

dssnA(τ − s) exp(−ikU ′NY s), A(τ, Y ) ≡ A0(τ, Y ).

¼uÔQÜ�ÓaÙ�Ï�ãUá\ÖrÛK´c��~<d*#6R�µ�Ù\ÔOäÓpÕ�Ö�å Ð�Ñ¬Þ\Ô�¯�Ï�ÙrÖrâ*ÕrÌ�â*×�ÓaÞrÖrÛ�ÓaÙrØaÔOÌ�è�ÙrÑ�ä>Ü�Ó�å_Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrØAÒ�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�ÖUá

U (1)
1 = ikU ′NA sin2 θ cos qz, W

(1)
1 = k

2
U ′NA sin 2θ sin qz,

´	~;|�µ
Ü�ÓaØ}ÓaÞrÑ³Ï�á�Ü	ÔQÜßÌ\Ï�×pÜ�Ó�æ	Ú�ÏeÕ�ÖrØ�è}ÒnâzáÂÔQÐ�Ø}Ó�å�ÔQØ�ÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ4Ò)±�ÖrÐÔQÍ�Ø}ÒnâßÒK´c����µe


� M
O(`)

Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù�Óaç>×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜrÖU

« æ�Î�Ï�Ø}Ó�å ´c��¾�µeá\ÐAépØ}Ó�åËÝ�ÓaÞâ�Õ�Ü�Ï¼Õ�ÐÔ7Ð�Ü	ÌÂÔOÕÂÔ$® Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬ç4Ö9Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬çUá

V
(2)

1 = V
(2)

1L + V
(2)

1NL



��ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬ç>Ð�Ü	ÌÂÔOÕ>æOÕ\ÓaÐaÌ\Ï�Ø�Ð}ÓaÞârÏ�ØAæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrÍ

L̂1V
(2)

1LY Y = ikU ′′NV
(1)

1 +K2J̃P
(1)
1 =

[
k2U ′′NA(τ)− ikK2J̃ N(Y )A

]
cos qz,

æ�ÎrÖrØ�Ñ¬ÐÔQÍs·,Ïpå_æSÝ�ÓaÝrÞ\ÔQÐ�ÜræSÙ\Ô�Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÍ,
"!Z×�Ó�Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ï�Ö�åZÏpÏ�Ø7Ð�Ö	Õ

V
(2)

1LY Y =
(
k2U ′′NA− ikK2J̃N(Y )A1

)
cos qz,

Ö	Ì�ÖUárÝ�Ó�ÒeÌ\Ï�Ù�ÏpÒeÌ\Ó�¯�ÙrÑ�äßÝrÞ�ÏpÓ�ÚaÞ\ÔQÛ�ÓaÐÔQÙrÖrçUá

V
(2)

1LY Y = −ik
[
U ′′N
U ′NY

(
A(τ) − ∂A

∂τ

)
+K2J̃N(Y )A1

]
cos qz.

»!Þ\ÔQÐÔQâ Î\ÔaÒ�Ø�èCÞ�Ï�×pæOÌ�â	ÞrÙ\Ô�ÝrÞrÖ
Y = 0

á¿Ý�ÓaépØ}Ó�å_æËÖrÙrØ}Ï�×pÞ\ÔOÌûÓaØ�Ù�ÏpÏ>Ý�Ó
Y
Ù�Ï>ÖrÛ�åZÏ�ÙrÖrØ}Ònâzá¬ÏpÒeÌ�Ö

épØ�æ>Ø}ÓaÎrÜræ9Ó�Ú�ÓaçrØ�Ö�Ò�ÙrÖrÛpæ}
�»�Ó�Ò�Ü�ÓQÌ�è�Üræ4ÐAÙrÖ=¯�Ù�Ï�ç'Ý�ÓQÌ�æ�Ý	Ì\Ó�Ò�Ü�Ó�Ò�Ø�Ö
Y
Î	Ì\Ï�ÙUáÈÒpÓpÕ\Ï�ÞG¯,Ô�·�Örç

∂A/∂τ áÞ�Ï�×pæOÌ�â	Þ�Ï�ÙßÖßæ	ÚaÑ¬ÐÔaÏ�Ø7Ü	ÔQÜ
Y −2 ÝrÞrÖ |Y | → ∞ árÏ�×�Ó�Ð�Ü	ÌÂÔOÕ>Ð7ÖrÙrØ}Ï�×pÞ\ÔOÌ>Þ\ÔQÐ}Ï�Ù>ÙræOÌ�Í,á	Ö

∫
−dY V

(2)
1LY Y = −ik


 iπU

′′
N

U ′N
A(τ) +K2J̃

∞∫

−∞

dY N(Y )

∞∫

0

dssA(τ − s) exp(−ikU ′NY s)


 cos qz.
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ËJÌ)�P��Í�Ì�Î�Í�Ï�ÐÒÑ�¡G ��PÓ1Ô��PÐÒÍ�Ì��DÕ�ÖI �Î�×���¡GØ%ÙÚÖL�PÌ�ÙPÛ7Ì��PÍ�Ø%Ù¹¡G ;Ü Û7�DÝÞÌ�Í���Î �.a=�

»!ÞrÖ�Ð�Ñ¬ÎrÖ�ÒeÌ\Ï�ÙrÖrÖ ×nÌÂÔQÐ�Ù�Óa×�Ó9Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óa×�Ó4Ð�Ü	ÌÂÔOÕÂÔ
V

(2)
1NL

Ö�Ò�Ý�ÓQÌ�è�Ûpæ�Í�Ø}ÒnâzáWÜ	ÔQÜ�Ì\Ï�×pÜ�Ó9Ð�Ö	Õ\Ï�Ø�è
ÖrÛ9æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrç�´c��~�[	á#d�µeá©Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó�Ü�Ó�å_Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrØ�Ñ Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�Ö�´c��¿�µ7Ö ´	~;|�µeá�Ô�Ý�ÓaÝrÞ\ÔQÐ�ÜrÖÉÙ\Ô�Ð�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�è
Ö>Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÍ ÕÂÔOÕ�æ�Ø�Ð�Ü	ÌÂÔOÕ>Ì�Ö=±�è�Ð#ÒeÌ\ÏeÕ�æ�Ís·�Ö�Ï!Ý�ÓaÞâ�Õ�ÜrÖ>Þ\ÔQÛ�Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖrâ

V1NL

=»�ÓaépØ}Ó�å_æSÞ�Ïeê

ÛpæOÌ�èOØaÔQØ�ÚaæOÕ\Ï�Ø�Ø}ÓaØM¯�Ï�á�ÎrØ}Ó!Ö�Ð!ÛOÔOÕÂÔpÎ�ÏEÓ�Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óaç#épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖ7Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâ,Ð�Ö	ÕÂÔ$´'z;µvÐ!Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrÖ
ÓpÕ�Ù�ÓaÞ�ÓpÕ�Ù�Óaç9Ù�ÏpÒ3¯�Ö�å�ÔaÏpåZÓaç�¯�Ö	Õ�Ü�Ó�Ò�Ø�ÖÚ¬ ~	����

∫
−dY

(
V

(2)
1NL

)
Y Y

= −iπk6U ′N
3

sin2 θ

∞∫

0

dss4

1∫

0

dσσA(τ − s)A(τ − σs)Ā(τ − s− σs)×

×
{

[σ(1 + σ) + 2(1− σ) sin2 θ] cos 2θ cos qz + (1 + σ)(σ + 2 sin2 θ)(1 + 2 sin2 θ) cos 3qz
}
,

×nÕ\Ï*Î�Ï�ÞrØaÔ9Ù\ÔOÕ
A
Ó�Ú�ÓaÛpÙ\ÔpÎ\ÔaÏ�Ø�Ü�Ó�å_Ý	Ì\Ï�Ü�Ò�Ù�Ó�Ï>ÒpÓaÝrÞâD¯�Ï�ÙrÖ�Ï�
:»�ÓpÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ�â	â Ó�Ú}Ô9Ð�Ü	ÌÂÔOÕÂÔ	á_Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬ç

ÖßÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬çUá�Ð�ÝrÞ\ÔQÐ�æ�Í Î\ÔaÒ�Ø�è�´c��z;µeárÝ�ÓQÌ�æ�Î\ÔaÏpå Ö�Ò�Ü�Ó�åZÓ�ÏuépÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖ�ÓaÙrÙ�Ó�Ïuæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ï

a∗(K)A(τ) +K2J̃

∞∫

−∞

dY N(Y )

∞∫

0

dssA(τ − s) exp(−iKU ′NY s cos θ)+

+D

∞∫

0

dss4

1∫

0

dσσH(σ)A(τ − s)A(τ − σs)Ā(τ − s− σs) = 0,

D = πK5U ′N
3 sin2 θ cos5 θ cos 2θ, H(σ) = σ(1 + σ) + 2(1− σ) sin2 θ,

´	~	��µ

Ü�ÓaØ}ÓaÞ�Ó�ÏAÖ�åZÏpÏ�Ø4Ð�Ö	ÕCÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óa×�Ó9ÖrÙrØ}Ï�×pÞ\ÔOÌ�è�Ù�Óa×�Ó4æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ�´¯Ü�Óaé�àuà�ÖrãrÖ�Ï�ÙrØ
a∗(K)

ÓaÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�â�ê
Ï�Ø}Ònâ æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ïpå]´c����µ#µe
W�uÌ�âCÕÂÔOÌ�è�Ù�Ï�ç=±,Ï�×�ÓCÔQÙ\ÔOÌ�ÖrÛOÔ'æOÕ\Ó�ÚaÙ�Ó'ÛOÔQÝrÖ�Ò�ÔQØ�è¹¼7þ_� Ð�<Qà�ÖrÛpÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ	äN>
Ý�Ï�Þ�ÏpåZÏ�ÙrÙrÑ�ä

t = τ/`
á
J = `2J̃

Ö
B(t) = εA(τ)


 « æ�Î�Ï�Ø}Ó�å¥´c��¾�µ©Ý�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�å

a∗(K)B(t) +K2J

∞∫

−∞

dY N(Y )

∞∫

0

ds sB(t− s) e−i`pY s+

+D

∞∫

0

ds s4

1∫

0

dσ σH(σ)B(t− s)B(t− σs)B̄(t− s− σs) = 0,

´	~;~�µ

×nÕ\Ï
p = kU ′N ≡ KU ′N cos θ

Ö
B(t)→ 0

ÝrÞrÖ
t→ −∞ 
=»!Þ�ÏeÕ�Ý�ÓQÌÂÔQ×�ÔaÏpåËÕÂÔOÌ\ÏpÏ�árÎrØ}Ó�ÎrÖ�ÒeÌÂÔ |a∗| Ö pÝ�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô#ÏeÕ�ÖrÙrÖrãrÑu
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�M£Q� ©���Lª�U�e>¦����gfih4ª�/©4©��d	���\
�H¦/©L§<©4ª�� ª�§Ad	�j
L§A�]§<©4ª��

� ìmlzì� vw�p�rt|�p�¡�¢£y'�t¡t¤�wX¢iu�¥	y'�t¡¦w£§�¥¨§�u�¡N©¨{�wªp�¡Mp�r�}�w�p�rt|�p�¥	y'�N«
¼uÔÉÞ\ÔQÙrÙ�Ï�ç5Ò�ØaÔOÕ�ÖrÖ�Þ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�Örâ Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâzá�Ü�Óa×nÕÂÔ Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è�ÍHåZÓ�¯�Ù�Ó ÝrÞ�Ï�Ù�ÏpÚaÞ�Ï�Îrè�á

¼7þ_� ´	~;~�µ©ÝrÞrÖrÙrÖ�å�ÔaÏ�Ø#Ð�Ö	Õ>æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ ¸�ÓQÌ�èOØ}Ï�ÞrÞrÑûÐ�Ø}ÓaÞ�Óa×�Ó7Þ�ÓpÕÂÔ,Ø�ÖrÝ\Ô�Ò�Ð}Ï�ÞrØ�ÜrÖ¹¬ ~;��

a∗(K)B(t) = −K2J

∞∫

0

ds sB(t− s)
∞∫

−∞

dY N(Y ) e−i`pY s
t′=t−s

=

t′=t−s
= iK2J

`p

t∫

−∞

dt′[i`p(t− t′)]NF

(
`p(t− t′)

)
B(t′),

NF (κ) =

∞∫

−∞

dY N(Y ) exp(−iκY ),

â�Õ�Þ�Ó�å Ü�ÓaØ}ÓaÞ�Óa×�Ó#ÒeÌ�æ6¯�ÖrØ#à�æ�Þrè}Ïeê�Ó�ÚaÞ\ÔQÛ
dN/dY


=»�ÓQÌÂÔQ×�ÔQâ
B(t) = B0 exp(γt− iωt), ´	~;��µ

Ý�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�åCÕ�Ö�Ò�Ý�Ï�Þ�Ò�Ö�ÓaÙrÙ�Ó�Ï¼æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ï

a∗(K) = K2J

`2p2

∞∫

−∞

dY N(Y )

(Y − Yc − iZ)2
≡ J

`2U ′N
2 cos2 θ

∞∫

−∞

dY N ′(Y )

Y − Yc − iZ
,

´	~Q�6µ

×nÕ\Ï
Yc = ω/(p`)

á
Z = γ/(p`)

áÁ±�Ø�ÞrÖ	ä Ó�Ú�ÓaÛpÙ\ÔpÎ\ÔaÏ�Ø ÝrÞ�ÓaÖrÛpÐ}ÓpÕ�Ùræ�Í Ý�Ó
Y

:ÃzÔaåZÏ�Ø�Ö�å¬á©ÎrØ}Ó�ÓaÙ�Ó

ÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ�ârÏ�Ø�Ì�Ö=±�è'×nÌÂÔQÐ�ÙrÑ¬ç Ý�ÓaÞâ�Õ\ÓaÜËÞ\ÔQÛ�Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖrâ Ý�Ó
`
Ö ÝrÞrÖ Ù�ÏpÓ�ÚpäÓpÕ�Ö�åZÓ�Ò�Ø�ÖÉåZÓ�¯�Ï�Ø�ÚaÑ¬Ø�è

Õ\ÓaÝ�ÓQÌ�Ù�Ï�Ù�Ó7Î	Ì\Ï�Ù\Ôaå_Ö9ÒeÌ\ÏeÕ�æ�Ís·�Ö	äSÝ�ÓaÞâ�Õ�Ü�ÓaÐ�

ÿ�Ò�ØaÔQÙ�ÓaÐ�Ö�åZÒnâ>ÜrÞ\ÔQØ�Ü�Ó�Ù\Ô,Ï�×�Ó,Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâ�ä ´¯Ý�ÓpÕ�Þ�Ó�ÚaÙ�Ó�Ò�Ø�Ö9Òpå¬
	Ð�ÝrÞrÖ	Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖrÖPµeá\Ù\ÔpÎrÖrÙ\ÔQâßÒ!×pÞ\ÔOê

ÙrÖrãrÑ æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Öc´
Z → 0+

µe
PÅ9Ó�¯�Ù�ÓAÝ�ÓaÜ	ÔQÛOÔQØ�è�áÈÎrØ}Ó#Ü	Ô�¯,Õ\Ó�å_æ
K
ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ}Ï�Ø*ØaÔQÜ�Ó�Ï

Yc =
= Y0(K)

árÎrØ}Ó

arg a∗(K) = arg I2(Y0), In(Y0) = (n− 1)!

∞∫

−∞

dY N(Y )

(Y − Y0)n
, n = 1, 2, 3 . . . ,

×nÕ\Ï,ÖrÙrØ}Ï�×pÞ\ÔOÌ�Ð�Ñ¬ÎrÖ�ÒeÌ�ârÏ�Ø}Ònâ�Ò,Ó�ÚpäÓpÕ\Ó�å
Y = Y0

Ò�ÙrÖrÛpæ}
�ÄWÔQÜrÖ�å Ó�ÚaÞ\ÔQÛ�Ó�å¬áÈ×pÞ\ÔQÙrÖrã\ÔAæ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö
ÓaÝrÖ�Ò�Ñ¬ÐÔaÏ�Ø}Ònâzá\Ð�Ý�Ï�ÞrÐ}Ó�å ÝrÞrÖ�ÚQÌ�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖUá\æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ïpå ´ Ò�ÞU
rÒK´���µ#µ

J = J0(K; θ) = `2U ′N
2
[
a∗(K)/I2(Y0(K))

]
cos2 θ.

´	~���µ
»!ÞrÖ>å�ÔOÌ\ÓaçßÙ\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�Ök´ |∆J | = |J − J0| � J0

µ

Yc − Y0 + iZ = −(∆J/J0)(I2/I3) +O
[
(∆J/J0)2

]
.

´	~���µ
ÄWÔQÜ Ü	ÔQÜ

Im (I3/I2) > 0
áWÓ�ÚQÌÂÔaÒ�Ø�è'Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö ´

Z > 0
µ�Ì\Ï)¯�ÖrØ4Ð�Ñ/±,ÏA×pÞ\ÔQÙrÖrãrÑuá_ØQ
¶Ï�
WÝrÞrÖ

J > J0(K; θ)
´¯ÞrÖ�Ò�
¿��µe
�»!ÞrÖËÚ�ÓQÌ�è;±,Ï�ç Ù\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ

γ = `pZ
Ö Î\ÔaÒ�Ø}ÓaØ�æ

ω =
= `pYc

Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâ�åZÓ�¯�Ù�Ó�Ù\ÔQçrØ�Ö�ÖrÛ©æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ½´	~Q�6µzÎrÖ�ÒeÌ\Ï�ÙrÙ�ÓJ´ Òpå¬
OÞrÖ�Ò�
a��µeáQÓpÕ�Ù\ÔQÜ�ÓEÕ\Ó�Ò�ØaÔQØ}ÓaÎrÙ�Ó
ÓaÎ�Ï�Ð�Ö	Õ�Ù�Órá�ÎrØ}ÓrárÜ�Óa×nÕÂÔ

∆J/J0 = O(1)
á
(Yc − Y0)

Ö
Z
Ö�åZÏ�Í�Ø�Ø}ÓaØ$¯�Ï�Ý�ÓaÞâ�Õ\ÓaÜUá�ØQ
¶Ï�


γ = O(`)
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K

0

1.E 4-

2.E 4-

3.E 4-

J

J
*

K
*

Unstable

Stable

2 J
*

ßCàGá�â ¬;â.ZíGè�ñ�à.®Gè¯)�á3é�î,+�ê�à.-�î�á3é�àÞò�%,¬ ó ì�í�à θ = 0
òeé�æ�ê�æ�ñ�à�æ7ò38 ó�ó â

»�ÓaÜ	Ô#Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕÂÔ�å�ÔOÌÂÔ	árÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è#ÕÂÔaÏ�Ø�Ì�Ö=±�è7å�ÔOÌ�Ñ³ÏuÝ�ÓaÝrÞ\ÔQÐ�ÜrÖßÜ¹´	~;��µe�

B(t) = B0 exp(γt− iωt) + d1|B0|2B0 exp(3γt− iωt) +O(|B0 exp(γ t)|5),

d1 =
D(1 + 3

2
sin2 θ)

(2γ)5 a∗



∞∫

−∞

dY N(Y )

(Y − Yc − 3iZ)2

/ ∞∫

−∞

dY N(Y )

(Y − Yc − iZ)2
− 1



−1

.

´	~�z;µ

ÄvÏ�Ý�Ï�Þrè�Ì\Ï�×pÜ�Ó,Óaã�Ï�ÙrÖrØ�è,Ý�ÓaÞ�Óa×!Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�ÖUá	ØQ
¶Ï�
Ø}ÓaØ�æ�Þ�ÓaÐ}Ï�Ùrè7Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕ�Ñ
BN ≡ |B0| exp(γtN )

á
Ù\ÔpÎrÖrÙ\ÔQâ�Ò�Ü�ÓaØ}ÓaÞ�Óa×�ÓßÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è>Ò�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�ÓSÐaÌ�ÖrârÏ�Ø*Ù\ÔAÞ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�Ö�Ï�Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâz
 « æ�Î�Ï�Ø}Ó�å
´	~���µ©Ý�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�å

BN =





O
[
(γ5∆J/J0)1/2

]
= O

(
γ3/`1/2

)
, ∆J/J0 � 1;

O
(
γ5/2

)
, ∆J/J0 = O(1).

´	~;¾�µ

� ì��_ìo°±r�}�w�p�rt|�p�¡�¢zy'�t¡t¤�wX¢³²�©¨¥?}�´oµ�w�w
»�Ó�Õ\Ó�Ò�Ø�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖ9Ý�ÓaÞ�Óa×�Ô�Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�ÖÚ´	~;¾�µ¿ä�ÔQÞ\ÔQÜrØ}Ï�ÞßépÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖßÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâ*Þ\ÔOÕ�ÖrÜ	ÔOÌ�è�Ù�Ó

åZÏ�ÙrârÏ�Ø}Ònâz
·¶!Ø}Ó�ÚaÑCÝ�ÓaÙrâ	Ø�è�áOÜ	ÔQÜ,Ö�åZÏ�ÙrÙ�ÓráOÞ\ÔaÒpÒpåZÓaØ�ÞrÖ�å'Ò�Ý�Ï�ÞrÐÔEÒeÌ�æ�Î\ÔQç,å�ÔOÌ\Óaç�Ù\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�ÖUá�Ü�ÓQê
×nÕÂÔ

γ = O(`∆J/J0)� `
árØaÔQÜ>ÎrØ}Ó7Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖ�ÏuÞ\ÔaÒ�Ø}Ï�ØAÓaØ�Ù�Ó�Ò�ÖrØ}ÏeÌ�è�Ù�ÓAåZÏeÕrÌ\Ï�ÙrÙ�Ó#ÖßÙ\Ô�Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óaç

Ò�ØaÔOÕ�ÖrÖ>Ò�Ð}Ó�Ï�×�Ó�Þ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�ÖrâzárÖSÙ\Ô�Ù\ÔpÎ\ÔOÌ�è�Ù�Ó�å épØaÔQÝ�Ï!Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óaç9Ò�ØaÔOÕ�ÖrÖU
PÿEØ�Õ\ÏeÌ�Ö�å Ð
B(t)

åZÏeÕrÌ\Ï�Ù	ê
ÙrÑ¬ç'Þ�Ó�Ò�Ø*ÓaØ*Ú�ÓQÌ\ÏpÏ,ÚaÑ³Ò�Ø�ÞrÑ�ä'Ó�Ò�ãrÖ	ÌrÌ�â	ãrÖrçUá

B(t) = B1(t) exp(−i`pY0t)
áÂÝ�ÓpÕ\Ò�ØaÔQÐ�Ö�å Ð½¼7þ_� ´	~;~�µ

Ö ÝrÞ�ÏpÓ�ÚaÞ\ÔQÛpæ}Ïpå Ð'Ù�Ïpå Ð�Ø}ÓaÞ�Ó�Ï*ÒeÌÂÔQ×�ÔaÏpåZÓ�Ï>ÒAÝ�Ó�åZÓ ·�è�Í ÖrÙrØ}Ï�×pÞrÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÖrâ Ý�Ó4Î\ÔaÒ�ØOârå¬
?»!Þ�Ï�Ù�ÏpÚaÞ�Ïeê
×�ÔQâ>Î	Ì\Ï�Ù\Ôaå_ÖUáÂÒpÓpÕ\Ï�ÞG¯,Ô�·�Ö�å_Ö�Ð�Ø}ÓaÞræ�Í Ö9Ò�ØaÔQÞ=±�Ö�Ï¼ÝrÞ�ÓaÖrÛpÐ}ÓpÕ�ÙrÑ³Ï

B1(t)
á�Ý�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�å¬áÂÒuæ�Î�Ï�Ø}Ó�å ´	~���µeá

épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖ�ÓaÙrÙ�Ó�Ïuæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ï¼Ó�ÚaÑ¬ÎrÙ�Óa×�Ó�ÕrÌ�â*ÚaÑ³Ò�Ø�ÞrÑ�äßÒ�ã�Ï�Ù\ÔQÞrÖ�Ï�Ð#Ð�Ö	ÕÂÔ	�

iK2JI3

`3p3

dB1

dt
= −K

2∆JI2

`2p2
B1(t)+D

∞∫

0

ds s4

1∫

0

dσ σH(σ)B1(t−s)B1(t−σs)B̄1(t−s−σs). ´	~;¿�µ
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ßCàGá�â�¸�â"H=è$-�àGá3àGç�î�á3é$I4à�ñ�ë�í�æ�ç�æ�ñ�é�è
γ
òrá3ì;ðGî,¹NñGè�6KðGà�ñ�à76 ó àIêGè�á3é�î�é$/

ω
òeì.) ñ�ë�é�à�í ó -�î,^�çN)·ºNæ�ñ�à76Iî�é4ñGè»0;¼

ë�í�à�é�à�ê�ñ�î�á3é�àJì�í�à
K = K∗

à
θ = 0

â
°�ÔQÞ\ÔQÜrØ}Ï�Þ'Ï�×�Ó#Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrç>äÓaÞ�Ó ±,ÓAÖrÛpÐ}ÏpÒ�Ø}Ï�Ùn´ Òpå¬
 á\Ù\ÔQÝrÞrÖ�åZÏ�ÞUá<¬ ��z�2µe�\Ý�Ó7Õ\Ó�Ò�Ø�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖ'Ý�ÓaÞ�Óa×�Ô#Ù�ÏeÌ�Ö	ê
Ù�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö¹´	~;¾�µeárépÜ�Ò�Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrãrÖ\ÔOÌ�è�ÙrÑ¬ç9Þ�Ó�Ò�Ø#Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕ�Ñ Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâßÒpåZÏ�ÙrârÏ�Ø}Ònâ*Ð�ÛpÞrÑ¬Ð�ÙrÑ³å Ý�Ó,ÛOÔOê
Ü�ÓaÙræ

B1(t) = B10(t0 − t)−3+iβ á\Ü�ÓaØ}ÓaÞrÑ¬ç4â	ÐaÌ�ârÏ�Ø}Ònâ9Ø}ÓaÎrÙrÑ³å Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ïpåm¼7þ_�]´	~;¿�µ¬ÝrÞrÖ
∆J = 0



»uÔQÞ\ÔaåZÏ�Ø�Þ

β
Ù\ÔOäÓpÕ�ÖrØ}ÒnâSÖrÛ�æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ³´	�;~�µeárÔ |B10| = const = O(`−1/2)


=ÿEØ}åZÏ�Ø�Ö�å¬á	ÎrØ}Ó¼ÝrÞ\ÔQÜrØ�Ö	ê
Î�ÏpÒ�ÜrÖ�Ý�ÓEØ}Ó�å_æM¯�Ï¿ÛOÔQÜ�ÓaÙræI´¯Ù�ÓEÒ |B10| = O(1)

µzÞ\ÔaÒ�Ø�æ�Ø�Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâuÖ�Ð�ÓpÕ�Ù�ÓaÞ�ÓpÕ�Ù�Ó�å4Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrÖÞ¬ ~	�)�

�,ÔOÌ\ÏpÏ�å_ÑÉæ�Ð�Ö	Õ�Ö�å¬árÓpÕ�Ù\ÔQÜ�Órá	ÎrØ}Ó,ÖÞ¼7þ_� ´	~;¿�µeá�Ö*ÒeÌ\ÏeÕ�æ�Ís·�ÖrçSÖrÛ!Ù�Ï�×�Ó�ÛOÔQÜ�ÓaÙßÞ�Ó�Ò�ØaÔ

B(t)
Ò�ÝrÞ\ÔQÐ}ÏeÕrê

Ì�ÖrÐ�Ñ Ì�Ö=±�è7Ù\Ô�ÝrÞ�Ó�åZÏ)¯�æ�Ø}ÓaÎrÙ�Óaç4Ò�ØaÔOÕ�ÖrÖ>épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖU

¼�ÏuÒ�ÎrÖrØaÔQâßÚ�ÓQÌ\ÏpÏ�Ù\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�èSå�ÔOÌ\ÓaçUá�Ý�ÓpÕ\Ò�ØaÔQÐ�Ö�åËÛOÔQÜ�ÓaÙßÐ�ÛpÞrÑ¬Ð�Ù�Óa×�Ó7Þ�Ó�Ò�ØaÔ

B1(t) = B∗(t∗ − t)−α+iβ ´	�;|�µ
Ð4¼7þ_� ´	~;~�µ_Ö7Ð�Ñ¬ÎrÖ�ÒeÌ�Ö�å�Ü	Ô�¯,Õ\Ó�Ï�ÖrÛEÏ�×�Ó¼ÒeÌÂÔQ×�ÔaÏpå_Ñ�äzá�Ó�Ú�ÓaÛpÙ\ÔpÎ\ÔQâAÖ	ä

T1
á
T2
Ö
TN

ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Ór

»�Ó�ÒeÌ\Ï�Ù�ÏpÒeÌ\Ó�¯�ÙrÑ�ä>ÝrÞ�ÏpÓ�ÚaÞ\ÔQÛ�ÓaÐÔQÙrÖrç9Ý�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�å¬�

T1 = a∗B∗(t∗ − t)−α+iβ,

T2 = K2JB∗(t∗ − t)2−α+iβ

∞∫

−∞

dY N(Y )Ψ
(

2, 3− α+ iβ; i`p(t∗ − t)(Y − Y0)
)
,

TN = D|B∗|2B∗(t∗ − t)5−3α+iβIN ,

×nÕ\Ï

IN =

1∫

0

dss4(1− s)3α−6−iβ
1∫

0

dσσH(σ)

(1 + σs)α+iβ(1− s+ σs)α−iβ

Ö
Ψ(a, c; x)

® Ð�Ñ¬Þ�Ó�¯,Õ\Ï�ÙrÙ\ÔQâ ×pÖrÝ�Ï�Þr×�ÏpÓ�åZÏ�Ø�ÞrÖrÎ�ÏpÒ�Ü	ÔQâ à�æ�ÙrÜrãrÖrâa¬ ~Q�;�
�²_ÔaÒpÒpåZÓaØ�ÞrÖ�å ÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�è�ÙrÑ³Ï
ÒeÌ�æ�Î\ÔQÖU
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ßCàGá�â;½ â7¾�) ñ�ë.®�à�à
β1(ϕ)

òrá3ì;ðGî,¹Nñ./�æ?ðGà�ñ�à�à ó à β2(ϕ)
òeì.) ñ�ë�é�à�í ó ì�í�à θ = π/6

ò5^�è$-�àGá3àGç�î�á3é$IHî�é
θ
á#ð6è$(�è�6 ó â

� M <�¼uÔpÎ\ÔOÌ�è�ÙrÑ¬ç?>AépØaÔQÝ>Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óaç>épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖU�
`p (t∗ − t)� 1



õ�Ò�Ý�ÓQÌ�è�Ûpæ�â9ÔaÒ�Ö�å_ÝrØ}ÓaØ�ÖrÎ�ÏpÒ�Ü�Ó�Ï�Þ\ÔQÛ�Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖ�ÏI¬ ~Q� 

Ψ(a, c; x) = x−a
[

1− a(a− c+ 1)
x +O

(
|x|−2

)]
, |x| � 1,

Ößæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�ÏK´	~���µeárÝ�ÓQÌ�æ�ÎrÖ�å

T1 + T2 = −
[
K2∆J

`2p2
I2 +

i(α− iβ)K2J

`3p3(t∗ − t)
I3 +O

(
[`p(t∗ − t)]−2

)]
B∗(t∗ − t)−α+iβ.

´	�	��µ

!�ÒeÌ�Ö�Ù\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�è>Õ\Ó�Ò�ØaÔQØ}ÓaÎrÙ�Ó>å�ÔOÌÂÔ	á
∆J`p (t∗ − t) � 1

áÈ×nÌÂÔQÐ�ÙrÑ³å Î	Ì\Ï�Ù�Ó�å Ð*ÜrÐÔOÕ�Þ\ÔQØ�ÙrÑ�ä
Ò�Ü�Ó�ÚaÜ	ÔOäÉÚaæOÕ\Ï�Ø�Ð�Ø}ÓaÞ�ÓaçU
%»!Þ�Ï�Ù�ÏpÚaÞ�Ï�×�ÔQâ Ó�Ò�ØaÔOÌ�è�ÙrÑ³å_Ö Î	Ì\Ï�Ù\Ôaå_ÖUá¿Ð�Ö	Õ�Ö�å¬á©ÎrØ}Ó�ÝrÞrÖ

α = 3
ÝrÞ\ÔQÐÔQâ

Î\ÔaÒ�Ø�è ´	�	��µ³Ö�åZÏpÏ�ØSØ�æ ¯�Ï¼ÛOÔQÐ�Ö�Ò�Ö�åZÓ�Ò�Ø�è>ÓaØ
(t∗ − t)

áÂÎrØ}Ó#Ö
TN

 « Ì\ÏeÕ\ÓaÐÔQØ}ÏeÌ�è�Ù�Órá�¼7þ_� ´	~;~�µ³Ö�åZÏpÏ�Ø

ÝrÞrÖ�ÚQÌ�Ö=¯�Ï�ÙrÙ�Ó�Ï¼Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�ÏuÐ�Ö	ÕÂÔ ´	�;|�µ©Ò
α = 3

Ö
β
áræOÕ\ÓaÐaÌ\Ï�Ø�Ð}ÓaÞâ	Ís·�Ö�å æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrÍ

arg IN (β) + arctg
β
α = ϕ, ϕ = arg I3 ± π

2
,

´	�;~�µ
×nÕ\Ï4Ð}Ï�Þ}ä	ÙrÖrç ÛpÙ\ÔQÜ Ú�Ï�Þ�Ï�Ø}ÒnâÉÝrÞrÖ

D > 0
á¬Ô�ÙrÖ=¯�ÙrÖrç�® ÝrÞrÖ

D < 0
´¯ØQ
¶Ï�
¬ÝrÞrÖ

0 < θ < π/4Ö
π/4 < θ < π/2

ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Órá\Òpå¬
B´	~	��µ#µe
=»�ÓpÕ�Î�Ï�ÞrÜrÙ�Ïpå¬á\ÎrØ}Ó�å_ÑûÒpÏ�çrÎ\ÔaÒ!Þ\ÔaÒpÒpåZÓaØ�Þ�ÏeÌ�Ö>Ø}ÓaØ$¯�Ï
ÒeÌ�æ�Î\ÔQçUá�Ü�ÓaØ}ÓaÞrÑ¬ç4ÓaÝrÖ�Ò�Ñ¬ÐÔaÏ�Ø}Ònâ�¼7þ_� ´	~;¿�µeá�ÖUárÞ\ÔQÛpæ	åZÏpÏ�Ø}Ònâzá\Ý�ÓQÌ�æ�ÎrÖ	Ì�Ö>Ø}ÓaØK¯�Ï�ÔaÒ�Ö�å_ÝrØ}ÓaØ�ÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖrç
ÛOÔQÜ�ÓaÙ9épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖU
"!�ÒeÌ�Öh¯�Ï

∆J`p (t∗ − t)� 1
árÐ�´	�	��µ¬ÒeÌ\ÏeÕ�æ}Ï�ØAÓ�Ò�ØaÔQÐ�ÖrØ�èAÐ7ÜrÐÔOÕ�Þ\ÔQØ�ÙrÑ�ä9Ò�Ü�Ó�ÚaÜ	ÔOä

Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó7Ý�Ï�ÞrÐ�Ñ¬ç>Î	Ì\Ï�ÙU
ZÄvÓa×nÕÂÔ
α = 5/2

á\Ô
β
æOÕ\ÓaÐaÌ\Ï�Ø�Ð}ÓaÞârÏ�Ø#æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrÍ

arg IN (β) = ϕ, ϕ = arg I2 + π
2
∓ π

2
≡ arg a∗ + π

2
∓ π

2
.

´	�;��µ
� M <;ÿ�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù�Óaç?>#épØaÔQÝ>Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óaç>épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖU�

`p (t∗ − t)� 1



À¿ÌÂÔQ×�ÓpÕÂÔQÞâ
N(Y )

árÐ
T2
×nÌÂÔQÐ�ÙrÑ¬ç9Ð�Ü	ÌÂÔOÕ>Ð7ÖrÙrØ}Ï�×pÞ\ÔOÌ4Ý�Ó

Y
Ð�Ù�Ó�Ò�ÖrØAÓ�ÚQÌÂÔaÒ�Ø�è |Y | = O(1)

á�Ý�ÓaépØ}Ó�å_æ

�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$�C�G�6�6�Z�P�:���=���c�=�����1���G� ���;�D�
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åZÓ�¯�Ù�Ó,Ò�ÎrÖrØaÔQØ�è�á	ÎrØ}Ó
`p (t∗− t)|Y −Y0| � 1


6¸©Ñ¬Þ\Ô�¯,ÔQâ
Ψ
Î�Ï�Þ�Ï�Û!Ð�Ñ¬Þ�Ó�¯,Õ\Ï�ÙrÙræ�Íû×pÖrÝ�Ï�Þr×�ÏpÓ�åZÏ�Ø�ÞrÖ	ê

Î�ÏpÒ�Üræ�Í à�æ�ÙrÜrãrÖrÍ �!æ	åZåZÏ�Þ\Ô
Φ

¬ ~Q� �árÐ�Ö	Õ�Ö�å¬árÎrØ}Ó�Ð7épØ}Ó�å ÒeÌ�æ�Î\ÔaÏ |T2| � |T1|
á	ÖßÐ7ÝrÞrÖ�ÚQÌ�Ö=¯�Ï�ÙrÙ�Ó�å

Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrÖh¼7þ_� ´	~;~�µ
α = 5/2

Ö¹´ Ò�ÞU
�Ò$´	�;��µ#µ

arg IN (β) = arg a∗ + π
2
± π

2
, |B∗|2 =

∣∣∣∣
a∗
DIN

∣∣∣∣ .
´	�Q�6µ

ÄWÔQÜrÖ�å�Ó�ÚaÞ\ÔQÛ�Ó�å¬áå_Ñ Ý�ÓaÜ	ÔQÛOÔOÌ�ÖUáÎrØ}Ó�Ð}Ó!Ð}ÒpÏeä�ÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�è�ÙrÑ�ä#ÒeÌ�æ�Î\ÔQâ�ä$¼7þ_��´	~;~�µWÖ�åZÏpÏ�ØuÝrÞrÖ�ÚQÌ�Ö	ê
¯�Ï�ÙrÙ�Ó�Ï©Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖ�Ï¿Ð�Ö	ÕÂÔ4´	�;|�µeáOÙ\Ô�±¼Ì�Ö¿<OÝ�ÓaÜ	ÔQÛOÔQØ}ÏeÌ�è�Þ�Ó�Ò�ØaÔ >

α
Ö¼Ý�ÓQÌ�æ�ÎrÖ	Ì�Ö�æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ½´	�;~�µÀ#�´	�Q�6µÈÕrÌ�â

ÓaÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ\Ï�ÙrÖrâ
β

;»�ÓpÕ\Ó�ÚaÙrÑ³Ï¬æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ,ä�ÔQÞ\ÔQÜrØ}Ï�ÞrÙrÑ ÕrÌ�â,ÛOÔOÕÂÔpÎ7Ò¬ÚaÑ³Ò�Ø�ÞrÑ³å�Ò�ã�Ï�Ù\ÔQÞrÖ�Ïpå'épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖ

Ö#Õ\ÓaÐ}ÓQÌ�è�Ù�Ó�äÓaÞ�Ó ±,Ó¼ÖrÛpæ�Î�Ï�ÙrÑ�´ Òpå¬
 á�Ù\ÔQÝrÞrÖ�åZÏ�ÞUá�ÝrÞrÖ	Ì\Ó�¯�Ï�ÙrÖ�ÏÂÁ ÐÞ¬ ~���2µe
D²WÏ)±,Ï�ÙrÖrâAæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrç ´	�;~�µ
Öm´	�;��µeá

β = β1(ϕ)
Ö
β = β2(ϕ)

á�® Ù�Ï�Î�Ï�Ø�ÙrÑ³Ï
2π
ê�Ý�Ï�ÞrÖ�ÓpÕ�ÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ�Ï*à�æ�ÙrÜrãrÖrÖUázÖ	ä4×nÌÂÔQÐ�ÙrÑ³Ï#Ð}Ï�Ø�Ð�Ö

´¯ÝrÞ�ÓpäÓpÕ�âD·�Ö�Ï�Î�Ï�Þ�Ï�Û�Ù\ÔpÎ\ÔOÌ\ÓSÜ�Ó�ÓaÞ}Õ�ÖrÙ\ÔQØQá
β1(0) = β2(0) = 0

µ³Ò�Ø�Þ�Ïpå_â	Ø}Ònâ4Ü ±∞ ÝrÞrÖ
ϕ → ±3π/2Ö

ϕ→ ±π ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Órá	ØaÔQÜAÎrØ}Ó¼Ù\Ô¼Ò�ØaÔQÙ	ÕÂÔQÞrØ�ÙrÑ¬ç*ÖrÙrØ}Ï�ÞrÐÔOÌ −π < ϕ < π
Ý�ÓaÝ\ÔOÕÂÔaÏ�Ø,ã�ÏeÌ�ÖrÜ�Ó�å

×nÌÂÔQÐ�Ù\ÔQâßÐ}Ï�Ø�Ð�è
β2(ϕ)

á	Ì�Ö�Ú�Ó�Î\ÔaÒ�Ø�Ö*Ø�Þ�ÏeäSÐ}Ï�Ø�Ð}Ï�ç
β1(ϕ)

´¯ÞrÖ�Ò�
Pz6ørÓaØ}åZÏ�Ø�Ö�å¬árÎrØ}Ó
β1(ϕ)

Ð�Ý�Ï�ÞrÐ�Ñ³Ï�Ð�Ñ�ê
ÎrÖ�ÒeÌ�â�ÌÂÔaÒ�è�Ð4¬ ~	��2µe
 þ¿Ø�Ö�à�æ�ÙrÜrãrÖrÖ¼æ�ÙrÖrÐ}Ï�Þ�Ò�ÔOÌ�è�ÙrÑ�ÐEØ}Ó�å>Òpå_Ñ³ÒeÌ\Ï�á�ÎrØ}Ó³Ù�Ï�ÛOÔQÐ�Ö�Ònâ	Ø�ÙrÖ�ÓaØEæ}Ò�Ø�Þ�Óaç�Ò�Ø�ÐÔ
Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâzá\ÙrÖ9ÓaØ7Ý\ÔQÞ\ÔaåZÏ�Ø�Þ�ÓaÐSÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâ¹´¯ÜrÞ�Ó�åZÏ

α
µeá=® Ð}ÒnâßÖrÙ�àuÓaÞ�å�ÔQãrÖrâ9Ó�Ú�épØ}Ó�åËÒpÓpÕ\Ï�ÞG¯�ÖrØ}Ònâ

Ð
ϕ



im b

15

15-15

-15

q p= /6

q p= /3

Re b

DJ J/ =0.050 DJ J/ =0.20 DJ J/ =10

ßCàGá�â,Ã�â,Ä	-�î�ð;Å�®�à�î�ñ�ñ./�æ>é�í�æ�ë�à¯^�è»0Dè)ê�à4ò38�¬ ó ì�í�à1íGè$^3ðGà�ê�ñ./<å�^�ñGè)ê�æ�ñ�à76;å�)·Æ(ð6è
θ
àsñGè»06ë�í�à�é�à�ê�ñ�î�á3é�à

∆J/J0
â

�uÌ�âûÒ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâûÚaÑ�Ì�ÖûÝ�ÓQÌ�æ�Î�Ï�ÙrÑ ÎrÖ�ÒeÌ\Ï�ÙrÙrÑ³Ï�Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâ¥¼7þ_� ´	~;~�µ*ÒÇ<OÙ\ÔpÎ\ÔOÌ�è�ÙrÑ³å�>�´¯ÝrÞrÖ
t→ −∞ µ�æ}ÒeÌ\ÓaÐ�Ö�Ïpå

B(t) = B0 exp[`p(Z − iYc)t]
á�×nÕ\Ï

Yc
Ö
Z
Ù\ÔOäÓpÕ�â	Ø}ÒnâËÖrÛßæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ ´	~Q�6µe


« Ý�Ó�åZÓ ·�è�Í Ý�ÓpÕ\Ò�ØaÔQÙ�ÓaÐ�ÜrÖ

B(t) = B0 b(T ) exp[`p(Z − iYc)t], T = T0e2γt, T0 =
|D| |B0|2
(2γ)5|a∗|

�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$���G�6�6�Z���:���=���c�=�P���M���G� ���;�D�



ËJÌ)�P��Í�Ì�Î�Í�Ï�ÐÒÑ�¡G ��PÓ1Ô��PÐÒÍ�Ì��DÕ�ÖI �Î�×���¡GØ%ÙÚÖL�PÌ�ÙPÛ7Ì��PÍ�Ø%Ù¹¡G ;Ü Û7�DÝÞÌ�Í���Î �.a a

ÛOÔOÕÂÔpÎ\Ô�ÝrÞrÖrÐ}ÓpÕ�ÖrØ}Ònâ>Ü*æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrÍ

b(T ) = 1

I(0)

1∫

0

dv κNF (κ) b(vT ) exp[κ(Z + iYc)]−

−DsT e−iψ
1∫

0

dv(ln v)4

1∫

0

dσσH(σ)

(1 + σ)5
b

(
Tv

1
1+σ

)
b

(
Tv

σ
1+σ

)
b̄(Tv)

´	����µ

Ò�Ù\ÔpÎ\ÔOÌ�è�ÙrÑ³å æ}ÒeÌ\ÓaÐ�Ö�Ïpå
b(0) = 1


�Ã\Õ\ÏpÒ�è

I(0) =

1∫

0

dv κNF (κ) exp[κ(Z + iYc)], κ = − ln v
2Z

, Ds = sgnD, ψ = arg a∗.

2

1

0

-1

ln| ( )|B t

a
=
3

a
=5/

2

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

- -ln( )t t*

(a) (b)
15

10

5
2 3 4 5

1

4 4

1

2

3

a
=5/

2

ln| ( )|B t

- -ln( )t t*ßCàGá�âNÈ�âNH=è$-�àGá3àGç�î�á3é$IKè�ç�ì;ðGà�é$)*0 / |B| î�é (t∗ − t)
ñGè ò32 ó ñGè)êGè�ð;I�ñ�î�çÒà ò54 ó î�á3ñ�î,-�ñ�î�ç±É�é�è�ìGè�åIíGè$^*-�à�é�à76

-�î,^�çN)·ºNæ�ñ�à76Zâ]ã ` θ = π/6, ∆ J/J0 = 0.05 J % ` θ = π/6, ∆ J/J0 = 0.2 J 8 ` θ = π/6, ∆ J/J0 = 1 J] ` θ = π/3, ∆ J/J0 = 0.05 J ì.) ñ�ë�é�à�í�î�çhì�î�ë;è$^�è�ñ./ ì�í�6GçN/�æHá%ë î,É�ï/ï%à.®�à�æ�ñ�é�î�ç½ñGè�ë;ðGî�ñGèT¬�Ê$%Hàg8�â
²_ÔaÒ�Î�Ï�Ø�Ñ0ÝrÞ�ÓaÐ}ÓpÕ�Ö	Ì�Ö�Ò�è ÕrÌ�âËØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâº´	��µ7ÝrÞrÖ

K = K∗
á¿×nÕ\Ï9×pÞ\ÔQÙrÖrã\Ô�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö ´	~���µ

Õ\Ó�Ò�Ø�Ör×�ÔaÏ�ØSå_ÖrÙrÖ�å_æ	å�Ô,Ö

ψ ≡ arg I2 = −0.610666π, arg I3 = 0,

ÖAÕ�Ð�æäAÛpÙ\ÔpÎ�Ï�ÙrÖrâ�ä
θ
á
π/6

Ö
π/3

á�Ü�ÓaØ}ÓaÞrÑ³å ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ�Í�Ø#ÒeÌ\ÏeÕ�æ�Ís·�Ö�Ï�ÛpÙ\ÔpÎ�Ï�ÙrÖrâ
Ds
ÖSÞ�Ï)±,Ï�ÙrÖrç

β1
Ö
β2
æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrç¹´	�;~�µ©ÖÒ´	�Q�6µe�

θ = π/6 : Ds = +1, β1 = 2.83, β2 = 2.73;

θ = π/3 : Ds = −1, β1 = −2.95, β2 = −7.56.

�uÌ�âÉÒ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ Þ\ÔQÛ�Ì�ÖrÎrÙrÑ�äÉÞ�Ï)¯�Ö�åZÓaÐCépÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖ ÚaÑ�Ì�ÖÉÐ�Ûpâ	Ø�Ñ Ø�ÞrÖ æ�Þ�ÓaÐ�Ùrâ Ù\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�ÖUá
∆J/J0 = 0.05

áP|	
 ~�Ö���
=²WÏ�ÛpæOÌ�èOØaÔQØ�Ñ ÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ\Ï�ÙrÑ Ù\Ô�ÞrÖ�Ò�
�¾�Ö�¿	


�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$�C�G�6�6�Z�P�:���=���c�=�����1���G� ���;�D�
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¼uÔ�Ü�Ó�å_Ý	Ì\Ï�Ü�Ò�Ù�Óaç>Ý	Ì\Ó�Ò�Ü�Ó�Ò�Ø�Ö
b̃ = (b/|b|)(1 + ln |b|) épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖ�ÓaÙrÙrÑ³ÏuØ�Þ�Ï�ÜrÖ*ÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ�â	Í�Ø#ÒpÓQêÚ�Óaç*Ò�ÝrÖrÞ\ÔOÌ�ÖUá	Ù\ÔpÎrÖrÙ\ÔQÍs·�Ö�ÏpÒnâ*ÝrÞrÖ
b̃ = 1

ÖSÞ\ÔaÒ�ÜrÞræ�ÎrÖrÐÔQÍs·�Ö�ÏpÒnâSÝ�Ó�Î\ÔaÒpÓaÐ}ÓaçßÒ�Ø�Þ�ÏeÌ�Ü�Ï!ÝrÞrÖ
Ds = 1Ö ÝrÞ�ÓaØ�ÖrÐCÎ\ÔaÒpÓaÐ}Óaç Ò�Ø�Þ�ÏeÌ�ÜrÖÉÝrÞrÖ

Ds = −1
´ Òpå¬
©ÞrÖ�Ò�
%¾�µeá¿ØQ
¶Ï�
©ÐCÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�ÖrÖ ÒÚ´	�;|�µe
��,ÔOÌ\ÏpÏ�á

ÒpÓa×nÌÂÔaÒ�Ù�ÓÒ´	�;|�µeáÂÎ�ÏpåÉÚ�ÓQÌ�è;±,Ï |β| áÂØ}Ïpå åZÏ�Ùrè;±,Ï¼Õ\ÓQÌZ¯�Ï�Ù�ÚaÑ¬Ø�èÞ±�ÔQ×�Ò�ÝrÖrÞ\ÔOÌ�ÖU
�»!ÞrÖ
θ = π/6

´¯Ð}Ï�Þ}ä�ê
ÙrÖrç�Þâ�Õ Ò�ÝrÖrÞ\ÔOÌ\Ï�çPµ

β
Ð>äÓpÕ\ÏAépÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖCåZÏ�ÙrârÏ�Ø}Ònâ�Ù�Ï�ÛpÙ\ÔpÎrÖrØ}ÏeÌ�è�Ù�ÓráZÖ¹±�ÔQ×SÒ�ÝrÖrÞ\ÔOÌ\Ï�çCÐ9ã�Ï�ÙrØ�Þ�Ï

Ö4Ù\Ô#Ý�Ï�ÞrÖ�àuÏ�ÞrÖrÖ'ÝrÞ\ÔQÜrØ�ÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ�ÓpÕ�ÖrÙ\ÔQÜ�ÓaÐ�
B¼uÔQÝrÞ�ÓaØ�ÖrÐ�áÈÜ�Óa×nÕÂÔ
θ = π/3

´¯ÙrÖ=¯�ÙrÖrç'Þâ�Õ�Ò�ÝrÖrÞ\ÔOÌ\Ï�çPµeá
ÝrÞrÖ�Õ�Ð�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖ ÓaØ>ã�Ï�ÙrØ�Þ\Ô ±�ÔQ×#ÛOÔaåZÏ�Ø�Ù�Ó9æ	åZÏ�Ùrè;±�ÔaÏ�Ø}ÒnâzáWÓ�ÒpÓ�Ú�Ï�ÙrÙ�Ó>ÝrÞrÖCå�ÔOÌ\Óaç�Ù\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö
´¯Ü�Óa×nÕÂÔ

β
ÖrÛ�åZÏ�ÙrârÏ�Ø}ÒnâßÐK~	
 �,Þ\ÔQÛOÔ�µe


¼uÔEÞrÖ�Ò�
;¿³Ð�Ì\Óa×�ÔQÞrÖ�àuå_ÖrÎ�ÏpÒ�Ü�Ó�å�å�ÔaÒ)±�ØaÔaÚ�Ï�Ý�ÓaÜ	ÔQÛOÔQÙ\Ô!ÛOÔQÐ�Ö�Ò�Ö�åZÓ�Ò�Ø�è¼Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕ�Ñ |B| ÓaØ (t∗−t)



°!ÓaÞ�Ó ±,ÓSÐ�Ö	Õ�Ù�ÓrázÎrØ}ÓSÝrÞrÖ�å�ÔOÌ\Óaç'Ù\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö�Ù\ÔAÙ\ÔpÎ\ÔOÌ�è�Ù�Ó�å épØaÔQÝ�Ï�Ý�ÓaÜ	ÔQÛOÔQØ}ÏeÌ�è>Þ�Ó�Ò�ØaÔ
α =

= 3
á\Ô,ÛOÔQØ}Ïpå¬árÝrÞrÖßÌ�Í!Ú�ÓaçßÙ\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�ÖUá

α→ 5/2
Ù\Ô�Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù�Ó�å épØaÔQÝ�ÏuépÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖU
�¸©Ñ�Õ\ÏeÌ�ÖrØ�è

Ò�ØaÔOÕ�ÖrÍ Þ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�Örâ*Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâzá�ÓaØ�Ð}Ï�Î\ÔQÍs·�æ�Í ÝrÞ�Ó�åZÏ)¯�æ�Ø}ÓaÎrÙ�Óaç4ÔaÒ�Ö�å_ÝrØ}ÓaØ�ÖrÜ�ÏÞ´	�;��µeárÙ�Ï�æOÕÂÔOÌ\Ó�Ò�è�


Ë8££ÌQÍ��	�¯Î]¨K§<©4ªL§R
L§�Uc�X�g�X�������H¦
ÿ�Ò�Ù�ÓaÐ�ÙrÑ³å>Þ�Ï�ÛpæOÌ�èOØaÔQØ}Ó�å9Þ\ÔaÚ�ÓaØ�Ñ�â	ÐaÌ�ârÏ�Ø}Ònâ¼Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ï¿épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖ�ÓaÙrÙ�Ó�Ï¿æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ï1´	~;~�µeá

ÓaÝrÖ�Ò�Ñ¬ÐÔQÍs·,ÏpÏEÞ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�Ö�Ï³Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ�Ñ�ä#Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrç#ÐuÐ�Ö	Õ\Ï³Ý\ÔQÞrÑ Ü�Ó�Ò�Ñ�ä7Ð}ÓQÌ�Ù#ÐuÞ�Ï)¯�Ö�åZÏ³Ù�ÏpÒ�ØaÔOê
ãrÖ�ÓaÙ\ÔQÞrÙ�Óa×�Ó,� « á}Ð�Ü	Ì�Í�Î\ÔQâ7Ö#Ø}ÓaØ�ÒeÌ�æ�Î\ÔQçv´¯Ù�Ï�ÖrÛ�Ú�Ï)¯�Ù�Ó¼Þ�Ï�ÔOÌ�ÖrÛpæ�Ís·�Örç�Ònâ#Ð�äÓpÕ\ÏEépÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖPµeáÜ�Óa×nÕÂÔ
Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÙrÑ¬ç9ÒeÌ\Óaç*ã�ÏeÌ�ÖrÜ�Ó�å Ù\ÔOäÓpÕ�ÖrØ}Ònâ*Ð�Ùræ�Ø�ÞrÖß� « 
��uÌ�âSÏ�×�Ó,Ð�Ñ¬Ð}ÓpÕÂÔ,Þ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�ÐÔQÞrÖ\ÔQÙrØ
Ø}ÏpÓaÞrÖrÖ�Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrçUáUÙ�Ï7Ó�Ò�Ù�ÓaÐÔQÙrÙrÑ¬ç�Ù\ÔSÝrÞ�ÏeÕ�Ý�ÓQÌ\Ó�¯�Ï�ÙrÖrÖ ÓßÒeÌÂÔaÚ�Óaç�Ù\ÔOÕ�ÜrÞrÖrØ�ÖrÎrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö�Ö�Ý�ÓaÛpÐ}ÓQê
Ì�â	Ís·�Örç9ÖrÛpæ�ÎrÖrØ�èSÞ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�Ö�Ï¼Ì�Í!Ú�Óa×�ÓAÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâzá\Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Óa×�Ó*ÝrÞrÖ>ÕÂÔQÙrÙ�Ó�å æ�Þ�ÓaÐ�Ù�Ï�Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö	ê
à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÖU


¼7þ_�]´	~;~�µeá\ÐSÓaØ�Ì�ÖrÎrÖ�Ï,ÓaØAÝ�ÓQÌ�æ�Î�Ï�ÙrÙrÑ�äßÕ\ÓAÒ�Ö	äßÝ�ÓaÞUá\ÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ�ârÏ�ØßÒpÓ�Ú�Óaç4Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ï�ÖrÙrØ}Ïeê
×pÞ\ÔOÌ�è�Ù�Ó�Ï�æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ï�á\Ð#Ü�ÓaØ}ÓaÞ�Ó�åËÖßÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ\ÔQâzá\Ö>Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ\ÔQâ9Î\ÔaÒ�Ø�Ö9Ó�ÚQÌÂÔOÕÂÔQÍ�ØD<OÝ\Ôaå_â	Ø�è�Í�>QáÂØQ
¶Ï�

ÛOÔQÐ�Ö�Ònâ	ØSÓaØ#ÝrÞ�ÏeÕ�Ñ³Ò�Ø}ÓaÞrÖrÖ4Þ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�Örâ>Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâz
�ÿ�Úaæ}ÒeÌ\ÓaÐaÌ\Ï�Ù�ÓAépØ}Ó7Ø}ÏpåËÓ�Ú�Ò�Ø}Ó�â	Ø}ÏeÌ�è}Ò�Ø�Ð}Ó�å¬áÈÎrØ}Ó
Ö�Õ�Ö�Ò�Ý�Ï�Þ�Ò�Örâ�Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrçUáZÓaÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�ârÏpå�ÔQâzá_×nÌÂÔQÐ�ÙrÑ³å Ó�ÚaÞ\ÔQÛ�Ó�å¬á_Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖ�Ï�çUá_Ö�Ö	ä�Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�ç	ê
Ù�Ó�Ò�Ø�è9àuÓaÞ�å_ÖrÞræ�Í�Ø}Ònâ'Ð�Ùræ�Ø�ÞrÖ�Ò�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�ÓßÙ�ÏpÒ�ØaÔQãrÖ�ÓaÙ\ÔQÞrÙ�Óa×�Ó9� « 
v�uÔQÜ�Ý�ÓaÜ	ÔQÛOÔOÌ ÔaÒ�Ö�å_ÝrØ}ÓaØ�ÖrÎ�Ïeê
Ò�ÜrÖrç'Ö4ÎrÖ�ÒeÌ\Ï�ÙrÙrÑ¬ç�ÔQÙ\ÔOÌ�ÖrÛ�Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrç'æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrân´	~;~�µeáÈÐ*Ò�Ð}Ó�ÏpåÉÞ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�ÖrÖ�Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ï�Ð}ÓaÛ�å_æê
·,Ï�ÙrÖ�Ï³ÝrÞ�ÓpäÓpÕ�ÖrØ�Ù�ÏpÒ�Ü�ÓQÌ�è�Ü�Ó,Ò�ØaÔOÕ�ÖrçU
6»�ÓaÜ	ÔuÏ�×�Ó¼Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕÂÔ�ÙrÖ=¯�ÏEÝ�ÓaÞ�Óa×�Ô�Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö ´	~;¾�µeá}ÓaÙ�Ó
Þ\ÔaÒ�Ø}Ï�Ø�épÜ�Ò�Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrãrÖ\ÔOÌ�è�Ù�Órá�Ò³ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ}Ó�å

γ
áÓaÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�ârÏpå_Ñ³å�æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ïpåa´	~Q�6µe
6»�Ó�ÒeÌ\Ï³Õ\Ó�Ò�Ø�Ö=¯�Ïeê

ÙrÖrâ4Ý�ÓaÞ�Óa×�ÔSÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö�Þ�Ó�Ò�Ø*æ}Ò�Ü�ÓaÞârÏ�Ø}Ònâ�Ö�Ò�ØaÔQÙ�ÓaÐ�ÖrØ}Ònâ'Ð�ÛpÞrÑ¬Ð�ÙrÑ³å¬áUÒpå¬
?´	�;|�µEÖ4ÞrÖ�Ò�
C¿	
?!�ÒeÌ�Ö
γ � `

áÂÙ\ÔAÙ\ÔpÎ\ÔOÌ�è�Ù�Ó�å épØaÔQÝ�Ï�Ð�ÛpÞrÑ¬Ð�Ù�Óa×�Ó*Þ�Ó�Ò�ØaÔ	ázÝ�ÓaÜ	Ô
Lt � `

áÂÝ�ÓaÜ	ÔQÛOÔQØ}ÏeÌ�è
α = 3

áUÔAÛOÔQØ}Ïpå¬áÈÝrÞrÖ
|B| = O(`5/2)

áÂÝrÞ�ÓaÖ�Ò¶äÓpÕ�ÖrØ>Ý�Ï�Þ�ÏeäÓpÕ�Ü'Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù�Ó�å_æ9épØaÔQÝræ>Þ�Ó�Ò�ØaÔ	ázÒ
α = 5/2


?!�ÒeÌ�Ö³¯�Ï
γ = O(`)

á
Ý�Ï�Þ�ÏeäÓpÕËÜ Ð�ÛpÞrÑ¬Ð�Ù�Ó�å_æ�Þ�Ó�Ò�Ø�æCÒ

α = 5/2
ÝrÞ�ÓaÖ�Ò¶äÓpÕ�ÖrØCÒ�Þ\ÔQÛpæ�Ý�Ó9Õ\Ó�Ò�Ø�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖ Ý�ÓaÞ�Óa×�Ô4Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�ç	ê

Ù�Ó�Ò�Ø�ÖU
 « Þ\ÔQÐ�ÙrÖrÐÔQâCÙ\Ô>Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ù�Ó�å épØaÔQÝ�ÏAÞ�Ó�Ò�ØaÔ>Ù�ÏpÒ�ØaÔQãrÖ�ÓaÙ\ÔQÞrÙrÑ¬ç ÖCÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬ç å�ÔaÒ)±�ØaÔaÚaÑ ´c��µeá
Lt = O[(t∗− t)−1]

Ö
LN = |B|1/2 = O[(t∗− t)−5/4]

á}Ð�Ö	Õ�Ö�å¬á�ÎrØ}Ó
Lt � LN

Ð�Ý	Ì\ÓaØ�è¼Õ\Ó |B| = O(1)



õ!ÙrÑ³å_Ö�ÒeÌ\ÓaÐÔaå_ÖUázÞ�Ï)¯�Ö�å � « Ó�Ò�ØaÔaÏ�Ø}Ònâ'Ù�ÏpÒ�ØaÔQãrÖ�ÓaÙ\ÔQÞrÙrÑ³å¬á_ÔAæ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ï ´	~;~�µ�Ò�ÝrÞ\ÔQÐ}ÏeÕrÌ�ÖrÐ�Ñ³å Õ\Ó
Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕ9Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô7ÏeÕ�ÖrÙrÖrãrÑu


ÄWÔQÜ�ÓaÐSÒ�ã�Ï�Ù\ÔQÞrÖrç9épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖUáÂÏpÒeÌ�ÖßÐv´	�;|�µ�Ü�Óaé�àuà�ÖrãrÖ�Ï�ÙrØ |B∗| = O(1)

�ÿ�Ú�Ò�æOÕ�Ö�å Ø}Ï�Ý�Ï�ÞrèSÔOÌ�èaê

Ø}Ï�ÞrÙ\ÔQØ�ÖrÐ�ÙrÑ¬ç4ÒeÌ�æ�Î\ÔQç |B∗| � 1
árÖ	Ì�ÖUárÜ	ÔQÜ>ÒeÌ\ÏeÕ�æ}Ï�Ø7ÖrÛI´	�Q�6µeá |a∗/D| � 1


��EÙ\ÔOÌ�ÖrÛuÞ�Ï)±,Ï�ÙrÖrçßæ�Þ\ÔQÐaê
Ù�Ï�ÙrÖrâÒ²WÏeÌ\Ï�âm´ Òpå¬
 ázÙ\ÔQÝrÞrÖ�åZÏ�ÞUá:¬ ¾�2µ�Ý�ÓaÜ	ÔQÛpÑ¬ÐÔaÏ�ØQáWÎrØ}Ó |a∗| = O(K + 1/K)

áUÖ�Ð*Õ\ÓaÐ}ÓQÌ�è�Ù�Ó ±�ÖrÞ�ÓQê
Ü�Ó�å Õ�Ö\ÔQÝ\ÔQÛ�ÓaÙ�Ï�ÕrÌ�ÖrÙ>Ð}ÓQÌ�Ù>åZÓ�¯�Ù�Ó#Ò�ÎrÖrØaÔQØ�èSÏ�×�Ó�Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô7ÏeÕ�ÖrÙrÖrãrÑu
\��Óaé�àuà�ÖrãrÖ�Ï�ÙrØ

D
´ Òpå¬
B´	~	��µ#µ

Ó�ÚaÞ\Ô�·�ÔaÏ�Ø}ÒnâÉÐ�ÙræOÌ�è�ÝrÞrÖ
θ = 0, π/4

Ö
π/2


:¸�ÚQÌ�ÖrÛpÖÉépØ�Ö	äËÛpÙ\ÔpÎ�Ï�ÙrÖrç
θ
äÓpÕ épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖÉÚaæOÕ\Ï�Ø

ÓaÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�â	Ø�è}ÒnâÉÌ�Ö�Ú�ÓCÜræ	ÚaÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ�å_Ö Ð�Ü	ÌÂÔOÕÂÔaå_Ö Ð Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ùræ�Í ×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜræÉÐ�Ùræ�Ø�Þ�Ï�ÙrÙ�Ï�×�ÓCÞ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâzá
Ó�Úaæ}ÒeÌ\ÓaÐaÌ\Ï�ÙrÙrÑ³å_Ö æ�Î�Ï�Ø}Ó�å Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÖËÖ Ð�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�ÖUá_Ì�Ö�Ú�Ó'Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è�Í Ú�ÓQÌ\ÏpÏ*Ð�Ñ³ÒpÓaÜ�Óa×�Ó
´¯Ù\ÔQÝrÞrÖ�åZÏ�ÞUá�Ýrâ	Ø}Óa×�ÓGµ�Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô	


�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$���G�6�6�Z���:���=���c�=�P���M���G� ���;�D�



ËJÌ)�P��Í�Ì�Î�Í�Ï�ÐÒÑ�¡G ��PÓ1Ô��PÐÒÍ�Ì��DÕ�ÖI �Î�×���¡GØ%ÙÚÖL�PÌ�ÙPÛ7Ì��PÍ�Ø%Ù¹¡G ;Ü Û7�DÝÞÌ�Í���Î �.aG�

¼uÔpÎrÙ�Ïpå Ò
θ ≈ π/4

áÂÝ�ÓQÌÂÔQ×�ÔQâzáÈÎrØ}Ó7Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬ç'ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ
γ = O(`)


�»!Þ�ÏeÕ�Ý�ÓQÌ\Ó�¯�Ö�å Ò�Ý�Ï�ÞrÐÔ	á
ÎrØ}Ó#×nÌÂÔQÐ�Ùræ�Í Þ�ÓQÌ�èAÖr×pÞ\ÔaÏ�Ø#Üræ	ÚaÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖrç4Ý�Ó

A
Ð�Ü	ÌÂÔOÕ9Ð#ÝrÞ\ÔQÐ�æ�Í Î\ÔaÒ�Ø�è³´c��z;µe
\�uÔQÜ9Ð�Ö	Õ�Ù�Ó7ÖrÛ¼æ�Þ\ÔQÐaê

Ù�Ï�ÙrÖrçc´c��~�µeázÒ�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrâ4ÕÂÔaÏ�Ø*Ý�ÓaÝrÞ\ÔQÐ�Üræ
O(`)

Ü
V1
Ö4Î�Ï�Þ�Ï�Û

V1
® Ü4×�ÓaÞrÖrÛ�ÓaÙrØaÔOÌ�è�ÙrÑ³åûÜ�Ó�åWê

Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrØaÔaå Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�ÖU
 « Ó�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ�Ís·�Ö�Ï�Ý�ÓaÝrÞ\ÔQÐ�ÜrÖ4Ü>ÜrÐÔOÕ�Þ\ÔQØ�ÖrÎrÙrÑ³åÉÝ�Ó
A
Ð�Ü	ÌÂÔOÕÂÔaåËÐAÙræOÌ\Ï�Ð�æ�Í

Ö4Ð�Ø}ÓaÞræ�Í ×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜrÖ'Ö�åZÏ�Í�ØSÝ�ÓaÞâ�Õ\ÓaÜ
O(ε/`)

ázÔ7Ü9Üræ	ÚaÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ�å�´¯ÐSÓ�Ò�Ù�ÓaÐ�Ùræ�Í�Ö9Ø�Þ�Ï�Ø�è�Í�×�ÔQÞ�åZÓQê
ÙrÖrÜrÖPµH®

O(ε2/`3)

 « Ì\ÏeÕ\ÓaÐÔQØ}ÏeÌ�è�Ù�ÓráUÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬ç�Ð�Ü	ÌÂÔOÕ�Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÖ�ÐSÝrÞ\ÔQÐ�æ�Í�Î\ÔaÒ�Ø�èÒ´c��z;µ

Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô
O(ε2/`3)


A�EÙ\ÔOÌ\Óa×pÖrÎrÙrÑ³å Ó�ÚaÞ\ÔQÛ�Ó�å Ù\ÔOäÓpÕ�Ö�å¬á�ÎrØ}Ó4Ð�Ü	ÌÂÔOÕvá�Ó�Úaæ}ÒeÌ\ÓaÐaÌ\Ï�ÙrÙrÑ¬çËÐ�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�è�Í,á
Ö�åZÏpÏ�Ø4Ý�ÓaÞâ�Õ\ÓaÜ

O(νε2/`7)
Ö�ÝrÞrÖ�Þ\ÔaÒpÒpå�ÔQØ�ÞrÖrÐÔaÏpå_Ñ�äCÙ\Ôaå_Ö�ÎrÖ�ÒeÌÂÔOä¹²WÏ�çrÙ�ÓQÌ�èaÕ\Ò�Ôk´

Re >∼ `−4 µ!Ù�ÏÝrÞ�Ï�Ð}Ó�Ò¶äÓpÕ�ÖrØ7Ð�Ü	ÌÂÔOÕßÓaØ�Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖrÖU
=»�ÓaépØ}Ó�å_æAÒ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ï�Ò³Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ³å ´
O(`)

µ�Ð�Ü	ÌÂÔOÕ\Ó�å�ÝrÞrÖ	ê
Ð}ÓpÕ�ÖrØAÜ9Ò�Ü�Ï�ç	Ì�ÖrÙr×pæ

ε2 = `4
á�Ü�ÓaØ}ÓaÞrÑ¬ç9Ý�ÓaÜ	ÔQÛpÑ¬ÐÔaÏ�ØQáÈÎrØ}Ó7Ù\Ô�Ý�ÓaÞ�Óa×�Ï¼Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö

LN = Lt
á�ØQ
¶Ï�


Ò�Þ\ÔQÛpæ�Ý�Ó�Ï�×�Ó�Õ\Ó�Ò�Ø�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖ#Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖ�Ï�Õ\ÓQÌZ¯�Ù�Ó!Ý�Ï�Þ�Ï�çrØ�Ö7Ð�Þ�Ï)¯�Ö�å'Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óa×�Óu� « 
�¸�Þ\ÔaÒpÒpå�ÔQØaê
ÞrÖrÐÔaÏpå_Ñ�ä>Ù\Ôaå_Ö>Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ�ä

Pr > 1
árÝ�ÓaépØ}Ó�å_æ>åZÓ�¯�Ù�Ó#Ó�¯�Ö	ÕÂÔQØ�è ´ Òpå¬
C¬ ~���2µeárÎrØ}Ó7Ý�Ó�ÒeÌ\ÏuÙ�Ï�Ü�ÓaØ}ÓaÞ�Óa×�Ó

Ý�Ï�ÞrÖ�ÓpÕÂÔ�æ}Ò�ØaÔQÙ�ÓaÐaÌ\Ï�ÙrÖrâSÜrÐÔQÛpÖ�Ò�ØaÔQãrÖ�ÓaÙ\ÔQÞrÙ�Óaç>Ò�Ø�Þræ�ÜrØ�æ�ÞrÑÉ� « Þ�Ó�Ò�Ø�Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕ�ÑÉÝrÞ�ÓpÕ\ÓQÌZ¯�ÖrØ}Ònâzá	Ù�Ó
æ6¯�Ï�Ý�Ó7åZÏeÕrÌ\Ï�ÙrÙ�Ó�å_æSÛOÔQÜ�ÓaÙræ

B(t) ∼ t2/3 
¸ûÒ�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÙrÑ�ä4Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ�ä9Ò¼Üræ	ÚaÖrÎ�ÏpÒ�Ü�Óaç'Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è�Í�Ø�Þ\ÔOÕ�ÖrãrÖ�ÓaÙrÙ�ÓSÜ�ÓaÙrÜræ�ÞrÖ	ê
Þræ}Ï�ØSÚ�Ï�Û�Õ�Ö�ÒpÒ�ÖrÝ\ÔQØ�ÖrÐ�Ù\ÔQâ4Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�èSÝrâ	Ø}Óa×�Ó#Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô³´ Òpå¬
 á�Ù\ÔQÝrÞrÖ�åZÏ�ÞUá<¬ ~���2µe
"¶!Ø}Ó�ÚaÑ Óaã�Ï�ÙrÖrØ�è
ÏpÏ�Ð�Ü	ÌÂÔOÕvázÝrÞ�ÓpÕ\ÓQÌZ¯�Ö�åûÝrÞ�Óaã�ÏpÒpÒo<O×�Ï�Ù�Ï�Þ\ÔQãrÖrÖ�×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜ?>QáUÕ�ÐÔÞ±�ÔQ×�ÔSÜ�ÓaØ}ÓaÞ�Óa×�Ó>ÓaÝrÖ�Ò�ÔQÙrÑ�Ð*Ü�ÓaÙrã�Ï
Ý�ÓpÕ�Þ\ÔQÛ�Õ\ÏeÌÂÔ ��
 ��
/Ä�Þ�Ï�Ø�Örç�±�ÔQ×4ÝrÞrÖrÙ�Ó�Ò�ÖrØ Ð�Ü	ÌÂÔOÕ�Ñ

O(ε3/`6)
Î�Ï�Ø�Ð}Ï�ÞrØ}ÓaçûÒ�Ø}Ï�Ý�Ï�ÙrÖ Ý�Ó

A
ÐCÙræOÌ\Ïeê

Ð�æ�Í,á}Ð�Ø}ÓaÞræ�Í Ö#Î�Ï�Ø�Ð}Ï�ÞrØ�æ�Í ×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜrÖ*Ð�Ùræ�Ø�Þ�Ï�ÙrÙ�Ï�×�Ó�Þ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâzá	ÔuÙ\Ô�Î�Ï�Ø�Ð}Ï�ÞrØ}Ó�å¹±�ÔQ×�Ï�áÐ�Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü�Ï
O(ε4/`8)

áOÝ�ÓQÌ�æ�Î\ÔaÏpå>Ð�Ü	ÌÂÔOÕ�Ýrâ	Ø}Óaç,Ò�Ø}Ï�Ý�Ï�ÙrÖ�Ý�Ó
A
Ð!Ó�Ò�Ù�ÓaÐ�Ùræ�Í ×�ÔQÞ�åZÓaÙrÖrÜræÞ´�Ô¬ØaÔQÜ=¯�Ï�ÐEØ�Þ�Ï�Ø�è�Í Ö¼Ýrâ�ê

Ø�æ�Í8µe
 « Ó�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ�Ís·�ÖrçAÏpå_æ�Ð�Ü	ÌÂÔOÕAÐ�ÝrÞ\ÔQÐ�æ�ÍÉÎ\ÔaÒ�Ø�èI´c��z;µZÒpåZÓ�¯�Ï�Ø¼Ü�ÓaÙrÜræ�ÞrÖrÞ�ÓaÐÔQØ�è,Ò�Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ³å¬á
ÏpÒeÌ�Ö

ε4 = `9

;�uÏ�×pÜ�Ó,Ð�Ö	Õ\Ï�Ø�è�á�ÎrØ}Ó�Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è�Ýrâ	Ø}Óa×�Ó,Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô�Ð}Ò�Ø�æ�Ý\ÔaÏ�Ø,Ð�Ör×pÞræ#ÝrÞrÖ*åZÏ�Ùrè;±,Ï�ç

Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕ\Ï�áQÎ�Ïpå>Þ\ÔaÒpÒpåZÓaØ�Þ�Ï�ÙrÙ\ÔQâ,Ð�Ñ/±,Ï�Üræ	ÚaÖrÎ�ÏpÒ�Ü	ÔQâzáaÝ�ÓaépØ}Ó�å_æuÖ�åZÏ�ÙrÙ�Ó�ÓaÙ\ÔEÚaæOÕ\Ï�Ø!ÓaÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�â	Ø�è!épÐ}ÓQê
Ì�Í�ãrÖrÍËÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrç�Ò

θ ≈ π/4 Ö�Ó�Ú�ÏpÒ�Ý�Ï�ÎrÖrØ�Ö	ä¼Ð�ÛpÞrÑ¬Ð�Ù�Óaç�Þ�Ó�Ò�Ø!Ý�Ó�ÛOÔQÜ�ÓaÙræ |B(t)| = B5(t0−t)−9/4Õ\Ó#Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕ�Ñ Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô#ÏeÕ�ÖrÙrÖrãrÑu

ÄvÏ�Ý�Ï�ÞrèEÝ�Ï�Þ�Ï�ç	Õ\Ïpå>ÜuÜrÐÔQÛpÖrÝrÞ�ÓpÕ\ÓQÌ�è�ÙrÑ³åk´ |θ| � 1

µÂÖuÜrÐÔQÛpÖrÝ�ÓaÝ�Ï�Þ�Ï�ÎrÙrÑ³åk´ |π/2−θ| � 1
µÂÐ}ÓaÛ�å_æê

·,Ï�ÙrÖrârå¬
G»!ÞrÖ
θ = 0

Ý�ÓQÌ�Í!Ò�Ñ ´¯ÝrÞrÖ
Y = 0

µWæ�×�ÓaÞrÖrÛ�ÓaÙrØaÔOÌ�è�ÙrÑ�ä#Ü�Ó�å_Ý�ÓaÙ�Ï�ÙrØ�Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâ#Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�Ö
´c����µ_Ö�Ò�Î�Ï�ÛOÔQÍ�ØQáÖ7Ù\Ô�ÒpåZÏ�Ùræ�<OØ�Þ�ÏeäråZÏ�ÞrÙ�Óaç?>¼Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�ÖSÝrÞrÖ	äÓpÕ�ÖrØ,Ú�ÓQÌ\ÏpÏEÒeÌÂÔaÚ}ÔQâo<�Õ�Ð�æ	åZÏ�ÞrÙ\ÔQâN>Qá
Ó�Úaæ}ÒeÌ\ÓaÐaÌ\Ï�ÙrÙ\ÔQâ�Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrÜ	ÔQãrÖ�Ï�ç�Ö¼Õ�Ö�ÒpÒ�ÖrÝ\ÔQãrÖ�Ï�ç ¬ ~���C´¯Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è�Ýrâ	Ø}Óa×�Ó�Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	ÔEÝrÞrÖ

θ� 1Ù�Ï�Ü�ÓaÙrÜræ�Þ�Ï�ÙrØ}Ó�Ò�Ý�Ó�ÒpÓ�ÚaÙ\Ô�µe
%ÿEÙ\ÔßÙ�ÏAåZÓ�¯�Ï�Ø'Ó�Ú�ÏpÒ�Ý�Ï�ÎrÖrØ�è9Õ\Ó�Ò�ØaÔQØ}ÓaÎrÙ�Ó'ÚaÑ³Ò�Ø�ÞrÑ¬çCÞ�Ó�Ò�Ø9Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâzá
Ö�Ù�Ï�ÖrÛ�Ú�Ï)¯�Ù�Ó�ÝrÞ�ÓaÖ�Ò¶äÓpÕ�ÖrØ�Ý�Ï�Þ�ÏeäÓpÕ#Ð�Þ�Ï)¯�Ö�å4Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óa×�Ó¼� « Ò©ä�ÔQÞ\ÔQÜrØ}Ï�ÞrÙrÑ³å'ÕrÌ�â,Ù�Ï�×�Ó!ÛOÔQÜ�ÓaÙ�Ó�å
Þ�Ó�Ò�ØaÔ

B(t) ∼ t2/3

�¶!Ø}ÓI¯�Ï�Ü	ÔaÒ�ÔaÏ�Ø}Ònâ4ÜrÐÔQÛpÖrÝ�ÓaÝ�Ï�Þ�Ï�ÎrÙrÑ�ä'Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrçn´

θ ≈ π/2
µeáÂØ}Ó#Þ\ÔQÙ�ÏpÏ,ÓaÙrÖUá

Ý�ÓQê�Ð�Ö	Õ�Ö�åZÓ�å_æ}á\Ù�Ï!ÖrÛpæ�Î\ÔOÌ�Ö�Ò�è�á�Ý�ÓaépØ}Ó�å_æS×�ÓaÐ}ÓaÞrÖrØ�è#Ð�épØ}Ó�å ÒeÌ�æ�Î\ÔaÏuÓ�Ü�ÓaÙrÜræ�Þ�Ï�ÙrãrÖrÖ>Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø}Ï�ç
ÖßÐ}ÓaÛ�åZÓ�¯�ÙrÑ�ä>Ò�ã�Ï�Ù\ÔQÞrÖrâ�ä*épÐ}ÓQÌ�Í�ãrÖrÖßÝrÞ�Ï)¯,Õ\Ï�Ð�Þ�ÏpåZÏ�ÙrÙ�Ór


õ!ØaÔQÜUáÈå_Ñ Þ\ÔaÒpÒpåZÓaØ�Þ�ÏeÌ�Ö'Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙræ�Í�Ò�ØaÔOÕ�ÖrÍ�Þ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�Örâ9Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö'Þ�Ï�ÛpÜ�ÓSÒ�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�Ö	ê
ãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÙrÑ�ä Ù�ÏpÒ3¯�Ö�å�ÔaÏpå_Ñ�ä Ò¶Õ�Ð�Ör×�ÓaÐ�Ñ�ä Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrç Ú�Ï�Û'Ø}ÓaÎ�Ï�ÜÉÝ�Ï�Þ�Ï�×pÖ�Ú}ÔCÙ\Ô�ÝrÞ�Ó�à�Ö	Ì\Ï'Ò�Ü�ÓaÞ�Ó�Ò�Ø�ÖU

þ¿ØaÔ#Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�èßÙ�Ï�Ð�â	ÛpÜ	ÔQâ9Ö9Ý�ÓaØ}Ó�å_æ>é�àuàuÏ�ÜrØ�ÖrÐ�Ù\Ô�ÕÂÔ�¯�Ï�ÝrÞrÖ'ÓaÎ�Ï�ÙrèSÚ�ÓQÌ�è;±�Ö	ä9ÎrÖ�ÒeÌÂÔOä�²WÏ�ç	ê
Ù�ÓQÌ�èaÕ\Ò�Ô	á�ä�ÔQÞ\ÔQÜrØ}Ï�ÞrÙrÑ�ä#ÕrÌ�âSå_Ù�Óa×pÖ	ä#×�ÏpÓ�à�ÖrÛpÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ	äAÖ*ÔaÒ�Ø�Þ�Ó�à�ÖrÛpÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖ	äSØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖrçU
	�!Þ�Ó�åZÏ�Ø}Óa×�Órá
ÓaÙ\Ô9Ò�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Ó9Ø�Þ�ÏeäråZÏ�ÞrÙ\ÔQâzá_ØaÔQÜCÎrØ}Ó9æ6¯�Ï#Ù\ÔßÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óaç Ò�ØaÔOÕ�ÖrÖ ÏpÏAÞ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�ÖrâCàuÓaÞ�å_ÖrÞræ}Ï�Ø}Ònâ
Ø�Þ�ÏeäråZÏ�ÞrÙrÑ¬ç Ò�Ý�Ï�ÜrØ�ÞÉÕ\ÓaÐ}ÓQÌ�è�Ù�Ó ÚaÑ³Ò�Ø�Þ�ÓCÞ\ÔaÒ�Ø�æ6·�Ö	äËÐ}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrçU
/»!Þ�ÓaÐ}ÏeÕ\Ï�ÙrÙrÑ¬ç Ð�Ñ/±,Ï'ÔQÙ\ÔOÌ�ÖrÛ
Ý�ÓaÜ	ÔQÛOÔOÌvávÎrØ}ÓráÈÐ�Ð�Ö	Õ�æ4Þ�Ï�Û�ÓaÙ\ÔQÙ�Ò�Ù�Óa×�Óßä�ÔQÞ\ÔQÜrØ}Ï�Þ\Ô*Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�ÖUávÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è9Ð}Ò�Ø�æ�Ý\ÔaÏ�ØßÐ*Ör×�ê
Þræ�ÝrÞrÖ�Õ\ÓaÐ}ÓQÌ�è�Ù�Ó'å�ÔOÌ�Ñ�ä Ôaå_Ý	Ì�ÖrØ�æOÕÂÔOä�´ Òpå¬
/´	~;¾�µ#µe
 « Ý�Ï�Þ�ÏeäÓpÕ\Ó�å Ù\ÔßÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙræ�Í Ò�ØaÔOÕ�ÖrÍ Þ�Ó�Ò�Ø
Ü	Ô�¯,Õ\Óa×�Ó4é�Ì\ÏpåZÏ�ÙrØaÔQÞrÙ�Óa×�Ó4Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâa´¯Ð�Ö	ÕÂÔÚ´'z;µ#µ�Ð9ÓaØ�Õ\ÏeÌ�è�Ù�Ó�Ò�Ø�Ö Ð4Ó�Ú ·,Ïpå ÒeÌ�æ�Î\ÔaÏ#æ}Ò�Ü�ÓaÞârÏ�Ø}Ònâ
Ö Ò�ØaÔQÙ�ÓaÐ�ÖrØ}ÒnâÉÐ�ÛpÞrÑ¬Ð�ÙrÑ³å¬á©ÎrØ}Órá©ÓaÎ�Ï�Ð�Ö	Õ�Ù�Órá�Ò�Ý�Ó�ÒpÓ�Ú�Ò�Ø�Ð�æ}Ï�Ø ÚaÑ³Ò�Ø�Þ�Ó�å_æËàuÓaÞ�å_ÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÖrÍ Þ\ÔQÛpÐ�ÖrØ}Óaç
Ø�æ�Þ�ÚaæOÌ\Ï�ÙrØ�Ù�Ó�Ò�Ø�ÖU


¸ ÛOÔQÜ	Ì�Í�Î�Ï�ÙrÖ�Ï�Ó�Ò�ØaÔQÙ�ÓaÐ�Ö�åZÒnâAÜrÞ\ÔQØ�Ü�Ó�Ï)·,Ï³Ù\ÔuÓpÕ�Ù�Ó�å�Ð}ÓaÝrÞ�Ó�ÒpÏ�
6¸©Ñ/±,Ï³å_Ñ Ò�ÎrÖrØaÔOÌ�ÖUá�ÎrØ}ÓuÎrÖ�ÒeÌ\Ó
²WÏ�çrÙ�ÓQÌ�èaÕ\Ò�Ô4Ù\ÔaÒ�Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó9Ð}ÏeÌ�ÖrÜ�Órá_ÎrØ}ÓßÕ�Ö�ÒpÒ�ÖrÝ\ÔQØ�ÖrÐ�ÙrÑ³å_Ö ÝrÞ�Óaã�ÏpÒpÒ�Ôaå_Ö ´¯Ð�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�è�Í Ö�Õ�Ö�àuà�æ�ÛpÖ�Ï�ç
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Ý	Ì\ÓaØ�Ù�Ó�Ò�Ø�ÖPµ©åZÓ�¯�Ù�Ó,ÝrÞ�Ï�Ù�ÏpÚaÞ�Ï�Îrè�
r�uÔQÜSÐ�Ö	Õ�Ù�Ó�ÖrÛ!æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrç ´c��~�µeá�Ö	äSÒ�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Óa×�Ó�ÐaÌ�Örâ	ÙrÖrâAÙ\Ô
Þ\ÔQÛpÐ�ÖrØ�Ö�Ï*Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrç ÒeÌ\ÏeÕ�æ}Ï�Ø�Ó�¯�Ö	ÕÂÔQØ�è'ÝrÞrÖ

Re = O(`−3)
áWÜ�Óa×nÕÂÔ

Lν
Ö
Lt
ÓpÕ�Ù�Óa×�Ó4Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô	á

ÖAÕ�Ö�ÒpÒ�ÖrÝ\ÔQØ�ÖrÐ�ÙrÑ³ÏuÝrÞ�Óaã�ÏpÒpÒ�Ñ ÓaÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�ârÏ�Ø7Ò�Ø�Þræ�ÜrØ�æ�ÞræA� « Ù\ÔQÞ\ÔQÐ�Ù�Ï�Ò�Ù�ÏpÒ�ØaÔQãrÖ�ÓaÙ\ÔQÞrÙrÑ³å_ÖU
r�uÌ�âSÓpÕrê
Ù�ÓaÞ�ÓpÕ�ÙrÑ�äßØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖrç9ÚaÑ�Ì\Ó7æ}Ò�ØaÔQÙ�ÓaÐaÌ\Ï�Ù�Ó�¬ ~;~��árÎrØ}Ó�ÝrÞrÖßæ�Î�Ï�Ø}Ï�Ð�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�Ö9Ò�Ø�Þræ�ÜrØ�æ�Þ\ÔJ¼7þ_� Ó�Ò�ØaÔaÏ�Ø}Ònâ
ÝrÞ�Ï)¯�Ù�Ï�ç³´�ÔQÙ\ÔOÌ\Óa×pÖrÎrÙ�Óaç*Ò�Ø�Þræ�ÜrØ�æ�Þ�ÏN¼7þ_�ö´	~;¿�µ#µeá�äÓaØOâ7ÛOÔQÐ�Ö�ÒnâD·,ÏpÏ�ÓaØ¼Ð�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�ÖSâ�Õ�Þ�ÓuÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Óa×�Ó
Î	Ì\Ï�Ù\Ô�ÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐaÌ�ârÏ�ØSÒpÓ�Ú�ÓaçßÕ\ÓaÐ}ÓQÌ�è�Ù�Ó#ÒeÌ\Ó�¯�Ùræ�Í à�æ�ÙrÜrãrÖrÍ,
Zõ!ÙrØ}Ï�Þ�ÏpÒ�Ù�Ó#ÓaØ}åZÏ�Ø�ÖrØ�è�á\ÎrØ}Ó�épØ}Ó�â�Õ�Þ�Ó
Ý�ÓQê�ÝrÞ�Ï)¯�Ù�Ïpå_æSÓ�ÚaÞ\Ô�·�ÔaÏ�Ø}ÒnâSÐ�ÙræOÌ�è�ÝrÞrÖ

θ = 0
Ö
θ = π/2

á�Ù�Ó¼ÝrÞrÖ
θ = π/4

ÓaÙ�Ó�Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü	Ô,ÏeÕ�ÖrÙrÖrãrÑuá
ÏpÒeÌ�Ö7Ý\ÔQÞ\ÔaåZÏ�Ø�Þ#Ð�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�Ö

λ ≡ (`3Re)−1 = O(1)
á}Ö7Ò�Ø�Þ�Ïpå_ÖrØ}Ònâ7Ü�ÙræOÌ�Í Ø}ÓQÌ�è�Ü�ÓuÐ�ÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ�è�ÙrÑ�ä#ÒeÌ�æê

Î\ÔQâ�ä7ÒeÌÂÔaÚ�Óaçv´
λ� 1

µWÖ#Ò�Ö	Ì�è�Ù�Óaçv´
λ� 1

µvÕ�Ö�ÒpÒ�ÖrÝ\ÔQãrÖrÖU
 ¶!Ö�ÒeÌ\Ï�ÙrÙrÑ³å_Ö#Þ\ÔaÒ�Î�Ï�ØaÔaå_ÖSÚaÑ�Ì\ÓuÝ�ÓaÜ	ÔQÛOÔQÙ�Órá
ÎrØ}Ó�ÝrÞrÖ*ÒeÌÂÔaÚ�Óaç*ÖAæ	åZÏ�Þ�Ï�ÙrÙ�Óaç*Ð�â	ÛpÜ�Ó�Ò�Ø�Ö*Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâAÞ\ÔaÒ�Ø�æ�Ø,Ð�ÛpÞrÑ¬Ð�ÙrÑ³å Ó�ÚaÞ\ÔQÛ�Ó�åCÝrÞrÖAÌ�Í!ÚaÑ�ä

θ
á

Ù�ÏuÒeÌ�Ö=±�Ü�Ó�åËÚQÌ�ÖrÛpÜrÖ	äßÜ*ÙræOÌ�Í Ö
π/2


�»!ÞrÖßépØ}Ó�å Ð�Þ�Ïpå_â
t∗
Õ\Ó�Ò�Ø�Ö=¯�Ï�ÙrÖrâ>Ò�ÖrÙr×pæOÌ�â	ÞrÙ�Ó�Ò�Ø�Ö9ÛOÔQÐ�Ö�Ò�ÖrØQá

ÓaÎ�Ï�Ð�Ö	Õ�Ù�Órá¿ÓaØ
θ
Ö æ�Ð}ÏeÌ�ÖrÎrÖrÐÔaÏ�Ø}ÒnâËÒSÞ�Ó�Ò�Ø}Ó�å

λ

�¼�Ó4ÝrÞrÖ

λ � 1
Ü	ÔQÞrØ�ÖrÙ\Ô'ÖrÙ\ÔQâz�_Ý�Ó4Ð�ÛpÞrÑ¬Ð�Ù�Ó�å_æ

ÛOÔQÜ�ÓaÙræ�Þ\ÔaÒ�Ø�æ�Ø4Ø}ÓQÌ�è�Ü�Ó4Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâCÒ
θ > π/4

áZÔ>ÝrÞrÖ
θ < π/4

Þ�Ó�Ò�Ø'ÒpåZÏ�ÙrârÏ�Ø}ÒnâCÛOÔQØ�æä�ÔQÙrÖ�Ïpå¬

�uÔQÜ4Ý�ÓaÜ	ÔQÛOÔOÌ\Ó>ÔQÙ\ÔOÌ�ÖrØ�ÖrÎ�ÏpÒ�Ü�Ó�Ï�Þ\ÔaÒpÒpåZÓaØ�Þ�Ï�ÙrÖ�Ï�ázÐSépØ}Ó�å ÝrÞ�ÏeÕ\ÏeÌ\ÏJ¼7þ_��æ}Ò�Ø�Þ�Ó�Ï�Ù�ÓSØaÔQÜUáÈÎrØ}Ó#Ì�ÖrÙ�Ï�ç	ê
ÙrÑ¬ç#ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØ

γ
Ý�ÓQÌ�æ�Î\ÔaÏ�Ø¼Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙræ�ÍÉÕ\Ó�Ú}ÔQÐ�Üræ}á}ÝrÞ�ÓaÝ�ÓaÞrãrÖ�ÓaÙ\ÔOÌ�è�Ùræ�Í ∫∞

0 ds |B(τ−s)|2 cos 2θ



»�ÓSÕ\Ó�Ò�Ø�Ö=¯�Ï�ÙrÖrÖ�Ý�ÓaÞ�Óa×�ÔßÙ�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�ÖCÒ�æ	åZå�ÔQÞrÙrÑ¬ça´¯Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ¬çPµ�ÖrÙrÜrÞ�ÏpåZÏ�ÙrØQávÐßÛOÔQÐ�Ö�Ò�Ö�åZÓ�Ò�Ø�Ö
ÓaØ�ÛpÙ\ÔQÜ	Ô

cos 2θ
áZÌ�Ö�Ú�Ó�ÚaÑ³Ò�Ø�Þ�Ó�Þ\ÔaÒ�Ø}Ï�Ø ÒpÓ�Ð�Þ�ÏpåZÏ�Ù�Ïpå¬á©Ì�Ö�Ú�Ó�æ	åZÏ�Ùrè;±�ÔaÏ�Ø}Ònâ Ö åZÏ�ÙrârÏ�ØCÛpÙ\ÔQÜUá¿ÎrØ}Ó

ÝrÞrÖrÐ}ÓpÕ�ÖrØQáÂÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Órá�Ì�Ö�Ú�Ó�Ü*Ð�ÛpÞrÑ¬Ð�Ù�Ó�å_æ*Þ�Ó�Ò�Ø�æ}á	Ì�Ö�Ú�Ó�ÜßÛOÔQØ�æä�ÔQÙrÖrÍ Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrâz

¼uÔ#Ý�Ï�ÞrÐ�Ñ¬ç'Ð�Ûp×nÌ�â�ÕvázÞ�Ï�ÛpæOÌ�èOØaÔQØ�Ñ épØ}Óa×�ÓßÔQÙ\ÔOÌ�ÖrÛOÔSåZÓa×nÌ�Ö�ÚaÑ ÚaÑ¬Ø�è*Ù�Ï�Ý�Ó�Ò�Þ�ÏeÕ\Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Ó*Ý�Ï�Þ�Ï�Ù�Ïeê

ÒpÏ�ÙrÑûÙ\Ô,ÖrÛpæ�Î\ÔaÏpå_Ñ³ÏuÐ�ÕÂÔQÙrÙ�Óaç9Ò�ØaÔQØ�è}ÏuØ}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâz
�ÿ³Õ�Ù\ÔQÜ�Órá\Ü	ÔQÜßæ6¯�Ï¼ÓaØ}åZÏ�Î\ÔOÌ\Ó�Ò�è�á\ÓpÕ�Ù\Ô�ÖrÛ�Ó�ÒpÓ�Ú�Ï�Ù	ê
Ù�Ó�Ò�Ø}Ï�ç'Ù\Ô�±,Ï�ç4ÛOÔOÕÂÔpÎrÖ�ÒpÓ�Ò�Ø}ÓaÖrØ*ÐAØ}Ó�å¬áÂÎrØ}ÓS� « ÓaØ�Ð}Ï�Î\ÔaÏ�Ø*Ù�Ï¼Ø}ÓQÌ�è�Ü�ÓSÛOÔ#Ù�ÏeÌ�ÖrÙ�Ï�çrÙ�Ó�Ò�Ø�è¹´¯Ü�ÓaØ}ÓaÞ\ÔQâ
Ð!ÓpÕ�Ù�ÓaÞ�ÓpÕ�ÙrÑ�ä�Ö�Þ�Ï�ÛpÜ�Ó!Ò�Ø�Þ\ÔQØ�Ö�à�ÖrãrÖrÞ�ÓaÐÔQÙrÙrÑ�ä,Ø}Ï�Î�Ï�ÙrÖrâ�ä�Ð�×nÌÂÔQÐ�Ù�Ó�å4Ý�ÓaÞâ�Õ�Ü�Ï¬ÓpÕ�ÖrÙ\ÔQÜ�ÓaÐÔ�µeá�Ù�ÓEÖ�ÛOÔ
Ì�ÖrÙ�Ï�çrÙrÑ³Ï�Ò�Ð}Óaç�Ò�Ø�ÐÔ¼Ü�ÓQÌ\ÏpÚ}ÔQÙrÖrçU
=»�ÓaépØ}Ó�å_æ#ÖrÛ�åZÏ�Ù�Ï�ÙrÖ�Ï!Þ�Ï)¯�Ö�å�Ô�� « Ù�Ï�ÖrÛ�Ú�Ï)¯�Ù�Ó,ÐaÌ�ÖrârÏ�Ø�Ù\Ô¼æ}Ò�Ø}Óaç	ê
ÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�è�á�Ð,Î\ÔaÒ�Ø�Ù�Ó�Ò�Ø�ÖUá�Ù\Ô�Ü�ÓaÙ�à�Ör×pæ�Þ\ÔQãrÖrÍ Ó�ÚQÌÂÔaÒ�Ø�ÖßÙ�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö9ÖßÓ�ÒpÓ�Ú�Ï�ÙrÙ�Ó�Ù\Ô,ÏpÏ!ÙrÖ=¯�ÙrÍ�Í
×pÞ\ÔQÙrÖrãræ}
�Å9Ó�¯�Ù�Órá�Ý�ÓQê�Ð�Ö	Õ�Ö�åZÓ�å_æ}áQÓ�¯�Ö	ÕÂÔQØ�è�áQÎrØ}Ó¬ÝrÞrÖ

λ < 1
ÖrÛ�åZÏ�Ù�Ï�ÙrÖrâ�ÓaÜ	Ô�¯�æ�Ø}Ònâ�Ï)·,ÏZÙ�Ï�ÒeÌ�Ö=±�Ü�Ó�å

Ò�Ö	Ì�è�ÙrÑ³å_ÖUá\Ö>Þ�Ó�Ò�Ø#Ð}ÓaÛ�å_æ6·,Ï�ÙrÖrç4Ó�Ò�ØaÔQÙ�Ï�Ø}Ònâ>Ð�ÛpÞrÑ¬Ð�ÙrÑ³å¬
�¼�Ó#ÒeÌ�æ�Î\ÔQç9Ú�ÓQÌ\ÏpÏ¼Ò�Ö	Ì�è�Ù�Óaç>Õ�Ö�ÒpÒ�ÖrÝ\ÔQãrÖrÖUá
Ü�Óa×nÕÂÔ

λ = O(1)
Ö	Ì�ÖUárØ}Ïpå Ú�ÓQÌ\ÏpÏ�á

λ� 1
árØ�Þ�ÏpÚaæ}Ï�Ø#ÓaØ�Õ\ÏeÌ�è�Ù�Óa×�Ó#ÖrÛpæ�Î�Ï�ÙrÖrâz


²_ÔaÚ�ÓaØaÔ Ð�Ñ¬Ý�ÓQÌ�Ù�Ï�Ù\Ô ÝrÞrÖûÝ�ÓpÕrÕ\Ï�ÞG¯�Ü�ÏÚ»!Þ�Óa×pÞ\ÔaåZå_Ñ »!Þ�Ï�ÛpÖ	Õ�Öræ	å�Ôc²��s¼ÐÏ ���	áN»!Þ�Óa×pÞ\ÔaåZå_Ñ
ÿM÷4¼ ²��s¼ÑÏ����	á�×pÞ\ÔQÙrØaÔa²:÷J÷4õYÏ |;¿Oê&|;~Oê&|;|;|;¾;~OêlÔÉÖ ×pÞ\ÔQÙrØaÔª<�¸�ÏeÕ�æ6·�Ö�Ï�Ù\Ôpæ�ÎrÙrÑ³ÏÚ±�Ü�ÓQÌ�ÑT>
Ï ¿;|;|	
 ~;|;|;¾	
 ~	á�ÝrÞ�ÏeÕ\Ó�Ò�ØaÔQÐaÌ\Ï�ÙrÙ�Óa×�Ó$Å>ÖrÙrÖ�Ò�Ø}Ï�Þ�Ò�Ø�Ð}Ó�å�ÝrÞ�Ó�å_Ñ/±¼Ì\Ï�ÙrÙ�Ó�Ò�Ø�ÖUá	Ù\Ôpæ�ÜrÖAÖAØ}Ïeä	Ù�ÓQÌ\Óa×pÖrçÞ²WÓ�Òeê
Ò�Örç�Ò�Ü�Óaç³÷�ÏeÕ\Ï�Þ\ÔQãrÖrÖU

Ò�Ó�ÔqÕ�Ö�×ÙØ\Ú¿Ô�Ø�Û L¼[\Y"ÜcÝ.Þ	["ß'Tcà;á�à;âWVcÜËRUTcßr["âcà;âWV¨ã³ä ��å?æ

²_ÔaÒpÒpåZÓaØ�ÞrÖ�å�Ú�ÓQÌ\ÏpÏ©Ý�ÓpÕ�Þ�Ó�ÚaÙ�Ó�Ù�Ï�Ü�ÓaØ}ÓaÞrÑ³Ï³Ò�Ð}Óaç�Ò�Ø�ÐÔEÞ�Ï)±,Ï�ÙrÖrç,æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ½´	~Q�6µe
�¼uÔpÎrÙ�Ïpå'Ò¿×pÞ\ÔOê
ÙrÖrãrÑ5æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö¥´

Z → 0+
µe
>»�Ó�Ò�Ü�ÓQÌ�è�Üræ

Ima∗ = πU ′′N/U
′
N < 0

ávØ}Ó −π < arg a∗ < 0
ÝrÞrÖ

Ì�Í!Ú�Ó�å
K

Gõ!ÙrØ}Ï�×pÞ\ÔOÌ*Ð¼ÝrÞ\ÔQÐ}ÓaçAÎ\ÔaÒ�Ø�ÖAÝrÞ�ÏeÕ\Ò�ØaÔQÐ�Ö�åCÐ¼Ð�Ö	Õ\Ï�Ò�æ	åZå_ÑËÖrÙrØ}Ï�×pÞ\ÔOÌÂÔ¼Ð�Òpå_Ñ³ÒeÌ\Ï�×nÌÂÔQÐ�Ù�Óa×�Ó

ÛpÙ\ÔpÎ�Ï�ÙrÖrâßÖßÝ�ÓQÌ�æ�Ð�Ñ¬Î�Ï�ØaÔ�Ð
Y = Y0

�

I2(Y0) =

∞∫

−∞

− dY N ′(Y )

Y − Y0
+ iπN ′(Y0).

« æ�Î�Ï�Ø}Ó�å ´c����µeá
I2 ≈ Y −2

0 + iπN ′(Y0)
ÝrÞrÖ |Y0| � 1


HÄWÔQÜ Ü	ÔQÜ
N(Y )

Ö�åZÏpÏ�Ø ÏeÕ�ÖrÙ�Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙrÑ¬ç
å�ÔQÜ�Ò�Ö�å_æ	åa´¯ÝrÞrÖ

Y = YM
µeá�ÛpÙ\ÔQÜrÖ

N ′(Y )
Ö

(Y −YM)
ÝrÞ�ÓaØ�ÖrÐ}ÓaÝ�ÓQÌ\Ó�¯�ÙrÑuá	Ö

I2(YM ) < 0

�»�ÓaépØ}Ó�å_æ}á

Ü�Óa×nÕÂÔ
Y0
ÝrÞ�Ó�Ú�Ï�×�ÔaÏ�Ø�ÓaØ −∞ Õ\Ó

+∞ á ϕ = arg I2
Þ\ÔaÒ�Ø}Ï�Ø�ÓaØ −2π

Õ\Ó³|	áWÝrÞrÖrÎ�Ïpå
ϕ(YM ) = −π 
« Ì\ÏeÕ\ÓaÐÔQØ}ÏeÌ�è�Ù�Órá\Ü	Ô�¯,Õ\Ó�å_æ

K
ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ}Ï�Ø#ØaÔQÜ�Ó�Ï

Y0 > YM
á	ÎrØ}Ó

ϕ(Y0) = arg a∗



�J���$�J�J�:�J�J�4���I�J�J�7�n�J�J�$���G�6�6�Z���:���=���c�=�P���M���G� ���;�D�



ËJÌ)�P��Í�Ì�Î�Í�Ï�ÐÒÑ�¡G ��PÓ1Ô��PÐÒÍ�Ì��DÕ�ÖI �Î�×���¡GØ%ÙÚÖL�PÌ�ÙPÛ7Ì��PÍ�Ø%Ù¹¡G ;Ü Û7�DÝÞÌ�Í���Î �;�Z�

»!Þ�ÓpÕ�Ö�àuàuÏ�Þ�Ï�ÙrãrÖrÞræ}Ïpå
I2
Ý�Ó

Y0
�

dI2

dY0
=

(
d|I2|
dY0

+ i|I2|
dϕ

dY0

)
eiϕ = I3 =

∞∫

−∞

− dY N ′′(Y )

Y − Y0
+ iπN ′′(Y0).

´2»���µ

�uÏ�×pÜ�Ó9Ð�Ö	Õ\Ï�Ø�è�ávÎrØ}Ó
Im (I3/I2) = dϕ/dY0 > 0

ávÝ�ÓaépØ}Ó�å_æ�Ó�ÚQÌÂÔaÒ�Ø�è9Ù�Ï�æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�Ö¥´
Z > 0

µ�Ì\Ïeê
¯�ÖrØßÐ�Ñ/±,Ï,×pÞ\ÔQÙrÖrãrÑ

J = J0(K; θ)

�»�Ï�Þ�ÏeäÓpÕ�â�Ø}Ï�Ý�Ï�ÞrèßÜ

Z > 0
ázÛOÔaåZÏ�Ø�Ö�å¬ázÎrØ}ÓSÖrÙrØ}Ï�×pÞ\ÔOÌ���Ó ±�Ö

I2(Y∗)
® ÔQÙ\ÔOÌ�ÖrØ�ÖrÎ�ÏpÒ�Ü	ÔQâ*Ð�Ð}Ï�Þ}ä	Ù�Ï�çSÝ�ÓQÌ�æ�Ý	Ì\Ó�Ò�Ü�Ó�Ò�Ø�Ö

Y∗ = Yc + iZ
à�æ�ÙrÜrãrÖrâzáÝrÞ�ÓaÖrÛpÐ}ÓpÕ�Ù\ÔQâSÜ�ÓaØ}ÓQê

Þ�ÓaçAÓaØ�Ì�ÖrÎrÙ\Ô¼ÓaØ¼ÙræOÌ�â�Ù\Ô!Ð}Ï)·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�ÓaçSÓ�Ò�Öv´ Òpå¬
P´2»���µ#µeá�ÔuÒeÌ\ÏeÕ\ÓaÐÔQØ}ÏeÌ�è�Ù�ÓráÖ#ÐuÙ�Ï�Ü�ÓaØ}ÓaÞ�ÓaçSÝ�ÓQÌ\Ó�ÒpÏ
0 < Z < Z∗

áÈÎrØ}ÓA×�ÔQÞ\ÔQÙrØ�ÖrÞræ}Ï�Ø9Ò�æ6·,ÏpÒ�Ø�Ð}ÓaÐÔQÙrÖ�Ï7Ó�ÚaÞ\ÔQØ�Ù�Óaç�à�æ�ÙrÜrãrÖrÖ'Ö'ÏeÕ�ÖrÙ�Ò�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ�Óa×�ÓßÞ�Ï)±,Ï�ÙrÖrâ
Y∗ = F (J,K; θ)

æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖrâ¹´	~Q�6µ©Ð7ÒpÓ�ÓaØ�Ð}Ï�Ø}Ò�Ø�Ð�æ�Ís·,Ï�ç>Ý�ÓQÌ\Ó�ÒpÏ
J0(K; θ) < J < J1(K; θ)



¼uÔQÜ�ÓaÙ�Ï�ãUárÕ�Ö�àuàuÏ�Þ�Ï�ÙrãrÖrÞræ�â*æ�Þ\ÔQÐ�Ù�Ï�ÙrÖ�ÏI´	~Q�6µ¿Ý�Ó

K
ÝrÞrÖ

Z = 0+
Ö
θ = const

á

da∗
dK

= K2

`2p2

(
I2
∂J
∂K

+ JI3
dY0

dK

)
,

Ð�Ö	Õ�Ö�å¬áÎrØ}ÓuÌ\Ï�ÐÔQâ#Î\ÔaÒ�Ø�è�Ð}Ï)·,ÏpÒ�Ø�Ð}Ï�ÙrÙ\Ô	
 « Ì\ÏeÕ\ÓaÐÔQØ}ÏeÌ�è�Ù�Órá	ÝrÞrÖ
K = K∗

á}ØQ
¶Ï�
Ð¼ÙrÖ=¯�Ù�Ï�çSØ}ÓaÎrÜ�ÏE×pÞ\ÔOê
ÙrÖrãrÑ æ}Ò�Ø}ÓaçrÎrÖrÐ}Ó�Ò�Ø�ÖUáÈÜrÞrÖrØ�ÖrÎ�ÏpÒ�ÜrÖrç'æ�Þ�ÓaÐ}Ï�Ùrè

Y0
ÒpÓaÐ�Ý\ÔOÕÂÔaÏ�Ø*Ò¼Ø}ÓaÎrÜ�Óaç4Ý�Ï�Þ�Ï�×pÖ�Ú}Ô

N(Y )
á�Ì\Ï)¯,Ô�·,Ï�ç

Ð�Ñ/±,Ï
YM

=Å9Ó�¯�Ù�Ó�Ý�ÓaÜ	ÔQÛOÔQØ�è�á\ÎrØ}Ó,ÝrÞrÖßépØ}Ó�å

I3 > 0
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